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О БЕТА-РАВНОВЕСИИ ЭЛЕКТРОННО-НУКЛОННОГО ВЕЩЕСТВА 

ПРИ НИЗКИХ ТЕМПЕРАТУРАХ 
 

Исследовано влияние температуры электронейтрального электронно-протонного вещества 
на значение концентрации протонов и электронов, соответствующее порогу нейтронизации, а также 
влияние температуры электронейтрального электронно-нуклонного вещества на значения концентра-
ций электронов, протонов и нейтронов, соответствующих бета-равновесию. Исследование выполнено 
в приближении идеальности электронного и нуклонных газов, а также в приближении низких темпера-
тур, при которых отличная от нуля тепловая энергия намного меньше энергии Ферми. При этом 
для взаимосвязи между температурой, концентрациями и химическими потенциалами нуклонных газов 
использована известная нерелятивистская формула, для релятивистского электронного газа соответ-
ствующая формула получена в данной работе. Показано, что с ростом температуры значение концен-
трации электронов и протонов, соответствующее порогу нейтронизации, повышается. Также показа-
но, что при одном и том же значении концентрации электронов и протонов с ростом температуры 
значение концентрации нейтронов, соответствующее бета-равновесию, уменьшается. 

Ключевые слова: электронно-нуклонное вещество, бета-равновесие, порог нейтронизации, низ-
кие температуры. 
 

On Beta-Equilibrium of Electron-Nucleon Matter at Low Temperatures 
 

The influence of the temperature of an electrically neutral electron-proton matter on the value of the 
concentration of protons and electrons corresponding to neutronization threshold and the influence of the tem-
perature of an electrically neutral electron-nucleon matter on the value of the concentration of electrons, pro-
tons and neutrons corresponding to beta-equilibrium have been investigated. The research has been carried out 
in the approximation of ideality of electron and nucleon gases and in in the approximation of low temperatures 
at which nonzero thermal energy is much less than Fermi energy. In this case, the well-known nonrelativistic 
formula has been applied for the relationship between the temperature, concentrations, and chemical potentials 
of nucleon gases, the corresponding formula for relativistic electron gas has been obtained in this work. It has 
been shown that as temperature increases, the value of the concentration of electrons and protons corresponding 
to the neutronization threshold increases. It has been shown also that as temperature increases at the same value 
of the concentration of electrons and protons, the value of the concentration of neutrons corresponding to the 
beta-equilibrium decreases. 

Key words: electron-nucleon matter, beta equilibrium, neutronization threshold, low temperatures. 
 
Введение 
Расчет порога нейтронизации водорода и условий бета-равновесия электронно-

нуклонного вещества имеет значение для различных задач астрофизики. Ранее подоб-
ные задачи рассматривались в приближении абсолютного нуля температуры и в преде-
ле высоких температур, в т. ч. в присутствии квантующего магнитного поля [1, с. 88–92, 
167–168], а также с учетом и без учета энергии взаимодействия между частицами 
и спиновой поляризации нуклонов [2, c. 549–555; 3, с. 30–37; 4, с. 30–43]. Для низких 
отличных от нуля температур задачи такого типа ранее не рассматривались, что можно 
объяснить следующими причинами. 

Алгоритм расчета основных характеристик ферми-газа (в т. ч. химического по-
тенциала) при низких, отличных от нуля температурах хорошо разработан для нереля-
тивистского приближения [5, с. 596–597; 6, с. 201–202], применение которого не всегда 
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корректно. В частности, нерелятивистское приближение нельзя считать корректным 
для вычисления химического потенциала электронного газа при нахождении порога 
нейтронизации и условий бета-равновесия, поскольку разница между массами нейтрона 

nm  и протона pm  превышает em5,2  ( em  – масса электрона). В связи с этим необхо-

димо вывести некоторые основные формулы заново, что и предполагается сделать в 
данной работе. Кроме того, заслуживает обсуждения вопрос о возможности уточнения 
алгоритма для нерелятивистского газа (и выполнения аналогичного уточнения для ре-
лятивистского газа) при переходе от низких к не очень низким температурам. 

 
Замечания о формулах, используемых для вычислений характеристик  

нерелятивистских ферми-газов 
Следует отметить, что упомянутый выше алгоритм основан на приближенном 

вычислении интегралов следующего вида: 
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При этом выполняется замена переменной 
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после чего интеграл (1) можно преобразовать либо к виду [5, с. 596–597] 
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либо к виду [6, с. 201] 
 

         
 











  



0 00

~~
kT

dzzfkTzdzzfkTzkTdM


 .      (4) 

 

В обоих случаях дальнейшие рассуждения основаны на том, что при низких 
температурах, когда 0  (эта величина имеет смысл химического потенциала) 
и   1kT , можно заменить нижний предел первого интеграла в (3) с  kT  
на  , а верхний предел последнего интеграла в (4) – с  kT  на  . Несмотря 
на замечания, перечисленные далее, получающаяся конечная формула 

 

      


































3

3
42

0 360

7

6

1
kTkTdM   (5) 

 

находит широкое применение в теоретической физике, а результаты вычислений с ее 
применением хорошо согласуются с экспериментом (прежде всего, в физике твердого 
тела). При этом условия, налагаемые на функцию  , перечисленные, например, 
в [5, с. 596], как мы увидим в дальнейшем, в нашем случае выполняются, а все трудно-
сти физического и математического характера, присутствующие в промежуточных 
преобразованиях и отмеченные далее, в (5) отсутствуют. 

Необходимо сделать следующие замечания: 
1. При достаточно низких, но отличных от нуля температурах для достижения 

требуемой точности вычислений (при соответствующей точности исходных данных) 
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в правой части (5) достаточно ограничиться первым и вторым слагаемыми. С ростом же 
температуры для повышения точности, на первый взгляд, требуется учет последующих 
слагаемых в (5), но ценность таких усилий для достижения большей точности снижает-
ся из-за того, что замена  kT  на   с ростом температуры становится все более 
грубой. 

2. Поскольку величина   для нерелятивистского ферми-газа имеет смысл энер-
гии отдельного фермиона, отсчитываемой от энергии покоя, в случае идеального газа 
эта энергия равна просто кинетической энергии, которая по физическому смыслу 
не может быть отрицательной. Но тогда из (2) следует, что нижнее предельно допусти-
мое значение для переменной z  равно  kT , поэтому замена этого значения на   
в первом интеграле в (3) неправомерна с физической точки зрения. Кроме того, по-
скольку функция  , как будет показано ниже, по смыслу зависит от  , то область ее 
определения – положительная полупрямая. Из этого следует, что: 

а) в третьем интеграле в (4) при любом Z аргумент функции   должен быть 
только положительным (что не выполняется при    zkT  в случае замены верх-
него предела с  kT  на  ); 

б) верхний предел второго интеграла в (3) также может быть только положи-
тельным, поэтому область определения функции F  является положительной полупря-
мой, как и в случае функции   (что не выполняется при  kTz   в случае за-
мены нижнего предела первого интеграла в (3) с  kT  на  ). 

3. При обобщении формулы (5) на релятивистский случай функции, стоящие 
на месте  , будут зависеть от аргумента, который, как будет обосновано ниже, 
по смыслу может быть только положительным (что не выполняется при    zkT  
в случае замены верхнего предела с  kT  на   в (4)). Кроме того, в релятивистском 
случае функции   будут содержать, как будет показано ниже, множители, представля-
ющие собой полуцелые степени аргумента, поэтому аргумент не может быть отрица-
тельным и с чисто математической точки зрения. 

4. При попытке повышения точности (о чем уже было упомянуто в замечании 1) 
путем представления упомянутых выше интегралов в виде 
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вычисление вторых интегралов в правых частях (6) и (7) даже численными методами 
наталкивается на трудности, перечисленные в замечаниях 2 и 3. 

В силу сказанного выше, в дальнейшем будем руководствоваться замечанием 1 
и при выводе аналогичных соотношений для релятивистского электронного газа. 

 
Вывод соотношения для химического потенциала релятивистского элект-

ронного газа 
В соответствии с [5, с. 190–192; 6, с. 194] запишем выражение для концентрации 

en  электронного газа при произвольной температуре T  в отсутствие внешнего магнит-

ного поля и спиновой поляризации: 
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где   – постоянная Планка, p  – импульс отдельного электрона,   – его энергия, k  – по-

стоянная Больцмана, e  – химический потенциал. Для протонного и нейтронного газов 

соотношение между температурой, концентрацией и химическим потенциалом выгля-
дит совершенно аналогично (8); различия (с точки зрения электронного и нуклонных 
газов) начинаются при переходе к интегрированию по  , поскольку это происходит 
различным образом в случае нерелятивистских нуклонных газов и релятивистского 
электронного газа. 

В нерелятивистском случае энергия отдельного нуклона и химический потенци-

ал соответствующего газа ( p  – для протонов, n  – для нейтронов) не содержат энер-

гии покоя отдельного нуклона 
2cmi  ( im  – масса нуклона ( npi , ), c  – скорость света 

в вакууме), поэтому взаимосвязь между   и p  такова, что при переходе к интегриро-
ванию по   в (8) нижний предел интеграла остается равным нулю. Это и позволяет 

применять формулы приближенного вычисления (8) при 1ikT  , приведенные 

в [5, с. 597; 6, с. 201]. Несмотря на широкие возможности современных систем компью-

терной математики, непосредственное нахождение i  при известных in  и T  по (8) 

(с учетом перехода к интегрированию по ) при низких температурах неудобно 
[7, с. 10–12], поэтому все равно необходимо выполнять предварительные преобразова-
ния, а при низких температурах еще удобнее перейти к упомянутым выше приближен-
ным соотношениям, в которых отсутствуют интегралы. 

В релятивистском же случае взаимосвязь между   и p  выражается формулой 
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а e  так же, как и  , содержит Acme 2
. Тогда (8) перепишется в виде 
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Нижний предел интеграла в (10) не равен нулю, поэтому применение упомяну-
того выше алгоритма к (10) недопустимо. Для решения данной проблемы произведем 
замену 

2cmx e , 
2cmee  .          (11) 

 

Из (11) следует, что переменная x  может быть только положительной, а для ве-
личины   это требование выполняется при достаточно низких температурах (которые и 
учитываются в данной работе). Подставляя (11) в (10), после несложных преобразова-
ний можно получить: 
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Для возможности применения к интегралам (13) рассуждений, приведенных 

в [5, с. 596–597; 6, с. 201–202], но не при 1ekT  , а при 1kT , требуется, чтобы 

функции 
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при x  возрастали не быстрее, чем kT
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e , а при 0x  не возрастали быстрее, 
чем 1x . Легко видеть, что данные условия выполняются. Поэтому в соответствии 
с [5, с. 597; 6, с. 202] можно в общем виде приближенно записать: 
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Подставляя (14) в (15) и возвращаясь от   к e  в соответствии с (11), получаем: 
 

 
422

2
2

2

42242
422

21 6
ln

22 cm
kT

cm

cmcm
cmI

ee

e

e

eeee
ee

e












 ,         (16) 

 

  











 


2

422
42422

2
23422

23 ln
23

1

cm

cm
cmcm

cm
cmI

e

eee
eeee

e
ee




 

 

   



















422

22
4222

2

3
12 cm

cm
cmkT

ee

ee
ee




 .    (17) 

 

Подставляя (16) и (17) в (12), получаем: 
 

 
    



















422

422
2

2
23422

32

2

63

11

cm

cm
kTcm

c
n

ee

ee
eee




 

.          (18) 

 

Из (18) легко убедиться, что при 0T  К получается значение химического по-
тенциала вырожденного релятивистского электронного газа [1, с. 45]: 
 

  322232242
0 3 eeee nсcm   .   (19) 

 

Путем замены 
 

422 cmy ee        (20) 
 

можно преобразовать (18) к уравнению четвертой степени относительно y : 
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Это уравнение можно решить аналитически при заданных en  и T , а затем выра-

зить e  на основе (20). Поскольку такой метод решения выглядит слишком громозд-

ким, проще решать (18) численно относительно e  при заданных en  и T . 

С другой стороны, как будет показано ниже, для нахождения концентрации 
электронов (и протонов), соответствующей порогу нейтронизации, предварительно вы-

числять e  не обязательно. 
 

Нахождение порога нейтронизации электронно-протонного вещества 
Уравнение порога нейтронизации выглядит следующим образом [1, с. 88]: 

 

22 cm=cm nppe   ,          (22) 
 

где e  связано с заданными значениями en  и T  через (18), а p  при тех же значениях 

T  и pe nn   выражается по формуле [5, с. 281] 
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Тогда, выражая e  из (22) с учетом (23) и подставляя в (18), можно (с учетом 

pe nn   для электронейтральной среды) после некоторых преобразований получить 

уравнение порога нейтронизации в виде 
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Результаты численных расчетов удобно представить в следующем виде. 
Для начала выберем значение концентрации протонов и электронов, соответствующее 

порогу нейтронизации при 0T  К: pn0  7,355861030 см–3. Затем для различных зна-

чений температуры будем указывать поправку pn  к значению pn0 . Численные ре-

зультаты представлены в таблице 1 и на рисунке 1. 
 

Таблица 1. – Значения порога нейтронизации при различных температурах 
T , 105 К 

pn , 1025 см–3 T , 105 К 
pn , 1025 см–3 T , 105 К 

pn , 1025 см–3 

1 0,154 4 2,625 7 8,060 
2 0,648 5 4,107 8 10,531 
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3 1,472 6 5,919 9 13,331 

 

 

Рисунок 1. – Значение pn , соответствующее порогу нейтронизации  

при различных температурах, согласно уравнению (24) 
 

Таким образом, можно сделать вывод, что с ростом температуры значение 

pe nn  , соответствующее порогу нейтронизации, повышается. Более высокие значения 

температуры по сравнению с представленными в таблице 1 и на рисунке 1 приводят 
к нарушению условия применимости соотношений (18) и (23). Это замечание относится 
также к рисункам 2, 3 и таблице 2. 

 
Уравнение бета-равновесия электронно-нуклонного вещества 
Уравнение бета-равновесия в общем случае выглядит следующим образом [1, с. 88]: 

 

22 cm=cm nnppe   ,    (25) 
 

где, как и в задаче о нахождении порога нейтронизации, e  связано с заданными зна-

чениями en  и T  через (18), p  при тех же значениях T  и pe nn   находится по формуле 

(23), а формула для n  (которая применяется при том же значении T ) совершенно ана-

логична (23): 
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Для удобства введем вспомогательную функцию 
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Тогда, выражая e  из (25) с учетом (23), (26), (27) и подставляя в (18), можно 

(с учетом pe nn   для электронейтральной среды) после некоторых преобразований по-

лучить (по аналогии с (24)) уравнение бета-равновесия в виде 
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Уравнение (28) можно решать численно относительно nn  при заданных значе-

ниях T  (в соответствии с замечанием после рисунка 1) и pp nn 0 . Численные результа-

ты решения уравнения (28) представлены в таблице 2 и на рисунках 2 и 3. В силу того, 
что графики уравнения бета-равновесия при T  1,00109 К и T  9,00109 К практиче-
ски сливаются, на рисунке 2 в логарифмическом масштабе отображен график зависи-

мости nn  от pn  для температуры T  1,00109 К. При этом различие между графиками 

удобнее представить в виде разности значений концентрации нейтронов, соответству-
ющих бета-равновесию при температурах T  1,00109 К и T  9,00109 К, в зависимо-

сти от значения pn . Соответствующая зависимость отображена на рисунке 3. 

При этом на рисунках 2 и 3 для удобства введены вспомогательные величины 

01n  = 1030 см–3 и 02n  = 1033 см–3. 

 
Таблица 2. – Значения концентрации нейтронов, соответствующих бета-равновесию 
при температурах T  1,00109 К и T  9,00109 К, а также разность этих значений 

T , 105 К 1,00 9,00  

nn  =  2
nn  –  1

nn , 1030 см–

3 pn , 1030 см–3  1
nn , см–3  2

nn , см–3 

0,75 2,13771032 2,13511032 0,26 
0,8 1,959561033 1,958991033 0,57 

0,85 4,507301033 4,506571033 0,73 
0,9 7,553571033 7,552731033 0,84 

0,95 1,0956181034 1,0955261034 0,92 
1 1,4628111034 1,4627141034 0,98 

1,5 5,819181034 5,819061034 1,18 
2 1,0529961035 1,0529841035 1,19 

2,5 1,5211231035 1,5211121035 1,16 
3 1,9773351035 1,9773231035 1,12 

3,5 2,41954051035 2,41952961035 1,09 
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Рисунок 2. – Зависимость значения 

 02lg nnn , соответствующего бета-

равновесию, от значения  01lg nnp  при 

T  1,00109 К, согласно уравнению (28) 

 

Рисунок 3. – Зависимость разности 

значений nn , соответствующих бета-

равновесию при T  1,00109 К  
и T  9,00109 К, согласно уравнению (28), 

от значения pn  

Таким образом, с ростом температуры при одном и том же значении pe nn   

значение nn , соответствующее бета-равновесию, уменьшается. При этом для двух за-

данных значений температуры (в нашем случае это T  1,00109 К и T  9,00109 К) 

с ростом концентрации pe nn   соответствующая разность между значениями концен-

трации нейтронов сначала возрастает, а затем, начиная приблизительно с pn

21031 см–3, уменьшается. 

Поиск значений nn  при pn 7,51030 см–3 требует отдельных исследований, по-

скольку бета-равновесные значения nn  получаются настолько малыми, что формула (26) 

становится все более грубым приближением для нахождения химического потенциала, 
а вблизи порога нейтронизации она и вовсе неприменима, поскольку при очень малой 
концентрации нейтронный газ становится невырожденным даже при таких температу-
рах, при которых электронный и протонный газы еще вполне можно считать вырож-
денными и применять к ним соотношения (18) и (23). 

 

Заключение. Основные результаты 
В приближении низких, отличных от нуля температур и идеальности ферми-

газов исследовано влияние температуры электронейтрального электронно-протонного 
вещества на значение концентрации протонов и электронов, соответствующее порогу 
нейтронизации, а также влияние температуры электронейтрального электронно-
нуклонного вещества на значения концентраций электронов и нуклонов, соответству-
ющих бета-равновесию. При этом для взаимосвязи между температурой, концентраци-
ями и химическими потенциалами нуклонных газов использовано известное нереляти-
вистское соотношение, для релятивистского электронного газа соответствующее соот-
ношение выведено по аналогичному алгоритму. Показано, что с ростом температуры 
значение концентрации электронов и протонов, соответствующее порогу нейтрониза-
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ции, повышается. Также показано, что при одном и том же значении концентрации 
электронов и протонов с ростом температуры значение концентрации нейтронов, соот-
ветствующее бета-равновесию, уменьшается. Результаты могут представлять интерес 
для теоретического исследования сверхплотных астрофизических объектов. 
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