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Беларусь, Брест, УО «БрГУ имени А. С. Пушкина» 

СХОДИМОСТЬ МЕТОДА ИТЕРАЦИЙ К РЕШЕНИЮ  

С МИНИМАЛЬНОЙ НОРМОЙ ЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ 

В работе для решения линейного некорректного уравнения 

  (1) 

с действующим в гильбертовом пространстве H ограниченным положительным 

самосопряженным оператором  предлагается новый неявный итераци-

онный метод 

( ) ( ) 0,2 01 =+−=+ + xyxAExAE nn .                   (2) 

Покажем, что метод (2) пригоден и тогда, когда  – собственное значе-

ние оператора А (случай неединственного решения уравнения (1)). Обозначим че-

рез , – ортогональное дополнение ядра  до 

. Пусть – проекция на , а  – проекция

на . Справедлива 

Теорема. Пусть 0A , Hy , 0 . Тогда для итерационного процесса 

(2) верны следующие утверждения:

а) ;    

б) последовательность сходится тогда и только тогда, когда 

уравнение  разрешимо. В последнем случае , где 

– минимальное решение уравнения (1).

Доказательство. Применим оператор A  к методу (2), получим

( ) ( ) AyxAEAxAEA nn +−=+ − 21 , где ( ) ( )yAПyAPy += . Так как 

( ) 0=yAAP , то получим ( ) ( )( ) ( ) ( )( )yAПAxAEyAПAxAE nn −−=−+ −1 . 

Обозначим ( ) nn vyAПAx =− , ( )AMvn  , тогда ( ) ( ) 1−−=+ nn vAEvAE .  

Отсюда ( ) ( ) 1
1

−
−

−+= nn vAEAEv , значит, ( ) ( ) 0vAEAEv
nn

n −+=
− .

Имеем 0A  и A  – положительно определен в ( )AM , т. е. ( ) 0, xAx  

( )AMx . Так как 0 , то ( ) ( ) 1
1

−+
−

AEAE . Поэтому справедливо 

( ) ( )
( )

( )


+

−
=−+=  

−
A

n

n
nn

n vdEvAEAEv

0

00
1

1

yAx =

HHA →:

0=

( )  0| == AxHxAN ( )AM ( )AN
H ( )xAP Hx ( )AN ( )xAП Hx

( )AM

yAxyAIyAxyAПAx
Hx

nn −=→−→

inf),(,)(

nx

yAПAx )(= *
0)( xxAPxn +→

*x
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( )
0 0ε 0 0 0 ε 0ε 0nE v q v E v= + − →  при 0ε 0→ , →n .  

 

Здесь 
( )
( )

( ) 1
1

1
0 

+

−
q , при  A,0 . Следовательно, 0→nv , откуда 

( )yAПAxn→  и ( ) ( )HAyAП  . ( ) ( ) ( )yAJyAPyyAПyAxn ,==−→− .  

Итак, а) доказано.  
Докажем б). Пусть итерационный процесс (2) сходится. Покажем, что урав-

нение ( )yAПAx =  разрешимо. Из сходимости   Hxn   к Hz  и из а) следует, 

что ( )yAПAzAxn =→ , следовательно, ( ) ( )HAyAП   и уравнение 

( ) AxyAП =  разрешимо. 

Пусть теперь ( ) ( )HAyAП   (уравнение ( ) AxyAП =  разрешимо), следо-

вательно, ( ) = AxyAП , где 
x – минимальное решение уравнения yAx =  (оно 

единственно в ( )AM ). Тогда (2) примет вид 
 

( ) ( ) ( ) ( ) 
−− +−=+−=+ AxxAEyAAПxAExAE nnn 22 11 = 

 

( ) ( ) ( )1111 222 −


−


−− −++=+−+= nnnn xxAxAEAxAxxAE . 
 

Отсюда ( ) ( )1
1

1 2 −
−

− −++= nnn xxAEAxx . Последнее равенство 

разобьем на два: 
 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) 011
1

1 2 xAPxAPxxAAPAExAPxAP nnnn ==−++= −−
−

− ; 
 

( ) ( ) ( ) ( )( )=−++= −
−

− 1
1

1 2 nnn xxAПAEAxAПxAП  
 

( ) ( ) ( )( )1
1

1 2 −
−

− −++= nn xAПxAEAxAП , 
 

так как ( )AMx  . Обозначим ( ) −= xxAПw nn , тогда из равенства

( ) ( ) ( ) ( )( )1
1

1 2 −
−

−
 −++−=− nnn xAПxAEAxxAПxxAП  получим равен-

ство ( ) 1
1

1 2 −
−

− +−= nnn wAEAww .  

Следовательно, ( )( ) 1
1

−
−

+−= nn wAEAEw , и аналогично nv  можно  

показать, что 0→nw , →n . Таким образом, ( ) → xxAП n . Отсюда вытекает 

( ) ( ) ( ) +→+= xxAPxAПxAPx nnn 0 . Теорема доказана. 

Замечание. Так как у нас , то , т. е. метод (2) сходится 

к решению с минимальной нормой. 

00 =x → xxn
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