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УДК 517.954 

 

Т. А. ЯЦУК  

Брест, БрГУ имени А. С. Пушкина 

Научный руководитель – А. И. Басик, канд. физ.-мат. наук, доцент 

 

РЕГУЛЯРИЗУЕМОСТЬ КРАЕВЫХ УСЛОВИЙ РИМАНА – ГИЛЬБЕРТА 

ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ  

ПО ДУГЛИСУ – НИРЕНБЕРГУ СИСТЕМ В 3nnR  

 

В статье рассматривается множество эллиптических по Дуглису – Ниренбергу [1] 

систем двух дифференциальных уравнений с частными производными в пространстве 

)3(nnR  вида 
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 – заданные действительные числа, 

RR nvu :,  – искомые функции. Эллиптичность (1) по Дуглису – Ниренбергу озна-

чает, что, во-первых, характеристическая матрица (главная часть) системы (1) имеет вид 
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т. к. существует набор чисел 2,1,0,1 2121 ttss , для которого выполняют-

ся неравенства ),2,1,()(deg    jktsa jkkj
 и, во-вторых, для любого ненулево-

го вектора n
R  выполняется неравенство .0)(det A  Отметим, что рассматриваемое 

множество систем вида (1) имеет четыре компоненты гомотопической связности [2]. 

Пусть )3(nnR  – ограниченная односвязная область, гомеоморфная шару, 

границей которой  является гладкая )1(n -мерная поверхность Ляпунова. Задача 

Римана–Гильберта состоит в отыскании пары функций ,01 CCu  

и ,02 CC , удовлетворяющей в области  системе дифференциальных 

уравнений (1) и граничному условию 

 yyfyygyuyg ,21
, (2) 

где R:,, 21 fgg  – заданные непрерывные по Гельдеру функции; )(nC  – множе-

ство всех непрерывно дифференцируемых в области  функций до порядка n  включи-
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тельно; )(,nC  – множество всех непрерывно дифференцируемых в области  функ-

ций до порядка n  включительно, все частные производные которых до порядка n вклю-

чительно допускают непрерывное продолжение на замыкание области и продолжения 

всех производных непрерывны по Гельдеру с показателем ]1;0(  в . 

В плоском ( 2n ) случае, когда система (1) представляет собой систему Коши –

Римана, задача Римана – Гильберта (задача Гильберта в терминологии Ф.Д. Гахова [3]) 

является одной из основных краевых задач теории аналитических функций и достаточ-

но подробно изучена (см. [3, c. 217] и [4, c. 144] и имеющуюся там библиографию). 

В случае, если 3n  и система (1) либо принадлежит классу трехмерных аналогов 

системы Коши-Римана [5], либо является эллиптической кососимметрической систе-

мой [6], либо эллиптической системой ортогонального типа [7] для задачи Римана-

Гильберта получено условие регуляризуемости, проведена гомотопическая классифи-

кация регуляризуемых задач и вычислен их индекс. При 4n  известны примеры си-

стем [8–10], обладающих свойством, что никакие граничные условия не могут образо-

вать вместе с системой регуляризуемую краевую задачу. 

Напомним, что краевая задача называется регуляризуемой, если для нее выполня-

ется условие Я. Б. Лопатинского. Это условие накладывает дополнительное ограниче-

ние на матрицу граничного оператора и обеспечивает нетеровость краевой задачи, 

как в классических пространствах, так и в широком классе гильбертовых пространств 

[1]. Последнее означает, что однородная задача (1), (2) имеет конечное число линейно 

независимых решений, а решение неоднородной задачи существует при выполнении 

конечного числа линейно независимых условий. В настоящей работе доказывается кри-

терий регуляризуемости краевой задачи Римана–Гильберта (1), (2). 

Теорема. Краевая задача (1), (2) регуляризуема тогда и только тогда, когда 

в каждой точке y  и при каждом ненулевом векторе , касательном 

к поверхности , выполняется неравенство 

 

 0)()()( 2011 ygabyg , (3) 

где 
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1
 – корень уравнения 0)(det A , лежащий в верхней λ –

 полуплоскости,  – единичный вектор внутренней нормали к  в точке y, )(A  – 

характеристическая матрица системы (1). 

Доказательство. Условие Я. Б. Лопатинского задачи (1), (2) состоит в том, что 

в каждой точке y  и при каждом ненулевом векторе , касательном к  в 

точке y, ранг матрицы 
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является максимальным, т. е. равным 1. В формуле (4)  – простой гладкий замкнутый 

контур, лежащий в верхней -полуплоскости и охватывающий λ1, E – единичная мат-

рица второго порядка. Непосредственные вычисления показывают, что с точностью до 

ненулевого множителя 
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Т. к. при любом С1
 векторы 

1e  и 
2e  линейно независимы, то условие макси-

мальности ранга матрицы (4) равносильно выполнению в каждой точке y  и при 

каждом ненулевом векторе yT  неравенства 

 

.0)()()()()()()( 11201211 bygygacygdyg  (5) 

 

Очевидно, что если выполняется условие (3), то выполняется неравенство (5) 

и, следовательно, для задачи (1), (2) выполняется условие Я. Б. Лопатинского. 

Обратное утверждение докажем методом от противного. Пусть задача (1), (2) регу-

ляризуема и найдутся точка 0y  и ненулевой вектор 
0

~
yT  такие, что 

 

 0)()~()( 020101 ygabyg . (6) 

Выразив из формулы (6) )( 02 yg  ( 00a  в силу эллиптичности системы (1)), получим 
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что противоречит (5).  

Теорема доказана. 
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