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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДОВ ТЕОРИИ РЕЛЯТИВИСТСКИХ ВОЛНОВЫХ УРАВНЕНИЙ 

ДЛЯ ОПИСАНИЯ СИММЕТРИЙ ДВУМЕРНЫХ СТРУКТУР 

 
Изучены свойства внутренней симметрии системы двух уравнений Дирака и уравнения Дирака – 

Кэлера в пространстве размерности 2 + 1. При этом использовался метод, основанный на приведении 

исследуемых уравнений к вещественной форме. Показано, что группы внутренней симметрии лагран-

жиана обеих теорий совпадают. Этот результат дает основание полагать, что уравнение Дирака – 

Кэлера может служить в качестве модели геометризованного (тензорного) описания дираковских ча-

стиц в двумерных кристаллических структурах, например, в графене. Кроме того, показано, что уста-

новленная симметрия существенно шире тех, что обычно обсуждаются в литературе применительно 

к указанным уравнениям. 

Ключевые слова: внутренняя симметрия, уравнение Дирака, уравнение Дирака – Кэлера, графен. 

 

Application of Methods of the Theory of Relativistic Wave Equations 

to Describe the Symmetries of Two-Dimensional Structures 
 

The article presents the findings of investigation into the properties of the internal symmetry between 

a two Dirac equations system and Dirac – Kähler equation in a 2 + 1 dimensional space. The research method 

employed herein involved reducing the above equations to the real form. The investigation performed proves 

that the Lagrangian internal symmetry groups coincide for both theories. The result obtained strongly suggests 

that Dirac – Kähler equation may serve as a model for a geometrized (tensor) description of Dirac particles 

in two-dimensional crystal structures, e.g. in graphene. Besides, the article demonstrates that the established 

symmetry is much broader than those traditionally discussed in the above equations studies. 

Key words: internal symmetry, Dirac equations, Dirac – Kähler equation, graphene. 

 

Введение 

Полевое описание элементарных частиц посредством релятивистских волновых 

уравнений (РВУ) первого порядка базируется на теории представлений группы Лорен-

ца – группы унимодулярных ортогональных преобразований SO(3,1) в псевдоевклидо-

вом пространстве размерности 3 + 1. 

При этом одно из основных требований, вытекающих из постулатов специаль-

ной теории относительности, заключается в том, что волновая функция указанных РВУ 

должна преобразовываться по некоторому приводимому представлению группы Ло-

ренца, которое состоит из зацепляющихся неприводимых представлений этой группы 

(под зацепляющимися мы понимаем неприводимые представления, связанные между 

собой операцией дифференцирования; графическое изображение такого приводимого 

представления, где зацепляющиеся неприводимые компоненты соединены чертой, 

называется «схемой зацеплений» [1]). 

В то же время в ряде публикаций, посвященных изучению плоских кристалличе-

ских структур типа графена, показано, что электронам и дыркам в зоне проводимости 
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в таких структурах можно сопоставить квазичастицы со спином ½ и нулевой эффек-

тивной массой [2; 3]. Другими словами, имеется принципиальная возможность теоре-

тического описания свойств графена хорошо разработанными методами теории РВУ. 

Для этого необходимо адаптировать теорию РВУ к псевдоевклидовому про-

странству размерности 2 + 1. Кроме того, известно, что в пространстве размерности 

3 + 1 частицы со спином ½ и дополнительными степенями свободы можно описывать 

посредством полного набора антисимметричных тензорных полей, подчиняющихся 

уравнению Дирака – Кэлера [1]. 

С учетом данного обстоятельства представляет интерес исследование уравнения 

Дирака – Кэлера на предмет его возможности служить в качестве модели геометризо-

ванного описания квазичастиц в графене посредством тензорных полей. С этой целью 

следует провести сравнительный анализ внутренней симметрии системы двух уравне-

ний Дирака и уравнения Дирака – Кэлера в пространстве размерности 2 + 1. 

Настоящая работа посвящена решению указанных задач. 

 

Редукция теории РВУ на пространство размерности 2 + 1 

В пространстве 2 + 1 неприводимые представления группы SO(2,1) задаются од-

ним целым либо полуцелым числом – весом n – и тремя параметрами: одним веще-

ственным и двумя мнимыми. При этом размерность пространства представления с ве-

сом n равна 2n + 1. Весу 1 соответствует фундаментальное (векторное) представление 

группы SO(2,1), которая в физической литературе называется частной группой Лорен-

ца. Весу 0 соответствует скалярное, 1/2 – спинорное, 3/2 – спин-векторное представле-

ния; весом 2 характеризуется симметричный тензор второго ранга  (  ) со следом, рав-

ным нулю (индексы i, j пробегают значения 0, 1, 2, индекс i = 0 обозначает временную 

координату). 

Антисимметричный тензор второго ранга  [  ] имеет три независимые компо-

ненты и при преобразованиях группы SO(2,1) ведет себя как вектор   . Одинаково ве-

дут себя величины      [  ] и при операции пространственного отражения, но при опе-

рации отражения времени T они ведут себя по-разному: у вектора    меняет знак одна 

компонента   , у тензора  [  ] – две компоненты  [  ],  [  ]. 
Поэтому с точки зрения различения указанных ковариантов по отношению 

к группе SO(2,1)⊗T целесообразнее ввести две тройки величин {    [  ]     [  ] 

    [  ]}  и {    [  ]     [  ]     [  ]}, которые по отношению к преобра-

зованиям частной группы Лоренца SO(2,1) ведут себя как вектор, а при отражении вре-

мени переходят друг в друга. Будем их обозначать 1 и  ̇ соответственно. 

Аналогичным образом из скаляра   и полностью антисимметричного тензора 

третьего ранга  [   ] можно построить величины    [   ] и    [   ], которые явля-

ются времени-сопряженными по отношению друг к другу скалярами с весами 0 и  ̇. 

В общем случае каждому неприводимому представлению частной группы Лоренца 

с весом n можно сопоставить сопряженное в вышеуказанном смысле представление  ̇. 

В отношении зацепляющихся неприводимых представлений частной группы 

Лоренца имеет место следующая картина. 

Во-первых, зацепляться могут только однотипные представления – тензорные 

с тензорными (n – целое), спинорные со спинорными (n – полуцелое). 

Во-вторых, с представлениями веса n ( ̇) зацепляются представления с весами 

n   1, n + 1,   ̇ ( ̇   ̇  ̇   ̇  n). Исключение из этого правила составляет скалярное 

представление 0 ( ̇), которое зацепляется только с векторным представлением 1 ( ̇). 
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Таким образом, всевозможные неприводимые представления группы SO(2,1)⊗T 

распадаются на два класса, которые можно изобразить в виде схем зацеплений 
 

          
        │    │    │              (1.1) 

          
или 

 

 
 
 

 
 
 

 
   

    │    │    │              (1.2) 

 ̇

 
 
 ̇

 
 
 ̇

 
     

 

причем в (1.1) и (1.2) каждое неприводимое представление может быть кратным (по-

вторяющимся). 

При построении релятивистского квантово-механического уравнения для части-

цы со спином S в пространстве 2 + 1 соответствующая волновая функция должна пре-

образовываться по приводимому представлению, включающему не менее двух зацеп-

ляющихся неприводимых компонент, содержащих спин   (       либо 
 

 
    ). 

Так, на основе схемы 

          (1.3) 
 

можно построить РВУ для частицы со спином S = 0. Его тензорная формулировка име-

ет вид 

                   (1.4) 

           
 

Если записать систему (1.4) в виде матрично-дифференциального уравнения 
 

(      )          (1.5) 
 

то в базисе   = (          ) для матриц    получим выражения 
 

   (

    
    
    
    

)      (

    
    
    
    

)      (

    
    
    
    

)          (1.6) 

 

Схема зацеплений 
 

   ̇       (1.7) 
 

позволяет построить систему 
 

   [  ]               (1.8) 

                   [  ]     
 

которая является редуцированным аналогом уравнения Даффина – Кеммера для части-

цы со спином   = 1. В базисе 
 

  = (        ,  [  ]  [  ]  [  ])          (1.9) 
 

эта система соответствует РВУ стандартного вида (1.5) с матрицами    размерности 6 6, 

удовлетворяющими, как и матрицы (1.6), алгебре матриц Даффина – Кеммера 
 

                                                       (1.10) 
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Опираясь на схему зацеплений 
 

 

 
 
 ̇

 
 ,                       (1.11) 

 

можно построить РВУ для частицы со спином   = 1/2, инвариантное относительно пре-

образований группы SO(2,1)⊗T. Матрицы    этого РВУ имеют блочную структуру 
 

     ⊗          ⊗          ⊗                             (1,12) 
 

где    – матрицы Паули размерности 2 2, удовлетворяющие алгебре Клиффорда. 

Аналогичным образом редуцируются на пространство 2 + 1 и другие РВУ, в т. ч. те, 

которые будут рассмотрены ниже. 

 

Внутренняя симметрия системы двух уравнений Дирака в псевдоевклидо-

вом пространстве 2 + 1 

Исследуем внутреннюю симметрию системы двух безмассовых уравнений Ди-

рака в пространстве 2 + 1, которую многие авторы используют для описания решеточ-

ной структуры графена. Для этого используем метод, развитый в работах [4; 5] и осно-

ванный на предварительном приведении исследуемых диракоподобных РВУ к веще-

ственной форме. В работе [6] данный метод был апробирован на уравнении Дирака 

в пространстве 2 + 1 и получены результаты, которые отличаются от тех, что приводят-

ся в [4; 5]. Группа внутренней симметрии, установленная в нашем подходе, оказывается 

более широкой по сравнению с той, что получена в [4; 5], и коррелирует с известными 

результатами исследования свойств внутренней симметрии уравнения Дирака в про-

странстве обычной размерности 3 + 1. 

Итак, имеем систему уравнений 
 

    {
         
         

       (2.1) 

 

в которой    и    – биспиноры первого ранга,    – матрицы 4 4, удовлетворяющие 

алгебре матриц Дирака, индекс k пробегает значения 0, 1, 2. 

Будем использовать метрику, соответствующую выбору       . Для матриц    

используем представление, в котором 
 

     ⊗          ⊗         ⊗     (2.2) 
 

Возьмем от (2.1) комплексное сопряжение и с учетом мнимого характера вре-

менн ́й координаты    получим для комплексно-сопряженных функций   
    

  уравнения 
 

 {
(               )  

    
(               )  

    
                          (2.3) 

 

Рассматривая (2.1) и (2.3) совместно, придем к 16-компонентной системе урав-

нений, которую можно представить в универсальной матричной форме 
 

                (2.4) 
 

При выборе волновой функции   в виде 
 

  = (        
 
,   

 
)                        (2.5) 

 

для матриц    в (2.4) получим выражения 
 

     ⊗         ⊗         ⊗               (2.6) 
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Далее перейдем в базис, в котором вещественные и мнимые компоненты волно-

вой функции разделены: 

  = (  
    

    
    

 ) – столбец,                    (2.7) 

    
  

 

√ 
(         

 )      
  

 

√ 
(         

 )  
 

Указанный переход от представления (2.5) осуществляется с помощью унитар-

ного преобразования базиса в пространстве состояний 
 

  
 

√ 
(
    
     

*         
 

√ 
(
    
     

*                (2.8) 
 

Матрицы    в базисе (2.7) имеют вид 
 

     ⊗         ⊗         ⊗                 (2.9) 
 

Лагранжиан уравнения (2.4) с матрицами    (2.9) 
 

    ̅        
                      (2.10) 

 

эквивалентен лагранжиану исходной системы (2.1) 
 

          ̅         ̅           
            

              (2.11) 
 

при выборе матрицы билинейной инвариантной формы способом 
 

    ⊗  .               (2.12) 
 

Уравнение (2.4) с волновой функцией (2.7), матрицами    (2.9) и лагранжианом 

(2.10), (2.12) будем называть вещественной формой исходной системы (2.1). Эту форму 

мы будем использовать при установлении самой полной группы симметрии лагранже-

вой формулировки системы (2.1). 

Наряду с базисом (2.7), (2.9) для решения поставленной задачи будем использо-

вать также фермионный базис, в котором диракоподобные матрицы    имеют структуру 
 

     ⊗                 (2.13) 
 

Переход из базиса (2.7) в фермионный базис осуществляется с помощью уни-

тарного преобразования 
 

  
 

 
[  ⊗ (      )    ⊗ (      )]                    (2.14) 

       
 

 
[  ⊗ (      )    ⊗ (      )]. 

 

Матрица билинейной формы   при этом принимает вид 
 

    ⊗                             (2.15) 
 

 Инвариантность уравнения (2.1) с матрицами    (2.13) относительно преобразо-

ваний внутренней симметрии 
 

   (  )    (  )                    (2.16) 
 

обеспечивается матрицами четырех типов 
 

    
( )⊗        

( )⊗           
( )⊗       

( )⊗           (2.17) 

где 

     ⊗                             (2.18) 
 

   (     ) – произвольные комплексные матрицы 4 4, на которые накладываются 

лишь ограничения, обусловленные вещественным характером рассматриваемого РВУ. 
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Дальнейшие расчеты удобнее всего проводить в представлении 
 

  = (       ̅   ̅ ) – столбец,                   (2.19) 
 

где   ̅    
     ̅    

    . Переход от представления (2.7) в представление (2.19) 

осуществляется с помощью унитарного преобразования 
 

   
 

√ 
(

    
  ⊗      ⊗  

*         
 

√ 
(
    ⊗  
     ⊗  

*            (2.20) 

 

В представлении (2.21) матрицы    (2.17), (2.18) принимают вид 
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)  
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)                (2.21) 

 

   (

                      
                        
   

         
       

      
   

    
         

        
      

   

)  

 

   (

                        
                        
   
        

         
       

   
   
        

         
       

   

)  

 

где        (      ) – произвольные комплексные параметры преобразования внут-

ренней симметрии. 

Найдем теперь, какие ограничения на параметры        накладывает условие 
 

                         (2.22) 
 

инвариантности лагранжиана (2.10). Учитывая, что матрицы       коммутируют, 

а       антикоммутируют с матрицами уравнения   , условие (2.22) можно переписать 

в виде двух независимых условий: 
 

  
       

       
       

       
       

       
       

           (2.23) 
 

   
       

       
       

       
       

       
       

         (2.24) 
 

Соотношения (2.23), (2.24) накладывают на 64 параметра   ,    28 условий, по-

дробный вид которых мы не выписываем ввиду их громоздкости (они приведены в ра-

боте [7]). В результате получается 36-параметрическая группа внутренней симметрии 

лагранжевой формулировки теории с 20-ю вещественными и 16-ю мнимыми парамет-

рами. Детальное исследование математической структуры этой группы [7] показывает, 

что она изоморфна группе SO(5,4), т. е. значительно шире, чем те группы внутренней 

симметрии, которые рассматриваются в работах других авторов [2; 3; 8; 9]. 

Группу внутренней симметрии лагранжиана системы двух уравнений Дирака 

с ненулевой массой в пространстве 2 + 1 можно получить группы SO(5,4) путем ис-

ключения из расмотрения преобразований       , которые антикоммутируют с матри-
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цами   . В результате придем к 20-параметрической группе с 12-ю вещественными и 8-ю 

мнимыми параметрами, которая представляет собой расширение группы SO(3,2). 

 

Внутренняя симметрия дирак-кэлеровского поля в пространстве размерно-

сти 2+1 

Уравнение Дирака – Кэлера (ДК), охватывающее полный набор антисимметрич-

ных тензорных полей в пространстве 3 + 1, обычно трактуется либо в качестве геомет-

рического (тензорного) аналога уравнения Дирака, приводящего для ряда квантово-

механических задач к совпадающим результатам, либо как альтернативный уравнению 

Дирака способ описания не только спиновых, но и других внутренних степеней свобо-

ды дираковских частиц с единых позиций. 

С учетом данного обстоятельства представляет интерес исследование уравнения 

ДК в пространстве 2 + 1 на предмет возможности этого уравнения служить в качестве 

модели геометризованного описания квазичастиц в графене посредством тензорных 

полей. Для этого необходимо в первую очередь провести анализ внутренней симметрии 

уравнения ДК. 

Тензорная форма уравнения ДК в пространстве 2 + 1 может быть получена 

из тензорной формы этого уравнения в пространстве 3 + 1 путем исключения из по-

следнего всех величин, содержащих измерение   . 

В результате получим 8-компонентную систему 
 

           
   [  ]                    (3.1) 

              [   ]    [  ]     

   [  ]     [  ]     [  ]    [   ]     
 

где латинские индексы k, i, j пробегают значения 1, 2, 3;  ,   ,  [  ],  [   ] – соответ-

ственно скаляр, вектор, антисимметричные тензоры второго и третьего рангов в про-

странстве 2 + 1 (мы используем метрику         (     ), поэтому не различаем ко-

вариантные и контравариантные индексы). 

Систему (3.1) можно записать в универсальной матричной форме релятивист-

ского волнового уравнения (РВУ) первого порядка: 
 

(  
( )
    ) 

( )            (3.2) 
 

Вводя для тензорных компонент волновой функции 
 

 ( )  ( ,   ,  [  ],  [   ]) = (            [  ]  [  ]  [  ]  [   ])   (3.3) 
 

собирательный индекс   ( ̃   [  ] [   ]), матрицы   
( )

 в (3.2) можно выразить через 

элементы полной матричной алгебры     [10, с. 181] следующим образом: 
 

    
 ̃     ̃     [  ]   [  ]   

 

 
 [  ] [   ]  

 

 
 [   ] [  ]            (3.4) 

 

Матрица   билинейной вещественной лоренц-инвариантной формы  ̅       

в пространстве 2 + 1 находится тем же способом, что и система (3.1): из матрицы  , за-

писанной в пространстве 3 + 1 [4], исключаются строки и столбцы, обусловленные тре-

тьим пространственным измерением. В результате в базисе (3.3) получим 
 

       (                   )     (3.5) 
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Нетрудно проверить, что матрицы    (3.4) и   (3.5) удовлетворяют перестано-

вочным соотношениям 
 

  
( )
  
( )
   

( )
  
( )
                      (3.6) 

 

   
( )
   

( )
     

( )
    

( )     
( )     

( )                    (3.7) 
 

Из тензорного базиса (3.3) с помощью унитарного преобразования 
 

  
 

√ 

(

 
 
 
 
 

          
          
          
        
          
          
          
        )

 
 
 
 
 

                    (3.8) 

 

можно перейти в фермионный базис, в котором по определению матрицы   
( )

 имеют вид 
 

  
( )
    ⊗                   (3.9) 
 

где матрицы    определены согласно (2.6).  

Для матрицы   в этом базисе получается выражение 
 

    ⊗                            (3.10) 
 

Очевидно, что систему из двух уравнений Дирака (2.1) также можно предста-

вить в виде 8-компонентного РВУ (3.2) с матрицами   
( )

 (3.9). Если при этом лагран-

жиан указанной системы выбрать в виде разности лагранжианов каждого из уравнений, 

т. е. положить 
 

                                  (3.11) 
 

то для матрицы   получим выражение, совпадающее с (3.10). 

Исследуем внутреннюю симметрию уравнения ДК (3.2). При этом будем ис-

пользовать метод, развитый в работах [5; 11], который предполагает переход к веще-

ственной форме записи релятивистских волновых уравнений и позволяет установить 

наиболее полную группу симметрии лагранжиана. 

Беря от уравнения (3.2) комплексное сопряжение и рассматривая сопряженное 

уравнение совместно с исходным, получим систему, которую можно представить в ана-

логичном (3.2) виде: 
 

(      )                    (3.12) 
 

Здесь   ( ( )  ( ) ) – 16-компонентная функция-столбец и для матриц    имеют ме-

сто выражения 
 

     ⊗         ⊗          ⊗                                  (3.13) 
 

Переходя к представлению, в котором вещественные и мнимые компоненты 

волновой функции разделены, т. е. 
 

  (  
( )
   

( )
)   

( )
 

 

√ 
( ( )   ( ) )   

( )
 

 

√ 
( ( )   ( ) )           (3.14) 

 

вместо (3.12) получим для матриц    выражения, совпадающие с (2.9). 
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Лагранжиан уравнения (3.12) 
 

    ̅(      )    
  (      )                        (3.15) 

 

эквивалентен лагранжиану исходного уравнения (3.2) при выборе матрицы билинейной 

формы   в представлении (3.14) в виде  
 

    ⊗ ( )     ⊗  ⊗         ⊗                         (3.16) 
 

Уравнение (3.12) с волновой функцией (3.14), матрицами    (2.9) и лагранжиа-

ном будем называть вещественной формой исходного уравнения ДК в пространстве 

2 + 1, поскольку соответствующая этому уравнению тензорная система является веще-

ственной. Данную форму мы и будем использовать при исследовании свойств внутрен-

ней симметрии уравнения ДК в указанном пространстве. 

Преобразования внутренней симметрии Q, оставляющие инвариантным лагран-

жиан (3.15), должны коммутировать в матрицами    и удовлетворять условию (2.22), 

а также сохранять структуру (3.14) в том смысле, что если    – вещественная (мнимая) 

компонента, то и   
 (  )       (  ) также должна быть вещественной (мнимой). 

Наиболее общий вид преобразования Q, удовлетворяющего условию коммути-

ции с матрицами   , проще всего определить в фермионном базисе, в котором матрицы 

   имеют структуру (2.13). Переход из базиса (3.14) в фермионный базис в данном слу-

чае можно осуществить посредством унитарного преобразования 
 

  
 

 
[  ⊗ (      )    ⊗ (      )]                          (3.17) 

       
 

 
[  ⊗ (      )    ⊗ (      )]. 

 

Условию коммутации с    удовлетворяют матрицы Q двух типов, имеющие 

в фермионном базисе вид 
 

    
( )⊗        

( )⊗                      (3.18) 
 

Здесь  ( )  ( ) – произвольные комплексные матрицы 4 4. 

Параметризуя матрицы  ( )  ( ) посредством базисных элементов   (      ) 
в пространстве 4 4 

 

                              [   ]   [   ]                    (3.19) 
 

получим 32-параметрическое преобразование, задаваемое базисными операторами 
 

     ⊗         ⊗                     (3.20) 
 

Применяя к бесконечно малым преобразованиям 
 

                                       (3.21) 
 

условие сохранения структуры (3.14) волновой функции, получим ограничения на па-

раметры        
 

                               

                                 –                     (3.22) 

                                              –         
 

Генератор    коммутирует со всеми остальными генераторами и соответствует 

преобразованию типа   -преобразований для безмассового уравнения Дирака. Генера-

торы          с девятью вещественными и шестью мнимыми параметрами образуют 
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группу, изоморфную группе SO(3,3). Генераторы          представляют собой расши-

рение этой группы. В результате имеем 30-параметрическую непрерывную группу пре-

образований, которая характеризуется следующей структурой перестановочных соот-

ношений для некоммутирующих пар генераторов: 
 

[     ]    [     ]    [     ]    (          )                 (3.23) 
 

Проверка условия (2.22), принимающего для бесконечно малых однопараметри-

ческих преобразований (3.21) вид 
 

(    )
          (    )

                            (3.24) 
 

показывает, что оно выполняется для преобразований с генераторами                    
                                                             

Следовательно, внутренняя симметрия лагранжиана уравнения ДК в простран-

стве 2 + 1 описывается 20-параметрической непрерывной группой, генераторы которой 

удовлетворяют перестановочным соотношениям вида (3.23). 

Эта группа представляет собой расширение 10-параметрической группы SO(3,2), 

задаваемой генераторами                                        с шестью вещественными 

(                     ) и четырьмя мнимыми (            ) параметрами. 

В силу сказанного ранее точно такая же симметрия имеет место в пространстве 

2 + 1 и для системы из двух уравнений Дирака с лагранжианом (3.11). 

 

Заключение 

Таким образом, как и в обычном четырехмерном многообразии Минковского, 

в пространстве 2 + 1 уравнение ДК может выступать в качестве альтернативы (либо 

геометрического аналога) уравнению Дирака. Новизна же ситуации заключается в том, 

что в пространстве 2 + 1 уравнению ДК соответствует система не из четырех, а из двух 

уравнений Дирака, что делает его привлекательным с точки зрения возможности опи-

сания решеточной структуры графена. Отметим, что установленная симметрия суще-

ственно шире SU(2)⊗SU(2)-симметрии, обсуждаемой в работах [2; 3] применительно 

к системе из двух уравнений Дирака. 
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