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Ïðåäèñëîâèå

Íàñòîÿùèé ÝÓÌÊ ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ñòóäåíòîâ äíåâíîé ôîðìû ïîëó÷åíèÿ îá-
ðàçîâàíèÿ ñïåöèàëüíîñòè 1-02 05 01 ¾Ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà¿ ôèçèêî-ìàòåìà-
òè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà. ÝÓÌÊ ðàçðàáîòàí â ñîîòâåòñòâèè ñ îáðàçîâàòåëüíûì ñòàí-
äàðòîì âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ÎÑÂÎ 1-02 05 01-2013; ó÷åáíûì ïëàíîì ó÷ðåæäåíèÿ
âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ïî ñïåöèàëüíîñòè 1-02 05 01 ¾Ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà¿,
ðåã. �ÔÌ-24-19/ó÷., óòâåðæäåííûì 30.05.2019.

Êîìïëåêñ ñîäåðæèò âñïîìîãàòåëüíûé ðàçäåë, êîòîðûé âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïðèìåð-
íûé òåìàòè÷åñêèé ïëàí è ñîäåðæàíèå ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà. Â êóðñå ëåêöèé èçëàãà-
åòñÿ òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë, ñîäåðæàùèé âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ïîíÿòèåì îñíîâ-
íûõ àëãåáð (ãðóïïû, êîëüöà, ïîëÿ), ñ ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ñ òåîðèåé ãðóïï
è òåîðèåé êîëåö. Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë èëëþñòðèðóåòñÿ ìíîãî÷èñëåííûìè ïðè-
ìåðàìè ðåøåíèÿ çàäà÷. Â ïðàêòèêóìå ñòóäåíòàì ïðåäëîæåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî
èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ ñ ïðèâåäåííûìè òèïîâûìè ïðèìåðàìè èõ ðåøåíèÿ. Ëîãè÷å-
ñêèì çàâåðøåíèåì ÝÓÌÊ ÿâëÿåòñÿ ðàçäåë êîíòðîëÿ çíàíèé, ñîñòîÿùèé èç âîïðîñîâ
ê ýêçàìåíó è èòîãîâîãî òåñòà.

ÝÓÌÊ ñòàâèò ñâîåé öåëüþ îáëåã÷èòü ñàìîñòîÿòåëüíóþ ðàáîòó ñòóäåíòîâ ñ òåî-
ðåòè÷åñêèì ìàòåðèàëîì ïðè ïîäãîòîâêå ê ëåêöèÿì, ïðàêòè÷åñêèì çàíÿòèÿì è ýêçà-
ìåíó.

Àâòîðû-ñîñòàâèòåëè
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ÏÐÈÌÅÐÍÛÉ ÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÏËÀÍ

� Íàçâàíèå ðàçäåëà, ïåðå÷åíü èçó÷àåìûõ âîïðîñîâ ÓÑÐ ËÊ ÏÐ

1 Àëãåáðû (24 ÷.) 12 12
1.1 Àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè. Àëãåáðû. Âèäû áèíàð-

íûõ îïåðàöèé. Íåéòðàëüíûé è ñèììåòðè÷íûå ýëå-
ìåíòû..

2 2

1.2 Ãðóïïû, ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ãðóïïû, ïðèìåðû. 2 2
1.3 Ãîìîìîðôèçìû ãðóïï (îïðåäåëåíèå, âèäû ãîìî-

ìîðôèçìà, ïðèìåðû).
2 2

1.4 Êîëüöà, ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà êîëüöà, ïðèìåðû. 2 4
1.5 Ãîìîìîðôèçìû êîëåö (îïðåäåëåíèå, âèäû ãîìî-

ìîðôèçìà, ïðèìåðû).
2 2

1.6 Ïîëÿ, ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ïîëÿ, ïðèìåðû. 2 4
2 Ïîëå C (28 ÷.) 14 14
2.1 Ïîñòðîåíèå ïîëÿ C. ×èñëîâûå ïîëÿ. Ïîëå Q. 4
2.2 Àëãåáðàè÷åñêàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Ñî-

ïðÿæ¼ííûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Äåéñòâèÿ íàä
êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå.

2 4

2.3 Ðåøåíèå êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ
èíòåðïðåòàöèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

6 4

2.4 Äåéñòâèÿ íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè â òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêîé ôîðìå. Äâó÷ëåííûå óðàâíåíèÿ.

2 2

Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà (2 ÷.) 2
3 Òåîðèÿ ãðóïï (30 ÷.) 16 14
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3.1 Ãðóïïû. Ïîðÿäîê ýëåìåíòà ãðóïïû. Öèêëè÷åñêèå
ãðóïïû.

4 2

3.2 Òåîðåìà Êýëè. Ðàçëîæåíèå ãðóïïû ïî ïîäãðóïïå.
Ñìåæíûå êëàññû, èíäåêñ ïîäãðóïïû.

4 4

3.3 Òåîðåìà Ëàãðàíæà. Ñëåäñòâèÿ èç íå¼. 2 4
3.4 Íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà. Ôàêòîðãðóïïà. Êðèòåðèé

íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû.
4 2

3.5 ßäðî ãîìîìîðôèçìà ãðóïï. Òåîðåìà î ãîìîìîð-
ôèçìàõ ãðóïï.

2 2

4 Èäåàëû êîëüöà (12 ÷.) 6 6
4.1 Èäåàëû êîëüöà. Îïåðàöèè íàä èäåàëàìè. 2 2
4.2 Êîëüöà ãëàâíûõ èäåàëîâ. Ôàêòîð-êîëüöà. 2 2
4.3 Ãîìîìîðôèçìû è èçîìîðôèçìû êîëåö. 2 2



Êàôåäðà
ÀÃ è ÌÌ

Íà÷àëî

Ñîäåðæàíèå

J I

JJ II

Ñòðàíèöà 9 èç 162

Íàçàä

Íà âåñü ýêðàí

Çàêðûòü

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ Ó×ÅÁÍÎÃÎ ÌÀÒÅÐÈÀËÀ

Ðàçäåë 1 Àëãåáðû
1.1 Àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè. Àëãåáðû. Âèäû áèíàðíûõ îïåðàöèé. Íåéòðàëüíûé

è ñèììåòðè÷íûå ýëåìåíòû.
1.2 Ãðóïïû, ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ãðóïïû, ïðèìåðû.
1.3 Ãîìîìîðôèçìû ãðóïï (îïðåäåëåíèå, âèäû ãîìîìîðôèçìà, ïðèìåðû).
1.4 Êîëüöà, ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà êîëüöà, ïðèìåðû.
1.5 Ãîìîìîðôèçìû êîëåö (îïðåäåëåíèå, âèäû ãîìîìîðôèçìà, ïðèìåðû).
1.6 Ïîëÿ, ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ïîëÿ, ïðèìåðû.
Ðàçäåë 2 Ïîëå C
2.1 Ïîñòðîåíèå ïîëÿ C. ×èñëîâûå ïîëÿ. Ïîëå Q.
2.2 Àëãåáðàè÷åñêàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Ñîïðÿæ¼ííûå êîìïëåêñíûå ÷èñ-

ëà. Äåéñòâèÿ íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå.
2.3 Ðåøåíèå êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ êîìïëåêñ-

íûõ ÷èñåë. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.
2.4 Äåéñòâèÿ íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå.
Ðàçäåë 3 Òåîðèÿ ãðóïï
3.1 Ãðóïïû. Ïîðÿäîê ýëåìåíòà ãðóïïû. Öèêëè÷åñêèå ãðóïïû.
3.2 Òåîðåìà Êýëè. Ðàçëîæåíèå ãðóïïû ïî ïîäãðóïïå. Ñìåæíûå êëàññû, èíäåêñ

ïîäãðóïïû.
3.3 Òåîðåìà Ëàãðàíæà. Ñëåäñòâèÿ èç íå¼.
3.4 Íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà. Ôàêòîðãðóïïà. Êðèòåðèé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû.
3.5 ßäðî ãîìîìîðôèçìà ãðóïï. Òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìàõ ãðóïï.
Ðàçäåë 4 Èäåàëû êîëüöà
4.1 Èäåàëû êîëüöà. Îïåðàöèè íàä èäåàëàìè.
4.2 Êîëüöà ãëàâíûõ èäåàëîâ. Ôàêòîð-êîëüöà.
4.3 Ãîìîìîðôèçìû è èçîìîðôèçìû êîëåö.
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ÐÀÇÄÅË 1

Àëãåáðû

1.1. Àëãåáðàè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ

Ïóñòü X � íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà X2 â X
íàçûâàåòñÿ (áèíàðíîé) àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèåé, çàäàííîé íà ìíîæåñòâå X.

Èíûìè ñëîâàìè, íà ìíîæåñòâå X çàäàíà àëãåáðàè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ, åñëè êàæ-
äîé óïîðÿäî÷åííîé ïàðå (x, y) ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå
îïðåäåë¼ííûé ýëåìåíò z ìíîæåñòâà X. Ýòîò ýëåìåíò z íàçûâàþò êîìïîçèöèåé ýëå-
ìåíòîâ x è y.

Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå ÷èñåë � àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè, çàäàííûå íà ìíîæåñòâå
âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Äåëåíèå � àëãåáðàè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ íà ìíîæåñòâå âñåõ
îòëè÷íûõ îò íóëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Óìíîæåíèå ïðåîáðàçîâàíèé � àëãåáðàè÷åñêàÿ
îïåðàöèÿ íà ìíîæåñòâå âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîèçâîëüíîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà.

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì ◦ àëãåáðàè÷åñêóþ îïåðàöèþ, çàäàííóþ íà ìíîæåñòâå X, è
ñèìâîëîì x ◦ y � êîìïîçèöèþ ýëåìåíòîâ x è y. Ïóñòü n � òàêîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà
X, ÷òî äëÿ ëþáîãî x èç X n ◦ x = x ◦ n = x. Òîãäà n íàçûâàþò íåéòðàëüíûì
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ◦ ýëåìåíòîì.

Òåîðåìà 1.1.1. Îòíîñèòåëüíî ëþáîé àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèè ñóùåñòâóåò íå
áîëåå îäíîãî íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m è n � íåéòðàëüíûå îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ◦ ýëåìåíòû.
Òîãäà m ◦ n = n, èáî m � íåéòðàëüíûé ýëåìåíò, m ◦ n = m, èáî n - íåéòðàëüíûé
ýëåìåíò. Ïîýòîìó m = n.
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Àëãåáðàè÷åñêóþ îïåðàöèþ ◦ íàçûâàþò àññîöèàòèâíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåí-
òîâ x, y, z ìíîæåñòâà X (x ◦ y) ◦ z = x ◦ (y ◦ z).

Ñëîæåíèå ÷èñåë, èõ óìíîæåíèå, óìíîæåíèå ïðåîáðàçîâàíèé � àññîöèàòèâíûå àë-
ãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè. Äåëåíèå îòëè÷íûõ îò íóëÿ
÷èñåë � íåàññîöèàòèâíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ.

Ïóñòü ◦ � àëãåáðàè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ, çàäàííàÿ íà ìíîæåñòâå X;
x1, x2, . . . , xn � êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà. Èíäóêòèâ-
íî îïðåäåëÿåòñÿ êîìïîçèöèÿ xn ◦ · · · ◦ x2 ◦ x1: x2 ◦ x1 óæå îïðåäåëåíà; åñëè i < n è
êîìïîçèöèÿ

xi ◦ · · · ◦ x2 ◦ x1

óæå îïðåäåëåíà, ïîëîæèì

xi+1 ◦ xi ◦ · · · ◦ x2 ◦ x1 = xi+1 ◦ (xi ◦ · · · ◦ x2 ◦ x1).

Åñëè îïåðàöèÿ ◦ àññîöèàòèâíà, òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà i, óäîâëåòâî-
ðÿþùåãî íåðàâåíñòâàì 1 ≤ i < n,

(xn ◦ · · · ◦ xi+1) ◦ (xi ◦ · · · ◦ x1) = xn ◦ · · · ◦ xi+1 ◦ xi ◦ · · · ◦ x1.

Ïóñòü ◦ � àëãåáðàè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ, çàäàííàÿ íà ìíîæåñòâå X,
n � íåéòðàëüíûé îòíîñèòåëüíî ýòîé îïåðàöèè ýëåìåíò, x ∈ X. Åñëè â ìíîæåñòâå
X åñòü òàêîé ýëåìåíò y, ÷òî x ◦ y = y ◦ x = n, òî y íàçûâàþò ñèììåòðè÷íûì
ýëåìåíòó x.

Åñëè ýëåìåíò y ñèììåòðè÷åí ýëåìåíòó x, òî, î÷åâèäíî, è x ñèììåòðè÷åí y,
ò. å. x è y ñèììåòðè÷íû äðóã äðóãó.

Òåîðåìà 1.1.2. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå X çàäàíà àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ
îïåðàöèÿ ◦ ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì n. Òîãäà äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ìíîæåñòâà X
â ýòîì ìíîæåñòâå ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî ñèììåòðè÷íîãî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x, y, z � ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X, ïðè÷¼ì y è z ñèììåòðè÷íû
x. Òîãäà y◦x◦z = (y◦x)◦z = n◦z = z. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, y◦x◦z = y◦(x◦z) = y◦n = y.
Ñëåäîâàòåëüíî, z = y.

Îïåðàöèþ ◦ íàçûâàþò êîììóòàòèâíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x è y ìíî-
æåñòâà X x ◦ y = y ◦ x.

Åñëè îïåðàöèÿ ◦ àññîöèàòèâíà è êîììóòàòèâíà, òî â êîìïîçèöèè

x1 ◦ x2 ◦ · · · ◦ xn

ìîæíî ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ãðóïïèðîâàòü ýëåìåíòû è ìåíÿòü èõ ïîðÿäîê.
Íàïðèìåð,

x1 ◦ (x2 ◦ x3) ◦ x4 = (x1 ◦ x4) ◦ (x2 ◦ x3).

×àñòî áûâàåò óäîáíî è åñòåñòâåííî íàçûâàòü àëãåáðàè÷åñêóþ îïåðàöèþ óìíî-
æåíèåì èëè ñëîæåíèåì (óìíîæåíèå è ñëîæåíèå ÷èñåë, óìíîæåíèå ïðåîáðàçîâàíèé).
Åñëè îïåðàöèþ íàçûâàþò óìíîæåíèåì, òî êîìïîçèöèÿ ýëåìåíòîâ (ïîäìíîæåñòâ) x
è y íàçûâàþò ïðîèçâåäåíèåì è çàïèñûâàþò â âèäå xy. Íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ïðè
ýòîì íàçûâàþò åäèíèöåé, à ñèììåòðè÷íûé � îáðàòíûì. Åñëè æå àëãåáðàè÷åñêóþ
îïåðàöèþ íàçûâàþò ñëîæåíèåì, òî êîìïîçèöèÿ ýëåìåíòîâ x è y (ïîäìíîæåñòâ A è
B) íàçûâàþò ñóììîé è îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì x+ y (A+ B). Íåéòðàëüíûé ýëåìåíò
ïðè ýòîì íàçûâàþò íóë¼ì, à ñèììåòðè÷íûé � ïðîòèâîïîëîæíûì.

1.2. Ãðóïïà

Îïðåäåëåíèå 1.2.1. Ïîëóãðóïïîé íàçûâàåòñÿ íåïóñòîå ìíîæåñòâî P ñ áèíàð-
íîé àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèåé ◦, óäîâëåòâîðÿþùåé ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:

1) îïåðàöèÿ îïðåäåëåíà íà P, ò.å. a ◦ b ∈ P äëÿ âñåõ a, b ∈ P;
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2) îïåðàöèÿ àññîöèàòèâíà, ò.å. a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ P.

Òåîðåìà 1.2.1. Â ïîëóãðóïïå ìîæåò áûòü íå áîëåå îäíîãî íåéòðàëüíîãî ýëåìåí-
òà. Åñëè â ïîëóãðóïïå èìååòñÿ íåéòðàëüíûé ýëåìåíò, òî êàæäûé ýëåìåíò îáëàäàåò
íå áîëåå, ÷åì îäíèì ñèììåòðè÷íûì.

Â ìàòåìàòèêå, â îñíîâíîì, èñïîëüçóþòñÿ äâå ôîðìû çàïèñè îïåðàöèè: àääèòèâ-
íàÿ è ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ. Ïðè àääèòèâíîé çàïèñè îïåðàöèþ íàçûâàþò ñëîæåíèåì
è âìåñòî ◦ ïèøóò +. Ýëåìåíò a+ b íàçûâàþò ñóììîé ýëåìåíòîâ a è b. Íåéòðàëüíûé
ýëåìåíò íàçûâàþò íóëåâûì, à ñèììåòðè÷íûé � ïðîòèâîïîëîæíûì.

Ïðè ìóëüòèïëèêàòèâíîé çàïèñè îïåðàöèþ íàçûâàþò óìíîæåíèåì, à çíàê ◦ îïóñ-
êàþò. Ýëåìåíò ab íàçûâàþò ïðîèçâåäåíèåì ýëåìåíòîâ a è b. Âìåñòî íåéòðàëüíîãî
ýëåìåíòà ãîâîðÿò î åäèíè÷íîì, à âìåñòî ñèììåòðè÷íîãî � îá îáðàòíîì.

Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü ìóëüòèïëèêàòèâíóþ çàïèñü, à ïðè íåîáõîäè-
ìîñòè îáðàùàòüñÿ ê àääèòèâíîé.

Ïóñòü a1, a2, . . . , an � óïîðÿäî÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ èç ïîëóãðóï-
ïû P. Íå ìåíÿÿ ïîðÿäêà, ìû ìîæåì ìíîãèìè ðàçíûìè ñïîñîáàìè ñîñòàâëÿòü ïðî-
èçâåäåíèÿ äëèíû n. Äëÿ n = 3 è 4 ìîæíî ñîñòàâèòü ñëåäóþùèå ïðîèçâåäåíèÿ

n = 3 : (a1a2)a3, a1(a2a3)
n = 4 : ((a1a2)a3)a4, (a1(a2a3)a4), a1((a2a3)a4), a1(a2(a3a4)), (a1a2)(a3a4).
Ïoñêîëüêó îïåðàöèÿ àññîöèàòèâíà, òî ïðè n = 3 èìååì ðàâåíñòâî (a1a2)a3 =

a1(a2a3). Äëÿ n = 4, èñïîëüçóÿ àññîöèàòèâíîñòü, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå ïÿòü ïðî-
èçâåäåíèé ñîâïàäàþò. Äàëåå, èñïîëüçóÿ èíäóêöèþ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 1.2.2. Åñëè àëãåáðàè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ (óìíîæåíèå) íà ìíîæåñòâå P
àññîöèàòèâíà, òî ðåçóëüòàò åå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ ê n ýëåìåíòàì íå çà-
âèñèò îò ðàññòàíîâêè ñêîáîê.

Ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò â ïîëóãðóïïàõ èñïîëüçîâàòü çíàê êðàòíîãî óìíîæåíèÿ
áåç ðàññòàíîâêè ñêîáîê:
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a1a2 =
2∏
i=1

ai; a1a2a3 =
3∏
i=1

ai; a1a2 . . . an =
n∏
i=1

ai.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè a1 = a2 = . . . = an = a ïðîèçâåäåíèå aa . . . a îáîçíà÷àþò an,
íàçûâàÿ åãî n− ñòåïåíüþ ýëåìåíòà a.

Ñëåäñòâèå 1.2.1. Åñëè P � ïîëóãðóïïà è a ∈ P, òî
anam = an+m, (an)m = anm äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ n è m.

Äëÿ ïîëóãðóïïû ñ àääèòèâíîé çàïèñüþ âìåñòî ïðîèçâåäåíèÿ
n∏
i=1

ai íàäî ðàññìàò-

ðèâàòü ñóììó
n∑
i=1

ai = a1+a2+· · ·+an, à âìåñòî ñòåïåíè an êðàòíîå na = a+a+· · ·+a.

Ñëåäñòâèå 1.2.1 â àääèòèâíîé çàïèñè ïðèìåò âèä

na+ma = (n+m)a,m(na) = (mn)a, m, n ∈ N.

Îïðåäåëåíèå 1.2.2. Ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ íåïóñòîå ìíîæåñòâî G ñ áèíàðíîé
àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèåé ◦, óäîâëåòâîðÿþùåé ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:

1) îïåðàöèÿ ◦ îïðåäåëåíà;

2) îïåðàöèÿ ◦ àññîöèàòèâíà;

3) â G ñóùåñòâóåò íåéòðàëüíûé ýëåìåíò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ◦;

4) äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ìíîæåñòâà G â ýòîì ìíîæåñòâå G ñóùåñòâóåò ñèììåò-
ðè÷íûé ýëåìåíò.

Åñëè â êà÷åñòâå îïåðàöèè ◦ âçÿòî óìíîæåíèå, òî áîëåå êðàòêî, ïîëóãðóïïà ñ åäèíè-
öåé, â êîòîðîé êàæäûé ýëåìåíò îáëàäàåò îáðàòíûì, íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé.
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Êîãäà ãîâîðÿò, ÷òî G � ãðóïïà, òî âñåãäà èìåþò â âèäó îïðåäåë¼ííóþ àëãåáðàè-
÷åñêóþ îïåðàöèþ, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ìíîæåñòâî G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé. Íà òîì æå
ìíîæåñòâå G ìîãóò áûòü çàäàíû è äðóãèå àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè, è îòíîñèòåëüíî
êàæäîé èç íèõ G ìîæåò áûòü, à ìîæåò è íå áûòü ãðóïïîé. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî âñåõ
öåëûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, íî íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îò-
íîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ. Àëãåáðàè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ìíîæåñòâî
G � ãðóïïà, íàçûâàåòñÿ ãðóïïîâîé îïåðàöèåé. Åñòåñòâåííî íàçûâàòü ãðóïïîâóþ îïå-
ðàöèþ óìíîæåíèåì èëè ñëîæåíèåì, èáî åé ïðèñóùè ìíîãèå ôîðìàëüíûå ñâîéñòâà
óìíîæåíèÿ è ñëîæåíèÿ ÷èñåë. Ãðóïïó, â êîòîðîé îïåðàöèÿ � óìíîæåíèå, íàçûâàþò
ìóëüòèïëèêàòèâíîé. Åñëè æå ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ � ñëîæåíèå, òî ãðóïïó íàçûâàþò
àääèòèâíîé.

1. Ãðóïïó âñåõ ïîäñòàíîâîê ìíîæåñòâà X îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì Sym X è íà-
çûâàþò ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïîé ìíîæåñòâà X. Åñëè X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî n
ýëåìåíòîâ, òî äëÿ Sym X óïîòðåáëÿþò åù¼ îáîçíà÷åíèå Sn.

2. Ìíîæåñòâî âñåõ ÷¼òíûõ ïîäñòàíîâîê n ÷èñåë òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îòíîñè-
òåëüíî óìíîæåíèÿ ïîäñòàíîâîê. Åãî îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì An è íàçûâàþò çíàêîïå-
ðåìåííîé ãðóïïîé.

3. Ìíîæåñòâî âñåõ îòëè÷íûõ îò íóëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë � ãðóïïà îòíîñèòåëü-
íî óìíîæåíèÿ. Ýòî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

4. Ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé è îòíîñèòåëüíî ñëî-
æåíèÿ. Ýòî àääèòèâíàÿ ãðóïïà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

5. Ìíîæåñòâî âñåõ âðàùåíèé ïëîñêîñòè âîêðóã íåïîäâèæíîé òî÷êè � ãðóïïà îò-
íîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïðîèçâåäåíèå ïîâîðîòîâ íà óãîë α è íà óãîë
β åñòü ïîâîðîò íà óãîë α + β. Åäèíèöåé ñëóæèò ïîâîðîò íà íóëåâîé óãîë. Äëÿ ïî-
âîðîòà íà óãîë α îáðàòíûì ÿâëÿåòñÿ ïîâîðîò íà óãîë, äîïîëíÿþùèé α äî öåëîãî
êðàòíîãî ÷èñëà 2π.

Îòìåòèì ïðîñòûå ñâîéñòâà ãðóïï. Êîãäà ìû ãîâîðèì ¾ñâîéñòâà ãðóïïû G¿, òî
èìååì â âèäó ñâîéñòâà ãðóïïîâîé îïåðàöèè. Ñàìî íàçâàíèå ýòîé îïåðàöèè (ñëîæå-
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íèå, óìíîæåíèå è ïð.), êàê è ñîîòâåòñòâóþùèå îáîçíà÷åíèÿ, ÿâëÿþòñÿ ïðîñòî êîäîì,
ÿçûêîì, íà êîòîðîì ìû ýòè ñâîéñòâà èçëàãàåì. È, êîíå÷íî, óòâåðæäåíèå, ïîëó÷åííîå
íà îäíîì ÿçûêå, èìåþò àíàëîã íà ëþáîì äðóãîì.

Íèæå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî G � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà.
Ñâîéñòâà ãðóïïû.
1. Â ãðóïïå ëèøü îäíà åäèíèöà è äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà åñòü ëèøü îäèí îáðàò-

íûé ýëåìåíò.
Ýòî ñâîéñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû è òåîðåì (1.1.1) è

(1.1.2).
Áóäåì îáîçíà÷àòü åäèíèöó ãðóïïû áóêâîé e, à ýëåìåíò, îáðàòíûé ýëåìåíòó g, �

ñèìâîëîì g−1.
2. Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ g è h ãðóïïû G êàæäîå èç óðàâíåíèé

gx = h (1.2.1)

è
yg = h (1.2.2)

èìååò â G åäèíñòâåííîå ðåøåíèå:

x = g−1h, y = hg−1. (1.2.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (1.2.3), òî

gx = g(g−1h) = (gg−1)h = eh = h,

ïîýòîìó x � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.2.1). Åñëè, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýëåìåíò f ãðóïïû
G ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.2.1), òî

gf = h =⇒ g−1(gf) = g−1h =⇒ f = g−1h,

ïîýòîìó f � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ
è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.2.2) îñòàâëåíî ÷èòàòåëþ.
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3. Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ g è h ãðóïïû G

(gh)−1 = h−1g−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. (gh)(h−1g−1) = g(hh−1)g−1 = (ge)g−1 = gg−1 = e.
Àíàëîãè÷íî

(h−1g−1)(gh) = e.

4. Â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ G ïîëîæèì a0 = e
è a−n = (an)−1, ãäå n ∈ N. Òåì ñàìûì ìû îïðåäåëèëè ñòåïåíè ýëåìåíòà ãðóïïû ñ
ïðîèçâîëüíûì öåëûì ïîêàçàòåëåì.

5. Åñëè G � ãðóïïà è a ∈ G, òî asat = as+t è (as)t = ast äëÿ ëþáûõ öåëûõ s è t.
Åñëè ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ êîììóòàòèâíà, òî ãðóïïó íàçûâàþò êîììóòàòèâíîé

èëè àáåëåâîé.
Âñþäó íèæå, åñëè íå îãîâîðåíî èíîå, ìû íàçûâàåì ãðóïïîâóþ îïåðàöèþ óìíî-

æåíèåì.

Îïðåäåëåíèå 1.2.3. Ïóñòü G � ãðóïïà. Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî H ìíîæåñòâà
G íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû G, åñëè îíî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî óìíîæå-
íèÿ è îáðàùåíèÿ (âçÿòèÿ îáðàòíîãî ýëåìåíòà), ò.å. óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì äâóì
óñëîâèÿì:

1) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a è b ìíîæåñòâà H ab ∈ H;

2) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ìíîæåñòâà H a−1 ∈ H.

Èç ýòèõ óñëîâèé âûòåêàåò, î÷åâèäíî, ÷òî e ∈ H, ãäå e � åäèíèöà ãðóïïû G.
Ïîýòîìó ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ïîä-
ãðóïïîé ãðóïïû G, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî ãðóïïîâîé îïåðàöèè,
îïðåäåë¼ííîé â G. Â äàëüíåéøåì H 6 G îáîçíà÷àåò, ÷òî H � ïîäãðóïïà ãðóïïû G.
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Òåîðåìà 1.2.3. Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî H ãðóïïû G òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé, êîãäà äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ g è h ìíîæåñòâà H ñëåäóåò, ÷òî
gh−1 ∈ H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ òåîðåìû î÷åâèäíà. Äîêàæåì äîñòàòî÷-
íîñòü. Èòàê, ïóñòü H óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû è h ∈ H. Òîãäà

e = hh−1 ∈ H, h−1 = eh−1 ∈ H.

Åñëè åù¼ g ∈ H, òî

gh = g(h−1)−1 ∈ H.

Äîêàçàíî, ÷òî H 6 G.

1. Äëÿ ëþáîé ãðóïïû G ñàìà îíà è ìíîæåñòâî E, ñîäåðæàùåå ëèøü åäèíèöó e
ýòîé ãðóïïû, ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïàìè.

2. Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë � ïîäãðóïïà ìóëüòèïëèêà-
òèâíîé ãðóïïû âñåõ îòëè÷íûõ îò íóëÿ ÷èñåë.

1.3. Ãîìîìîðôèçìû è èçîìîðôèçìû ãðóïï

Îïðåäåëåíèå 1.3.1. Ïóñòü G1 è G2 � ìóëüòèïëèêàòèâíûå ãðóïïû, à f : G1 →
G2 � òàêîå îòîáðàæåíèå, ïðè êîòîðîì äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a è b ãðóïïû G1

f(ab) = f(a)f(b). (1.3.4)

Òîãäà f íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôíûì îòîáðàæåíèåì èëè ãîìîìîðôèçìîì
ãðóïïû G1 â ãðóïïó G2. Åñëè ãîìîìîðôèçì f áèåêòèâåí, òî îí íàçûâàåòñÿ èçîìîð-
ôèçìîì ãðóïï G1 è G2. Åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ãðóïï G1 è G2, òî ïèøóò
G1
∼= G2 è ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà G1 èçîìîðôíà ãðóïïå G2. Ãîìîìîðôèçì ãðóïïû â
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ñåáÿ íàçûâàåòñÿ å¼ ýíäîìîðôèçìîì. Èçîìîðôèçì ãðóïïû íà ñåáÿ íàçûâàåòñÿ àâ-
òîìîðôèçìîì.

Òåîðåìà 1.3.1. Ñîâîêóïíîñòü AutG âñåõ àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ
ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîãî âûïîëíåíèÿ àâòîìîðôèçìîâ: (ϕψ)(g) =
= ϕ(ψ(g)) äëÿ ëþáûõ ϕ, ψ ∈ AutG è âñåõ g ∈ G.

Îïðåäåëåíèå 1.3.2. Åñëè M � ïîäìíîæåñòâî G1, òî f (M) íàçûâàåòñÿ îáðà-
çîì M ïðè ãîìîìîðôèçìå f , à f (G1) íàçûâàåòñÿ îáðàçîì ãîìîìîðôèçìà ϕ è
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Imf .

Îïðåäåëåíèå 1.3.3. ßäðîì ãîìîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
Kerf = {x ∈ G1|f (x) = ε}, ãäå ε � íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû G2. Äðóãèìè ñëî-
âàìè, â ÿäðå ñîáðàíû âñå ýëåìåíòû x ãðóïïû G1, ïåðåõîäÿùèå ïðè îòîáðàæåíèè f
â íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû G2.

Åñëè G1 è G2 � àääèòèâíûå ãðóïïû, òî (1.3.4) ïðèíèìàåò âèä:

f (x+ y) = f (x) + f (y).

Åñëè G1 � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà, à G2 � àääèòèâíàÿ, òî (1.3.4) âûãëÿäèò
òàê:

f (xy) = f (x) + f (y) .

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðåäïî÷èòàòü ìóëüòèïëèêàòèâíóþ çàïèñü.

Ëåììà 1.3.1. (Ñâîéñòâà ãîìîìîðôèçìà) Ïóñòü f : G1 → G2 � ãîìîìîðôèçì
ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû G1 â ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó G2. Òîãäà ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) åäèíèöà e ãðóïïû G1 ïåðåõîäèò â åäèíèöó ε ãðóïïû G2, ò.å.
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f (e) = ε;

2) îáðàòíûé ýëåìåíò ïåðåõîäèò â îáðàòíûé, ò.å

f (a−1) = f (a)−1

äëÿ âñåõ a ∈ G1;

3) îáðàç ãîìîìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû G2, ò.å.

Imf ≤ G2;

4) ÿäðî ãîìîìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â G1, ò.å.

Kerf ≤ G1.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü a ∈ G. Òîãäà

f(a)f(e) = f(ae) = f(a). (1.3.5)

Òàê êàê â ãðóïïå G2 ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ f(a)x = f(a) ÿâëÿåòñÿ òîëüêî åäèíèöà, òî
èç (1.3.5) ñëåäóåò, ÷òî f(e) � åäèíèöà ãðóïïû G2.

2.

f(a−1)f(a) = f(a−1a) = f(e), (1.3.6)

f(a)f(a−1) = f(e). (1.3.7)

Ñîãëàñíî ñâîéñòâó 1, f(e) = ε � åäèíèöà ãðóïïû G2, ïîýòîìó ðàâåíñòâà (1.3.6) è
(1.3.7) óêàçûâàþò íà òî, ÷òî f(a−1) � ýëåìåíò, îáðàòíûé ýëåìåíòó f(a).
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Îïðåäåëåíèå 1.3.4. Ãîìîìîðôèçì f : G1 → G2 íàçûâàåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì,
åñëè Kerf = {e}. Ëåãêî ãîâîðèòü, ÷òî ãîìîìîðôèçì f ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòîáðàæåíèå f � èíúåêöèÿ.

Åñëè Imf = G2, òî ãîìîìîðôèçì f : G1 → G2 íàçûâàåòñÿ ýïèìîðôèçìîì.
ßñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå f � ñþðüåêöèÿ.

Ïðèìåð 1.3.1. 1. Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå eG ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, ò.å.
G ' G äëÿ ëþáîé ãðóïïû G.

2. Îòîáðàæåíèå ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû G â ñåáÿ, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó
ýëåìåíòó ýòîé ãðóïïû å¼ åäèíèöó, ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì ãðóïïû G.

3. Ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Sn ãîìîìîðôíî îòîáðàæàåòñÿ íà ìóëüòèïëèêàòèâíóþ
ãðóïïó Z∗ = Z\{0}, åñëè êàæäîé ÷¼òíîé ïîäñòàíîâêå ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî
1, à íå÷¼òíîé −1.

4. Åñëè G � ãðóïïà, à H � å¼ ïîäãðóïïà, òî îòîáðàæåíèå i : G → H � ãîìîìîð-
ôèçì ãðóïï.

5. Åñëè f : G1 → G2 � èçîìîðôèçì, òî è

f−1 : G2 → G1 (1.3.8)

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.
6. Åñëè f : G1 → G2 è g : G2 → G3 � ãîìîìîðôèçìû ãðóïï, òî è gf : G1 → G3 �

ãîìîìîðôèçì. Åñëè ïðè ýòîì f è g ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè, òî è gf � èçîìîðôèçì.

Äîêàçàòåëüñòâî. 5. Äëÿ áèåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ f ñóùåñòâóåò îáðàòíîå áèåêòèâ-
íîå îòîáðàæåíèå (1.3.8). Ïîêàæåì, ÷òî (1.3.8) � èçîìîðôèçì ãðóïï. Íóæíî äîêàçàòü,
÷òî äëÿ ëþáûõ a è b èç G2

f−1(ab) = f−1(a)f−1(b). (1.3.9)

Òàê êàê f � áèåêöèÿ, òî ðàâåíñòâî (1.3.9) ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó

f(f−1(ab)) = f(f−1(a)f−1(b)). (1.3.10)
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Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (1.3.10) ðàâíà ab. Ïðàâàÿ åãî ÷àñòü òàêæå ðàâíà ab, òàê êàê
f � èçîìîðôèçì. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíòñâî (1.3.10) âåðíî. Âìåñòå ñ íèì âåðíî è
ðàâåíòñâî (1.3.9).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè G ∼= H, òî è H ∼= G, òàê ÷òî ìîæíî ïðîñòî ãîâîðèòü, ÷òî
ãðóïïû G è H èçîìîðôíû.

6. Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a è b ãðóïïû G1 ñïðàâåäëèâî (gf)(ab) = g(f(ab)) =
g(f(a)f(b)) = (gf)(a)(gf)(b). Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî gf � ãîìîìîðôèçì ãðóïï.
Êðîìå òîãî, ïðîèçâåäåíèå áèåêöèé òàêæå áèåêòèâíî.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1.3.2. Îòíîøåíèå èçîìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíî-
ñòè íà ìíîæåñòâå âñåõ ãðóïï.

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ãðóïï ðàçáèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþ-
ùèåñÿ êëàññû èçîìîðôíûõ ãðóïï. Äâå èçîìîðôíûå ãðóïïû ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ ëèøü
ïðèðîäîé ñâîèõ ýëåìåíòîâ, à íå àëãåáðàè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Ãðóáî ãîâîðÿ, â ýòèõ
ãðóïïàõ ¾îäèíàêîâû îïåðàöèè¿, íóæíî òîëüêî êàæäûé ýëåìåíò îäíîé èç ãðóïï çà-
ìåíèòü åãî îáðàçîì ïðè èçîìîðôèçìå íà äðóãóþ ãðóïïó. Òå ñâîéñòâà, êîòîðûå ìîãóò
áûòü âûðàæåíû â òåðìèíàõ ãðóïïîâîé îïåðàöèè, ó èçîìîðôíûõ ãðóïï îäèíàêîâû
è, åñëè íàñ èíòåðåñóþò èìåííî ýòè ñâîéñòâà, ìû ìîæåì èçîìîðôíûå ãðóïïû íå ðàç-
ëè÷àòü.

1.4. Êîëüöî

Â àëãåáðå ÷àñòî èçó÷àþò ìíîæåñòâà ñ íåñêîëüêèìè, íàïðèìåð ñ äâóìÿ, àëãåáðàè-
÷åñêèìè îïåðàöèÿìè. Îáû÷íî ìåæäó ýòèìè îïåðàöèÿìè ñóùåñòâóþò îïðåäåë¼ííûå
ñâÿçè. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ââîäèì îäíî âàæíîå ïîíÿòèå àëãåáðû � ïîíÿòèå êîëüöà.
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Îïðåäåëåíèå 1.4.1. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî K ñ äâóìÿ áèíàðíûìè àëãåáðàè÷åñêè-
ìè îïåðàöèÿìè (ñëîæåíèå è óìíîæåíèå) íàçûâàåòñÿ êîëüöîì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ K ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé;
2) óìíîæåíèå îïðåäåëåíî íà K è àññîöèàòèâíî;
3) óìíîæåíèå äèñòðèáóòèâíî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, ò. å. k(l + m) = kl + km è

(l +m)k = lk +mk äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ k, l è m èç ìíîæåñòâà K.

Ïî îïðåäåëåíèþ êîëüöà îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ ìíîæåñòâî âñåõ åãî ýëåìåíòîâ
ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé. Ýòà ãðóïïà íàçûâàåòñÿ àääèòèâíîé ãðóïïîé êîëüöà.

1. Ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ, âñåõ ðàöèîíàëüíûõ, âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (îòíî-
ñèòåëüíî îáû÷íûõ ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ÷èñåë) ÿâëÿþòñÿ êîëüöàìè.

2. Ìíîæåñòâî âñåõ ïîëèíîìîâ (ìíîãî÷ëåíîâ) îò îäíîé ïåðåìåííîé ñ äåéñòâèòåëü-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè � êîëüöî.

3. Îáîçíà÷èì áóêâîé F ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåí-
íîé. Ñóììó è ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé f è g îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî äåéñòâèòåëüíîãî
÷èñëà x ôîðìóëàì

(f + g)(x) = f(x) + g(x), fg(x) = f(x)g(x),
ò. å. òàê, êàê ýòî äåëàåòñÿ îáû÷íî â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå (çäåñü ââîäèòñÿ íî-
âîå óìíîæåíèå ôóíêöèé fg, îòëè÷íîå îò ïðîèçâåäåíèÿ îòîáðàæåíèé f è g!). Ëåãêî
óáåäèòñÿ â òîì, ÷òî ìíîæåñòâî F îòíîñèòåëüíî òàê îïðåäåë¼ííûõ ñëîæåíèÿ è óìíî-
æåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì. Íóë¼ì ýòîãî êîëüöà ñëóæèò ôóíêöèÿ 0(x) ≡ 0.

Êîëüöî íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíûì, åñëè â í¼ì óìíîæåíèå êîììóòàòèâíî.
Âñå óïîìÿíóòûå âûøå êîëüöà êîììóòàòèâíû, ïðèìåðû íåêîììóòàòèâíûõ êîëåö

âîçíèêíóò íèæå.
Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà êîëåö.
1. Òàê êàê ýëåìåíòû êîëüöà ñîñòàâëÿþò àáåëåâó ãðóïïó îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ,

òî
1) â êîëüöå ëèøü îäèí íóëü 0;



Êàôåäðà
ÀÃ è ÌÌ

Íà÷àëî

Ñîäåðæàíèå

J I

JJ II

Ñòðàíèöà 24 èç 162

Íàçàä

Íà âåñü ýêðàí

Çàêðûòü

2)äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà k êîëüöà K â K åñòü åäèíñòâåííûé ïðîòèâîïîëîæíûé
ýëåìåíò −k;

3) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ k è l êîëüöà K óðàâíåíèå

k + x = l (1.4.11)

èìååì â K åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = −k + l.
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.4.11) íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòüþ l−k. Òàêèì îáðàçîì â êîëüöå

îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ âû÷èòàíèÿ.
Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ðàçíîñòè ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà k

êîëüöà k − k = 0.
2. Óìíîæåíèå äèñòðèáóòèâíî îòíîñèòåëüíî âû÷èòàíèÿ, ò. å. äëÿ ëþáûõ ýëå-

ìåíòîâ k, l è m êîëüöà
k(l −m) = kl − km, (l −m)k = lk −mk.

Äîêàçàòåëüñòâî. l = (l −m) + m =⇒ kl = k(l −m) + km =⇒ kl − km = k(l −m).
Ïåðâîå èç íóæíûõ ðàâåíñòâ äîêàçàíî, âòîðîå ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî.

3. k0 = 0k = 0 äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà k ∈ K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê k−k = 0, òî k0 = k(k−k) = k2−k2 = 0. Âòîðîå ðàâåíñòâî
äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

4. Â êîëüöå ïðîèçâåäåíèå îòëè÷íûõ îò íóëÿ ýëåìåíòîâ ìîæåò áûòü ðàâíûì
íóëþ.

Ïðèìåð 1.4.1. Â êîëüöå F âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé
ðàññìîòðèì äâå ôóíêöèè f è g, îïðåäåë¼ííûå óñëîâèÿìè:

f(x) =

{
x, x 6 0;
0, x > 0,

g(x) =

{
0, x 6 0;
x, x > 0.

(1.4.12)

Î÷åâèäíî, f 6= g, g 6= 0, íî fg = 0 (f(x)g(x) = 0 äëÿ ëþáîãî x).
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Åñëè â êîëüöå kl = 0, à k è l îòëè÷íû îò íóëÿ, òî k è l íàçûâàþñÿ äåëèòåëÿìè
íóëÿ.

Ïðèìåð 1.4.2. Â êîëüöå F ôóíêöèè f è g (1.4.12) � äåëèòåëè íóëÿ. Â êîëüöå
öåëûõ ÷èñåë íåò äåëèòåëåé íóëÿ.

5. Ïóñòü k � îòëè÷íûé îò íóëÿ ýëåìåíò êîëüöà, íå ÿâëÿþùèéñÿ äåëèòåëåì
íóëÿ. Åñëè

kl = km, (1.4.13)

èëè
lk = mk, (1.4.14)

òî l = m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (1.4.13) ñëåäóåò kl − km = 0, k(l − m) = 0,
l −m = 0, l = m. Àíàëîãè÷íî äëÿ ðàâåíñòâà (1.4.14).

6. Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ k è l êîëüöà
(−k)l = k(−l) = −(kl).

Äîêàçàòåëüñòâî. kl+ (−k)l = (k+ (−k))l = 0 · l = 0. Ïîýòîìó (−k)l = −(kl). Âòîðîå
ðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ñóùåñòâóþò êîëüöà ñ åäèíèöåé è áåç íå¼. Íàïðèìåð, â êîëüöå âñåõ öåëûõ ÷èñåë
åñòü åäèíèöà, à â êîëüöå âñåõ öåëûõ ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 2, åäèíèöû íåò. Îäíàêî
êîëüöî íå ìîæåò èìåòü áîëåå îäíîé åäèíèöû (ñì. òåîðåìó (1.1.1)).

ßñíî, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå êîëüöî, â êîòîðîì ñîäåðæèòñÿ ëèøü îäèí ýëåìåíò.
Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî {0}, ñîäåðæàùåå ëèøü ÷èñëî 0, ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì îòíîñèòåëü-
íî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ÷èñåë. Åñëè K � ïðîèçâîëüíîå îäíîýëåìåíòíîå êîëüöî,
a � åãî ýëåìåíò, òî a ÿâëÿåòñÿ íóë¼ì ýòîãî êîëüöà.

7. Åñëè êîëüöî ñîäåðæèò áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà, òî â í¼ì íóëü íå ÿâëÿåòñÿ
åäèíèöåé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò, 1 � åäèíèöà êîëüöà K è 0 = 1.
Òîãäà 0 · a = 1 · a. Ïîñëåäíåå íåâîçìîæíî äëÿ ëþáîãî a, òàê êàê â êîëüöå K áîëåå
îäíîãî ýëåìåíòà.

Åäèíñòâåííîå èñêëþ÷åíèå, êîãäà íóëü è åäèíèöà êîëüöà ñîâïàäàþò, èìååò ìå-
ñòî, åñëè â ýòîì êîëüöå òîëüêî îäèí ýëåìåíò.

Îïðåäåëåíèå 1.4.2. ÏóñòüK � êîëüöî ñ åäèíèöåé 1. Åñëè äëÿ ýëåìåíòà k êîëüöà
K â K ñóùåñòâóåò îáðàòíûé ýëåìåíò, òî k íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì ýëåìåíòîì
êîëüöà K.

1 ñàìà ñåáå îáðàòíà, ïîýòîìó 1 � îáðàòèìûé ýëåìåíò; 0 íåîáðàòèì, åñëè òîëüêî
0 íå åñòü 1. Åñëè ýëåìåíò k îáðàòèì, òî îáðàòèì è ýëåìåíò k−1 � îáðàòíûì äëÿ íåãî
ÿâëÿåòñÿ k.

8. Â êîëüöå K ñ åäèíèöåé 1 ìíîæåñòâî K∗ âñåõ îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ
ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1 ∈ K∗. Åñëè k ∈ K∗, òî è k−1 îáðàòèì, ïîýòîìó
k−1 ∈ K∗.

Íàêîíåö, åñëè k ∈ K∗ è l ∈ K∗, òî ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå l−1k−1.
(kl)(l−1k−1) = k(ll−1)k−1 = (ke)k−1 = kk−1 = 1.

Òî÷íî òàê æå
(l−1k−1)(kl) = 1,

ïîýòîìó
l−1k−1 = (kl)−1, kl ∈ K∗.

Ãðóïïó K∗ íàçûâàþò ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïîé êîëüöà K.

Ïðèìåð 1.4.3. Äëÿ êîëüöà Z âñåõ öåëûõ ÷èñåë Z∗ = {1,−1}.
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Îïðåäåëåíèå 1.4.3. Ïóñòü K � êîëüöî. Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî L êîëüöà K íà-
çûâàåòñÿ ïîäêîëüöîì êîëüöà K, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé àääèòèâíîé ãðóï-
ïû K è çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ.

Èíûìè ñëîâàìè, íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî L êîëüöà K íàçûâàåòñÿ ïîäêîëüöîì
êîëüöà K, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé êîëüöà K.

Òåîðåìà 1.4.1. (êðèòåðèé ïîäêîëüöà) Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî L êîëüöà K
ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a − b ∈ L è ab ∈ L äëÿ ëþáûõ
ýëåìåíòîâ a è b ìíîæåñòâà L.

Ïðèìåð 1.4.4. Z ïîäêîëüöî â Q, Q ïîäêîëüöî â R, 2Z ( ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë,
êðàòíûõ 2) ïîäêîëüöî â Z.

1.5. Ãîìîìîðôèçìû è èçîìîðôèçìû êîëåö

Îïðåäåëåíèå 1.5.1. Ïóñòü K è L � êîëüöà, f : K → L � îòîáðàæåíèå, ïðè
êîòîðîì äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a è b êîëüöà K

f(a+ b) = f(a) + f(b), f(ab) = f(a)f(b). (1.5.15)

Òîãäà f íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôíûì îòîáðàæåíèåì èëè ãîìîìîðôèçìîì
êîëüöà K â êîëüöî L. Åñëè ãîìîìîðôèçì f áèåêòèâåí, òî îí íàçûâàåòñÿ èçîìîð-
ôèçìîì êîëåö K è L. Ãîìîìîðôèçì êîëüöà â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ åãî ýíäîìîðôèç-
ìîì. Èçîìîðôèçì êîëüöà íà ñåáÿ íàçûâàåòñÿ åãî àâòîìîðôèçìîì.

Åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì êîëåöK è L, òî ïèøóòK ∼= L è ãîâîðÿò, ÷òî êîëüöî
K èçîìîðôíî êîëüöó L.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, ãîìîìîðôèçì êîëüöà K â êîëüöî L � ýòî ãîìîìîðôèçì
àääèòèâíûõ ãðóïï ýòèõ êîëåö, êîòîðûé ñîõðàíÿåò óìíîæåíèå (îáðàç ïðîèçâåäåíèÿ
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ýëåìåíòîâ ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ èç îáðàçîâ). Ïîýòîìó ãîìîìîðôèçìû êîëåö îáëàäà-
þò ñâîéñòâàìè, àíàëîãè÷íûìè èçëîæåííûì â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå 1.3 ñâîéñòâàì
ãîìîìîðôèçìîâ ãðóïï. Ïåðå÷èñëèì áåç äîêàçàòåëüñòâ ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ãîìî-
ìîðôèçìîâ êîëåö.

1. K ' K äëÿ ëþáîãî êîëüöà K.

2. Åñëè f : K → L � èçîìîðôèçì êîëåö, òî f−1 : L→ K � òàêæå èçîìîðôèçì.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè K ∼= L, òî L ∼= K.

3. Åñëè f : K → L, g : L → M � ãîìîìîðôèçìû êîëåö, òî è gf : K → M �
òàêæå ãîìîìîðôèçì êîëåö. Åñëè ïðè ýòîì f è g ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè, òî è
gf � èçîìîðôèçì.

Èç ýòèõ òð¼õ ñâîéñòâ âûòåêàåò

Òåîðåìà 1.5.1. Îòíîøåíèå èçîìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíî-
ñòè íà ìíîæåñòâå âñåõ êîëåö.

4. Ïóñòü f : K → L � ãîìîìîðôèçì. Åñëè 0 � íóëü êîëüöà K è a � ïðîèçâîëüíûé
ýëåìåíò êîëüöà K, òî f(0) � íóëü êîëüöà L è f(−a) = −f(a).

5. Ïóñòü K � êîëüöî ñ åäèíèöåé 1. Òîãäà:

5.1) f(1) � åäèíèöà êîëüöà L;

5.2) åñëè a � îáðàòèìûé ýëåìåíò êîëüöà K, òî f(a) � îáðàòèìûé ýëåìåíò
êîëüöà L è

f(a−1) = (f(a))−1;

6. Åñëè K � êîììóòàòèâíî, òî L òàêæå êîììóòàòèâíî;

7. Åñëè K∗ � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà êîëüöà K, òî f(K∗) � ìóëüòèïëèêà-
òèâíàÿ ãðóïïà êîëüöà L.
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1.6. Ïîëå.

Îïðåäåëåíèå 1.6.1. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî P ñ äâóìÿ áèíàðíûìè àëãåáðàè÷å-
ñêèìè îïåðàöèÿìè (ñëîæåíèå è óìíîæåíèå) íàçûâàåòñÿ ïîëåì , åñëè âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) P � àáåëåâà àääèòèâíàÿ ãðóïïà;
2) P ∗ = P \ {0} � àáåëåâà ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà;
3) óìíîæåíèå äèñòðèáóòèâíî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, ò. å. k(l + m) = kl + km è

(l +m)k = lk +mk äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ k, l è m èç ìíîæåñòâà K.

Óòâåðæäåíèå 1.6.1. Âñÿêîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì.

Îïðåäåëåíèå 1.6.2. Ïîëå � ýòî êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, â êîòîðîì
âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû îáðàòèìû.

Ïðèìåð 1.6.1. Ïîëÿìè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ìíî-
æåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Óòâåðæäåíèå 1.6.2. Â ïîëå íåò äåëèòåëåé íóëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P � ïîëå, p è q � äåëèòåëè íóëÿ â ïîëå P , ò.å. p 6= 0, q 6= 0
è pq = 0. Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íà ýëåìåíò p−1, ïîëó÷àåì

p−1(pq) = p−1 · 0, q = p−1 · 0.
Ó÷èòûâàÿ ñîîòâåòñòâóþùåå ñâîéñòâà êîëåö, èìååì q = 0, ïðîòèâîðå÷èå.

Òàê êàê âñå îòëè÷íûå îò íóëÿ ýëåìåíòû ïîëÿ ñîñòàâëÿþò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî
óìíîæåíèÿ, òî

1) â ïîëå ëèøü îäíà åäèíèöà;
2) äëÿ ëþáîãî îòëè÷íîãî îò íóëÿ ýëåìåíòà ïîëÿ â ýòîì ïîëå åñòü åäèíñòâåí-

íûé îáðàòíûé ýëåìåíò;
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3) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ïîëÿ P è îòëè÷íîãî îò íóëÿ ýëåìåíòà b èç P óðàâ-
íåíèå

bx = a (1.6.16)

èìååò â ýòîì ïîëå åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = b−1a.
(Ïðè a 6= 0 ñâîéñòâî ãðóïïû, ïðè a = 0 ýòî ñëåäóåò èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ñâîéñòâà

êîëüöà.)
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.6.16) îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì a

b
è íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì

ýëåìåíòîâ a è b. Òàêèì îáðàçîì, â ïîëå îïðåäåëåíî äåëåíèå íà ëþáîé îòëè÷íûé
îò íóëÿ ýëåìåíò.

Îòìå÷åííûå âûøå ñâîéñòâà ïîëåé è àêñèîìû, âõîäÿùèå â îïðåäåëåíèå ïîëÿ, óêà-
çûâàþò íà òî, ÷òî â ïîëå ìîæíî ïðîèçâîäèòü ñëåäóþùèå ÷åòûðå îïåðàöèè: ñëîæåíèå,
óìíîæåíèå, âû÷èòàíèå è äåëåíèå.
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ÐÀÇÄÅË 2

Ïîëå C

2.1. Ïîñòðîåíèå ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Äåéñòâèòåëüíûå (âåùåñòâåííûå ÷èñëà) èãðàþò îãðîìíóþ ðîëü â ìàòåìàòèêå è
åñòåñòâîçíàíèè, â ÷àñòíîñòè ïðè èçìåðåíèè äëèí, îáü¼ìîâ, ïðè óçó÷åíèè äâèæåíèÿ
ìàòåðèàëüíûõ òåë è ò. ä. Îäíàêî åñòü çàäà÷è, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë íå õâàòàåò. Ïðîñòåéøåé èç òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x2+1 = 0.
Ïîñòàâèì öåëü ðàñøèðèòü ïîëå R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë äî òàêîãî ïîëÿ, â êîòîðîì
óðàâíåíèå x2 + 1 = 0 óæå èìåëî áû ðåøåíèå.

Ïóñòü C = R2 = {(a, b)| a, b ∈ R}.
Äàäèì îáîçíà÷åíèå ñóììå è ïðîèçâåäåíèþ ïàð èç ìíîæåñòâà C:

(a, b) + (c, d)
df
= (a+ c, b+ d); (2.1.1)

(a, b)(c, d)
df
= (ac− bd, ad+ bc); (2.1.2)

Òåîðåìà 2.1.1. Ìíîæåñòâî C ïàð äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñî ñëîæåíèåì è óìíî-
æåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ìíîæåñòâî C ñî ñëîæåíèåì è óìíîæåíè-
åì � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé.

1) íà C îïðåäåëåíû áèíàðíûå îïåðàöèè � ñëîæåíèå è óìíîæåíèå (î÷åâèäíî);
2) C � àáåëåâà àääèòèâíàÿ ãðóïïà:

1. Ñëîæåíèå íà C êîììóòàòèâíî è àññîöèàòèâíî (î÷åâèäíî);
2. ∃(0, 0) ∈ C ∀(a, b) ∈ C (a, b) + (0, 0) = (a, b);
3. ∀(a, b) ∈ C ∃ − (a, b) = (−a,−b) ∈ C (a, b) + (−a,−b) = (0, 0).

3) óìíîæåíèå íà C êîììóòàòèâíî, àññîöèàòèâíî è äèñòðèáóòèâíî îòíîñèòåëüíî
ñëîæåíèÿ (î÷åâèäíî).
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Òàêèì îáðàçîì, C � êîììóòàòèâíîå êîëüöî.
Ïî ñâîéñòâó ïðîèçâîëüíîãî êîëüöà ∀(a, b), (c, d) ∈ C â C ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (c, d) + (x, y) = (a, b). Ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïàðà (x, y) = (a, b) +
(−(c, d)) = (a, b) + (−c,−d) = (a − c, b − d) ∈ C, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòüþ
ïàð (a, b) è (c, d) è îáîçíà÷àåòñÿ (a, b) − (c, d). Çíà÷èò, íà ìíîæåñòâå C îïðåäåëåíà
áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ âû÷èòàíèÿ:

(a, b)− (c, d) = (a− c, b− d). (2.1.3)

4) â C åñòü åäèíèöà � ïàðà (1, 0), òàê êàê ∀(a, b) ∈ C (a, b)(1, 0) = (a, b).
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî â êîëüöå C âñÿêàÿ íåíóëåâàÿ ïàðà (c, d) îáðàòèìà, ò.å.

∀(c, d) 6= (0, 0) ∃(x, y) ∈ C
(c, d)(x, y) = (1, 0). (2.1.4)

(2.1.4)⇔ (cx− dy, cy + dx) = (1, 0)⇔
{
cx− dy = 1
dx+ cy = 0

⇔
{
x = c

c2+d2

y = d
c2+d2

.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ∀(c, d) 6= (0, 0) îáðàòíîé áóäåò ïàðà ( c
c2+d2

, d
c2+d2

).

Ñâîéñòâî ïîëÿ ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî ∀(a, b), (c, d) ∈ C,(c, d) 6= (0, 0) óðàâíå-
íèå (c, d)(x, y) = (a, b) èìååò â ïîëå C åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (x, y) = (a, b)(c, d)−1 =
(a, b) ·

(
c

c2+d2
, d
c2+d2

)
=
(
ac+bd
c2+d2

, bc−ad
c2+d2

)
, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì ïàð (a, b) è (c, d)

è îáîçíà÷àåòñÿ (a,b)
(c,d)

. Çíà÷èò â ïîëå C îäíîçíà÷íî âûïîëíÿåòñÿ äåëåíèå íà ëþáîé
íåíóëåâîé ýëåìåíò:

(a, b)

(c, d)
=

(
ac+ bd

c2 + d2
,
bc− ad
c2 + d2

)
. (2.1.5)

Òåîðåìà 2.1.2. Ïîëå C ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ïîëÿ R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è
ñîäåðæèò ýëåìåíò, êâàäðàò êîòîðîãî ðàâåí −1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü R′ = {(a, 0), a ∈ R}. Òîãäà:
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1) ìíîæåñòâî R′ ñî ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì, îïðåäåë¼ííûì íà C, åñòü ïîäïîëå
ïîëÿ C (î÷åâèäíî).

2) îòîáðàæåíèå f : R → R′
∣∣f(a) = (a, 0) � èçîìîðôèçì ïîëÿ R íà ïîëå R′. Äåé-

ñòâèòåëüíî, f � áèåêöèÿ ìíîæåñòâà R íà ìíîæåñòâî R′, ïîñêîëüêó êàæäûé ýëåìåíò
(a, 0) ∈ R′ èìååò åäèíñòâåííûé ïðîîáðàç a ∈ R. Êðîìå òîãî, f � ãîìîìîðôèçì ïî-
ëÿ R, ýòî çíà÷èò (∀a, b ∈ R) f(a + b) = (a + b, 0) = (a, 0) + (b, 0) = f(a) + f(b),
f(ab) = (ab, 0) = (a, 0)(b, 0) = f(a) · f(b).

Òàêèì îáðàçîì, R ' R′. Ïîýòîìó êîãäà R è R′ ìû íå ðàçëè÷àåì, à âìåñòî ïàðû
(a, 0) áóäåì ïèñàòü ÷èñëî a. Â ÷àñòíîñòè, (1, 0) = 1, (0, 0) = 0. Çíà÷èò ïîëå R ÿâëÿåòñÿ
ïîäïîëåì ïîëÿ C. Çàìåòèì, ÷òî (0, 1)2 = (0, 1)(0, 1) = (−1, 0) = −1, ýòî çíà÷èò
(0, 1) � îäèí èç êîðíåé óðàâíåíèÿ x2 + 1 = 0. Î÷åâèäíî, (0,−1) ÿâëÿåòñÿ âòîðûì
êîðíåì ýòîãî óðàâíåíèÿ. Îáîíà÷èì ïàðó (0, 1) ñèìâîëîì i : i = (0, 1). Òîãäà ïàðà
(0,−1) = −(0, 1) áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ñèìâîëîì −i. Çíà÷èò, i2 = (−i)2 = −1.

Òåîðåìà 2.1.3. Ïîëå C ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ R äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë, ñîäåðæàùåì ýëåìåíò, êâàäðàò êîòîðîãî ðàâåí −1, ýòî çíà÷èò, ÷òî íåò
îòëè÷íîãî îò ïîëÿ C åãî ïîäïîëÿ, êîòîðîå áûëî áû ðàñøèðåíèåì ïîëÿ R è ñîäåðæàëî
áû ýëåìåíò i, i2 = −1.

Êðîìå ïîñòðîåííîãî ïîëÿ C åñòü è äðóãèå ìèíèìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ R,
êîòîðûå ñîäåðæàò êîðåíü óðàâíåíèÿ x2 + 1 = 0.

Ýëåìåíòàìè ýòèõ ðàñøèðåíèé ÿâëÿþòñÿ íå ïàðû äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, à îáú-
åêòû ñîâñåì äðóãîé ïðèðîäû, íàïðèìåð, âåêòîðû íà ïëîñêîñòè, ìàòðèöû âòîðîãî
ïîðÿäêà.

Îäíàêî, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå ìèíèìàëüíîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ R, ñîäåðæà-
ùåå ýëåìåíò, êâàäðàò êîòîðîãî ðàâåí −1, èçîìîðôíî ïîëþ C. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
âñå òàêèå ìèíèìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ R èçîìîðôíû ìåæäó ñîáîé.
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Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Âñÿêîå ìèíèìàëüíîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ R äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë, ñîäåðæàùåå ýëåìåíò i, êâàäðàò êîòîðîãî ðàâåí −1, íàçûâàåòñÿ ïîëåì êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë.

Äàëåå ïîä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ïîñòðîåííîå íàìè ïîëå
C, à åãî ýëåìåíòû áóäåì íàçûâàòü êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè . Êîìïëåêñíîå ÷èñëî
i íàçîâ¼ì ìíèìîé åäèíèöåé ïîëÿ C.

2.2. ×èñëîâûå ïîëÿ. Ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë

Ðàíåå áûëî äîêàçàíî, ÷òî êðîìå ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è åãî ïîäïîëåé íèêà-
êèõ äðóãèõ ïîëåé, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà, íå ñóùåñòâóåò. Ïîýòîìó
÷èñëîâûì ïîëåì íàçûâàþò ëþáîå ïîäïîëå ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 2.2.1. (î ìèíèìàëüíîì ÷èñëîâîì ïîëå) Ïîëå Q ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîâûì ïîëåì, ò.å. ñîäåðæèòñÿ â ëþáîì ÷èñëîâîì
ïîëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F � ëþáîå ÷èñëîâîå ïîëå. Òîãäà:

1) 0, 1 ∈ F ;
2) ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ïðèíàäëåæèò F ;

3) ëþáîå öåëîå ÷èñëî ïðèíàäëåæèò F ;

4) ëþáàÿ äðîáü m
n
,m ∈ Z, n ∈ N, ïðèíàäëåæèò F .
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2.3. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Ñîïðÿæ¼ííûå
êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Äåéñòâèÿ íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè â
àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå. Ðåøåíèå êâàäðàòè÷íûõ óðàâíåíèé

Ïóñòü z = (a, b) � ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Òîãäà

z = (a, 0) + (0, b) = a+ (b, 0)(0, 1) = a+ bi

� àëãåáðàè÷åñêàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = (a, b), â êîòîðîé a ∈ R íà-
çûâàþò äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ z, b ∈ R � ìíèìîé ÷àñòüþ z è îáîçíà÷àþò:
a = Re z (ëàò. realis � äåéñòâèòåëüíûé), b = Im z. Êîãäà Im z = 0, òî z � äåé-
ñòâèòåëüíîå ÷èñëî; êîãäà æå Im z 6= 0, òî z íàçûâàåòñÿ ìíèìûì ÷èñëîì.
Ìíèìîå ÷èñëî z íàçûâàåòñÿ ÷èñòî ìíèìûì, êîãäà Re z = 0.

Äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå ðàâíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ðàâíû èõ äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè:

a+ bi = c+ di⇔ a = c ∧ b = d.

Â ÷àñòíîñòè,
a+ bi = 0⇔ a = b = 0.

Îïðåäåëåíèå 2.3.1. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà z = a + bi è z = a − bi íàçûâàþòñÿ
ñîïðÿæ¼ííûìè .

Ðàññìîòðèì äåéñòâèÿ íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå.
Ñëîæåíèå, óìíîæåíèå, âû÷èòàíèå è äåëåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë âûïîëíÿþò ïî

ôîðìóëàì (2.1.1), (2.1.2), (2.1.3),(2.1.5) ñîîòâåòñòâåííî.

(a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i;

(a+ bi)− (c+ di) = (a− c) + (b− d)i;
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(a+ bi)(c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i;

a+ bi

c+ di
=
ac+ bd

c2 + d2
+
bc− ad
c2 + d2

i, c+ di 6= 0.

Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëû óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ íåò íåîáõîäèìîñòè çàïîìèíàòü.
Ïåðâóþ èç íèõ ìû ïîëó÷èì ïî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ ñóììû íà ñóììó, âòîðóþ �
óìíîæèâ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà ÷èñëî c− di, ñîïðÿæ¼ííîå ñî çíàìåíàòåëåì.

Ïðèìåð 2.3.1. 1. (1+3i)(3−2i) = 1·3+3·3i−1·2i−3i·2i = (3+6)+(9−2)i = 9+7i.
2.

11 + 7i

2− 3i
=

(11 + 7i)(2 + 3i)

(2− 3i)(2 + 3i)
=

1 + 47i

13
=

1

13
+

47

13
i.

Îòìåòèì, ÷òî i1
df
= i, i2 = −1, i3 = i2 · i = −i, i4 = 1. Òîãäà

(∀k ∈ Z) i4k = 1, i4k+1 = i, i4k+2 = −1, i4k+3 = −i.

Äëÿ âîçâåäåíèÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå â ñòåïåíü ñ
íàòóðàëüíûì ïîêàçàòåëåì ìîæíî ïðèìåíèòü ôîðìóëó áèíîìà Íüþòîíà:

(a+ b)n =
n∑
i=0

Ci
na

n−ibi,

n ∈ N, Ci
n = n!

i!(n−i)! (÷èñëî ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî i, òî åñòü êîëè÷åñòâî ðàçëè÷-

íûõ i-ïîäìíîæåñòâ n-ìíîæåñòâà).

Îïðåäåëåíèå 2.3.2. Êîðíåì n-îé ñòåïåíè (n � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî) èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z, íàçûâàåòñÿ òàêîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî u, ÷òî un = z.
Îáîçíà÷àåòñÿ r

√
z.
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Îïåðàöèÿ íàõîæäåíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà â àëãåáðàè÷å-
ñêîé ôîðìå âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ:
√
a+ bi = ±

(√√
a2+b2+a

2
+ i
√√

a2+b2−a
2

)
, êîãäà b > 0;

√
a+ bi = ±

(√√
a2+b2+a

2
− i
√√

a2+b2−a
2

)
, êîãäà b > 0;

√
a = ±

√
−ai, a < 0 (çíàê

√
ñïðàâà îáîçíà÷àåò àðèôìåòè÷åñêèé êâàäðàòíûé êî-

ðåíü).

Èçâëå÷åíèå êîðíÿ áîëåå âûñîêîé ñòåïåíè èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà â àëãåáðàè÷å-
ñêîé ôîðìå â îáùåì ñëó÷àå íåâîçìîæíî.

Ïðèìåð 2.3.2.

1.
√
−5− 12i = ±

(√√
169−5
2
− i
√√

169+5
2

)
= ±(2− 3i).

2.
√
−4 = ±

√
4i = ±2i.

Àíàëîãè÷íî, êàê è â øêîëüíîì êóðñå ìàòåìàòèêè, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êîðíè êâàä-
ðàòè÷íîãî óðàâíåíèÿ ax2 + bx + c = 0 ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè íàõîäÿòñÿ
ïî ôîðìóëå: x1,2 = −b±

√
b2−4ac
2a

.

Ñâîéñòâà ñîïðÿæ¼ííûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

1. Âñÿêîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ñîïðÿæåíî ñàìî ñ ñîáîé: (∀a ∈ R) a = a.

2. Ñóììà è ïðîèçâåäåíèå ñîïðÿæ¼ííûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë � ÷èñëà äåéñòâèòåëü-
íûå.

3. (∀z1, z2 ∈ C) z1 + z2 = z1 + z2; z1 − z2 = z1 − z2.

4. (∀z1, z2 ∈ C, z2 6= 0)
(
z1
z2

)
= z1

z2
.

5. (∀z ∈ C, z 6= 0 ∀n ∈ Z) zn = (z)n.
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2.4. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Âîçüì¼ì íà ïëîñêîñòè ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Óñëîâèìñÿ êîìïëåêñ-
íîå ÷èñëî z = a+ bi ïîêàçûâàòü òî÷êîé (a, b). Ýòèì ñàìûì ìû çàäàëè áèåêöèþ ìíî-
æåñòâà C êîìïëåêñíûõ ÷èñåë íà ìíîæåñòâî òî÷åê êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè. Ïîýòîìó
ñàìà ïëîñêîñòü íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîé. Î÷åâèäíî, ÷òî äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà ïî-
êàçûâàþò òî÷êàìè îñè àácöèñc, â ñâÿçè ñ ÷åì ýòó îñü íàçûâàþò äåéñòâèòåëüíîé
îñüþ. ×èñòî ìíèìûå ÷èñëà ïîêàçûâàþò òî÷êàìè îñè îðäèíàò. Ïîýòîìó îñü îðäèíàò
íàçûâàþò ìíèìîé îñüþ.
Êîìïëåêñíîå ÷èñëî 0 ïîêàçûâàåòñÿ íà÷àëîì êîîðäèíàò. Ñîïðÿæ¼ííûì êîìïëåêñ-
íûì ÷èñëàì z è z îòâå÷àþò òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî äåéñòâèòåëüíîé îñè,
à ïðîòèâîïîëîæíûì ÷èñëàì z è −z � òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî íà÷àëà
êîîðäèíàò. Èíòåðïðåòàöèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñ ïîìîùüþ òî÷åê ïëîñêîñòè äîâîëü-
íî ïðîñòàÿ,íî îíà íåóäîáíà äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîé èëëþñòðàöèè îïåðàöèè óìíîæåíèÿ
è äåëåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ïîýòîìó ìû äàäèì äðóãóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåð-
ïðåòàöèþ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = a + bi áóäåì
ïîêàçûâàòü ðàäèóñ-âåêòîðîì (a, b) êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë çàäà¼ò áèåêöèþ ìíîæåñòâà C íà ìíîæåñòâî ðàäèóñ-âåêòîðîâ
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Âìåñòî âûðàæåíèÿ ¾òî÷êà(ðàäèóñ-âåêòîð), êîòîðàÿ(-ûé) îòâå÷àåò êîìïëåêñíîìó
÷èñëó z¿ áóäåì ãîâîðèòü ïðîñòî: ¾òî÷êà z (ðàäèóñ-âåêòîð z)¿.

2.5. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = a + bi è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó
ðàäèóñ-âåêòîð z (a, b). Äëèíó r ðàäèóñ-âåêòîðà z (ðàññòîÿíèå îò òî÷êè z äî íà÷àëà
êîîðäèíàò) íàçîâ¼ì ìîäóëåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z è îáîçíà÷èì ñèìâîëîì |z|, à
óãîë ϕ ìåæäó ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñüþ àáöèññ è ðàäèóñ-âåêòîðîì z, îòëè÷íûì îò
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ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè Ox, � àðãóìåíòîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z è îáîçíà÷èì
Arg z.

Ðèñ. 2.1:

Àðãóìåíò íå îïðåäåë¼í äëÿ ÷èñëà 0, |0| = 0. Êîãäà äåêàðòîâûå êîîðäèíàòû òî÷êè
z âûðàæåíû ÷åðåç ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû (ñ÷èòàÿ, ÷òî ïîëþñ ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì
êîîðäèíàò, à ïîëÿðíàÿ îñü � ñ ïîëîæèòåëüíîé ïîóîñüþ Ox), òî ïîëó÷àåì a = r cosϕ,
b = sinϕ.

Òàêèì îáðàçîì, z = a+ bi = r(cosϕ+ i sinϕ), r, ϕ ∈ R, r > 0, � òðèãîíîìåòðè-
÷åñêàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = a+ bi 6= 0. Î÷åâèäíî, |z| = r =

√
a2 + b2,

à Arg z = ϕ îïðåäåëÿåòñÿ èç ñèñòåìû:

cosϕ =
a√

a2 + b2
, sinϕ =

b√
a2 + b2

. (2.5.6)

È â ñâÿçè ñ ïåðèîäè÷íîñòüþ sin è cos èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, ïîýòî-
ìó è Arg z îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî. Îäíî èç çíà÷åíèé Arg z, êîòîðîå áåðóò èç
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ïðîìåæóòêà [0, 2π) (íàèìåíüøåå íåîòðèöàòåëüíîå) èëè (−π, π] (íàèìåíüøåå ïî àá-
ñîëþòíîé âåëè÷èíå) íàçûâàþò ãëàâíûì çíà÷åíèåì àðãóìåíòà z è îáîçíà÷àþò
arg z. Òîãäà Arg z = arg z + 2πk, k ∈ Z.

Ïóñòü a 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå arg z ÿâëÿåòñÿ åù¼ è ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

tgϕ =
b

a
. (2.5.7)

Íî íå âñÿêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.5.7) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (2.5.6). Ïîýòî-
ìó ïðè íàõîæäåíèè arg z èç (2.5.7) íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ïîëîæåíèå òî÷êè z íà
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Çàìå÷àíèå 2.5.1. Èíîãäà òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìîé 0 ñ÷èòàþò âûðàæåíèå
0(cosϕ+ i sinϕ) ïðè ëþáîì ϕ ∈ R.

Ïðèìåð 2.5.1. Çàïèøåì êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = 1 − i â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
ôîðìå. a = 1, b = −1:

|z| =
√

2, tgϕ = −1. (2.5.8)

ϕ = −π
4

+ πk, k ∈ Z � âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.5.8).

Îòñþäà, arg z = 7
4
π èëè −π

4
, òàê êàê 7

4
π ∈ [0, 2π), −π

4
∈ (−π, π] è ýòè ÷èñëà

îòâå÷àþò ðàñïîëîæåíèþ òî÷êè z íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Îòìåòèì, ÷òî arg z
ìîæíî áûëî íàéòè êàê ðåøåíèå ñèñòåìû cosϕ =

√
2
2
, sinϕ = −

√
2
2
.

Òàêèì îáðàçîì, z =
√

2(cos 7
4
π + i sin 7

4
π) � òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà ÷èñëà 1− i.

Óòâåðæäåíèå 2.5.1. Äâà îòëè÷íûõ îò íóëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñëà ðàâíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàâíû èõ ìîäóëè, à çíà÷åíèÿ àðãóìåíòîâ îòëè÷àþòñÿ íà 2πk,
k ∈ Z.
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Ðèñ. 2.2:

2.6. Äåéñòâèÿ íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
ôîðìå. Äâó÷ëåííûå óðàâíåíèÿ

Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë î÷åíü óäîáíà ïðè èõ äåëåíèè è
óìíîæåíèè. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü äàíû äâà ÷èñëà: z1 = r1(cosϕ1 + i sinϕ1), z2 =
= r2(cosϕ2 + i sinϕ2). Òîãäà

z1z2 = r1r2(cosϕ1 cosϕ2 + i cosϕ1 sinϕ2 + i sinϕ1 cosϕ2 − sinϕ1 sinϕ2) =

= r1r2(cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2))−

òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà z1z2, |z1z2| = r1r2 = |z1||z2|, Arg (z1z2) = ϕ1 + ϕ2 =
Arg z1 +Arg z2 (ðàâåíñòâî íóæíî ïîíèìàòü ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìîãî 2πk, k ∈ Z).
Òàêèì îáðàçîì, ìîäóëü ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ
èõ ìîäóëåé, à àðãóìåíò ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðàâåí ñóììå èõ àð-
ãóìåíòîâ. Ýòè ïðàâèëà ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî ìíîæèòåëåé:
|z1z2 . . . zn| = Arg z1 + Arg z2 + · · ·+ Arg zn.
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Ïóñòü òåïåðü z2 6= 0. Ðàçäåëèì z1 íà z2:

z1
z2

=
r1(cosϕ1 + i sinϕ1)(cosϕ2 + i sinϕ2)

r2(cos2 ϕ2 − i2 sin2 ϕ2)
=
r1
r2

(cosϕ1+i sinϕ1)(cos(−ϕ2)+i sin(−ϕ2)) =

=
r1
r2

(cos(ϕ1 − ϕ2) + i sin(ϕ1 − ϕ2)).

Îòñþäà
∣∣∣ z1z2 ∣∣∣ = r1

r2
= |z1|
|z2| , Arg

(
z1
z2

)
= ϕ1 − ϕ2 = Arg z1 − Arg z2. Òàêèì îáðàçîì

ìîäóëü ÷àñòíîãî äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðàâåí ÷àñòíîìó èõ ìîäóëåé, à àðãóìåíò
÷àñòíîãî äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðàâåí ðàçíîñòè èõ àðãóìåíòîâ (ñ òî÷íîñòüþ äî
ñëàãàåìîãî 2πk, k ∈ Z).

Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü ñ öåëûì ïîêàçàòåëåì òàê æå, êàê è ïðè óìíîæåíèè è äåëå-
íèè, óäîáíî âûïîëíÿòü, èñõîäÿ èç òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìû êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

Òåîðåìà 2.6.1. (ôîðìóëà Ìóàâðà)

(∀n ∈ Z) (r(cosϕ+ i sinϕ))n = rn(cosnϕ+ i sinnϕ). (2.6.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè äîêàæåì ôîðìóëó (2.6.9) äëÿ
íàòóðàëüíûõ n.

1) Ïðè n = 1 ôîðìóëà (2.6.9), î÷åâèäíî, èñòèííàÿ.
2) Äîêàæåì, ÷òî èç èñòèííîñòè (2.6.9) ïðè n = k, ãäå k � ëþáîå ôèêñèðîâàííîå

íàòóðàëüíîå ÷èñëî, âûòåêàåò èñòèííîñòü (2.6.9) ïðè n = k + 1. Äåéñòâèòåëüíî,

(r(cosϕ+ i sinϕ))k+1 = (r(cosϕ+ i sinϕ))k · r(cosϕ+ i sinϕ) =

= rn(cos kϕ+ i sin kϕ) · r(cosϕ+ i sinϕ) = rk+1(cos(k + 1)ϕ+ i sin(k + 1)ϕ).

Çíà÷èò, ïî îñíîâíîé ôîðìå ïðèíöèïà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ôîðìóëà (2.6.9)
ïðàâèëüíàÿ äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ n.
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Ïóñòü n = −m(m ∈ N). Òîãäà

(r(cosϕ+ i sinϕ))n =
1(cos 0 + i sin 0)

rm(cosmϕ+ i sinmϕ)
=

= r−m(cos(−mϕ) + i sin(−mϕ)) = rn(cosnϕ+ i sinnϕ).

Çíà÷èò, è ïðè ëþáîì öåëîì ïðîèçâîëüíîì ïîêàçàòåëå n ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà.
Ïðè n = 0 ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû (2.6.9) î÷åâèäíà.

Ïðèìåð 2.6.1.(−2−i
1−2i

)65 − 31i

(1−
√

3i)5(cos π
6
− i sin π

6
)40

=

(
−i(1−2i)

1−2i

)65
− 31i(

2(cos 4π
3

+ i sin 4π
3

)
)5 (

cos
(
−π

6

)
+ i sin

(
−π

6

))40 =

=
(−i)65 − 31i

25(cos 20π
3

+ i sin 20π
3

)
(
cos
(
−20π

3

)
+ i sin

(
−20π

3

)) = −i.

Ñ àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïîëå C èìååò ñóùåñòâåííîå ïðåèìóùåñòâî â ñðàâ-
íåíèè ñ ïîëåì R: èç ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z ìîæíî èçâëå÷ü êîðíè ëþáîé ñòå-
ïåíè n. Äåéñòâèòåëüíî, êîãäà z = 0, òî n

√
z = 0, òàê êàê 0 � åäèíñòâåííîå ÷èñëî,

n-àÿ ñòåïåíü êîòîðîãî ðàâíà 0.
Âîïðîñ èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ ëþáîé ñòåïåíè èç ïðîèçâîëüíîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

z 6= 0 ïîëíîñòüþ ðåøàåòñÿ òîëüêî ïðè èñïîëüçîâàíèè òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìû
z.

Òåîðåìà 2.6.2. Ñóùåñòâóåò ðîâíî n ðàçëè÷íûõ êîðíåé n-é ñòåïåíè (n ∈ N) èç
ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà z = r(cosϕ+ i sinϕ):

n
√
r(cosϕ+ i sinϕ) = n

√
r

(
cos

ϕ+ 2πk

n
+ i sin

ϕ+ 2πk

n

)
, k = 0, n− 1. (2.6.10)

( n
√
r îáîçíà÷àåò àðèôìåòè÷åñêèé êîðåíü n-é ñòåïåíè èç ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà r).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì èñêàòü n
√
z â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå:

ρ(cosψ + i sinψ). Òîãäà (ρ(cosψ + i sinψ))n = r(cosϕ + i sinϕ). Ïðèìåíèâ ôîðìóëó
Ìóàâðà, ïîëó÷èì:

ρn(cosnψ + i sinnψ) = r(cosϕ+ i sinϕ).

Îòñþäà ρn = r, nψ = ϕ + 2πk, k � ëþáîå öåëîå ÷èñëî. Çíà÷èò, ρ = n
√
r, ψ = ϕ+2πk

n
,

ãäå n
√
r � àðèôìåòè÷åñêèé êîðåíü n-é ñòåïåíè èç r, òàê êàê ρ > 0.

Òàêèì îáðàçîì,

n
√
r(cosϕ+ i sinϕ) = n

√
r

(
cos

ϕ+ 2πk

n
+ i sin

ϕ+ 2πk

n

)
,

k ∈ Z. Ïîêàæåì, ÷òî êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ êîðíåé ðàâíî n. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè
k = 0, n− 1 ïîëó÷èì n ðàçëè÷íûõ êîðíåé, òàê êàê ðàçíîñòü ëþáûõ äâóõ êîðíåé íå
êðàòíà 2π:

ϕ+ 2πl

n
− ϕ+ 2πs

n
= 2π

l − s
n
6= 2πp,

p ∈ Z.

0 6 s < l 6 n− 1, 0 <
l − s
n

< 1.

Åñëè æå k = m, ãäåm � ëþáîå öåëîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò 1, 2, . . . , n−1, òî ðàçäåëèì
ñ îñòàòêîì m íà n: m = nq + r, q, r ∈ Z, 0 6 r 6 n− 1. Òîãäà

ϕ+ 2πm

n
=
ϕ+ 2π(nq + r)

n
=
ϕ+ 2πr

n
+ 2πq,

ò. å. àðãóìåíò ïðè k = m îòëè÷àåòñÿ îò àðãóìåíòà ïðè k = r ñëàãàåìûì, êðàòíûì
2π. Çíà÷èò, ïðè k = m ìû ïîëó÷èì òàêîé æå êîðåíü, êàê è ïðè k = r.
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Ïðèìåð 2.6.2. Íàéä¼ì 4
√
−4.

Çàïèøåì ÷èñëî −4 â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå: −4 = 4(cos π+ i sin π). Ïî ôîð-
ìóëå (2.6.10):

uk = 4
√
−4 =

4
√

4

(
cos

π + 2πk

4
+ i sin

π + 2πk

4

)
,

k = 0, 3. Îòñþäà

u0 =
√

2
(

cos
π

4
+ i sin

π

4

)
= 1 + i,

u1 =
√

2

(
cos

3π

4
+ i sin

3π

4

)
= −1 + i,

u2 =
√

2

(
cos

5π

4
+ i sin

5π

4

)
= −1− i,

u3 =
√

2

(
cos

7π

4
+ i sin

7π

4

)
= 1− i.

Óïðàæíåíèå 2.6.1. Âûÿñíèòå, êàê ðàñïîëîæåíû íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè âñå
n êîðíåé n-é ñòåïåíè èç z 6= 0.

Óòâåðæäåíèå 2.6.1. Åñëè υ � êàêîé-íèáóäü êîðåíü n-é ñòåïåíè èç êîìïëåêñíîãî
÷èñëà z1 6= 0 è u0, u1, . . . , un−1 � âñå êîðíè n-é ñòåïåíè èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z2 6= 0,
òî υu0, υu1, . . . , υun−1 � âñå êîðíè n-é ñòåïåíè ïðîèçâåäåíèÿ z1z2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, âñå ÷èñëà υuk, k = 0, n− 1, ðàçëè÷íû, èõ êîëè-
÷åñòâî ðàâíî n è êàæäûé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì n-é ñòåïåíè èç z1z2, ïîñêîëüêó
(υuk)

n = υnunk = z1z2.
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Óòâåðæäåíèå 2.6.2. Åñëè u0, u1, . . . , un−1 � âñå êîðíè n-é ñòåïåíè èç êîìïëåêñ-
íîãî ÷èñëà z 6= 0, òî u0, u1, . . . , un−1 � âñå êîðíè n-é ñòåïåíè èç ñîïðÿæ¼ííîãî êîì-
ïëåêñíîãî ÷èñëà z.

Äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ n-é ñòåïåíè èç åäèíèöû. Òðèãî-
íîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà ÷èñëà 1: 1 = 1(cos 0 + i sin 0). Ïîýòîìó ïî ôîðìóëå (2.6.10)
ïîëó÷àòñÿ ñëåäóþùèå êîðíè n-é ñòåïåíè èç 1: εk = cos 2πk

n
+ i sin 2πk

n
(k = 0, n− 1).

Óïðàæíåíèå 2.6.2. Äàéòå ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòðåïðåòàöèþ êîðíåé n-é ñòåïåíè
èç 1.

Óòâåðæäåíèå 2.6.3. Åñëè υ � êàêîé-íèáóäü êîðåíü n-é ñòåïåíè èç êîìïëåêñíîãî
÷èñëà z 6= 0, òî υε0, υε1, . . . , υεn−1 � âñå êîðíè n-é ñòåïåíè èç z.

Äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

Òåîðåìà 2.6.3. Ìíîæåñòâî âñåõ êîðíåé n-é ñòåïåíè èç 1 ñ óìíîæåíèåì ÿâëÿåòñÿ
àáåëåâîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïîé.

Äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.
Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí êîðåíü n-é ñòåïåíè èç 1, à èìåííî ε1 =

cos 2π
n

+ i sin 2π
n
, ïðè âîçâåäåíèè êîòîðîãî â ñòåïåíè 0, 1, . . . , n− 1 ïîëó÷àåì âñå êîðíè

n ñòåïåíè èç 1: εk1 = cos 2πk
n

+ i sin 2πk
n

= εk (k = 0, n− 1). Ñðåäè êîðíåé εk ìîãóò
âñòðåòèòüñÿ è äðóãèå, êîòîðûå îáëàäàþò òàêèì æå ñâîéñòâîì.

Îïðåäåëåíèå 2.6.1. Êîðåíü ε n-é ñòåïåíè èç 1 íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîð-
íåì n-é ñòåïåíè èç 1, åñëè åãî ñòåïåíè ε0 = 1, ε1, ε2, . . . , εn−1 ÿâëÿþòñÿ âñåìè êîðíÿìè
n-é ñòåïåíè èç 1.

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ (2.6.3), ÷èñëà υε0, υε1, . . . , υεn−1 � âñå êîðíè n-é ñòåïåíè
èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z 6= 0.

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ õàðàêòåðèçóþò ïåðâîîáðàçíûå êîðíè:
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Òåîðåìà 2.6.4.

1. Åñëè ε � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü n-é ñòåïåíè èç 1 è εl = 1, òî l äåëèòñÿ íà n (â
Z).

2. ×èñëî ε ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì n-é ñòåïåíè èç 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà n � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî εn = 1.

3. ×èñëî εk (0 6 k 6 n − 1) ÿâëÿåòñÿ ïðåâîîáðàçíûì êîðíåì n-é ñòåïåíè èç 1
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëà k è n âçàèìíî ïðîñòûå.

Ïðèìåð 2.6.3. 1. Ïåðâîîáðàçíûìè êîðíÿìè 6-é ñòåïåíè èç 1 ÿâëÿåòñÿ:

ε1 = cos
2π

6
+ i sin

2π

6
=

1

2
+

√
3

2
i,

ε5 = cos
10π

6
+ i sin

10π

6
=

1

2
−
√

3

2
i,

ò. ê. ñðåäè ÷èñåë 0, 1, 2, 3, 4, 5 òîëüêî ÷èñëà 1 è 5 âçàèìíî ïðîñòû ñ 6.

2. Îäíèì èç êîðíåé 6-é ñòåïåíè èç ÷èñëà −8i ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî υ = 1+ i, ïîñêîëüêó
(1+i)6 = (2i)3 = −8i. Òîãäà 6

√
−8i = υεk1 (k = 0, 5) è àíàëîãè÷íî ÷åðåç ïåðâîîáðàçíûé

êîðåíü ε5.

Ñ èçâëå÷åíèåì êîðíåé èç êîìïëåêñíûõ ÷èñåë òåñíî ñâÿçàíî ðåøåíèå äâó÷ëåííûõ
óðàâíåíèé n-é ñòåïåíè:

axn + b = 0, (2.6.11)

ãäå a, b ∈ C, a 6= 0, n ∈ N. (2.6.11) ⇔ xn = − b
a
. Åñëè b = 0, òî (2.6.11) èìååò îäèí

êîðåíü 0; åñëè æå b 6= 0, òî (2.6.11) èìååò n ðàçíûõ êîðíåé, à èìåííî, n êîðíåé n-é
ñòåïåíè èç ÷èñëà − b

a
.
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Ïðèìåð 2.6.4. Ðåøèì óðàâíåíèå x4 − 16 = 0.
Èìååì x4 = 16. Òîãäà xk = 4

√
16 = 2

(
cos πk

2
+ i sin πk

2

)
(k = 0, 1, 2, 3), ò. å. x0 = 2,

x1 = 2i, x2 = −2, x3 = −2i.

Çàìå÷àíèå 2.6.1. Îòäåëüíûå äâó÷ëåííûå óðàâíåíèÿ ìîæíî ðåøàòü ðàçëîæåíè-
åì ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà ìíîæèòåëè.

2.7. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìîäóëÿ ðàçíîñòè äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ äåéñòâèé íàä êîìïëåêñíûìè

÷èñëàìè.

Ïîêàæåì, ÷òî ìîäóëü ðàçíîñòè äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1 è z2 åñòü ðàññòîÿíèå
ìåæäó òî÷êàìè z1 è z2 íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè z1 = x1 +y1i,
z2 = x2 + y2i, òî z1− z2 = (x1−x2) + (y1− y2)i è |z1− z2| =

√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 �

ðàñòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè (x1, y1) è (x2, y2).

Ïðèìåð 2.7.1. Îïðåäåëèì, êàêîå ìíîæåñòâî òî÷åê êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè çà-
äà¼òñÿ óñëîâèåì:

|z + 1− i| 6 1. (2.7.12)

Çàïèøåì ñóììó z+ 1− i â âèäå ðàçíîñòè äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë: z+ 1− i = z−
(−1 + i). Òîãäà íåðàâåíñòâî (2.7.12) ïðèìåò âèä:
|z − (−1 + i)| 6 1. Çíà÷èò, íàì íóæíî íàéòè âñå òî÷êè z, ðàññòîÿíèå îò êîòîðûõ
äî òî÷êè −1+ i íå ïðåâûøàåò 1. Èñêîìîå ìíîæåñòâî � êðóã ñ öåíòðîì â òî÷êå −1+ i
è ðàäèóñîì 1.

Ïðè ïîìîùè âåêòîðíîé èíòåðïðåòàöèè íàãëÿäíî èëëþñòðèðóþòñÿ ñëîæåíèå è
âû÷èòàíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ïîêàæåì ÷èñëà z1 = x1 + y1i è z2 = x2 + y2i ñîîò-
âåòñòâåííî âåêòîðàìè z1(x1, y1) è z2(x2, y2). Òîãäà ñóììà z = z1 + z2 = (x1 + x2)+
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(y1 + y2)i � âåêòîð z(x1 + x2, y1 + y2) = z1 + z2. Òàêèì îáðàçîì, ñëîæåíèå êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë ãåîìåòðè÷åñêè îáîçíà÷àåò ñëîæåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðîâ è
âûïîëíÿåòñÿ ïî ïðàâèëó ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ (â ÷àñòíîñòè, åñëè òî÷êè O, z1, z2 íå
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ïî ïðàâèëó ïàðàëëåëîãðàììà). Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçíîñòü

z = z1 − z2 = (x1 − x2) + (y1 − y2)i � âåêòîð z(x1 − x2, y1 − y2) = z1 − z2. Çíà÷èò, âû-
÷èòàíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ãåîìåòðè÷åñêè ñâîäèòñÿ ê âû÷èòàíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ
âåêòîðîâ.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ëåãêî âûÿñíèòü,
èñïîëüçóÿ èõ çàïèñü â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
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z1 = r1(cosϕ1 + i sinϕ1), z2 = r2(cosϕ2 + i sinϕ2), òî âåêòîð z, êîòîðûé ïîêàçûâàåò
ïðîèçâåäåíèå z = z1z2, ñîãëàñíî ôîðìóëå ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñåë â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
ôîðìå, ìîæíî ïîëó÷èòü èç z1, ïîâåðíóâ åãî âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò íà óãîë ϕ2, à
çàòåì ðàñòÿíóâ (èëè ñæàâ) â r2 ðàç, åñëè r2 > 1 (èëè 0 < r1 < 1). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ

âåêòîðà z, êîòîðûé ïîêàçûâàåò ÷àñòíîå z = z1
z2

íóæíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé
÷àñòíîãî ÷èñåë â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå, âåêòîð z1 ïîâåðíóòü âîêðóã òî÷êè 0
íà óãîë ϕ2, à çàòåì ñæàòü (èëè ðàñòÿíóòü) â r2 ðàç, åñëè r2 > 1 (èëè 0 < r2 < 1).
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ÐÀÇÄÅË 3

Òåîðèÿ ãðóïï

3.1. Ïîðÿäîê ýëåìåíòà ãðóïïû. Öèêëè÷åñêèå ãðóïïû.

Îïðåäåëåíèå 3.1.1. Ïîðÿäêîì êîíå÷íîé ãðóïïû íàçûâàþò ÷èñëî å¼ ýëåìåí-
òîâ. Áåñêîíå÷íóþ ãðóïïó íàçûâàþò ãðóïïîé áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

Ïðèìåð 3.1.1. Ãðóïïàìè ïîðÿäêà n ÿâëÿþòñÿ:

à) ãðóïïà âðàùåíèé ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà;

á) Rn - ãðóïïà êîðíåé n-îé ñòåïåíè èç åäèíèöû (ýòî åäèíñòâåííàÿ ãðóïïà n-ãî
ïîðÿäêà, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà).

Ïðèìåð 3.1.2. Ãðóïïàìè áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà ÿâëÿþòñÿ:

à) àääèòèâíûå ãðóïïû Z,Q,R;

á) ïîëíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà GLn(P ) = {A ∈ Pn×n
∣∣ |A| 6= 0};

â) ñïåöèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà SLn(P ) = {A ∈ Pn×n
∣∣ |A| = 1}.
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Ïîðÿäîê ãðóïïû G îáîçíà÷àåòñÿ |G|.
Ïóñòü G � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà.

Îïðåäåëåíèå 3.1.2. Ïîðÿäêîì ýëåìåíòà a ∈ G íàçûâàåòñÿ òàêîå íàèìåíü-
øåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, ïðè êîòîðîì an = e. Åñëè òàêîãî n íå ñóùåñòâóåò, òî a
íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòîì áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Îáîçíà÷àþò n = |a|.

Ïðèìåð 3.1.3. Â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå C∗ = C\{0} ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ
à) i, á) cos 2π

9
+ i sin 2π

9
, â) 5

ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 4, 9,∞.

Óòâåðæäåíèå 3.1.1. 1. Åñëè a� ýëåìåíò n-ãî ïîðÿäêà ãðóïïûG è s = ng+r, r <
n, òî as = ar.

2. Åñëè a � ýëåìåíò n-ãî ïîðÿäêà ãðóïïû G, òî as = e⇔ s
...n.

3. Åñëè a� ýëåìåíò n-ãî ïîðÿäêà ãðóïïûG, òî ïîðÿäîê ak ðàâåí n
d
, ãäå d =ÍÎÄ(n, k).

Â ÷àñòíîñòè ïîðÿäîê ak ðàâåí n òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÍÎÄ(n, k) = 1.

Ðàññìîòðèì ïîðÿäîê ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ïåðåñòàíîâî÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â ýòîì ñëó-
÷àå èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 3.1.1. Ïóñòü a è b ïåðåñòàíîâî÷íûå ýëåìåíòû ãðóïïû G, ïîðÿäêè n è k
êîòîðûõ âçàèìíî ïðîñòû. Òîãäà:

1) |ab| = nk;

2) (ab)s = e⇒ s
...n è s

...k;

3) s
...nk ⇒ (ab)s = e.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü s1 � ïîðÿäîê ýëåìåíòà ab. Òîãäà èç

(ab)nk = (ab) . . . (ab)︸ ︷︷ ︸
nk

= ank · bnk = (an)k · (bk)n = e · e = e.
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((ab)nk = ank ·bnk â ñèëó ïåðåñòàíîâî÷íîñòè ýëåìåíòîâ) ñëåäóåò, ÷òî nk...s1. Ïîñêîëüêó
(ab)s1 = 1, òî (ab)s1k = 1 è as1k = 1. Òîãäà s1k

...n. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÍÎÄ(n, k) = 1, èìååì

s1
...n. Àíàëîãè÷íî s1

...k. Òàê êàê ÍÎÄ(n, k) = 1, òî s1
...nk. Ïîýòîìó s1 = nk.

2. Òàê êàê (ab)s = e, òî s
...nk. Ïîýòîìó s

...n è s
...k.

3. Åñëè s : nk, òî s = nkq, òîãäà
(ab)s = ankq · bnkq = (an)kq · (bk)nq = e.

Òåîðåìà 3.1.1. Åñëè a è b ïåðåñòàíîâî÷íûå ýëåìåíòû ãðóïïû G, ïîðÿäêîâ n è
k ñîîòâåòñòâåííî, òî ïîðÿäîê ýëåìåíòà ab ðàâåí ÍÎÊ(n, k).

Îäíàêî, åñëè ýëåìåíòû a è b êîíå÷íîãî ïîðÿäêà íåïåðåñòàíîâî÷íû, òî èõ ïðîèç-
âåäåíèå ìîæåò áûòü ýëåìåíòîì áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Íàïðèìåð, â ãðóïïå GL2(Q)

ýëåìåíòû A =

[
−1 0
0 1

]
è B =

[
1 1
0 −1

]
âòîðîãî ïîðÿäêà, íî AB =

[
−1 −1
0 −1

]
� ýëå-

ìåíò áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

Îïðåäåëåíèå 3.1.3. Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé ,
åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò a ∈ G, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò èç G ìîæåò áûòü çàïèñàí
â âèäå as, s ∈ Z.

Ýëåìåíò a íàçûâàþò îáðàçóþùèì ãðóïïû G, à ãðóïïà îáîçíà÷àåòñÿ G =< a >.
Ãîâîðÿò åù¼, ÷òî ãðóïïà ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòîì a.

Åñëè a � ýëåìåíò êîíå÷íîãî ïîðÿäêà n, òî â ýòîì ñëó÷àå
G =< a >= {e, a, a2, ..., an−1}. Â ñàìîì äåëå, âñå ýëåìåíòû G ðàçëè÷íû. Åñëè ïðåä-
ïîëîæèòü, ÷òî ak = as, 0 6 k 6 n−1, 0 6 s 6 n−1 è k > s, òî ak−s = e, 0 < k−s < n.
Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ïîðÿäîê a ðàâåí n.

Ïåðåìíîæàþòñÿ ýëåìåíòû ñëåäóþùèì îáðàçîì: ak · al = ar, ãäå r � îñòàòîê îò
äåëåíèÿ k + l íà n, 0 6 r < n è ar ∈ G. Îáðàòíûì äëÿ an áóäåò ýëåìåíò an−k ∈ G.
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Åñëè æå a � ýëåìåíò áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà, òî ãðóïïà G ñîñòîèò èç âñåâîçìîæ-
íûõ öåëûõ ñòåïåíåé ýëåìåíòà a, êîòîðûå ïîïàðíî ðàçëè÷íû è ïåðåìíîæàþòñÿ ïî
îáû÷íîìó ïðàâèëó óìíîæåíèÿ ñòåïåíåé.

Òåîðåìà 3.1.2. Âñå êîíå÷íûå öèêëè÷åñêèå ãðóïïû îäíîãî ïîðÿäêà èçîìîðôíû
ìåæäó ñîáîé. Âñå áåñêîíå÷íûå öèêëè÷åñêèå ãðóïïû èçîìîðôíû ìåæäó ñîáîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G =< a >= {e, a, a2, ..., an−1}. Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå

f : G→ Rn, f
(
ak
)

= ξk1 , Rn = {e, ξ1, ξ21 , ..., ξn−11 }.

Òàê êàê f
(
ak · al

)
= f

(
ak+l

)
= ξk+l1 = ξk1 · ξl1 = f

(
ak
)
·f
(
al
)
. Îòîáðàæåíèå f áèåêòèâ-

íî, à çíà÷èò, f � èçîìîðôíî. Èòàê, ëþáàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n èçîìîðôíà
Rn, ñëåäîâàòåëüíî, öèêëè÷åñêèå ãðóïïû ïîðÿäêà n èçîìîðôíû ìåæäó ñîáîé.

Åñëè G =< a > � áåñêîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðîæä¼ííàÿ ýëåìåíòîì a,
òî ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f : G −→ Z, f

(
ak
)

= k ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèç-
ìîì. Çíà÷èò, ëþáàÿ áåñêîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà èçîìîðôíà àääèòèâíîé ãðóïïå
öåëûõ ÷èñåë Z. Çíà÷èò, âñå áåñêîíå÷íûå öèêëè÷åñêèå ãðóïïû èçîìîðôíû ìåæäó ñî-
áîé.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîäìíîæåñòâî H ãðóïïû G, êîòîðîå îáðàçóåò ãðóïïó îòíîñèòåëü-
íî ãðóïïîâîé îïåðàöèè G, íàçûâàþò ïîäãðóïïîé ãðóïïû G. Ëþáàÿ ìóëüòèïëèêà-
òèâíàÿ ãðóïïà G èìååò òðèâèàëüíûå ïîäãðóïïû: ñàìó ãðóïïó G è òàê íàçûâàåìóþ
åäèíè÷íóþ ïîäãðóïïó. Íî â ãðóïïå G ìîãóò áûòü è äðóãèå ïîäãðóïïû. Íàïðèìåð,
ìíîæåñòâî ìàòðèö, îïðåäåëèòåëü êîòîðûõ ðàâåí 1, ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ïîëíîé ëè-
íåéíîé ãðóïïû GLn(P ). Ò. å. SLn(P ) ïîäãðóïïà GLn(P ). Âàæíûì ïðèìåðîì ïîä-
ãðóïï ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèå ãðóïïû.

Òåîðåìà 3.1.3. Ëþáàÿ ïîäãðóïïà H öèêëè÷åñêîé ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷å-
ñêîé ãðóïïîé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê H ≤ G =< a >, òî H ñîñòîèò èç ñòåïåíåé ýëåìåíòà a.
Ïóñòü ak - íàèìåíüøàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ñòåïåíü ýëåìåíòà a â H. Âîçüì¼ì ëþáîé
ýëåìåíò as ∈ H. Ïî òåîðåìå î äåëåíèè ñ îòñòàòêîì â Z èìååì: s = kq + r, 0 6 r 6 k.
Òîãäà as = akq · ar. Òàê êàê as ∈ H è (akq)−1 ∈ H, òî ar = (akq)−1as ∈ H.

Íî r < k è â ñèëó âûáîðà ak ñëåäóåò, ÷òî r = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé ýëåìåíò
as = (ak)q è H =< ak >.

Ñëåäñòâèå 3.1.1. Ïîäãðóïïû àääèòèâíîé ãðóïïû öåëûõ ÷èñåë Z èñ÷åðïûâàþòñÿ
ãðóïïàìè mZ =

{
mk
∣∣k ∈ Z}.

Òåîðåìà 3.1.4. Åñëè < a > � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n, òî ÷èñëî îáðàçó-
þùèõ ýòîé ãðóïïû ðàâíî ϕ(n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ÍÎÄ(k, n) = 1, òî, ñîãëàñíî 3.1.1 (3), ïîðÿäîê ak ðàâåí n
è ak ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì ãðóïïû < a >. Òàê êàê òàêèõ k âñåãî ϕ(n), òî ÷èñëî
îáðàçóþùèõ ãðóïïû < a > åñòü ϕ(n).

Óïðàæíåíèå 3.1.1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáûõ ýëåìåíòàõ a è b èç ãðóïïû G
ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ ab è ba ñîâïàäàþò.

Óïðàæíåíèå 3.1.2. Ïóñòü G � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 15. Îïðåäåëèòå
÷èñëî ïîðîæäàþùèõ å¼ ýëåìåíòîâ.

Óïðàæíåíèå 3.1.3. Â GL2(C) îïðåäåëèòå ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ:

à)

[
1 0
0 −1

]
; á)

[
1 1
0 1

]
; â)

[
i 0
0 i

]
;

ã)

[
−2 + 2i −2 + 3i

1− i 3− 2i

]
; ä)

[
2 1
1 1

]
.

Óïðàæíåíèå 3.1.4. Ïóñòü x � ýëåìåíò áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà íåêîòîðîé ãðóï-
ïû. Äîêàæèòå, ÷òî ∀n,m ∈ Z n 6= m èìååò ìåñòî xm 6= xn.
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Óïðàæíåíèå 3.1.5. Óêàæèòå âñå ïîäãðóïïû:

à) öèêëè÷åñêîé ãðóïïû 12-ãî ïîðÿäêà;

á) ãðóïïû R6;

â) àääèòèâíîé ãðóïïû Z.

Òåîðåìà 3.1.5. 1. Ïóñòü G =< a > � êîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ïîðÿäêà
n è d � íàòóðàëüíûé äåëèòåëü n. Ïóñòü Hd = {ad, a2d, a3d, ..., an

d
d = an = e}. Òîãäà:

1) Hd - ïîäãðóïïà ãðóïïû G ïîðÿäêà n
d
;

2) åñëè d1 6= d2, òî Hd1 6= Hd2 ;

3) G íå èìååò äðóãèõ ïîäãðóïï, êðîìå Hd.

Òàêèì îáðàçîì, âñå ïîäãðóïïû êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû < a > ïîðÿäêà n
èñ÷åðïûâàþòñÿ öèêëè÷åñêèìè ïîäãðóïïàìè < ad > ïîðÿäêà n

m
äëÿ êàæäîãî íàòó-

ðàëüíîãî m, äåëÿùåãî n.

2) Âñå ïîäãðóïïû áåñêîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû < a > èñ÷åðïûâàþòñÿ åäè-
íè÷íîé ïîäãðóïïîé è áåñêîíå÷íûìè öèêëè÷åñêèìè ïîäãðóïïàìè < am > äëÿ êàæ-
äîãî m ∈ N.

Óïðàæíåíèå 3.1.6. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ìíîæåñòâà ïîäãðóïï
ãðóïïû ñàìî ÿâëÿåòñÿ å¼ ïîäãðóïïîé.

Óïðàæíåíèå 3.1.7. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âñå íååäèíè÷íûå ýëåìåíòû ãðóïïû èìå-
þò ïîðÿäêè ðàâíûå 2, òî ãðóïïà àáåëåâà.
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Óïðàæíåíèå 3.1.8. Äîêàæèòå, ÷òîK = {1,−1, i, j, k,−i,−j,−k} ÿâëÿåòñÿ ãðóï-
ïîé îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ, çàäàííîãî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ij = k jk = i ki = j
ji = −k kj = −i ik = −j
(−i)k = −(ik) = −(−j) = j è ò. ä.

Ýòó ãðóïïó íàçûâàþò ãðóïïîé êâàòåðíèîíîâ.

Ïîñêîëüêó ó ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà îáðàòíûå ýëåìåíòû íóæíî èñêàòü ñðå-
äè íàòóðàëüíûõ ñòåïåíåé. Ïîýòîìó â êðèòåðèè ïîäãðóïïû (ñì. òåîðåìó 1.2.3) ìîæíî
ñîêðàòèòü ÷èñëî òðåáîâàíèé.

Òåîðåìà 3.1.6. ÏóñòüH � ïîäìíîæåñòâî ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû è ïðåäïîëîæèì,
÷òî êàæäûé ýëåìåíò èç H èìååò êîíå÷íûé ïîðÿäîê. Åñëè h1h2 ∈ H äëÿ âñåõ h1 è
h2 ∈ H, òî H � ïîäãðóïïà.

Ñëåäñòâèå 3.1.2. Åñëè H � ïîäìíîæåñòâî êîíå÷íîé ãðóïïû G è h1h2 ∈ H äëÿ
âñåõ h1, h2 ∈ H, òî H � ïîäãðóïïà.

3.2. Ãðóïïû ïîäñòàíîâîê

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû èçó÷èì åù¼ îäèí âàæíûé ïðèìåð ãðóïï � ãðóïïó ïîäñòà-
íîâîê.

Ïóñòü M � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, S(M) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ áèåêòèâíûõ îòîáðà-
æåíèé M íà ñåáÿ. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî S(M) îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè îòîáðàæå-
íèé åñòü ãðóïïà.

Åñëè M � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç n ýëåìåíòîâ, òî S(M) íàçûâàåòñÿ
ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïîé ñòåïåíè n.

Ïîñêîëüêó ïðèðîäà ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâàM íå èìååò çíà÷åíèÿ, òî áóäåì ñ÷èòàòü
M = {1, 2, ..., n}, à ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïó n-é ñòåïåíè îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì Sn.
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Ýëåìåíòû Sn íàçûâàþò ïîäñòàíîâêàìè è îáîçíà÷àþò ϕ =

(
1 2 . . . n
α1 α2 . . . αn

)
.

Òàêàÿ çàïèñü ïîêàçûâàåò, ÷òî ϕ(i) = αi, i = 1, n. Ïîäñòàíîâêà

ϕ−1 =

(
α1 α2 . . . αn
1 2 . . . n

)
, e =

(
1 2 . . . n
1 2 . . . n

)
−

åäèíè÷íàÿ ïîäñòàíîâêà.

Ïðèìåð 3.2.1. S3=
{
e =

(
1 2 3
1 2 3

)
, ϕ1 =

(
1 2 3
1 3 2

)
, ϕ2 =

(
1 2 3
2 1 3

)
,

ϕ3 =

(
1 2 3
2 3 1

)
, ϕ4 =

(
1 2 3
3 1 2

)
, ϕ5 =

(
1 2 3
3 2 1

)}
.

Êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé èç S3 çàäà¼òñÿ ñëåäóþùåé òàáëèöåé:

e ϕ1 ϕ2 ϕ3 ϕ4 ϕ5

e e ϕ1 ϕ2 ϕ3 ϕ4 ϕ5

ϕ1 ϕ1 e ϕ4 ϕ5 ϕ2 ϕ3

ϕ2 ϕ2 ϕ3 e ϕ1 ϕ5 ϕ4

ϕ3 ϕ3 ϕ2 ϕ5 ϕ4 e ϕ1

ϕ4 ϕ4 ϕ5 ϕ1 e ϕ3 ϕ2

ϕ5 ϕ5 ϕ4 ϕ3 ϕ2 ϕ1 e

Çàìåòèì, ÷òî âòîðîé ðÿä ïîäñòàíîâêè ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé èç n ÷èñåë 1, 2, . . . , n.
Ïîñêîëüêó èç n ýëåìåíòîâ ìîæíî ñîñòàâèòü n! ïåðåñòàíîâîê, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïî-
ðÿäîê Sn ðàâåí n!, ò. å. |Sn| = n!

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îáúÿñíÿåò çíà÷åíèå ãðóïï ïîäñòàíîâîê.

Òåîðåìà 3.2.1. (Êýëè) Ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà G ïîðÿäêà n èçîìîðôíà íåêî-
òîðîé ïîäãðóïïå ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäîìó ýëåìåíòó a èç ãðóïïû G ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïðå-
îáðàçîâàíèå ϕa ìíîæåñòâà G: ϕa(x) = ax äëÿ ∀x ∈ G. Òàêèì îáðàçîì, åñëè G =

{a1, a2, . . . , an} è aa1 = as1 , aa2 = as2 , . . . , aan = asn , òî ϕa =

(
a1 a2 . . . an
as1 as2 . . . asn

)
èëè

ïðîùå ϕa =

(
1 2 . . . n
s1 s2 . . . sn

)
. Ïîñêîëüêó G = {as1 , as2 , . . . , asn}, òî äëÿ ïðîèçâîëü-

íîãî b ∈ G ñïðàâåäëèâî
bas1 = at1
bas2 = at2
. . . . . . . . .
basn = atn

è ϕb =

(
s1 s2 . . . sn
t1 t2 . . . tn

)
. Òàê êàê ba ∈ G, òî

(ba)a1 = b(aa1) = bas1 = at1
(ba)a2 = b(aa2) = bas2 = at2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(ba)an = b(aan) = basn = atn

è ϕba =

(
1 2 . . . n
t1 t2 . . . tn

)
. Çàìåòèì, ÷òî ϕba = ϕb ·ϕa. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî

f(G) = {ϕa
∣∣a ∈ G} ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè ïðåîáðàçîâàíèé, à

ñëåäîâàòåëüíî, f(G) ≤ Sn.
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f : G→ f(G), f(a) = ϕa. Òàê êàê f(ba) = ϕba = ϕb ·ϕa =

f(b) · f(a) è f � áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, òî f : G→ f(G) � èçîìîðôèçì. Ïîýòîìó
G ' f(G) ≤ Sn.

Ñëåäñòâèå 3.2.1. ×èñëî íåèçîìîðôíûõ ìåæäó ñîáîé ãðóïï êîíå÷íîãî ïîðÿäêà
n êîíå÷íî.
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Îïðåäåëåíèå 3.2.1. Öèêëîì íàçûâàåòñÿ ïîäñòàíîâêà ϕ ∈ Sn òàêàÿ, ÷òî íà
íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå {i1, i2, . . . , ik} ìíîæåñòâà
{1, 2, . . . , n} âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

ϕ(i1) = i2, ϕ(i2) = i3, . . . , ϕ(ik−1) = ik, ϕ(ik) = i1

è ϕ(j) = j, åñëè j /∈ {i1, i2, . . . , ik}. Äðóãèìè ñëîâàìè öèêë åñòü ïîäñòàíîâêà âèäà(
i1 i2 . . . ik j1 j2 . . . jn−k
i2 i3 . . . i1 j1 j2 . . . jn−k

)
.

Öèêë êðàòíî çàïèñûâàþò â âèäå ϕ = (i1 i2 . . . ik) èëè ϕ = (i2 i3 . . . ik i1) è ò. ä.
×èñëî k íàçûâàþò äëèíîé öèêëà.

Ïðèìåð 3.2.2.

(
1 2 3 4 5 6
1 3 4 2 5 6

)
= (2 3 4).

Äâà öèêëà s =
(
i1 i2 . . . ik

)
è
(
j1 j2 . . . jl

)
íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè

ìíîæåñòâà
{
i1 i2 . . . ik

}
è
{
j1 j2 . . . jl

}
íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè s è t � íåçàâèñèìûå öèê-
ëû, òî st = ts.

Òåîðåìà 3.2.2. Ëþáàÿ ïîäñòàíîâêà ϕ 6= ε ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì íåçàâèñèìûõ
öèêëîâ äëèíîé > 2. Ýòî ðàçëîæåíèå îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ñîìíîæè-
òåëåé.

Ïðèìåð 3.2.3. (
1 2 3 4 5 6 7
3 5 1 2 4 7 6

)
= (1 3)(2 5 4)(6 7).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íåçàâèñèìûå öèêëû ïåðåñòàíîâî÷íû, ïîëó÷àåì: ïîðÿäîê ïîäñòàíîâêè
ðàâåí íàèìåíüøåìó îáùåìó êðàòíîìó äëèí íåçàâèñèìûõ öèêëîâ. Öèêëû äëèíû 2
íàçûâàþòñÿ òðàíñïîçèöèÿìè.
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Òåîðåìà 3.2.3. Âñÿêàÿ ïîäñòàíîâêà τ ∈ Sn ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì n−c òðàíñ-
ïîçèöèé, ãäå c � ÷èñëî íåçàâèñèìûõ öèêëîâ ïîäñòàíîâêè τ .

Â ñàìîì äåëå, ïî òåîðåìå (3.2.2) ëþáàÿ ïîäñòàíîâêà åñòü ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñè-
ìûõ öèêëîâ, à öèêë

(i1 i2 . . . ik) = (i1 ik)(i1 ik−1) . . . (i1 i2)

åñòü ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé.

Îïðåäåëåíèå 3.2.2. Åñëè ïîäñòàíîâêà ϕ =

(
1 2 . . . n
β1 β2 . . . βn

)
è t - ÷èñëî èí-

âåðñèé â ïåðåñòàíîâêå
(
β1 β2 . . . βn

)
, òî ÷¼òíîñòüþ ïîäñòàíîâêè ϕ íàçûâàåòñÿ

÷¼òíîñòü ÷èñëà t.

Òåîðåìà 3.2.4. Ìíîæåñòâî An âñåõ ÷¼òíûõ ïîäñòàíîâîê n-é ñòåïåíè ÿâëÿåòñÿ
ïîäãðóïïîé ãðóïïû Sn. Ïîðÿäîê ãðóïïû An = n!

2
. Ãðóïïó An íàçûâàþò çíàêîïåðå-

ìåííîé ãðóïïîé ñòåïåíè n.

3.3. Ðàçëîæåíèå ãðóïïû ïî ïîäãðóïïå. Òåîðåìà Ëàãðàíæà.

Ïóñòü A è B ïîäìíîæåñòâà ãðóïïû G, òîãäà AB = {ab | a ∈ A, b ∈ B}. Åñëè îäíî
èç ïîäìíîæåñòâ îäíîýëåìåíòíî, íàïðèìåð,A = {a}, òî çàïèñûâàþò aB = {ab | b ∈ B}.

Ïóñòü H � ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Îïðåäåëèì íà G áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ : aρb⇔
a−1b ∈ H. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ρ � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà G, à, çíà÷èò, ρ
ïîðîæäàåò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà G.

Ïóñòü Ka � îäíî èç ïîäìíîæåñòâ ðàçáèåíèÿ, òî åñòü Ka = {x ∈ G | aρx} = {x ∈
G | a−1x ∈ H}.

Òîãäà a−1x = h ∈ H =⇒ x = ah =⇒ x ∈ aH. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî

Ka ⊂ aH (3.3.1)
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè y ∈ aH, òî y = ah è a−1y ∈ H, çíà÷èò aρy, y ∈ Ka è

aH ⊂ Ka (3.3.2)

.
Èç (3.3.1) è (3.3.2) ñëåäóåò, ÷òî Ka = aH è G =

⋃
a∈G

aH.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòüG =
⋃
a∈G

Ha, åñëè ρ îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

aρb⇔ ba−1 ∈ H.

Îïðåäåëåíèå 3.3.1. Ìíîæåñòâî aH íàçûâàþò ëåâûì ñìåæíûì êëàññîì , à
Ha � ïðàâûì ñìåæíûì êëàññîì ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïå H. Êàæäûé ýëåìåíò
ñìåæíîãî êëàññà íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâèòåëåì ýòîãî êëàññà.

Íàïðèìåð, åñëè S3=
{
ϕ1 =

(
1 2 3
1 2 3

)
, ϕ2 =

(
1 2 3
1 3 2

)
, ϕ3 =

(
1 2 3
2 1 3

)
,

ϕ4 =

(
1 2 3
2 3 1

)
, ϕ5 =

(
1 2 3
3 1 2

)
, ϕ6 =

(
1 2 3
3 2 1

)}
, òî H1 = {ϕ1, ϕ2}, H2 =

{ϕ1, ϕ4, ϕ5} ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïàìè, ϕ2H2 = {ϕ2, ϕ6, ϕ3}, H2ϕ2 = {ϕ2, ϕ3, ϕ6}, ϕ3H1 =
{ϕ3, ϕ4}, H1ϕ3 = {ϕ3, ϕ5}.

Êàê âèäèì ϕ2H2 = H2ϕ2, ϕ3H1 6= H1ϕ3. Î÷åâèäíî, ÷òî ñìåæíûé êëàññ â îáùåì
ñëó÷àå ïîäãðóïïîé ãðóïïû G íå ÿâëÿåòñÿ.

Åñëè b ∈ aH, òî bH = aH, òàê êàê êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè îäíîçíà÷-
íî îïðåäåëÿåòñÿ ëþáûì ñâîèì ïðåäñòàâèòåëåì. Ðàçóìååòñÿ, ýòî ñïðàâåäëèâî è äëÿ
ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ.

Ïðèìåð 3.3.1. Íàéòè ìíîæåñòâà ëåâûõ è ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóïïû S3

ïî ïîäãðóïïå H1 = {ϕ1, ϕ2}.
Ðåøåíèå. ϕ1H1 = eH1 = {ϕ1, ϕ2}, ϕ3H1 = {ϕ3, ϕ4}, ϕ5H1 = {ϕ5, ϕ6} � ëåâûå

ñìåæíûå êëàññû; H1ϕ1 = {ϕ1, ϕ2}, H1ϕ3 = {ϕ3, ϕ5}, H1ϕ5 = {ϕ4, ϕ6} � ïðàâûå
ñìåæíûå êëàññû ðàçëîæåíèÿ ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïå H1.
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Êàê âèäíî èç ïðèìåðà, ðàçëîæåíèÿ ãðóïïû íà ëåâûå è ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû
ðàçëè÷íû. Îäíàêî êîëè÷åñòâî ñìåæíûõ êëàññîâ â îáîèõ ðàçëîæåíèÿõ îäèíàêîâî.

Ðàññìîòðåííûå ðàíåå ñâîéñòâà ñìåæíûõ êëàññîâ ìîæíî ñîáðàòü âîåäèíî â ñëå-
äóþùåé ëåììå.

Ëåììà 3.3.1. Ïóñòü H � ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ:

1) eH = H; a ∈ aH;
2) åñëè a ∈ H, òî aH = H; åñëè b ∈ aH, òî bH = aH;
3) aH = bH òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà b−1a ∈ H;
4) äâà ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññà ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî èõ ïåðåñå÷åíèå ïóñòî;
5) G ÿâëÿåòñÿ îáüåäèíåíèåì íåïåðåñåêàþùèõñÿ ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóïïû

G ïî ïîäãðóïïå H.
6) åñëè H � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî | H |=| aH | äëÿ âñåõ a ∈ G.

Àíàëîãè÷íóþ ëåììó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü äëÿ ïðàâûõ ñìåæíûõ
êëàññîâ G ïî H.

Îïðåäåëåíèå 3.3.2. Êîëè÷åñòâî ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïå H
íàçûâàþò èíäåêñîì ïîäãðóïïû H â ãðóïïå G è îáîçíà÷àþò |G : H|.

Â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå |S3 : H1| = 3.
Äëÿ êîíå÷íûõ ãðóïï ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó ïîðÿäêîì ãðóï-

ïû è ïîðÿäêîì ïîäãðóïïû.

Òåîðåìà 3.3.1. (Ëàãðàíæà) Ïîðÿäîê è èíäåêñ ïîäãðóïïûH êîíå÷íîé ãðóïïû
G ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè ïîðÿäêà ãðóïïû, ïðè÷¼ì |G| = |H| · |G : H|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H � ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ïðè÷¼ì |H| = k è G =
⋃
a∈G

aH.

Â êàæäîì êëàññå aH ñîäåðæèòñÿ k ýëåìåíòîâ. Â ñàìîì äåëå:

aH = {ahi
∣∣hi ∈ H i = 1, k}
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è åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ahs = ahe, òî, óìíîæèâ ðàâåíñòâî íà a
−1 ñëåâà, ïîëó÷èì

hs = he, ïðîòèâîðå÷èå. Òàê êàê êëàññû íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî n = k · |G : H|, ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñëåäñòâèå 3.3.1. Ïîðÿäîê ëþáîãî ýëåìåíòà ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ïî-
ðÿäêà ãðóïïû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a� ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ãðóïïûG. ÐàññìîòðèìH =< a >.
Ïîðÿäîê öèêëè÷íîé ïîäãðóïïû, ïîðîæä¼ííîé ýëåìåíòîì a, ñîâïàäàåò ñ ïîðÿäêîì
ýëåìåíòà a, è, ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà, ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ïîðÿäêà ãðóïïû.

Ñëåäñòâèå 3.3.2. Êàæäàÿ ãðóïïà ïðîñòîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé è
ëþáîé å¼ ýëåìåíò, îòëè÷íûé îò åäèíèöû, ÿâëÿåòñÿ å¼ îáðàçóþùèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü |G| = p, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî. Âîçüì¼ì ëþáîé ýëåìåíò
a ∈ G, a 6= e. Ïîðÿäîê ïîäãðóïïû H =< a > ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ïîðÿäêà ãðóïïû G.
Òàê êàê ÷èñëî p èìååò ëèøü äâà íàòóðàëüíûõ äåëèòåëÿ 1 è p è a 6= e, òî |H| = p è,
ñëåäîâàòåëüíî, H =< a >= G.

Çàìå÷àíèå 3.3.1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîäãðóïïû êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû
n-ãî ïîðÿäêà íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ äåëèòåëåì ÷èñëà
n, ïîýòîìó òåîðåìó Ëàãðàíæà â ñëó÷àå öèêëè÷åñêèõ ãðóïï ìîæíî îáðàòèòü. Îäíà-
êî, â îáùåì ñëó÷àå òåîðåìà Ëàãðàíæà íåîáðàòèìà. Òàê, íàïðèìåð, äîêàçàíî, ÷òî
çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà A4(|A4| = 12) íå èìååò ïîäãðóïï 6-ãî ïîðÿäêà.

Óïðàæíåíèå 3.3.1. Íàéäèòå ëåâûå è ïðàâûå ðàçëîæåíèÿ ãðóïïû S3 ïî âñåì å¼
ïîäãðóïïàì.

Óïðàæíåíèå 3.3.2. Íàéäèòå ëåâûå (ïðàâûå) ñìåæíûå êëàññû àääèòèâíîé ãðóï-
ïû Z ïî ïîäãðóïïå mZ (m > 0).
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Óïðàæíåíèå 3.3.3. Íàéäèòå ëåâûå (ïðàâûå) ñìåæíûå êëàññû ïîëíîé ëèíåéíîé
ãðóïïû GLn(C) ïî ñïåöèàëüíîé ïîäãðóïïå SLn(C).

Óïðàæíåíèå 3.3.4. Íàéäèòå ðàçëîæåíèå öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïû 12-ãî ïîðÿäêà
ïî âñåì å¼ ïîäãðóïïàì.

Óïðàæíåíèå 3.3.5. Íàéäèòå ïðàâîå è ëåâîå ðàçëîæåíèå ãðóïïû êâàòåðíèîíîâ
K ïî ïîäãðóïïå H = {1,−1}. Ñðàâíèòå èõ è îáúÿñíèòå ðåçóëüòàò ñðàâíåíèÿ.

Óïðàæíåíèå 3.3.6. Íàéäèòå ðàçëîæåíèå áåñêîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû, ïî-
ðîæä¼ííîé ýëåìåíòîì x, ïî ïîäãðóïïå, ïîðîæä¼ííîé ýëåìåíòîì x3.

3.4. Íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû.

Èç ïðåäûäóùèõ ïðèìåðîâ âèäíî, ÷òî ëåâûé è ïðàâûé ñìåæíûå êëàññû aH è
Ha ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïå H ìîãóò, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîâïàäàòü. Åñëè ãðóïïà G
àáåëåâà, òî aH = Ha âñåãäà. Îäíàêî â íåàáåëåâîé ãðóïïå G âîçìîæíî, ÷òî aH = Ha
ïðè ëþáîì a ∈ G.

Îïðåäåëåíèå 3.4.1. Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé ïîä-
ãðóïïîé (íîðìàëüíûì äåëèòåëåì, èíâàðèàíòíîé ïîäãðóïïîé), åñëè aH =
Ha äëÿ ëþáîãî a ∈ G. Îáîçíà÷àþò H C G (H íîðìàëüíà â G).

Íàïîìíèì, ÷òî ðàâåíñòâî aH = Ha îáîçíà÷àåò: äëÿ ëþáîãî h1 ∈ H ñóùåñòâóåò
h2 ∈ H òàêîé, ÷òî ah1 = h2a.

Ïðèìåð 3.4.1. Ïîäãðóïïà A3 = {e, ϕ4, ϕ5} ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé
ãðóïïû S3.

Ïðèìåð 3.4.2. Ïîäãðóïïû G è {e} ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè ëþáîé
ãðóïïû G.
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Ïðèìåð 3.4.3. SLn(C) C GLn(C).

Îïðåäåëåíèå 3.4.2. Ýëåìåíò y ãðóïïû G íàçûâàþò ñîïðÿæ¼ííûì ýëåìåí-
òó x, åñëè ñóùåñòâóåò a ∈ G, ÷òî y = a−1xa.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè y ñîïðÿæ¼í ýëåìåíòó x, òî x áóäåò ñîïðÿæ¼í ýëåìåíòó y, òàê
êàê x = (a−1)

−1
y (a−1). Ïîýòîìó ýëåìåíòû x è y íàçûâàþò ñîïðÿæ¼ííûìè.

Òåîðåìà 3.4.1. Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G íîðìàëüíà â G òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà a−1xa ∈ H äëÿ ëþáîãî x ∈ H è ëþáîãî a ∈ G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H C G. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ, ∀a ∈ G aH = Ha, çíà÷èò,
a−1H = Ha−1 è äëÿ ëþáîãî h ∈ H ñóùåñòâóåò h1 ∈ H òàêîé, ÷òî a−1h = h1a

−1.
Îòñþäà h1 = a−1ha ∈ H.

Åñëè ∀h ∈ H ∀a ∈ G a−1ha ∈ H, òî a−1ha = h1, ha = ah1, ñëåäîâàòåëüíî
Ha ⊂ aH è, íàîáîðîò, aH ⊂ Ha. Çíà÷èò aH = Ha.

Òåîðåìà 3.4.2. Ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ìíîæåñòâà íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû
G ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G.

Òåîðåìà 3.4.3. Ïðîèçâåäåíèå íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ íîð-
ìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H C G, F C G. Ðàññìîòðèì HF = {hf
∣∣h ∈ H, f ∈ F}.

Äëÿ ëþáûõ h1f1 ∈ HF è h2f2 ∈ HF (h1f1)(h2f2) = h1(f1h2)f2 = h1(h3f3)f2 =
(h1h3)(f3f2) ∈ HF . Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà hf ∈ HF (hf)−1 = f−1h−1 = h4f4 (òàê êàê
ãðóïïà H C G). Çíà÷èò (hf)−1 ∈ HF è HF � ïîäãðóïïà ãðóïïû G.

Ïîêàæåì, ÷òî HF C G. Âîçüì¼ì ëþáîé ýëåìåíò hf ∈ HF . Òàê êàê h ∈ H è
H C G, òî äëÿ ëþáîãî a ∈ G a−1ha ∈ H. Àíàëîãè÷íî a−1fa ∈ F . Òîãäà a−1hfa =
(a−1ha) (a−1fa) ∈ HF , çíà÷èò HF C G.

Âìåñòî x−1bx óäîáíî ïèñàòü bx.
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Ëåììà 3.4.1. Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b, x, y â ãðóïïåG ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
ðàâåíñòâà:

1) axy = (ax)y;
2) (ab)x = axbx;
3) (ax)−1 = (a−1)x.

×åðåç aG îáîçíà÷èì êëàññ âñåõ ýëåìåíòîâ, ñîïðÿæåííûõ ñ a, ò. å.
aG = {ax | x ∈ G}. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáàÿ ãðóïïà G ðàçáèâàåòñÿ íà íåïåðå-
ñåêàþùèåñÿ êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ.

Òåîðåìà 3.4.4. Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) xH = Hx äëÿ âñåõ x ∈ G;
2) åñëè h ∈ H è x ∈ H, òî hx ∈ H.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîäãðóïïà H íîðìàëüíà â G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà H

âìåñòå ñ êàæäûì ñâîèì ýëåìåíòîì ñîäåðæèò è âñå ñ íèì ñîïðÿæåííûå.

Åñëè H � ïîäãðóïïà ãðóïïû G, òî Hx = {hx | h ∈ H} òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóï-
ïîé, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïîé, ñîïðÿæåííîé ñ H ïîñðåäñòâîì ýëåìåí-
òà x.

Òåîðåìà 3.4.5. Ïîäãðóïïà H íîðìàëüíà â ãðóïïå G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíà ñîâïàäàåò ñ êàæäîé ñâîåé ñîïðÿæåííîé ïîäãðóïïîé.

Îïðåäåëåíèå 3.4.3. Ïðîñòîé íàçûâàåòñÿ ãðóïïà, ó êîòîðîé íåò íîðìàëüíûõ
ïîäãðóïï, îòëè÷íûõ îò âñåé ãðóïïû è åäèíè÷íîé ïîäãðóïïû.

Òåîðåìà 3.4.6. Àáåëåâà ïðîñòàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé ïðî-
ñòîãî ïîðÿäêà. Îáðàòíî: êàæäàÿ ãðóïïà ïðîñòîãî ïîðÿäêà áóäåò ïðîñòîé àáåëåâîé
ãðóïïîé.

Ñóùåñòâóþò íåàáåëåâû ïðîñòûå ãðóïïû. Íàïðèìåð, âñå çíàêîïåðåìåííûå ãðóïïû
An ïðè n ≥ 5 ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè íåàáåëåâûìè ãðóïïàìè.
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Òåîðåìà 3.4.7. Ïóñòü H C G, a, b ∈ G. Òîãäà:
1) (aH) · (bH) = (ab)H; 2) (aH) ·H = H · (aH) = aH;
3) (a−1H) · (aH) = (aH)(a−1H) = H.
Òî åñòü ìíîæåñòâî ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóïïû G ïî íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå H (áåç-

ðàçëè÷íî êàêèõ, ïîñêîëüêó H C G) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíî-
æåíèÿ ïîäìíîæåñòâ.

Ýòó ãðóïïó íàçûâàþò ôàêòîð-ãðóïïîé ãðóïïû G ïî íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå
H è îáîçíà÷àþò G = G

/
H.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) (aH)(bH) = a(Hb)H = a(bH) · H = (ab)H · H (â ñèëó àññî-
öèàòèâíîñòè îïåðàöèè â ãðóïïå è òîãî, ÷òî H C G). Ïîêàæåì, ÷òî H · H = H. Â
ñàìîì äåëå H ⊂ HH, òàê êàê H = He = eH (e ∈ H). Åñëè h1 ∈ H è h2 ∈ H, òî
h1h2 ∈ H =⇒ H ·H ⊂ H. Çíà÷èò, HH = H. Òîãäà (aH) · bH = (ab)H.

2) (aH)H = a(H ·H) = aH
H(aH) = (Ha)H = (aH)H = aH · H = aH, ò. å. (aH)H = H(aH) = aH è

ïîäãðóïïà H âûïîëíÿåò ðîëü íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ ïîä-
ìíîæåñòâ.

3) (a−1H) · (aH) = (a−1a)H = H. Çíà÷èò, a−1H ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì äëÿ aH.
Òàê êàê óìíîæåíèå ïîäìíîæåñòâ àññîöèàòèâíî, òî ìíîæåñòâî ñìåæíûõ êëàññîâ
ãðóïïû G ïî íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå H ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé. Òàêèì îáðàçîì, G =
G
/
H = {aH

∣∣a ∈ G}.
Óïðàæíåíèå 3.4.1. Äîêàæèòå, ÷òî ïîäãðóïïà H ãðóïïû G èíäåêñà 2 ÿâëÿåòñÿ

íîðìàëüíîé â G.

Óïðàæíåíèå 3.4.2. Âîçìîæíî ëè, ÷òî F C H, H C G, íî F íå ÿâëÿåòñÿ íîð-
ìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G.

Óïðàæíåíèå 3.4.3. Ïóñòü B4 = {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}. Äîêàæèòå, ÷òî:
1) B4 � ïîäãðóïïà ãðóïïû S4 (å¼ íàçûâàþò ÷åòâåðòîé ãðóïïîé Êëåéíà);
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2) B4 C S4; 3) A4 C G; 4) íèêàêèõ äðóãèõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï, êðîìå
A4 è B4 â S4 íåò.

Óïðàæíåíèå 3.4.4. Ïóñòü K - ãðóïïà êâàòåðíèîíîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ïîä-
ãðóïïà ýòîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ å¼ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé. (Ïðèìåð íåàáåëåâîé ãðóï-
ïû, êàæäàÿ ïîäãðóïïà êîòîðîé íîðìàëüíà).

Óïðàæíåíèå 3.4.5. Äîêàæèòå, ÷òî ôàêòîð-ãðóïïà öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ïî ëþ-
áîé å¼ ïîäãðóïïå � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà.

Óïðàæíåíèå 3.4.6. Íàéäèòå ôàêòîð-ãðóïïû öèêëè÷åñêîé ãðóïïû 12-ãî ïåðèî-
äà ïî âñåì å¼ ïîäãðóïïàì.

Óïðàæíåíèå 3.4.7. ×òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôàêòîð-ãðóïïà G
/
G è G

/
{e}?

Óïðàæíåíèå 3.4.8. Íàéäèòå ôàêòîð-ãðóïïû:
1) S4

/
A4
; 2) S4

/
B4

.

Óïðàæíåíèå 3.4.9. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ýëåìåíòû x è y ñîïðÿæåíû â G, òî èõ
ïîðÿäêè ðàâíû.

Óïðàæíåíèå 3.4.10. Ïóñòü G = GLn(R). Äîêàæèòå, ÷òî H = SLn(R) ÿâëÿåòñÿ
íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G.

Óïðàæíåíèå 3.4.11. Ïóñòü A è B � íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïûG è A∩B =
{e} � åäèíè÷íàÿ ïîäãðóïïà. Äîêàæèòå, ÷òî xy = yx äëÿ ëþáûõ x ∈ A, y ∈ B.

Óïðàæíåíèå 3.4.12. Íàéäèòå ôàêòîð-ãðóïïû:
à) Z

/
nZ; á) 4Z/12Z.

Óïðàæíåíèå 3.4.13. Ïóñòü P n � àääèòèâíàÿ ãðóïïà n-ìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà íàä ïîëåì P è H � àääèòèâíàÿ ïîäãðóïïà k-ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïîäïðî-
ñòðàíñòâà. Îïèøèòå ôàêòîð-ãðóïïó P

n/
H.

Ëåììà 3.4.2. Ïîðÿäîê ôàêòîð-ãðóïïû G
/
H ðàâåí èíäåêñó íîðìàëüíîé ïîä-

ãðóïïû H, ò.å. | G
/
H |=| G : H |.
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3.5. Ãîìîìîðôèçìû ãðóïï.

Â ïàðàãðàôå 1.3 èçëîæåíà áàçîâàÿ èíôîðìàöèÿ î ãîìîìîðôèçìàõ ãðóïï.
Ïóñòü ϕ : G1 → G2 � ãîìîìîðôèçì ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû G1 â ìóëüòèïëè-

êàòèâíóþ ãðóïïó G2.

Òåîðåìà 3.5.1. ßäðî ãîìîìîðôèçìà ϕ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóï-
ïû G1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 1.3.1 Kerϕ � ïîäãðóïïà ãðóïïû G1. Åñëè x ∈ Kerϕ,
òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ G1 ϕ(a−1xa) = ϕ(a−1) · ϕ(x) · ϕ(a) = ϕ(a−1) · ϕ(a) =
ϕ(a−1a) = ϕ(e) = e. Ñëåäîâàòåëüíî a−1xa ∈ Kerϕ. Ïî òåîðåìå 3.4.1 Kerϕ C G1.

Ïðèìåð 3.5.1. ßäðîì ãîìîìîðôèçìà ϕ : Sn → G = {−1, 1} ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî
âñåõ ÷¼òíûõ ïîäñòàíîâîê, ò.å. ãðóïïà An.

Ïðèìåð 3.5.2. ßäðîì ãîìîìîðôèçìà ϕ àääèòèâíîé ãðóïïû Z íà ôàêòîð-ãðóïïó
Z/mZ, îïðåäåëÿåìîå ϕ(z) = z, (z � êëàññ âû÷åòîâ, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò z), ÿâ-
ëÿåòñÿ ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë êðàòíûõ m.

Ïóñòü G � ãðóïïà è H C G. Ïóñòü µ � îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ñòàâèò ýëåìåíòó
g ∈ G ñìåæíûé êëàññ gH ôàêòîð-ãðóïïû G

/
H. Îòîáðàæåíèå µ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð-

ôèçìîì G íà G
/
H. Äåéñòâèòåëüíî, µ(g1g2) = (g1g2)H = g1H · g2H = µ(g1) · µ(g2).

Ãîìîìîðôèçì µ íàçûâàþò åñòåñòâåííûì èëè êàíîíè÷åñêèì.

Òåîðåìà 3.5.2. Ïóñòü K / G è f � åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì ãðóïïû G íà
ôàêòîð-ãðóïïó G/K. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) åñëè U � ïîäãðóïïà ãðóïïû G, òî f (U) = UK/K � ïîäãðóïïà ãðóïïû G/K;

2) ïîäãðóïïà U , ñîäåðæàùàÿ K, íîðìàëüíà â G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà U/K
íîðìàëüíà â G/K;
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3) åñëè U íîðìàëüíà â G,K ≤ U , òî G/U ∼= (G/K)/(U/K).

Òåîðåìà 3.5.3. Ïóñòü ϕ � ãîìîìîðôèçì ãðóïïû G íà G′ è Kerϕ = H. Òîãäà
ãðóïïà G′ èçîìîðôíà ôàêòîð-ãðóïïå G

/
H, ïðè÷¼ì ñóùåñòâóåò òàêîé èçîìîðôèçì

ψ : G
/
H → G′, ÷òî ϕ = ψµ, ãäå µ � åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì (µ : G→ G

/
H).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g′ � ïðîèçâîëüíî âûáðàííûé ýëåìåíò ãðóïïû G′, à g �
òàêîé ýëåìåíò G, ÷òî ϕ(g) = g′. Ïóñòü h ∈ H(ϕ(h) = e). Òîãäà ϕ(gh) = ϕ(g)ϕ(h) = g′.
Çíà÷èò, ëþáîé ýëåìåíò ñìåæíîãî êëàññà gH îòîáðàæàåòñÿ â g′. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
åñëè q ∈ G ïðè ãîìîìîðôèçìå ϕ îòîáðàæàåòñÿ â g′ ∈ G′, òî

ϕ(g−1q) = ϕ(g−1)ϕ(q) = (ϕ(g))−1 · g′ = (g′)−1 · g−1 = e.

Ò. å. g−1q ∈ H, à ýòî çíà÷èò, ÷òî g−1q = h è q = gh ∈ gH.
Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G, êîòîðûå ïðè ãîìîìîðôèç-

ìå ϕ îòîáðàæàþòñÿ â g′ ∈ G′ ñîñòàâëÿåò ñìåæíûé êëàññ g = gH ãðóïïû G ïî íîð-
ìàëüíîé ïîäãðóïïå H. Ïóñòü ψ � îòîáðàæåíèå, êîòîðîå êàæäîìó ñìåæíîìó êëàññó
g = gH ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå g′ ∈ G, g′ = ϕ(g), ò. å. ψ(g) = ϕ(g).

Ïîêàæåì, ÷òî ψ � èçîìîðôíîå îòîáðàæåíèå ôàêòîð-ãðóïïû G
/
H íà G′. Äåé-

ñòâèòåëüíî, ïóñòü g1 = g1H è g2 = g2H � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû G
/
H. Ïîñêîëüêó

g1 · g2 = g1H · g2H = (g1g2)H, òî

ψ(g1g2) = ϕ(g1 · g2) = ϕ(g1) · ϕ(g2) = ψ(g1)ψ(g2).

Êðîìå òîãî îòîáðàæåíèå ψ áèåêòèâíî, ò.å. g1 6= g2 ⇒ ψ(g1) 6= ψ(g2), ïîñêîëüêó

ψ(g1) = ψ(g2)⇒ ϕ(g1) = ϕ(g2)⇒ g′1 = g′2 ⇒ g1H = g2H ⇒ g1 = g2.

Òàêèì îáðàçîì, ψ � èçîìîðôíîå îòîáðàæåíèå G
/
H íà G′.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îòîáðàæåíèå ψµ. Ïîñêîëüêó µ � åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì
G íà G

/
H, à ψ � èçîìîðôèçì ôàêòîð-ãðóïïû G

/
H íà G′, òî ψµ åñòü îòîáðàæåíèå
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G íà G′. Äîêàæåì, ÷òî ψµ = ϕ. Ïî îïðåäåëåíèþ åñòåñòâåííîãî ãîìîìîðôèçìà µ
µ(g) = g, à ψ(g) = ϕ(g). Ñëåäîâàòåëüíî, ψµ(g) = ψ(µ(g)) = ψ(g) = ϕ(g) äëÿ ëþáîãî
ýëåìåíòà g ∈ G, ò. å. ∀g ∈ G ψµ(g) = ϕ(g), çíà÷èò ϕ = ψµ.

Ñëåäñòâèå 3.5.1. Èçîìîðôíûå ãðóïïû ñ àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ íåðàç-
ëè÷èìû. Ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìàõ ïîêàçûâàåò, ÷òî âñå ãðóïïû íà
êîòîðûå ìîæåò ãîìîìîðôíî îòîáðàæàòüñÿ ãðóïïà G, ôàêòè÷åñêè èñ÷åðïûâàþòñÿ å¼
ôàêòîð-ãðóïïàìè, à âñå ãîìîìîðôèçìû ãðóïïû G èñ÷åðïûâàþòñÿ åñòåñòâåííûìè ãî-
ìîìîðôèçìàìè µ íà å¼ ôàêòîð-ãðóïïû. Îäíàêî ãîìîìîðôíîå îòîáðàæåíèå ãðóïïû
G íà ãðóïïó G′ íå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ÿäðîì.

Íàïðèìåð, ãîìîìîðôèçì ãðóïïû êîðíåé 3-åé ñòåïåíè èç åäèíèöû íà ñåáÿ, çà-
äàííîå ôîðìóëîé f(u) = u2, èìååò òî æå ÿäðî, ÷òî è òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå
(Kerf = e).

Òåîðåìà 3.5.4. (Îñíîâíàÿ òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå)
Åñëè ϕ : G→ G1 � ãîìîìîðôèçì, òî G/Kerϕ ' Imϕ, ò. å. ïðè ãîìîìîðôèçìå ãðóïï
ôàêòîð-ãðóïïà ïî ÿäðó èçîìîðôíà îáðàçó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K = Kerϕ. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíòó aK ∈ G
/
K

ýëåìåíò ϕ(a) ∈ Imϕ, ò. å. ïîëîæèì f(aK) = ϕ(a). Åñëè aK = bK, òî b−1a ∈ K è
ϕ(b−1a) = ε. Ïîýòîìó ϕ(a) = ϕ(b) è f(aK) = f(bK). Òàêèì îáðàçîì, ñîîòâåòñòâèå
f íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëÿ ñìåæíîãî êëàññà è êàæäîìó aK ñòàâèòñÿ â
ñîîòâåñòâèå åäèíñòâåííûé ýëåìåíò ϕ(a). Ñëåäîâàòåëüíî, f : aK 7→ ϕ(a) ÿâëÿåòñÿ
îòîáðàæåíèåì ãðóïïû G

/
K â ãðóïïó Imϕ. Òàê êàê

f((aK)(bK)) = f(abK) = ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) = f(aK)f(bK),

òî f � ãîìîìîðôèçì. Åñëè ϕ(a) � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç Imϕ, òî ϕ(a) = f(aK),
ò.å. f � ñþðúåêöèÿ. Åñëè f(aK) = f(bK), òî ϕ(a) = ϕ(b), ïîýòîìó ϕ(a−1b) = ε è
a−1b ∈ Kerϕ = K, ò. å. aK = bK. Ñëåäîâàòåëüíî, f � èíúåêöèÿ è f � èçîìîðôèçì
ãðóïï G

/
K è Imϕ.
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Òåîðåìà 3.5.5. (Òåîðåìà îá èçîìîðôèçìå)
Ïóñòü H � íîðìàëüíàÿ â G ïîäãðóïïà. Òîãäà äëÿ ëþáîé ïîäãðóïïû A ïåðåñå÷å-

íèå A∩H ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé â A ïîäãðóïïîé, à îòîáðàæåíèå f : aH 7→ a (A ∩H) �
èçîìîðôèçìîì ãðóïï AH/H è A/A ∩H.
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ÐÀÇÄÅË 4

Èäåàëû êîëüöà

4.1. Êîëüöî. Îáëàñòü öåëîñòíîñòè.

Ýëåìåíòàðíûå ñâåäåíèÿ î êîëüöàõ ñîäåðæàòñÿ â ïàðàãðàôå 1.4.

Ðàñïðîñòðàíÿÿ òåðìèíîëîãèþ, êîòîðàÿ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ öåëûõ ÷èñåë, íà ýëåìåí-
òû ïðîèçâîëüíîãî êîëüöà, ïðèìåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 4.1.1. Ýëåìåíò b ∈ K íàçûâàþò ëåâûì (ñîîòâåòñâåííî ïðà-
âûì) äåëèòåëåì ýëåìåíòà a ∈ K, åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò c ∈ K òàêîé, ÷òî
a = bc (ñîîòâåòñòâåííî a = cb); ïðè ýòîì ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî a ÿâëÿåòñÿ ëåâûì
(ñîîòâåòñòâåííî ïðàâûì) êðàòíûì ýëåìåíòà b.

Åñëè êîëüöî K êîììóòàòèâíî, òî ýòè ïîíÿòèÿ ñîâïàäàþò è ãîâîðÿò î äåëèòåëå è
êðàòíîì ýëåìåíòà.

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè â êîëüöå K åñòü åäèíè÷íûé ýëåìåíò, ò. å. òàêîé ýëåìåíò e,
÷òî ∀a ∈ K ae = ea = a, òî êîëüöî K íàçûâàþò êîëüöîì ñ åäèíèöåé. Çàìåòèì, ÷òî
êîãäà â êîëüöå K íåò åäèíèöû, òî ýëåìåíò a ìîæåò íå áûòü äåëèòåëåì ñàìîãî ñåáÿ.
Òàê â êîëüöå 2Z íè îäíî èç îòëè÷íûõ îò íóëÿ ÷èñåë íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ñàìîãî
ñåáÿ. Òàêæå, åñëè â K íåò åäèíèöû e, òî ýëåìåíò na, ãäå a ∈ K, à n � íåêîòîðîå
öåëîå ÷èñëî, íå áóäåò, âîîáùå ãîâîðÿ, êðàòíûì ýëåìåíòà a â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ,
ïðèâåäåííîãî âûøå.

Òàê â êîëüöå 3Z ýëåìåíò 5 · 3 = 15 íå ÿâëÿåòñÿ êðàòíûì ýëåìåíòà 3, ïîñêîëüêó
÷èñëî 5 /∈ 3Z.

ÅñëèK êîëüöî ñ åäèíèöåé e, òî äëÿ ëþáîãî a ∈ K na = n(ea) = ea+ ea+ · · ·+ ea︸ ︷︷ ︸
n

=

(e+ e+ · · ·+ e)︸ ︷︷ ︸
n

a, òî åñòü na ÿâëÿåòñÿ êðàòíûì ýëåìåíòà a.
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Íàïîìíèì, ÷òî ïîäìíîæåñòâî K ′ êîëüöà K íàçûâàåòñÿ ïîäêîëüöîì êîëüöà K,
åñëè K ′ ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, îïðåäå-
ë¼ííûõ â êîëüöå K. Òàê, êîëüöî 2Z ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì êîëüöà Z, à ïîñëåäíåå
ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì êîëüöà Q. Êîëüöî Q è êîëüöî ÷èñåë âèäà a+ b

√
2, ãäå a, b ∈ Q,

ÿâëÿþòñÿ ïîäêîëüöàìè êîëüöà R.
Â êàæäîì êîëüöå K, î÷åâèäíî, åñòü ñëåäóþùèå ïîäêîëüöà: ñàìî êîëüöî K è

íóëåâîå ïîäêîëüöî, êîòîðîå ñîñòîèò òîëüêî èç íóëÿ êîëüöà K. Ýòè êîëüöà íàçûâàþò
òðèâèàëüíûìè.

Ïóñòü K � ïðîèçâîëüíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé. Òàê êàê äëÿ âñÿêîãî îòëè÷íîãî îò
íóëÿ ýëåìåíòà a ∈ K ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà a · 0 = 0 · a = 0 è a · e = e · a = a, òî e è
0 ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè ýëåìåíòàìè êîëüöà, ò. å. e 6= 0.

Ðàíüøå äîêàçàíî, ÷òî åñëè äëÿ ýëåìåíòà a ∈ K â êîëüöå ñóùåñòâóåò îáðàòíûé
ýëåìåíò a−1, òî îí òîëüêî îäèí. Ýëåìåíò e ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì äëÿ ñàìîãî ñåáÿ. Òàê
êàê (−e)(−e) = e, òî −e òàêæå ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì äëÿ ñàìîãî ñåáÿ.

Ýëåìåíò 0 íå èìååò îáðàòíîãî ýëåìåíòà, ïîñêîëüêó a ·0 = 0 ·a = 0 6= e äëÿ ëþáîãî
ýëåìåíòà a ∈ K.

Îïðåäåëåíèå 4.1.2. Ýëåìåíò a ∈ K, äëÿ êîòîðîãî â êîëüöå ñóùåñòâóåò îáðàò-
íûé ýëåìåíò a−1, íàçûâàþò îáðàòèìûì èëè äåëèòåëåì åäèíèöû.

Îïðåäåëåíèå 4.1.3. Ýëåìåíòû a è b êîëüöàK íàçûâàþòñÿ äåëèòåëÿìè íóëÿ ,
åñëè a 6= 0, b 6= 0, íî ab = 0. Ïðè ýòîì a íàçûâàþò ëåâûì, à b � ïðàâûì äåëèòåëåì
íóëÿ.

Â êîììóòàòèâíûõ êîëüöàõ ïîíÿòèÿ ëåâîãî è ïðàâîãî äåëèòåëåé íóëÿ, î÷åâèäíî,
ñîâïàäàþò. Íàïðèìåð, åñëè m � ñîñòàâíîå ÷èñëî, ò.å. m = p · q, òî â êîëüöå Zm
p · q = 0. Åñëè n > 2, òî ìàòðèöû n-ãî ïîðÿäêà
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100 . . . 00
000 . . . 00
. . . . . . . . .
000 . . . 00

 è


000 . . . 00
000 . . . 00
. . . . . . . . .
000 . . . 01

 ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè íóëÿ â êîëüöå Qn×n.

Îïðåäåëåíèå 4.1.4. Êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, â êîòîðîì íåò äåëèòå-
ëåé íóëÿ, íàçûâàþò îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè .

Óïðàæíåíèå 4.1.1. Âûÿñíèòü, êàêèå èç ñëåäóþùèõ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ îáðà-
çóþò êîëüöî îòíîñèòåëüíî îáû÷íûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ:

a) ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë;

á) ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, â íåñîêðàòèìîé çàïèñè êîòîðûõ çíàìåíàòåëè
ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè ôèêñèðîâàííîãî ïðîñòîãî ÷èñëà P ;

â) ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë âèäà a+ b
√

3, ãäå a, b ∈ Q;

ã) ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë âèäà a+ b 3
√

2, ãäå a, b ∈ Q;

ä) ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë âèäà x+ y 3
√

2 + z 3
√

4, ãäå x, y, z ∈ Q;

å) ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë âèäà a+ bi, a, b ∈ Z.

Óïðàæíåíèå 4.1.2. Êàêèå èç óêàçàííûõ ìíîæåñòâ ìàòðèö îáðàçóþò êîëüöî
îòíîñèòåëüíî ìàòðè÷íîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ:

à) ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö ïîðÿäêà n;

á) ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n;

â) ìíîæåñòâî ìàòðèö ïîðÿäêà n > 2, ó êîòîðûõ äâå ïîñëåäíèå ñòðîêè íóëåâûå;
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ã) ìíîæåñòâî ìàòðèö âèäà

[
a b
kb a

]
a, b ∈ Z k � ôèêñèðîâàííîå öåëîå ÷èñëî;

ä) ìíîæåñòâî ìàòðèö âèäà

[
x y
my x

]
, ãäå m � ôèêñèðîâàííîå öåëîå ÷èñëî íåêîòî-

ðîãî êîëüöà K, x, y ∈ K;

å) ìíîæåñòâî ìàòðèö âèäà 1
2

[
x y
my x

]
, ãäå m � ôèêñèðîâàííîå öåëîå ÷èñëî, íå

äåëÿùååñÿ íà êâàäðàò ïðîñòîãî ÷èñëà, x, y � öåëûå ÷èñëà îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè.

Óïðàæíåíèå 4.1.3. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ ôóíêöèé îáðàçóþò êîëüöî
îòíîñèòåëüíî îáû÷íûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ôóíêöèé:

à) ìíîæåñòâî ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå
[a, b];

á) ìíîæåñòâî ôóíêöèé, èìåþùèõ âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ íà èíòåðâàëå (a, b).

Óïðàæíåíèå 4.1.4. Â ìíîæåñòâå ìíîãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåííîãî t ñ îáû÷íûì
ñëîæåíèåì â êà÷åñòâå óìíîæåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ îïåðàöèÿ, çàäàííàÿ ïðàâèëîì
(f ◦ g)(t) = f(g(t)). ßâëÿåòñÿ ëè ýòî ìíîæåñòâî êîëüöîì îòíîñèòåëüíî çàäàííûõ
îïåðàöèé?

Óïðàæíåíèå 4.1.5. Ïóñòü K � êîíå÷íîå êîëüöî. Äîêàæèòå ÷òî:

à) åñëè K íå ñîäåðæèò äåëèòåëåé íóëÿ, òî îíî èìååò åäèíèöó è âñå åãî íåíóëåâûå
ýëåìåíòû îáðàòèìû;

á) åñëèK ñîäåðæèò åäèíèöó, òî âñÿêèé ëåâûé äåëèòåëü åäèíèöû ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì
äåëèòåëåì åäèíèöû.
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4.2. Èäåàëû êîëüöà. Äåéñòâèÿ íàä èäåàëàìè.

Â òåîðèè êîëåö îñîáóþ ðîëü, àíàëîãè÷íóþ ðîëè íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï, èãðàþò
ïîäêîëüöà, êîòîðûå ïîëó÷èëè íàçâàíèå èäåàëîâ.

Îïðåäåëåíèå 4.2.1. Ëåâûì (ïðàâûì) èäåàëîì êîëüöà K íàçûâàåòñÿ òàêîå
íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî I, ÷òî:

1) a, b ∈ I ⇒ a− b ∈ I;

2) ∀a ∈ K è ∀i ∈ I ai ∈ I (ia ∈ I).

Â êîëüöå Mn(K) âñåõ ìàòðèö n-ãî ïîðÿäêà ëåâûé èäåàë îáðàçóþò ìíîæåñòâî
ìàòðèö, ó êîòîðûõ âñå ñòîëáöû, êðîìå s-ãî, íóëåâûå.

Â ñàìîì äåëå:
1) ðàçíîñòü ìàòðèö òàêîãî âèäà � ìàòðèöà òàêîãî âèäà;
2) íàïðèìåð, ïðè n = 3 è s = 3a11 a12 a13

a21 a22 a23
a31 a32 a33

0 0 α
0 0 β
0 0 γ

 =

0 0 αa11 + βa12 + γa13
0 0 αa21 + βa22 + γa23
0 0 αa31 + βa32 + γa33

 .
Îïðåäåëåíèå 4.2.2. Ïîäìíîæåñòâî I êîëüöà K, êîòîðîå îäíîâðåìåííî ÿâëÿ-

åòñÿ ëåâûì è ïðàâûì èäåàëîì, íàçûâàåòñÿ äâóñòîðîííèì èäåàëîì, èëè ïðîñòî
èäåàëîì êîëüöà.

Â êîììóòàòèâíîì êîëüöå êàæäûé ëåâûé è ïðàâûé èäåàë, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ
äâóñòîðîííèì èäåàëîì. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé ëåâûé, ïðàâûé è äâó-
ñòîðîííèé èäåàë ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì êîëüöà K. Î÷åâèäíî, â ïðîèçâîëüíîì êîëüöå
K èäåàëàìè ÿâëÿþòñÿ {0} è K. Ýòè èäåàëû íàçûâàþòñÿ òðèâèàëüíûìè.

Ïðèìåð 4.2.1. Ïîäêîëüöî 2Z � èäåàë êîëüöà Z.
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Ïðèìåð 4.2.2. Â êîëüöåM2(C) âñåõ êîìïëåêñíûõ ìàòðèö 2-ãî ïîðÿäêà ïîäêîëü-

öî I =

{[
ak al
bk bl

] ∣∣∣∣a, b, k, l ∈ C} ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì.

Ïðèìåð 4.2.3. Â êîëüöå C[a, b] ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a, b] ïîäêîëü-
öî I = {f ∈ C[a, b]

∣∣f(c) = 0, c ∈ [a, b]} ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì.

Óïðàæíåíèå 4.2.1. Äîêàæèòå, ÷òî â êîëüöå Z8 íåîáðàòèìûå ýëåìåíòû îáðàçó-
þò èäåàë, à â êîëüöå Z12 � íåò.

Óïðàæíåíèå 4.2.2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n = pk (p � ïðîñòîå ÷èñëî) âñå íåîáðà-
òèìûå ýëåìåíòû êîëüöà Zn îáðàçóþò èäåàë.

Ïåðåéä¼ì ê ðàññìîòðåíèþ íåêîòîðûõ îïåðàöèé íàä èäåàëàìè êîëüöà. Ïåðâîé
îïåðàöèåé, êîòîðóþ ìû ðàññìîòðèì, ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî
ïåðåñå÷åíèÿ.

Òåîðåìà 4.2.1. Ïåðåñå÷åíèå I1 ∩ I2 èäåàëîâ I1 è I2 êîëüöà K ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì
ýòîãî êîëüöà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè a, b ∈ I1 ∩ I2 =⇒ a, b ∈ I1 è a, b ∈ I2, òîãäà a − b ∈ I1 è
a− b ∈ I2 =⇒ a− b ∈ I1 ∩ I2.

Ïóñòü i ∈ I1 ∩ I2 =⇒ i ∈ I1 è i ∈ I2, à, ñëåäîâàòåëüíî, ∀k ∈ I ki ∈ I1 ki ∈ I2 è
ki ∈ I1 ∩ I2.

Òåîðåìà ëåãêî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ëþáîå êîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷íîå ÷èñëî èäå-
àëîâ.

Îïðåäåëåíèå 4.2.3. Ñóììîé êîíå÷íîãî ÷èñëà èäåàëîâ I1, I2, . . . , Is íàçûâà-
åòñÿ ìíîæåñòâî I1 + I2 + · · ·+ Is = {i1 + i2 + · · ·+ is

∣∣ij ∈ Ij j = 1, s}.

Îïðåäåëåíèå 4.2.4. Ïðîèçâåäåíèåì èäåàëîâ I1 è I2 íàçûâàþò ìíîæåñòâî
I1I2 = {x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn

∣∣n ∈ N, xi ∈ Ii, yi ∈ I2}.
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Òåîðåìà 4.2.2. Ñóììà I1 + I2 + · · · + Is èäåàëîâ êîëüöà K ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì
êîëüöà K.

Òåîðåìà 4.2.3. Ïðîèçâåäåíèå I1I2 èäåàëîâ I1 è I2 êîëüöà K ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì
ýòîãî êîëüöà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçíîñòü

n∑
i=1

xiyi −
m∑
j=1

x′jy
′
j =

n∑
i=1

xiyi +
m∑
j=1

(−x′j)y′j

ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïðîèçâåäåíèÿ I1I2. Äàëåå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k ∈ K ïðîçâåäåíèÿ

k ·

(
n∑
i=1

xiyi

)
=

n∑
i=1

(kxi)yi ∈ I1I2

(
n∑
i=1

xiyi

)
· k =

n∑
i=1

xi(yik) ∈ I1I2,

ò.ê. xi ∈ I1 =⇒ kxi ∈ I1, yi ∈ I2 =⇒ yik ∈ I2.

Òåîðåìà 4.2.4. Îïåðàöèè óìíîæåíèÿ è ñëîæåíèÿ èäåàëîâ êîëüöà K ñâÿçàíû
äèñòðèáóäèâíûìè çàêîíàìè. Ò. å. äëÿ ëþáûõ èäåàëîâ I1, I2, I3 êîëüöà K èìååì (I1 +
I2)I3 = I1I3 + I2I3, I3(I1 + I2) = I3I1 + I3I2.

4.3. Ñðàâíåíèÿ è êëàññû âû÷åòîâ ïî èäåàëó. Ôàêòîð-êîëüöî.

Ïóñòü K � íåêîòîðîå êîëüöî è I � ïðîèçâîëüíûé èäåàë ýòîãî êîëüöà. Òàê êàê
K � àääèòèâíàÿ àáåëåâà ãðóïïà, òî èäåàë I � åãî ïîäãðóïïà. Ïîñêîëüêó â àáåëåâîé
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ãðóïïå âñå ïîäãðóïïû íîðìàëüíû, òî I C K. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ôàêòîð-
ãðóïïà K

/
I = {0+I, a+I b+I, . . . }. Ïîêàæåì, ÷òî â ôàêòîð-ãðóïïå K

/
I ìîæíî

òàê îïðåäåëèòü îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ, ÷òî îíà áóäåò êîëüöîì îòíîñèòåëüíî îïðåäå-
ë¼ííûõ â íåé îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Íî ñíà÷àëà îïðåäåëèì îäíî âàæíîå
ïîíÿòèå � ïîíÿòèå ñðàâíåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 4.3.1. Ýëåìåíòû x, y ∈ K íàçûâàþòñÿ ñðàâíèìûìè ýëåìåí-
òàìè ïî èäåàëó I èëè ïî ìîäóëþ I, åñëè x è y ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå
ñìåæíîìó êëàññó ôàêòîð-ãðóïïû K

/
I.

Âûñêàçûâàíèå ¾x ñðàâíèì ñ y ïî ìîäóëþ I¿ êîðîòêî çàïèñûâàþò x ≡ y( mod I).
Çíà÷èò, x ≡ y( mod I)⇔ x− y ∈ I.

Îòíîøåíèå ñðàâíèìîñòè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íàK. Êëàññû ýê-
âèâàëåíòíîñòè îòíîøåíèÿ ñðàâíèìîñòè íà K íàçûâàþò êëàññàìè âû÷åòîâ êîëü-
öà K ïî èäåàëó I, èëè ïî ìîäóëþ I. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü èõ ñèìâîëàìè
a, b, c, . . . .

Ñîîòíîøåíèÿ âèäà x ≡ y( mod I) íàçûâàþò ñðàâíåíèÿìè. Âåðí¼ìñÿ òåïåðü ê
ôàêòîð-ãðóïïå K

/
I = {a, b, c, . . . }. Íàïîìíèì, ÷òî a+ b = a+ b.

Îïðåäåëèì óìíîæåíèå êëàññîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì a·b = ab. Ïîêàæåì, ÷òî îïðå-
äåë¼ííîå òàê ïðîèçâåäåíèå êëàññîâ íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé ýòèõ êëàñ-
ñîâ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè a, a′ ∈ a, b, b′ ∈ b, òî a ≡ a′( mod I), b ≡ b′( mod I),
ò. å. a − a′ ∈ I, b − b′ ∈ I. Çíà÷èò a − a′ = i1, b − b′ = i2 èëè a = a′ + i1, b = b′ + i2.
Òîãäà ab = a′b′ + a′i2 + b′i1 + i1i2 = a′b′ + i, ãäå i = a′i2 + b′i1 + i1i2 ∈ I è ab ≡ a′b′(
mod I) ab = a′b′.

Òåîðåìà 4.3.1. Ìíîæåñòâî K
/
I êëàññîâ âû÷åòîâ êîëüöà K ïî èäåàëó I ñ îïðå-

äåë¼ííûìè â í¼ì îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì. Ýòî êîëüöî
íàçûâàþò ôàêòîð-êîëüöîì êîëüöà K ïî èäåàëó I.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî K
/
I � àääèòèâíàÿ àáåëåâà ãðóïïà (îáîñíîâàíî ðàíü-

øå). Îïðåäåë¼ííàÿ â ýòîé ãðóïïå îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíîé è
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ñâÿçàíà äèñòðèáóòèâíûì çàêîíîì ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî,

∀a, b, c ∈ K
/
I (ab)c = abc = (ab)c = a(bc) = abc = a(b · c).

(a+ b)c = a+ b · c = (a+ b)c = ac+ bc = ac+ bc = a · c+ b · c.

c(a+ b) = c · a+ b = c(a+ b) = ca+ cb = ca+ cb = c · a+ c · b.

Ñëåäîâàòåëüíî, K
/
I � êîëüöî. Çàìåòèì, ÷òî ôàêòîð-êîëüöî K

/
I íàçûâàþò åù¼

êîëüöîì êëàññîâ âû÷åòîâ K ïî I.

Ïðèìåð 4.3.1. Â êîëüöå Z âîçüì¼ì èäåàë I, ñîñòîÿùèé èç âñåõ öåëûõ ÷èñåë,
êðàòíûõ m (m � íåêîòîðîå îòëè÷íîå îò 1 íàòóðàëüíîå ÷èñëî). Òîãäà k = {k +
ms
∣∣0 6 k 6 m} è Z

/
I = {0, 1, 2, . . . ,m− 1}. Ýòî êîëüöî íàçûâàþò êîëüöîì êëàññîâ

âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m.

Óïðàæíåíèå 4.3.1. Äîêàæèòå, ÷òî ôàêòîð-êîëüöî Z[i]
/
I, ãäå I = {3k

∣∣k ∈ Z[i]}
ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, ñîñòîÿùèì èç äåâÿòè ýëåìåíòîâ.

Óïðàæíåíèå 4.3.2. Äîêàæèòå, ÷òî ôàêòîð-êîëüöî Z[i]
/
I, ãäå I = {nk

∣∣k ∈ Z[i]}
ÿâëÿåòñÿ ïîëåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n � ïðîñòîå ÷èñëî, íå ðàâíîå ñóììå
êâàäðàòîâ öåëûõ ÷èñåë.

4.4. Ãîìîìîðôèçìû êîëåö.

Â ïàðàãðàôå 1.5 ðàññìîòðåíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà ãîìîìîðôèçìà
êîëåö.

Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå f êîëüöà K â êîëüöî L íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôíûì
(èëè ãîìîìîðôèçìîì), åñëè äëÿ ëþáûõ a, b ∈ K f(a+b) = f(a)+f(b); f(ab) =
f(a) · f(b).
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Òåîðåìà 4.4.1. Îáðàç Imf êîëüöà K ïðè ãîìîìîðôèçìå
f : K → L ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì êîëüöà L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî çàêëþ÷àåòñÿ â íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêå àêñèîì
êîëüöà äëÿ Imf .

Îïðåäåëåíèå 4.4.1. Ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ êîëüöà K îòîáðàæàþùèõñÿ ïðè ãî-
ìîìîðôèçìå f â íóëü êîëüöà L íàçûâàþò ÿäðîì ãîìîìîðôèçìà f è îáîçíà÷àþò
Kerf . Òàêèì îáðàçîì, Kerf = {x ∈ K

∣∣f(x) = 0, 0 ∈ L}.

Òåîðåìà 4.4.2. Kerf � èäåàë êîëüöà K.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äà¼ò âàæíåéøèé ïðèìåð ãîìîìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ.

Òåîðåìà 4.4.3. Ïóñòü I � èäåàë êîëüöà K è K = K
/
I. Òîãäà îòîáðàæåíèå

êîëüöà K íà K, çàäàííîå ôîðìóëîé f(a) = a ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì (a � êëàññ
âû÷åòîâ, ñîäåðæàùèé a). Èäåàë I ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì ýòîãî ãîìîìîðôèçìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a è b èç K èìååì:

f(a+ b) = a+ b = a+ b = f(a) + f(b); f(ab) = ab = a · b = f(a) · f(b).

Çíà÷èò, f � ãîìîìîðôèçìK íàK (ò. ê. ëþáîé êëàññ ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì êàêîãî-íèáóäü
ýëåìåíòà èç K). Íàéä¼ì ÿäðî ýòîãî ãîìîìîðôèçìà. Ïî îïðåäåëåíèþ

Kerf =
{
x ∈ K

∣∣f(x) = 0
}

= {x ∈ K
∣∣f(x) = 0 + I}.

Çíà÷èò x ∈ I è Kerf ⊂ I. Íàîáîðîò, åñëè i ∈ I, òî f(i) = i = i + I = I = 0 + I = 0,
ñëåäîâàòåëüíî, I ⊂ Kerf . Îòêóäà Kerf = I.

Îïðåäåëåíèå 4.4.2. Îòîáðàæåíèå f : K → K
/
I íàçûâàþò åñòåñòâåííûì

èëè êàíîíè÷åñêèì ãîìîìîðôèçìîì.
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Èòàê, êàæäîìó èäåàëó I êîëüöàK ñîîòâåòñòâóåò ãîìîìîðôèçì f , ÿäðîì êîòîðîãî
ñëóæèò ýòîò èäåàë. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìàõ îáðàùàåò ýòó ñâÿçü.

Òåîðåìà 4.4.4. Ïóñòü f � ãîìîìîðôèçì êîëüöà K íà êîëüöî L è I � ÿäðî
ýòîãî ãîìîìîðôèçìà. Òîãäà I � èäåàë êîëüöà K è îòîáðàæåíèå ϕ ôàêòîð-êîëüöà
K = K

/
I íà L, çàäàííîå ôîðìóëîé ϕ(a) = f(a) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî I = Kerf � èäåàë êîëüöà K.
Ïóñòü i1, i2 ∈ I, ò.å. f(i1) = 0 f(i2) = 0, òîãäà

f(i1 − i2) = f(i1)− f(i2) = 0− 0 = 0

è i1 − i2 ∈ I. Äëÿ ëþáîãî i ∈ I è k ∈ I èìååì

f(ik) = f(i) · f(k) = 0 · f(k) = 0;

àíàëîãè÷íî f(ik) = 0. Çíà÷èò, ik ∈ I è ki ∈ I è I � èäåàë êîëüöà K.
Äîêàæåì, ÷òî ϕ � èíúåêöèÿ. Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî a = b ⇔ f(a) = f(b). Â

ñàìîì äåëå, a = b =⇒ a + I = b + I. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a + i èç
ìíîæåñòâà a+ I â ìíîæåñòâå b+ I íàéä¼òñÿ ýëåìåíò b+ i1 òàêîé, ÷òî a+ i = b+ i1.
Îòñþäà

f(a+ i) = f(b+ i1) =⇒ f(a) = f(b).

Íàîáîðîò, åñëè f(a) = f(b), òî f(a− b) = f(a)− f(b) = 0 è a− b ∈ I, ò. å.

a− b = i ∈ I =⇒ a = b+ i =⇒ a ∈ b+ I =⇒ a = b.

Ïîêàæåì, ÷òî ϕ � ñþðúåêöèÿ, ò. å., ÷òî âñÿêèé ýëåìåíò èç L ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì
êàêîãî-íèáóäü ýëåìåíòà èç K. Â ñàìîì äåëå, ∀y ∈ L y = f(x), x ∈ K. Íî x ∈ x ∈
K
/
I, òîãäà ϕ(x) = f(x).
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Ïîêàæåì, ÷òî ϕ � ãîìîìîðôèçì.

ϕ(a+ b) = ϕ(a+ b) = f(a+ b) = f(a) + f(b) = ϕ(a) + ϕ(b).

ϕ(a · b) = ϕ(ab) = f(ab) = f(a) · f(b).

Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ � áèåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì, òî åñòü ϕ � èçîìîðôèçì. Òîãäà
K
/
I ' L.

4.5. Õàðàêòåðèñòèêà êîëüöà ñ åäèíèöåé.

Ïóñòü K � êîëüöî ñ åäèíèöåé e. Òîãäà ne = e + e + e + · · · + e ∈ K äëÿ ëþáîãî
n ∈ N. Â àääèòèâíîé ãðóïïå êîëüöà ýëåìåíò e èìååò ëèáî êîíå÷íûé ïîðÿäîê |e| = n,
ëèáî áåñêîíå÷íûé ïîðÿäîê |e| = ∞. Â ïåðâîì ñëó÷àå n · e = e+ e+ · · ·+ e︸ ︷︷ ︸

n

= 0, âî

âòîðîì � ne = 0⇔ n = 0.

Îïðåäåëåíèå 4.5.1. Ãîâîðÿò, ÷òî êîëüöî K èìååò õàðàêòåðèñòèêó n, åñëè â
àääèòèâíîé ãðóïïå êîëüöà åäèíèöà êîëüöà èìååò êîíå÷íûé ïîðÿäîê n (ne = 0).

Ãîâîðÿò, ÷òî êîëüöî K èìååò õàðàêòåðèñòèêó íóëü, åñëè åäèíèöà êîëüöà K
èìååò áåñêîíå÷íûé ïîðÿäîê (ne = 0⇔ n = 0).

Ïðèìåð 4.5.1. Â êîëüöå Z äëÿ ëþáîãî öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà n âûïîë-
íÿåòñÿ óñëîâèå n · 1 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, êîëüöî Z èìååò íóëåâóþ õàðàêòåðèñòèêó.

Ïðèìåð 4.5.2. Ïóñòü m � ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ôàêòîð-êîëüöî Zm =
Z/mZ èìååò õàðàêòåðèñòèêó m, òàê êàê

m · 1 = 1 + 1 + · · ·+ 1 = m = 0.
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Óïðàæíåíèå 4.5.1. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ÷èñëîâîå êîëüöî èìååò õàðàêòåðè-
ñòèêó 0.

Òåîðåìà 4.5.1. Õàðàêòåðèñòèêîé îáëàñòè öåëîñòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ëèáî 0, ëèáî
ïðîñòîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K � îáëàñòü öåëîñòíîñòè è e � åäèíèöà êîëüöà K. Åñëè
|e| =∞, òî K � èìååò õàðàêòåðèñòèêó 0. Åñëè æå |e| = 1, òî e = 0. Îäíàêî e 6= 0 â
îáëàñòè öåëîñòíîñòè.

Ïóñòü |e| = n, n � ñîñòàâíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n = st, 1 < s, 1 < n. Ñëåäîâà-
òåëüíî 0 = ne = (st)e = (se) · (te), se 6= 0, te 6= 0. À ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî K �
îáëàñòü öåëîñòíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, n � ïðîñòîå ÷èñëî.

Ïðèìåð 4.5.3. Ïóñòü K � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé e. Òîãäà:

1) îòîáðàæåíèå f : Z→ K, çàäàííîå ôîðìóëîé f(n) = ne, ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèç-
ìîì.

2) Kerf = mZ ïðè íåêîòîðîì íåîòðèöàòåëüíîì m.

3) Imf = Z
/
mZ.

Ïðèìåð 4.5.4. Ïóñòü K � îáëàñòü öåëîñòíîñòè õàðàêòåðèñòèêè p. Òîãäà:

1) ∀a ∈ K a 6= 0 è k, l � öåëûõ ka = la⇔ k ≡ l( mod p).

2) ∀a, b ∈ K è k ≡ 0( mod p) ka = kb⇔ a = b.

Ïðèìåð 4.5.5. Ïóñòü K � îáëàñòü öåëîñòíîñòè õàðàêòåðèñòèêè p. Òîãäà:
1) ∀a, b ∈ K (a+ b)p = ap + bp; 2) ∀a, b ∈ K (a− b)p = ap − bp.
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4.6. Êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ.

Â òåîðèè êîëåö îñîáîãî âíèìàíèÿ çàñëóæèâàþò êîëüöà, êîòîðûå ïî ñâîèì ñâîé-
ñòâàì äîñòàòî÷íî áëèçêè ê êîëüöó öåëûõ ÷èñåë. Ðàçâèâàÿ äàëüøå òåîðèþ äåëèìîñòè,
ìîæíî ââåñòè ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ.

Îïðåäåëåíèå 4.6.1. Ýëåìåíòû a, b îáëàñòè öåëîñòíîñòè K íàçûâàþò âçàèìíî
ïðîñòûìè, åñëè îíè íå èìåþò îáùèõ äåëèòåëåé, îòëè÷íûõ îò äåëèòåëåé åäèíèöû,
ò. å., åñëè ÍÎÄ(a, b) = 1.

Çàìå÷àíèå 4.6.1. Ïóñòü u � ëþáîé äåëèòåëü åäèíèöû, a � ïðîèçâîëüíûé ýëå-
ìåíò K. Òîãäà a = a ·u ·u−1. Èç ýòîãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò, ÷òî âñå ýëåìåíòû, àññîöè-
èðîâàííûå ñ ýëåìåíòîì a è âñå äåëèòåëè åäèíèöû ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè ýëåìåíòà a.
Èõ íàçûâàþò òðèâèàëüíûìè èëè íåñîáñòâåííûìè äåëèòåëÿìè ýëåìåíòà
a. Âñå äðóãèå äåëèòåëè, îòëè÷íûå îò au, è îò u, åñëè òàêèå ñóùåñòâóþò, íàçûâàþòñÿ
íåòðèâèàëüíûìè èëè ñîáñòâåííûìè. Íàïðèìåð, â êîëüöå Z òðèâèàëüíûìè äåëèòå-
ëÿìè ÷èñëà 15 ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà ±1,±15 è íåòðèâèàëüíûìè (ñîáñòâåííûìè) ±3,±5.

Îïðåäåëåíèå 4.6.2. Ýëåìåíò a ∈ K íàçûâàåòñÿ íåðàçëîæèìûì èëè ïðî-
ñòûì, åñëè îí íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì åäèíèöû è íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ äåëè-
òåëåé; ýëåìåíò a ∈ K íàçûâàåòñÿ ðàçëîæèìûì èëè ñîñòàâíûì, åñëè îí èìååò
íåòðèâèàëüíûå äåëèòåëè.

Câîéñòâà ïðîñòûõ ýëåìåíòîâ.

1. åñëè ýëåìåíò p ∈ K ïðîñòîé, òî è ëþáîé àññîöèèðîâàííûé ñ íèì ýëåìåíò òàêæå
ïðîñòîé.

2. Åñëè a � ëþáîé ýëåìåíò êîëüöà K, à p � ïðîñòîé ýëåìåíò èç K, òî èëè a
äåëèòñÿ íà p, èëè a è p âçàèìíî ïðîñòû.
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Ïóñòü K � îáëàñòü öåëîñòíîñòè. Â îáëàñòè öåëîñòíîñòè K ïîäêîëüöî aK = {ak |
k ∈ K}, ãäå a ∈ K, ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì.

Èäåàë aK êîëüöà K íàçûâàþò ãëàâíûì èäåàëîì êîëüöà K, ïîðîæä¼ííûì
ýëåìåíòîì a è îáîçíà÷àþò (a).

Îïðåäåëåíèå 4.6.3. Êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ íàçûâàþò îáëàñòü öåëîñòíî-
ñòè, â êîòîðîé êàæäûé èäåàë ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì.

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì êîëüöà ãëàâíûõ èäåàëîâ ÿâëÿåòñÿ êîëüöî Z. Êîíå÷íî, íå
âñÿêàÿ îáëàñòü öåëîñòíîñòè ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ. Èçó÷èì ñâîéñòâà
êîëåö ãëàâíûõ èäåàëîâ.

Ëåãêî ïðîâåðèò, ÷òî ìíîæåñòâî (a, b) = {ax + by
∣∣x, y ∈ K}, ãäå

a, b � ôèêñèðîâàííûå ýëåìåíòû K, ÿâëÿþòñÿ èäåàëîì îáëàñòè öåëîñòíîñòè K.

Òåîðåìà 4.6.1. Ïóñòü p � ïðîñòîé ýëåìåíò êîëüöà K ãëàâíûõ èäåàëîâ è a ∈ K.
Åñëè p íå äåëèò a, òî (p, a) = (1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ êàæäûé èäåàë K ãëàâíûé. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâó-

åò â K òàêîé ýëåìåíò b, ÷òî (p, a) = (b). Òàê êàê p ∈ (p, a) è a ∈ (p, a), òî p
...b, a

...b.

Èç òîãî, ÷òî p
...b ñëåäóåò, ÷òî èëè b àññîöèèðîâàí ñ p èëè b � äåëèòåëü åäèíèöû K.

Åñëè b àññîöèèðîâàí ñ p, òî b
...p è òàê êàê a

...b, òî a
...p, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Ñëåäîâàòåëüíî, b � äåëèòåëü åäèíèöû. Íî b � äåëèòåëü åäèíèöû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà (b) = (1). Â ñàìîì äåëå: åñëè b � äåëèòåëü åäèíèöû, òî (1) ⊂ (b), òàê

êàê 1
...b =⇒ ∃c 1 = bc. Òîãäà 1 ∈ (b)

(1) = {m · 1
∣∣m ∈ K} = {mcb

∣∣m ∈ K} ⊂ {lb∣∣l ∈ K} = (b).
Ïîñêîëüêó K = (1), òî (b) ⊂ (1). Çíà÷èò (b) = (1). Òîãäà (p, a) = (1).

Òåîðåìà 4.6.2. Ïóñòü p � ïðîñòîé ýëåìåíò êîëüöàK ãëàâíûõ èäåàëîâ è a, b ∈ K.

Åñëè ab
...p, òî a

...p èëè b
...p.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè a íå äåëèòñÿ íà p, òî ïî òåîðåìå (4.6.1) (a, p) = (1). Çíà÷èò â
K ñóùåñòâóþò òàêèå ýëåìåíòû x è y, ÷òî ax+py = 1. Óìíîæèì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî

íà b: axb+ pyb = b èëè abx+ pby = b. Òàê êàê ab
...p =⇒ b

...p.

Îïðåäåëåíèå 4.6.4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (a1), (a2), (a3), . . . ãëàâíûõ èäåàëîâ êîëü-
öà íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé öåïî÷êîé èäåàëîâ, åñëè
(a1) ⊂ (a2) ⊂ (a3) ⊂ . . . .

Òåîðåìà 4.6.3. Â êîëüöå ãëàâíûõ èäåàëîâ âîçðàñòàþùàÿ öåïî÷êà èäåàëîâ íå
ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîé.

Íàøåé öåëüþ òåïåðü áóäåò äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ î âîçìîæíîñòè ðàçëî-
æåíèÿ êàæäîãî ýëåìåíòà êîëüöà ãëàâíûõ èäåàëîâ â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ñîìíî-
æèòåëåé.

Îïðåäåëåíèå 4.6.5. Ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíò a îáëàñòè öåëîñòíîñòè K îáëàäàåò
îäíîçíà÷íûì ðàçëîæåíèåì íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1) ñóùåñòâóþò â K òàêèå ïðîñòûå ýëåìåíòû pi, ÷òî a =
m∏
i=1

pi;

2) åñëè a =
n∏
i=1

qi � äðóãîå ðàçëîæåíèå, â êîòîðîì qi � ïðîñòûå ýëåìåíòû K, òî

m = n è ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé íóìåðàöèè pi àññîöèèðîâàí ñ qi, i = 1,m.

Îïðåäåëåíèå 4.6.6. Êîëüöî K íàçûâàåòñÿ ôàêòîðèàëüíûì , åñëè îíî åñòü
îáëàñòü öåëîñòíîñòè è âñÿêèé îòëè÷íûé îò íóëÿ íåîáðàòèìûé ýëåìåíò êîëüöà îáëà-
äàåò îäíîçíà÷íûì ðàçëîæåíèåì íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè.

Òåîðåìà 4.6.4. Êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ ôàêòîðèàëüíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîñòîãî ýëåìåíòà êîëüöà K òåîðåìà ñïðàâåäëèâà: äëÿ ïðî-
ñòîãî ýëåìåíòà ïðîèçâåäåíèå, î êîòîðîì ãîâîðèòñÿ â òåîðåìå, ñîñòîèò èç îäíîãî ñî-
ìíîæèòåëÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êîëüöå K åñòü îòëè÷íûé îò íóëÿ íåîáðàòèìûé ýëåìåíò a,
êîòîðûé íåëüçÿ ðàçëîæèòü â ïðîèçâäåíèå ïðîñòûõ ñîìíîæèòåëåé. Òîãäà ýëåìåíò a
ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíÿì, òî åñòü a = a1 · b1. Òîãäà ãëàâíûé èäåàë (a) âêëþ÷¼í â ãëàâíûé
èäåàë (a1), ò. å. (a) ⊆ (a1). Ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç ñîìíîæèòåëåé a1, b1, íàïðèìåð
a1, íå îáëàäàåò ðàçëîæåíèåì íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Ñëåäîâàòåëüíî, a1 = a2 · b2 è
(a1) ⊆ (a2) è ò. ä. Òàêèì îáðàçîì îáðàçóåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ âîçðàñòàþùàÿ öåïî÷êà
(a) ⊆ (a1) ⊆ (a2) ⊆ . . . � èäåàëîâ êîëüöà K, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå (4.6.3).
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî.

Äîêàæåì òåïåðü åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Åñëè a �
ïðîñòîé ýëåìåíò, òî òåîðåìà âåðíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðåìà âåðíà äëÿ ýëåìåíòîâ,
ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ n ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé, è äîêàæåì, ÷î òåîðåìà
âåðíà äëÿ ýëåìåíòîâ, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ n+1 ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé.
Ïóñòü äàíû äâà ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòà a íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè:

a = p1p2 . . . pnpn+1 = q1q2 . . . qsqs+1. (4.6.1)

Ïðîñòîé ýëåìåíò pn+1 äåëèò ïðîèçâåäåíèå q1q2 . . . qsqs+1. Ñëåäîâàòåëüíî, îí äåëèò
õîòÿ áû îäèí èç ñîìíîæèòåëåé q1, q2, . . . , qs, qs+1, íàïðèìåð, qs+1. Òàê êàê pn+1 è qs+1

� ïðîñòûå ýëåìåíòû, òî qs+1 = upn+1, ãäå u - îáðàòèìûé ýëåìåíò êîëüöà. Ñîêðàùàÿ
îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (4.6.1) íà pn+1 èìååì

p1p2 . . . pn = q1q2 . . . qsu èëè

p1p2 . . . pn = q1q2 . . . (uqs) (4.6.2)

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè n = s è ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé íóìåðàöèè pi àññîöèè-
ðîâàí ñ qi i = 1, n. Êðîìå òîãî, pn+1 àññîöèèðîâàíî ñ qn+1. Ñëåäîâàòåëüíî, åäèí-
ñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ äîêàçàíà.
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Çàìå÷àíèå 4.6.2. Òåîðåìà îá îäíîçíà÷íîì ðàçëîæåíèè íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè
ìîæåò íàðóøàòüñÿ â äâóõ ðàçíûõ ñìûñëàõ: èëè â êîëüöå ñóùåñòâóþò íåîáðàòèìûå
ýëåìåíòû, îòëè÷íûå îò íóëÿ, êîòîðûå íå ðàçëàãàþòñÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, èëè
íàðóøàåòñÿ îäíîçíà÷íîñòü ðàçëîæåíèÿ. Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû íà îáà ñëó÷àÿ.

Ïðèìåð 4.6.1. (Êîëüöî ñ íàðóøåíèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçëîæåíèÿ íà
ïðîñòûå ìíîæèòåëè).

Ïóñòü K = {a1 ·2x1 +ax22 + · · ·+axnn
∣∣ n � ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, a1, a2, . . . , an ∈

Z, xi � ÷èñëà âèäà
m
2k
, m, k � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà}. Â ýòîì êîëüöå ÷èñ-

ëî 2 ðàçëàãàåòñÿ íà ìíîæèòåëè
2 = 2

1
2 · 2 1

2 = 2
1
2 · 2 1

4 · 2 1
4 = 2

1
2 · 2 1

4 2
1
8 · 2 1

8 = . . .
Òàêèì îáðàçîì, 2 ðàçëàãàåòñÿ íà ìíîæèòåëè, íî íå ðàçëàãàåòñÿ íà ïðîñòûå ìíîæè-

òåëè. Ïðè÷¼ì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî 2 è âñå ÷èñëà âèäà 2
1

2k , k � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå,
íå ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè åäèíèöû.

Ïðèìåð 4.6.2. (Êîëüöî ñ íàðóøåíèåì îäíîçíà÷íîñòè ðàçëîæåíèÿ íà
ïðîñòûå ìíîæèòåëè).

Ïóñòü {a+ b
√
−3
∣∣a, b ∈ Z} = {a+ bi

√
3
∣∣a, b ∈ Z}.

Íàçîâ¼ì íîðìîé N(z) ÷èñëà z èç K êâàäðàò åãî ìîäóëÿ, ò. å.
N(z) = zz = (a+ bi

√
3)(a− bi

√
3) = a2 + 3b2. Î÷åâèäíî, (∀k ∈ K) N(z) > 0, ïðè÷¼ì

N(z) = 0 ⇔ z = 0. Åñëè x � äåëèòåëü åäèíèöû â K,
ò. å. xy = 1, òî N(x) · N(y) = 1. Íî òàê êàê N(x) > 1 è N(y) > 1 ñëåäóåò, ÷òî
N(x) = N(y) = 1. Ïóñòü x+di

√
3, òî N(x) = c2 + 3d2 = 1 =⇒ c±1, d = 0 èëè x±1, ò.

å. äåëèòåëÿìè åäèíèöû â K ÿâëÿþòñÿ òîëüêî +1 è -1. Ëþáîå ÷èñëî èç K, îòëè÷íîå
îò 0 è äåëèòåëåé åäèíèöû èìååò íîðìó áîëüøóþ 1. Ïîýòîìó, åñëè t � ñîáñòâåíûé
äåëèòåëü z, òî N(t) < N(z). Îòñþäà ëåãêî äîêàçàòü, ðàçëîæèìîñòü íà ïðîñòûå ìíî-
æèòåëè ëþáîãî ÷èñëà èç K, îòëè÷íîãî îò 0 è ±1. Îäíàêî åäèíñòâåííîñòü òàêîãî
ðàçëîåíèÿ íå èìååò ìåñòà.

Â ñàìîì äåëå, 4 = 2 · 2 = (1 + i
√

3)(1 − i
√

3), ïðè÷¼ì ÷èñëî 2 íå àññîöèèðîâàíî
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íè ñ îäíèì èç ÷èñåë 1 ±
√

3. Ïîêàæåì, ÷òî 2 è 1 ±
√

3 � ïðîñòûå ýëåìåíòû êîëüöà
K. Åñëè 2 = xy, òî 4 = N(z) = N(x) · N(y). Íî 4 = 2 · 2 = 1 · 4. Åñëè N(x) 6= 2
(x = c + di

√
3, N(x) = c2 + 3d2 è c2 + 3d2 = 2 =⇒ d2 < 1 =⇒ d = 0 c2 = 2,

÷òî íåâîçìîæíî). Çíà÷èò, ëèáî N(x) = 4 è òîãäà N(y) = 1, ò.å. îäíî èç ÷èñåë x, y
áóäåò äåëèòåëåì åäèíèöû. Ñëåäîâàòåëüíî, 2 � ïðîñòîå ÷èñëî. Òàê êàê N(1± i

√
3) =

4, òî ïðîñòîòà ÷èñåë 1 ± i
√

3 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Òîãäà 4 îáëàäàåò äâóìÿ
ðàçëè÷íûìè ðàçëîæåíèÿìè íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè.
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ÐÀÇÄÅË 5

Çàäàíèÿ ê ïðàêòè÷åñêèì çàíÿòèÿì

5.1. Ïðàêòèêóì ïî òåìå ¾Àëãåáðû¿

5.1.1. Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷

Ïðèìåð 5.1.1. ×åòûðå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà ìíîæåñòâå R∗,

f1(x) = x, f2(x) = −x, f3(x) =
1

x
, f4(x) = −1

x

ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ îáðàçóþò ãðóïïó. Ñîñòàâèì òàáëèöó óìíîæåíèÿ ýòèõ ôóíê-
öèé.

f1 f2 f3 f4
f1 f1 f2 f3 f4
f2 f2 f1 f4 f3
f3 f3 f4 f1 f2
f4 f4 f3 f2 f1

Ïðîèçâåäåíèå fifj óêàçûâàåòñÿ íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè fi è ñòîëáöà fj. Íàïðèìåð,

f2f3 : x
f37→ 1

x

f27→ −1

x
,

ïîýòîìó f2f3 = f4.
Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî óìíîæåíèå îïðåäåëåíî íà ìíîæåñòâå {f1, f2, f3, f4} è êîì-

ìóòàòèâíî. Ïîñêîëüêó óìíîæåíèå îòîáðàæåíèé àññîöèàòèâíî, òî âûïîëíÿåòñÿ âòî-
ðîå òðåáîâàíèå îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû. Ôóíêöèÿ f1 ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì,
à f−1i = fi, ò.å. êàæäûé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì äëÿ ñåáÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìíî-
æåñòâî {f1, f2, f3, f4} ñ óìíîæåíèåì ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïîé ïîðÿäêà 4.
�
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Ïðèìåð 5.1.2. ßâëÿåòñÿ ëè ãðóïïîé ìíîæåñòâî R∗ = R \ {0} íåíóëåâûõ äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñ îïåðàöèåé a ◦ b = 2ab?

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a, b ∈ R∗ ýëåìåíò a◦b = 2ab òàêæå ïðèíàäëåæèò
R∗, ïîýòîìó îïåðàöèÿ ◦ íà ìíîæåñòâå R∗ îïðåäåëåíà. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå äðóãèõ
óñëîâèé â îïðåäåëåíèè ãðóïïû.

Àññîöèàòèâíîñòü îïåðàöèè:

(a ◦ b) ◦ c = (2ab) ◦ c = 2(2ab)c = 4abc,

a ◦ (b ◦ c) = a ◦ (2bc) = 2a(2bc) = 4abc,

ò. å. (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c) è îïåðàöèÿ àññîöèàòèâíà. ßñíî, ÷òî

a ◦ b = (2ab) = 2ba = b ◦ a

è îïåðàöèÿ êîììóòàòèâíà. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî R∗ ñ îïåðàöèåé ◦ ÿâëÿåòñÿ êîììóòà-
òèâíîé ïîëóãðóïïîé.

Åäèíè÷íûé ýëåìåíò n äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ðàâåíñòâàì:

a = a ◦ n = 2an, a = n ◦ a = 2na.

Î÷åâèäíî, ýòèì ðàâåíñòâàì óäîâëåòâîðÿåò ÷èñëî 1
2
, ïîýòîìó 1

2
� åäèíè÷íûé ýëåìåíò.

Îáðàòíûé ýëåìåíò b ê ýëåìåíòó a äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ðàâåíñòâàì:

1

2
= a ◦ b = 2ab,

1

2
= b ◦ a = 2ba.

Î÷åâèäíî ýòèì ðàâåíñòâàì óäîâëåòâîðÿåò ýëåìåíò 1
4a
, ïîýòîìó 1

4a
� îáðàòíûé ýëå-

ìåíò ê ýëåìåíòó a.
Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî R∗ ñ îïåðàöèåé ◦ ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé ñ åäè-

íè÷íûì ýëåìåíòîì 1
2
è îáðàòíûì ê a ýëåìåíòîì 1

4a
.

Îòâåò: Ìíîæåñòâî R∗ = R \ {0} ñ îïåðàöèåé a ◦ b = 2ab ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé
ãðóïïîé.
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Ïðèìåð 5.1.3. Áóäåò ëè ìíîæåñòâî

Q(
√

2) = {a+ b
√

2 | a, b ∈ Q}

ñ îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë êîëüöîì,
ïîëåì?

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ïðåæäå âñåãî, ÷òî íà ìíîæåñòâåQ(
√

2) ñëîæåíèå è óìíî-
æåíèå îïðåäåëåíî.

(a+ b
√

2) + (c+ d
√

2) = (a+ c) + (b+ d)
√

2 ∈ Q(
√

2),

(a+ b
√

2)(c+ d
√

2) = (ac+ 2bd) + (ad+ bc)
√

2 ∈ Q(
√

2)

äëÿ ëþáûõ ÷èñåë (a+ b
√

2), (c+ d
√

2) ∈ Q(
√

2).
Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèé îïðåäåëåíèÿ êîëüöà è ïîëÿ. Àññîöèàòèâíîñòü ñëî-

æåíèÿ âî ìíîæåñòâå Q(
√

2) ñëåäóåò èç àññîöèàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ âî ìíîæåñòâå R
âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Íóëåâûì ýëåìåíòîì âî ìíîæåñòâå Q(
√

2) áóäåò ÷èñëî 0 + 0
√

2 ∈ Q(
√

2).
Ýëåìåíòîì, ïðîòèâîïîëîæíûì ýëåìåíòó a+ b

√
2, âî ìíîæåñòâå Q(

√
2) áóäåò ýëå-

ìåíò −a− b
√

2.
Êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ âî ìíîæåñòâå Q(

√
2) ñëåäóåò èç êîììóòàòèâíîñòè

ñëîæåíèÿ âî ìíîæåñòâå R âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
Àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ âî ìíîæåñòâå Q(

√
2) ñëåäóåò èç àññîöèàòèâíîñòè

óìíîæåíèÿ âî ìíîæåñòâå R âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
Êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ è âûïîëíåíèå çàêîíîâ äèñòðèáóòèâíîñòè òàêæå

ñëåäóþò èç âûïîëíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ âî ìíîæåñòâå R âñåõ äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë.

Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî Q(
√

2) ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì.
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Åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì âî ìíîæåñòâå Q(
√

2) ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 1 + 0
√

2 ïîñêîëüêó

(a+ b
√

2)(1 + 0
√

2) = a+ b
√

2

äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a+ b
√

2 ∈ Q(
√

2).

Ïóñòü a+ b
√

2 ∈ Q(
√

2)∗. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî a2 + b2 6= 0, ò.å. a è b îäíîâðåìåííî íå
ðàâíû íóëþ. Ïóñòü x+ y

√
2 ∈ Q(

√
2) è ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì, îáðàòíûì äëÿ ýëåìåíòà

a+ b
√

2. Òîãäà

(a+ b
√

2)(x+ y
√

2) = 1 + 0
√

2,

(a+ b
√

2)(x+ y
√

2) = 1,

îòêóäà

x+ y
√

2 =
1

a+ b
√

2
=

a− b
√

2

(a+ b
√

2)(a− b
√

2)
=
a− b

√
2

a2 − 2b2
=

=
a

a2 − 2b2
+

b

2b2 − a2
√

2 ∈ Q(
√

2),

òàê êàê
a

a2 − 2b2
,

b

2b2 − a2
∈ Q, a2 − 2b2 6= 0.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò a+b
√

2 èìååò â Q(
√

2) îáðàòíûé ýëåìåíò
a

a2−2b2 + b
2b2−a2

√
2.

Îòâåò: Ìíîæåñòâî Q(
√

2) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

Ïðèìåð 5.1.4. Ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê íà ìíîæåñòâå èç n ýëåìåíòîâ îò-
íîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ ïåðåñòàíîâîê îáðàçóåò ãðóïïó, êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ Sn è
íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïîé n-îé ñòåïåíè. Ïðè n > 2 ãðóïïà Sn íåàáåëåâà.
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Ñîñòàâèì òàáëèöó óìíîæåíèÿ äëÿ S3. Â ãðóïïå S3 øåñòü ýëåìåíòîâ:

(
1 2 3
1 2 3

)
=

e,

(
1 2 3
2 1 3

)
= (12),

(
1 2 3
3 2 1

)
= (13),

(
1 2 3
1 3 2

)
= (23),

(
1 2 3
2 3 1

)
= (123),(

1 2 3
3 1 2

)
= (132). Òàêèì îáðàçîì, S3 = {e, (12), (13), (23), (123), (132)}.

Çàïîëíèì ñëåäóþùóþ òàáëèöó óìíîæåíèÿ äëÿ S3. Íàïðèìåð, íà ïåðåñå÷åíèè
ñòðîêè (12) è ñòîëáöà (13) ñòàâèì ïðîèçâåäåíèå
(12)(13) = (132).

S3 e (12) (13) (23) (123) (132)
e e (12) (13) (23) (123) (132)

(12) (12) e (132) (123) (123) (132)
(13) (13) (123) e (132) (123) (132)
(23) (23) (132) (123) (23) (123) (132)
(123) (123) (13) (23) (23) (123) (132)
(132) (132) (23) (12) (23) (123) (132)

Ïðèìåð 5.1.5. Ïóñòü G = Sn � ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ñòåïåíè n, à H =
{−1; 1} � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà. Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f : Sn → H,
f(τ) = sgnτ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì. Íàéòè ÿäðî è îáðàç.

Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ, ÷åòíûì ïåðåñòàíîâêàì ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå 1, à íå÷åò-
íûì � −1. Ïîñêîëüêó çíàê ïðîèçâåäåíèÿ ïåðåñòàíîâîê ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ çíàêîâ,
ò. å.

f(τσ) = sgn(τσ) = sgn(τ) · sgn(σ) = f(τ) · f(σ),

òî óñëîâèå ãîìîìîðôèçìà âûïîëíÿåòñÿ è f � ãîìîìîðôèçì. ßäðî Ker f ñîñòîèò
èç ÷åòíûõ ïåðåñòàíîâîê, ïîýòîìó Ker f = An � çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî f � ýïèìîðôèçì, ïîýòîìó Im f = H.
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5.1.2. Èíäèâèäóàëüíûå çàäàíèÿ

1. Áóäåò ëè ìíîæåñòâî A ñ îïåðàöèåé ∗ ïîëóãðóïïîé? Ñóùåñòâóåò ëè çäåñü åäèíè÷-
íûé ýëåìåíò?

1.1. A = N, a ∗ b = 2(a+ b), ∀a, b ∈ N.
1.2. A = Z, a ∗ b = a− b+ 1, ∀a, b ∈ Z.
1.3. A = Q, a ∗ b = 2a+ b, ∀a, b ∈ Q.
1.4. A = R, a ∗ b = 4ab, ∀a, b ∈ R.
1.5. A = N, a ∗ b = ab, ∀a, b ∈ N.
1.6. A = Z, a ∗ b = a+ b− 2, ∀a, b ∈ Z.
1.7. A = Q, a ∗ b = 3(a+ b), ∀a, b ∈ Q.
1.8. A = R, a ∗ b = a+b

3
, ∀a, b ∈ R.

1.9. A = N, a ∗ b =
√
ab, ∀a, b ∈ N.

1.10. A = Z, a ∗ b = −(a+ b), ∀a, b ∈ Z.
1.11. A = Q, a ∗ b = (a+ b)2, ∀a, b ∈ Q.
1.12. A = R, a ∗ b = −2ab, ∀a, b ∈ R.
1.13. A = N, a ∗ b = a2 + b2, ∀a, b ∈ N.
1.14. A = Z, a ∗ b = a+ b2, ∀a, b ∈ Z.
1.15. A = Q, a ∗ b = ab

2
, ∀a, b ∈ Q.

2. Áóäåò ëè ìíîæåñòâî M ñ óêàçàííîé îïåðàöèåé ∗ ãðóïïîé? Îïåðàöèÿ ∗ êîììó-
òàòèâíà èëè íåò?

2.1. M = Q∗, a ∗ b = 5ab, ∀a, b ∈M .
2.2. M = {−1; 1}, a ∗ b = ab, ∀a, b ∈M .
2.3. M = {2k | k ∈ Z}, a ∗ b = a+ b, ∀a, b ∈M .
2.4. M = {2k + 1 | k ∈ Z}, a ∗ b = ab, ∀a, b ∈M .
2.5. M = { m

2k−1 | m ∈ Z, k ∈ N},
a ∗ b = a+ b, ∀a, b ∈M .

2.6. M = { m
2k−1 | m ∈ Z∗, k ∈ N},
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a ∗ b = ab, ∀a, b ∈M .
2.7. M = {c+ d

√
3 | c, d ∈ Z},

a ∗ b = a+ b, ∀a, b ∈M .
2.8. M = Q∗, a ∗ b = 3ab, ∀a, b ∈M .
2.9. M = {c+ d

√
3 | c ∈ Q∗, d ∈ Q},

a ∗ b = ab, ∀a, b ∈M .
2.10. M = Z2 = {(a, b) | a, b ∈ Z},

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d), ∀(a, b), (c, d) ∈M .
2.11. M = {(a, b) | a ∈ R∗, b ∈ R},

(a, b) ∗ (c, d) = (ac, bd), ∀(a, b), (c, d) ∈M .
2.12. M = Q∗, a ∗ b = −2ab, ∀a, b ∈M .
2.13. M = {3k | k ∈ Z}, a ∗ b = a+ b, ∀a, b ∈M .
2.14. M = {c− d

√
2 | c, d ∈ Z},

a ∗ b = a+ b, ∀a, b ∈M .
2.15. M = {c− d

√
2 | c ∈ Q∗, d ∈ Q},

a ∗ b = ab, ∀a, b ∈M .
3. ßâëÿåòñÿ ëè ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî àääèòèâíîé èëè ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóï-

ïîé?
3.1. M = { a

2k−1 | a ∈ Z, k ∈ N}.
3.2. M = {a+ b

√
2 | a, b ∈ Q}.

3.3. M = {a+ b
√

3 | a ∈ Q∗, b ∈ Q}.
3.4. M = { a

3k−1 | a ∈ Z, k ∈ N}.
3.5. M = {2k − 1 | k ∈ Z}.
3.6. M = {2k | k ∈ Z}.
3.7. M = { a

2k−1 | a ∈ Z∗, k ∈ N}.
3.8. M = {a− b

√
3 | a, b ∈ Z}.

3.9. M = {− a
3k−1 | a ∈ Z∗, k ∈ N}.

3.10. M = {−a+ b
√

2 | a, b ∈ Z}.
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3.11. M = {2k + 1 | k ∈ Z}.
3.12. M = {3k | k ∈ Z}.
3.13. M = {−a+ b

√
3 | a ∈ Q∗, b ∈ Q}.

3.14. M = {2k + 1 | k ∈ R\{−1
2
}}.

3.15. M = {2k − 1 | k ∈ R\{1
2
}}.

4. Áóäåò ëè ìíîæåñòâîK ñ óêàçàííûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ êîëü-
öîì?

4.1. K = {a+ b
√

5 | a, b ∈ Q}, ñëîæåíèå è óìíîæåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
4.2. K = {(a, b) | a, b ∈ R}, (a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d), (a, b)(c, d) = (ac, bd).
4.3. K = { a

2k−1 | a ∈ Z, k ∈ N}, ñëîæåíèå è óìíîæåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
4.4. K = R, ñëîæåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, óìíîæåíèå: a ∗ b = 2ab.
4.5. K = {a+ b

√
3 | a, b ∈ Q}, ñëîæåíèå è óìíîæåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

4.6. K = {a− b
√

2 | a, b ∈ Q}, ñëîæåíèå è óìíîæåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
4.7. K = {(a, b) | a, b ∈ Q}, (a, b) + (c, d) = (a, d), (a, b)(c, d) = (ac, bd).
4.8. K = { a

3k−1 | a ∈ Z, k ∈ N}, ñëîæåíèå è óìíîæåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
4.9. K = {(a, 0) | a ∈ R}, (a, 0) + (b, 0) = (a+ b, 0), (a, 0)(b, 0) = (ab, 0).
4.10. K = {− a

4k−1 | a ∈ Z, k ∈ N}, ñëîæåíèå è óìíîæåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

4.11. K = {a− b
√

3 | a, b ∈ Q}, ñëîæåíèå è óìíîæåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
4.12. K = {a− b

√
5 | a, b ∈ Q}, ñëîæåíèå è óìíîæåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

4.13. K = {(0, b) | b ∈ R}, (0, a) + (0, b) = (0, a+ b), (0, a)(0, b) = (0, ab).
4.14. K = { a

5k−1 | a ∈ Z, k ∈ N}, ñëîæåíèå è óìíîæåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
4.15. K = {− a

2k−1 | a ∈ Z, k ∈ N}, ñëîæåíèå è óìíîæåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
5. ßâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî P ñ óêàçàííûìè îïåðàöèÿìè ïîëåì?
5.1. P = {(a, b) | a, b ∈ R}, (a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d), (a, b)(c, d) = (ac, bd).
5.2. P = { a

2k−1 | a ∈ Z, k ∈ N}, ñëîæåíèå è óìíîæåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
5.3. P = R, ñëîæåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, óìíîæåíèå: a ∗ b = 2ab.
5.4. P = {a+ b

√
5 | a, b ∈ Q}, ñëîæåíèå è óìíîæåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

5.5. P = {(a, 0) | a ∈ R}, (a, 0) + (b, 0) = (a+ b, 0), (a, 0)(b, 0) = (ab, 0).
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5.6. P = {(0, b) | b ∈ R}, (0, a) + (0, b) = (0, a+ b), (0, a)(0, b) = (0, ab).
5.7. P = Q, ñëîæåíèå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, óìíîæåíèå: a ∗ b = −3ab.
5.8. P = {a+ b

√
2 | a, b ∈ Q}, ñëîæåíèå è óìíîæåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

5.9. P = { a
4k−1 | a ∈ Z, k ∈ N}, ñëîæåíèå è óìíîæåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

5.10. P = {a+ b
√

3 | a, b ∈ Q}, ñëîæåíèå è óìíîæåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
5.11. P = { a

3k−1 | a ∈ Z, k ∈ N}, ñëîæåíèå è óìíîæåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
5.12. P = { a

5k−1 | a ∈ Z, k ∈ N}, ñëîæåíèå è óìíîæåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
5.13. P = {− a

2k−1 | a ∈ Z, k ∈ N}, ñëîæåíèå è óìíîæåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
5.14. P = {(a, b) | a, b ∈ R}, (a, b) + (c, d) = (a, d), (a, b)(c, d) = (ac, bd).
5.15. P = {a− b

√
3 | a, b ∈ Q}, ñëîæåíèå è óìíîæåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

6. Ïóñòü G � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà, e � åäèíè÷íûé ýëåìåíò, a, b, c ∈ G.
Äîêàçàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ãðóïï:

6.1. (a−1)−1 = a, (abc)−1 = c−1b−1a−1;
6.2. åñëè ab = ba, òî (ab)k = akbk äëÿ âñåõ k ∈ Z;
6.3. óðàâíåíèå ax = b èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = a−1b;
6.4. åñëè ac = ab, òî c = b; åñëè ca = ba, òî c = b.
7. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ñâîéñòâà àääèòèâíûõ ãðóïï, àíàëîãè÷íûå ñâîé-

ñòâàì çàäà÷è 6.
8. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà G àáåëåâà â êàæäîì èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:
8.1. (gh)2 = g2h2 äëÿ âñåõ g, h ∈ G;
8.2. g2 = e äëÿ âñåõ g ∈ G;
8.3. (gh)−1 = g−1h−1 äëÿ âñåõ g, h ∈ G.
9. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü óòâåðæäåíèÿ çàäà÷è 8 äëÿ àääèòèâíîé àáåëåâîé

ãðóïïû.
10. Ïóñòü G = {gi | i ∈ I} � ìíîæåñòâî ôóíêöèé. Íà ìíîæåñòâå G ââåäåì îïå-

ðàöèþ óìíîæåíèÿ (gigj)(x) = gi(gj(x)). Ñîñòàâèòü òàáëèöó óìíîæåíèÿ è âûÿñíèòü,
áóäåò ëè G ãðóïïîé.

10.1. g1(x) = x; g2(x) = x−1
x+1

; g3(x) = − 1
x
; g4(x) = −x+1

x−1 ;
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10.2. g1(x) = x; g2(x) = −x; g3(x) = 1
x
; g4(x) = − 1

x
;

10.3. g1(x) = x; g2(x) = 1
x
; g3(x) = −x; g4(x) = − 1

x
; g5(x) = x−1

x+1
; g6(x) = −x+1

x−1 .

11. Ïóñòü f : G1 → G2 � èçîìîðôèçì ãðóïï G1 è G2. Äîêàçàòü, ÷òî:

11.1. åñëè e1 � åäèíèöà â G1, òî f(e1) = e2 � åäèíèöà â G2;

11.2. åñëè a−1 � îáðàòíûé ê ýëåìåíòó a â G1, òî f(a−1) = (f(a))−1 � îáðàòíûé ê
f(a) â ãðóïïå G2;

11.3. åñëè G1 àáåëåâà, òî è G2 àáåëåâà;

11.4. åñëè G1 êîíå÷íà, òî è G2 êîíå÷íà.

12. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ñâîéñòâà, àíàëîãè÷íûå ñâîéñòâàì 1 � 4 çàäà÷è
11, åñëè:

12.1. G1 � àääèòèâíàÿ ãðóïïà, G2 � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà;

12.2. G1 è G2 � àääèòèâíûå ãðóïïû;

12.3. G1 � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ, à G2 � àääèòèâíàÿ ãðóïïû.

13. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïû (mZ,+) è (nZ,+) èçîìîðôíû äëÿ ëþáûõ m è n, ïðè-
íàäëåæàùèõ N.

14. Äîêàçàòü, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíûå ãðóïïû G1 = {−1, 1} è

G2 =

{(
1 0
0 1

)
,

(
0 1
1 0

)}
èçîìîðôíû.

15. Óñòàíîâèòü èçîìîðôèçì ìåæäó ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïîé R+ ïîëîæèòåëü-
íûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è àääèòèâíîé ãðóïïîé R âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

16. Ïóñòü a � ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå (G, ·). Íà
ìíîæåñòâå G îïðåäåëèì îïåðàöèþ ∗, ñ÷èòàÿ x ∗ y = xay. Äîêàçàòü, ÷òî (G, ∗) �
ãðóïïà è ϕ : x 7→ xa−1, x ∈ G � èçîìîðôèçì (G, ·) íà (G, ∗).

17. Äîêàçàòü èçîìîðôèçì ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ãðóïï:

18.1. G1 =
{
a+ b

√
3 | a, b ∈ Q, a2 + b2 > 0

}
;



Êàôåäðà
ÀÃ è ÌÌ

Íà÷àëî

Ñîäåðæàíèå

J I

JJ II

Ñòðàíèöà 103 èç 162

Íàçàä

Íà âåñü ýêðàí

Çàêðûòü

G2 =

{
a 3b
b a

| a, b ∈ Q, a2 + b2 > 0

}
;

18.2. G1 = {z ∈ C | | z | = 1}, G2 =

{(
cosϕ sinϕ
−sinϕ cosϕ

)
| 0 < ϕ < 2π

}
19. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, íà êîòîðîé äåéñòâóåò àâòîìîðôèçì ϕ, îáëàäàþ-

ùèé ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: ϕ(g) 6= g äëÿ êàæäîãî g ∈ G, g 6= e, ϕ(ϕ(g)) = g äëÿ
êàæäîãî g ∈ G. Äîêàçàòü, ÷òî G àáåëåâà.

20. Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f àääèòèâíîé ãðóïïû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë â àä-
äèòèâíóþ ãðóïïó äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë òàêîå, ÷òî f : a+ bi 7→ b ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð-
ôèçìîì. Íàéòè ÿäðî è îáðàç ãîìîìîðôèçìà.

21. Ïóñòü ϕ � îòîáðàæåíèå àääèòèâíîé ãðóïïû Z â ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó
R∗ òàêîå, ÷òî ϕ : k 7→ (−1)k. Ïîêàçàòü, ÷òî ϕ � ãîìîìîðôèçì. Íàéòè Imϕ è Kerϕ.

22. Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû C∗ â ìóëüòèïëè-
êàòèâíóþ ãðóïïó ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, òàêîå, ÷òî f : a + bi 7→√
a2 + b2 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì. Íàéòè ÿäðî è îáðàç f .

23. Ïóñòü G � àáåëåâà ãðóïïà. Ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f : x 7→ xn, x ∈ G, n �
ôèêñèðîâàííîå öåëîå ÷èñëî, ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì. Ýòîò ãîìîìîðôèçì íàçûâà-
åòñÿ ñòåïåííûì. Ïîêàçàòü, ÷òî âñå ãîìîìîðôèçìû öèêëè÷åñêîé ãðóïïû G â ñåáÿ
ÿâëÿþòñÿ ñòåïåííûìè.

24. Ïóñòü f : (nZ,+) 7→ (mZ,+) òàêîå îòîáðàæåíèå, ÷òî f : nk 7→ rk, k ∈ Z,
n,m, r � ôèêñèðîâàííûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Äîêàçàòü, ÷òî f � ãîìîìîðôèçì. Íàé-
òè ÿäðî è îáðàç f . Áóäåò ëè f ìîíîìîðôèçìîì, ýïèìîðôèçìîì, èçîìîðôèçìîì?

24.1. n = 1,m = 2, r = 4; 24.2. n = 2,m = 3, r = 3;

24.3. n = 3.m = 6, r = 12; 24.4. n = 1,m = 4, r = 4;

24.5. n = 3,m = 2, r = 4; 24.6. n = 2,m = 2, r = 6.

25. Ïóñòü ϕ � îòîáðàæåíèå ãðóïïû (M, ∗) â ãðóïïó (N, ◦). Áóäåò ëè ϕ ãîìîìîð-
ôèçìîì? Åñëè ϕ ãîìîìîðôèçì, òî íàéòè Imϕ è Kerϕ. Áóäåò ëè ϕ ìîíîìîðôèçìîì,
ýïèìîðôèçìîì, èçîìîðôèçìîì?
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25.1. M =

{(
a 3b
b a

)
| a, b ∈ Q, a2 + b2 > 0

}
,

N =
{
a+ b

√
3 | a, b ∈ Q, a2 + b2 > 0

}
,

∗ è ◦ � óìíîæåíèå,

ϕ :

(
a 3b
b a

)
7→ a+ b

√
3;

25.2. M =

{(
a 2b
b a

)
| a, b ∈ Q

}
, N =

{
a+ b

√
2 | a, b ∈ Q, a2 + b2 > 0

}
,

∗ � ñëîæåíèå, ◦ � óìíîæåíèå,

ϕ :

(
a 2b
b a

)
7→ a+ b

√
2;

25.3.M =

{(
a b
b a

)
| a, b ∈ Q

}
, N = 3Z,

∗ è ◦ � ñëîæåíèå,

ϕ :

(
a b
b a

)
7→ 3a+ 3b;

25.4. M =

{(
a 2b
b a

)
| a, b ∈ Q, a2 + b2 > 0

}
, N = Q,

◦ � ñëîæåíèå, ∗ � óìíîæåíèå,

ϕ :

(
a 2b
b a

)
7→ a− b;

25.5. M =

{(
a 0
0 b

)
| a, b ∈ R∗

}
, N = R∗,

∗ è ◦ � óìíîæåíèå,

ϕ :

(
a 0
0 b

)
7→ ab.

26. Êàêèå èç îòîáðàæåíèé f : C∗ → R∗ ÿâëÿþòñÿ ãîìîìîðôèçìàìè:

26.1. f(z) = |z|; g(z) = 3|z| − 1;

26.2. f(z) = 1
|z| ; g(z) = 4;
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26.3. f(z) = 1 + |z|; g(z) = |z|2;
26.4. f(z) = |z|+1

2
; g(z) = 1;

26.5. f(z) = |z| − 3; g(z) = 2|z|;
26.6. f(z) = 1

|z|+1
; g(z) = 3|z|;.

27. Äëÿ êàêèõ ãðóïï G îòîáðàæåíèå f : G→ G, îïðåäåëåííîå ïðàâèëîì
27.1. f(x) = x2; 27.2. f(x) = x−1;
ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì?
28. Ïðè êàêîì óñëîâèè îòîáðàæåíèå f ãðóïïû G â ãðóïïó G, îïðåäåëåííîå ïðà-

âèëîì
28.1. f(x) = x2; 28.2. f(x) = x−1;
ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì?
29. Äîêàæèòå, ÷òî äàííûå îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ãîìîìîðôèçìàìè ãðóïï. Íàé-

äèòå ÿäðî è îáðàç.
29.1. f : (R,+) → (R∗, ·), f(a) = ea,∀a ∈ R. Çäåñü e � îñíîâàíèå íàòóðàëüíîãî

ëîãàðèôìà.
29.2. f : (R+, ·)→ (R,+), f(a) = lna,∀a ∈ R∗.
29.3. f : (R∗, ·)→ (R∗, ·), f(a) = signa,∀a ∈ R∗.
29.4. f : (R∗, ·)→ (R∗, ·), f(a) = |a|, ∀a ∈ R∗.
29.5. f : (C∗, ·)→ (R∗, ·), f(a) = |a|, ∀a ∈ C∗.
30. Íàéäèòå âñå ïàðû (m,n) öåëûõ ÷èñåë, ïðè êîòîðûõ îòîáðàæåíèå

x 7→ mxn, ∀x ∈ Q∗,

ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû Q∗.
31. Äîêàæèòå, ÷òî àääèòèâíàÿ ãðóïïà öåëûõ ÷èñåë íå ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôíûì

îáðàçîì àääèòèâíîé ãðóïïû ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.
32. Äîêàæèòå èçîìîðôèçì ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ãðóïï

C∗ '
{(

a b
−b a

) ∣∣a, b ∈ R, a2 + b2 > 0

}
,
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33. Ñëåäóþùèé íàáîð ãðóïï ðàçáåéòå íà êëàññû ïîïàðíî èçîìîðôíûõ ãðóïï:
(Q∗, ·), (R∗, ·), (C∗, ·), (Z,+), (mZ,+), m ∈ N, (Q,+), (R,+), (C,+).

34. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû S3 èçîìîðôíà S3.
35. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû S4 èçîìîðôíà S4.
36. Ïóñòü G � àáåëåâà ãðóïïà è f(a) = a2, ∀a ∈ G. Áóäåò ëè f : G→ G ãîìîìîð-

ôèçìîì, ìîíîìîðôèçìîì, àâòîìîðôèçìîì?
37. ÏóñòüG èH � ãðóïïû âçàèìíî ïðîñòûõ ïîðÿäêîâ è îòîáðàæåíèå f : G→ H �

ãîìîìîðôèçì. Äîêàæèòå, ÷òî Kerf = G.
38. Ïóñòü (G, ·) � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà è t ∈ G � ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò.

Íà ìíîæåñòâå G ââåäåì íîâóþ îïåðàöèþ ∗ ïîëàãàÿ a∗b = atb. Äîêàæèòå, ÷òî (G, ∗) �
ãðóïïà, èçîìîðôíàÿ ãðóïïå (G, ·).

39. Íàéäèòå âñå èçîìîðôèçìû ãðóïï (Z4,+) è (Z5, ·).
40. Çàôèêñèðóåì ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî t 6= 0. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå f : x 7→

xt, ∀x ∈ Q, ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì àääèòèâíîé ãðóïïû (Q,+).

5.2. Ïðàêòèêóì ïî òåìå ¾Ïîëå C¿

5.2.1. Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷

Ïðèìåð 5.2.1. Äàíû êîìïëåêñíûå ÷èñëà z1 = 2 − 3i è z2 = −1− i. Âû÷èñëèòå
z1 + z2, z1 − z2, z1 · z2, z1/z2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ñëîæåíèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå ñêëà-
äûâàþòñÿ èõ äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè è êîýôôèöèåíòû ïðè i:

z1 + z2 = (2− 3i) + (−1− i) = (2− 1) + (−3− 1)i = 1− 4i.

Ïðè âû÷èòàíèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå âû÷èòàþòñÿ èõ äåé-
ñòâèòåëüíûå ÷àñòè è êîýôôèöèåíòû ïðè i:

z1 − z2 = (2− 3i)− (−1− i) = (2 + 1) + (−3 + 1)i = 3− 2i.
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Äëÿ òîãî ÷òîáû ïåðåìíîæèòü äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà, íàäî ïåðåìíîæèòü èõ êàê
äâó÷ëåíû, à çàòåì çàìåíèòü i2 íà −1:

z1 · z2 = (2− 3i)(−1− i) = −2 + 3i− 2i+ 3i2 =

= (−2− 3) + (3− 2)i = −5 + i.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷àñòíîãî óìíîæèì äåëèìîå è äåëèòåëü íà ÷èñëî, ñîïðÿæåííîå
äåëèòåëþ:

z1
z2

=
2− 3i

−1− i
=

(2− 3i)(−1 + i)

(−1− i)(−1 + i)
=

=
−2 + 3i+ 2i− 3i2

(−1)2 − i2
=

1 + 5i

2
=

1

2
+

5

2
i.

Î ò â å ò: z1 + z2 = 1− 4i, z1− z2 = 3− 2i, z1 · z2 = −5 + i, z1/z2 = 1/2 + (5/2)i.

Ïðèìåð 5.2.2. Âû÷èñëèòå (3 + 2i)/(7− 2i),
(
(1− 2i)/(1 + 2i)

)3
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ (3 + 2i)/(7− 2i) óìíîæèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíà-
òåëü íà ÷èñëî, ñîïðÿæåííîå çíàìåíàòåëþ:

3 + 2i

7− 2i
· 7 + 2i

7 + 2i
=

(21− 4) + (6 + 14)i

72 − (2i)2
=

17

53
+

20

53
i.

Äëÿ âîçâåäåíèÿ â êóá ÷èñëà (1− 2i)/(1 + 2i) âíà÷àëå âû÷èñëèì:

1− 2i

1 + 2i
· 1− 2i

1− 2i
=

(1− 2i)2

12 − (2i)2
=

1− 4i− 4

1 + 4
=
−3

5
− 4

5
i.

Òåïåðü èìååì:(
1 + 2i

1− 2i

)3

=

(
−3

5
− 4

5
i

)3

=
−1

53
(3 + 4i)3 =

−1

53
(27 + 108i−

−144− 64i) =
−1

53
(−117 + 44i) =

117

125
− 44

125
i.
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Ïðèìåð 5.2.3. Âû÷èñëèòå
√

6 + 8i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ (2.3.2) èìååì
√

6 + 8i = ±(
√

8 + i
√

2).

Ï ð î â å ð ê à:
(
± (
√

8 + i
√

2)
)2

= 8− 2 + 2
√

8
√

2i = 6 + 8i.

Î ò â å ò: ±(
√

8 + i
√

2).

Ïðèìåð 5.2.4. Âû÷èñëèòå
√

1− i.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

√
1− i = x+yi, ãäå x, y ∈ R. Âîçâîäÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà â

êâàäðàò, ïîëó÷èì 1− i = (x2− y2) + 2xyi. Èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
èìååì: {

x2 − y2 = 1
2xy = −1.

Âîçâîäÿ îáà óðàâíåíèÿ â êâàäðàò è ñêëàäûâàÿ èõ, ïîëó÷èì:

x4 + 2x2y2 + y4 = 2,

îòêóäà (x2 + y2)2 = 2 èëè x2 + y2 =
√

2. Òåïåðü èç ñèñòåìû{
x2 + y2 =

√
2

x2 − y2 = 1,

íàõîäèì x2 = (
√

2+1)/2, y2 = (
√

2−1)/2. Âòîðîå óðàâíåíèå 2xy = −1 ïåðâîíà÷àëüíîé
ñèñòåìû óêàçûâàåò, ÷òî ÷èñëà x è y èìåþò ðàçíûå çíàêè. Ïîýòîìó èñõîäíàÿ ñèñòåìà
èìååò äâà ðåøåíèÿ:

x1 =

√√
2 + 1

2
, y1 = −

√√
2− 1

2
,

x2 = −

√√
2 + 1

2
, y2 =

√√
2− 1

2
.

Î ò â å ò:
√

1− i = ±
(√√

2+1
2
− i
√√

2−1
2

)
.
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Ïðèìåð 5.2.5. Íàéäèòå äåéñòâèòåëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

(5− 8i)x+ (7 + 3i)y = 2− i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåîáðàçóÿ ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ è èñïîëüçóÿ óñëîâèå ðàâåí-
ñòâà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (5x+ 7y) + (−8x+ 3y)i = 2− i, ïîëó÷èì ñèñòåìó{

5x+ 7y = 2
−8x+ 3y = −1,

îòêóäà íàõîäèì x = 13/71, y = 11/71.
Î ò â å ò: x = 13/71, y = 11/71.

Ïðèìåð 5.2.6. Â ïîëå C ðåøèòå óðàâíåíèå x2 + x+ 1 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óðàâíåíèå x2 + x + 1 = 0 íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé, ïî-
ñêîëüêó äèñêðèìèíàíò D = 12 − 4 · 1 · 1 = −3 < 0. Íî îíî èìååò êîìïëåêñíûå
êîðíè:

x1 =
−1 + i

√
3

2
, x2 =

−1− i
√

3

2
.

Î ò â å ò: x1,2 = (−1± i
√

3)/2.

Ïðèìåð 5.2.7. Â ïîëå C ðåøèòå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

z2 − (2 + 4i)z + (−9/2 + 2i) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàõîäèì äèñêðèìèíàíò D = v2 − 4uw = 6 + 8i. Ïîëó÷àåì:

z1 =
2 + 4i+

√
8 + i

√
2

2
= 1 +

√
2 + (2 +

√
2/2)i,

z2 =
2 + 4i− (

√
8 + i

√
2)

2
= 1−

√
2 + (2−

√
2/2)i.

Î ò â å ò: z1,2 = 1±
√

2 + (2±
√

2/2)i.
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Ïðèìåð 5.2.8. Ðåøèòå óðàâíåíèå

(2 + i)x2 − (5− i)x+ (2− 2i) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ôîðìóëå êîðíåé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì:

x1,2 =
(5− i)±

√
(5− i)2 − 4(2 + i)(2− 2i)

2(2 + i)
=

=
(5− i)±

√
−2i

4 + 2i
.

Òàê êàê
√
−2i = ±(1− i), òî

x1 =
(5− i) + (1− i)

4 + 2i
=

6− 2i

4 + 2i
= 1− i,

x2 =
(5− i)− (1− i)

4 + 2i
=

4

4 + 2i
=

2

2 + i
=

4

5
− 2

5
i.

Î ò â å ò: x1 = 1− i, x2 = 4/5− (2/5)i.

Ïðèìåð 5.2.9. Ïðåäñòàâüòå â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå ÷èñëà: z1 =
√

3 − i,
z2 = −5, z3 = −3(cos(π/5)− isin(π/5)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçîáðàçèì ÷èñëà z1, z2 íà ïëîñêîñòè (ñì. ðèñ. 1). Äëÿ êîìïëåêñ-
íîãî ÷èñëà z1 =

√
3− i ñîãëàñíî ôîðìóëàì 2.5.6 èìååì:

|z1| =
√

(
√

3)2 + (−1)2 = 2, sinϕ = −1

2
, cosϕ =

√
3

2
, ϕ = −π

6
.

Çíà÷èò

z1 =
√

3− i = 2

(
cos
(
−π

6

)
+ isin

(
−π

6

))
.
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Ðèñ. 1

Äëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z2 = −5 èìååì: |z2| = 5, ϕ = π è

z2 = −5 = 5(cosπ + isinπ).

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî z3 = −3(cos(π/5) − isin(π/5)) çàïèñàíî íå â òðèãîíîìåòðè-
÷åñêîé ôîðìå, òàê êàê îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî −3 íåëüçÿ ñ÷èòàòü ìîäóëåì z3. Êðî-
ìå òîãî, êîýôôèöèåíò ïðè i ðàâåí −sin(π/5), à â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå ìíè-
ìàÿ ÷àñòü äîëæíà áûòü çàïèñàíà òàê: isinϕ. Ïðåäñòàâèì ÷èñëî z3 â âèäå z3 =
3(−cos(π/5) + isin(π/5)). Îòñþäà çàêëþ÷èì, ÷òî àðãóìåíòîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà
z3 ÿâëÿåòñÿ òàêîé óãîë ϕ, äëÿ êîòîðîãî cosϕ = −cos(π/5), à sinϕ = sin(π/5). Ýòîò
óãîë ëåãêî íàéòè: ϕ = π − (π/5) = (4/5)π. Èòàê, èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå â òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêîé ôîðìå: z3 = 3(cos(4/5)π + isin(4/5)π).

Î ò â å ò: z1 = 2(cos(−π/6) + isin(−π/6)), z2 = 5(cosπ + isinπ),
z3 = 3(cos(4/5)π + isin(4/5)).

Ïðèìåð 5.2.10. Èçîáðàçèòå íà ïëîñêîñòè è çàïèøèòå â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
ôîðìå ÷èñëà

z1 = −2i, z2 = −1 + i
√

3, z3 = 1− i.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îòêëàäûâàÿ äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà íà îñè
OX, à êîýôôèöèåíò ïðè i � íà îñè OY , ïîëó÷èì òî÷êè íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè,
ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëàì z1, z2, z3 (ñì. ðèñ. 2).
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Ðèñ. 2

Òàê êàê òî÷êà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷èñëó z1, ëåæèò íà êîîðäèíàòíîé îñè OY , òî
ìîäóëü è àðãóìåíò ÷èñëà z1 ëåãêî îïðåäåëèòü ïî ðèñ. 3: |z1| = 2, argz1 = (3/2)π.
Ñëåäîâàòåëüíî, òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà ÷èñëà z1 èìååò âèä:

z1 = 2

(
cos

3π

2
+ isin

3π

2

)
.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìû êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z2 = a + bi
âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè ìîäóëÿ è àðãóìåíòà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Îïðåäåëÿåì

|z2| =
√

(−1)2 + (
√

3)2 = 2. Òàê êàê òî÷êà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìïëåêñíîìó ÷èñëó
z2, ëåæèò âî âòîðîé ÷åòâåðòè, òî x < 0 è

argz2 = π + arctg(−
√

3) = π − π

3
=

2π

3
.

Ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó:

z2 = 2

(
cos

2π

3
+ isin

2π

3

)
.

Îïðåäåëÿåì |z3| =
√

12 + (−1)2 =
√

2. Òàê êàê òî÷êà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìïëåêñ-
íîìó ÷èñëó z3, ëåæèò â ÷åòâåðòîé ÷åòâåðòè, òî x > 0 è

argz3 = arctg(−1) = −π
4
.
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Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà ïðèíèìàåò âèä:

z3 =
√

2

(
cos
(
−π

4

)
+ isin

(
−π

4

))
.

Î ò â å ò: z1 = 2(cos(3π/2) + isin(3π/2)), z2 = 2(cos(2π/3) + isin(2π/3)), z3 =√
2(cos(−π/4) + isin(−π/4)).

Ïðèìåð 5.2.11. Èçîáðàçèòå íà ïëîñêîñòè ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû íåðà-
âåíñòâ {

1 ≤ |z| ≤ 3
−π

4
< argz < π

2
.

Ðèñ. 3

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî÷êè, èçîáðàæàþùèå ðåøåíèÿ ïåðâîãî íåðàâåíñòâà, ëåæàò ìåæ-
äó îêðóæíîñòÿìè ðàäèóñîâ 1 è 3 ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, âêëþ÷àÿ ñàìè îêðóæ-
íîñòè. Òî÷êè, èçîáðàæàþùèå ðåøåíèÿ âòîðîãî íåðàâåíñòâà, ëåæàò ìåæäó ëó÷àìè
OA è OB, íå âêëþ÷àÿ ýòè ëó÷è. Èñêîìàÿ îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ýòèõ äâóõ
ôèãóð è âûäåëåíà íà ðèñ. 3.
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Ïðèìåð 5.2.12. Âû÷èñëèòå z1z2z3, (z1z2)/z3 è z
−1
1 , ãäå z1, z2 è z3 � êîìïëåêñíûå

÷èñëà èç ïðèìåðà 5.2.9.

Äîêàçàòåëüñòâî.

z1z2z3 = 2 · 5 · 3(cos (−π
6

+ π +
4π

5
) + i sin (−π

6
+ π +

4π

5
) =

= 30(cos (49π
30

) + i sin (49π
30

),

(z1z2)/z3 = ((2 · 5)/3)(cos(−π/6 + π − (4/5)π) + isin(−π/6 + π − (4/5)π)) =

= (10/3)(cos(π/30) + isin(π/30)),

z−11 = (1/2)(cos(π/6) + isin(π/6)).

Ïðèìåð 5.2.13. Âû÷èñëèòå

A =
3(cos20◦ − isin20◦) · 2(cos230◦ − isin130◦)

−sin210◦ − icos210◦
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ è ñâîéñòâà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ôóíêöèé, ïðåîáðàçóåì êîìïëåêñíûå ÷èñëà ê òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå:

A =
3(cos(−20◦) + isin(−20◦))2(cos230◦ + isin(360◦ − 130◦))

−sin(270◦ − 60◦)− icos(270◦ − 60◦)
=

=
3(cos(−20◦) + isin(−20◦))2(cos230◦ + isin230◦)

cos60◦ + isin60◦
.
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Òåïåðü, ïðèìåíÿÿ ïðàâèëà óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë â òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêîé ôîðìå, âû÷èñëèì:

A =
3 · 2(cos(−20◦ + 230◦) + isin(−20◦ + 230◦))

cos60◦ + isin60◦
=

= 6(cos(210◦ − 60◦) + isin(210◦ − 60◦)) = 6(cos150◦ + isin150◦) =

= 6(cos(180◦ − 30◦) + isin(180◦ − 30◦)) = 6(−cos30◦ + isin30◦) =

= 6

(
−
√

3

2
+ i

1

2

)
= −3

√
3 + 3i.

Î ò â å ò: A = −3
√

3 + 3i.

Ïðèìåð 5.2.14. Âû÷èñëèòå (z1z3)
30, ãäå z1 è z3 � êîìïëåêñíûå ÷èñëà èç ïðèìåðà

5.2.9.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì: (z1z3)
30 = (2 · 3)30× (cos30(−π/6 + (4/5)π) + isin30(−π/6 +

(4/5)π)) = 630(cos19π + isin19π) = 630(cosπ + isinπ) = −630.

Ïðèìåð 5.2.15. Âû÷èñëèòå 3
√
−5.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëî (−5) â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå çàïèñûâàåòñÿ òàê: −5 =
5(cosπ + isinπ). Ïî ôîðìóëå (2.6.10) èìååì:

ck = 3
√
−5 =

3
√

5
(
cos

π + 2πk

3
+ isin

π + 2πk

3

)
, k = 0, 1, 2.

Îòñþäà c0 =
3
√

5
(
cos(π/3) + isin(π/3)

)
= (

3
√

5/2)(1 + i
√

3),

c1 =
3
√

5(cosπ + isinπ) = − 3
√

5,

c2 = 3
√

5(cos(5/3)π + isin(5/3)π) = ( 3
√

5/2)(1− i
√

3).
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Ïðèìåð 5.2.16. Âû÷èñëèòå (−1 + i
√

3)6,
4
√
−1 + i

√
3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðèìåðå (5.2.10) íàéäåíà òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà êîìïëåêñ-
íîãî ÷èñëà −1 + i

√
3, à èìåííî: −1 + i

√
3 = 2(cos(2π/3) + isin(2π/3)). Èç ôîðìóëû

Ìóàâðà 2.6.9 ïðè n = 6 èìååì:

(−1 + i
√

3)6 =
(

2
(
cos

2π

3
+ isin

2π

3

))6
=

= 26
(
cos

6 · 2π
3

+ isin
6 · 2π

3

)
= 64(cos4π + isin4π) =

= 64(cos0 + isin0) = 64.

Äëÿ èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà èñïîëüçóåì ôîðìóëó

n
√
r(cosϕ+ isinϕ) = n

√
r
(
cos

ϕ+ 2πk

n
+ isin

ϕ+ 2πk

n

)
,

ãäå k = 0, 1, . . . , n− 1. Ïîñêîëüêó n = 4, òî

zk =
4

√
−1 + i

√
3 =

4

√
2(cos

2π

3
+ isin

2π

3
) =

=
4
√

2
(
cos

2π/3 + 2πk

4
+ isin

2π/3 + 2πk

4

)
.

Ïîëàãàÿ k = 0, 1, 2, 3, ïîëó÷èì:

z0 = 4
√

2
(
cosπ

6
+ isinπ

6

)
=

4√2·
√
3

2
+ i

4√2
2
,

z1 = 4
√

2
(
cos2π

3
+ isin2π

3

)
= −

4√2
2

+ i
4√2·
√
3

2
,

z2 = 4
√

2
(
cos7π

6
+ isin7π

6

)
= −

4√2·
√
3

2
− i

4√2
2
,

z3 = 4
√

2
(
cos5π

3
+ isin5π

3

)
=

4√2
2
− i

4√2·
√
3

2
.
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Ïðèìåð 5.2.17. Âû÷èñëèòå n
√

1 ïðè n ≤ 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè n = 2 èìååì äâà êîðíÿ: ε0 = 1, ε1 = −1. Ìíîæåñòâî {−1, 1}
ñ óìíîæåíèåì ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé 〈−1〉 ïîðÿäêà 2.

Ïðè n = 3 èìååì òðè êîðíÿ:

ε0 = 1, ε1 = cos
2

3
π + isin

2

3
π = −1

2
+ i

√
3

2
,

ε2 = cos
4

3
π + isin

4

3
π = −1

2
− i
√

3

2
.

Ìíîæåñòâî {
−1

2
+ i

√
3

2
, −1

2
− i
√

3

2
, 1
}

ñ óìíîæåíèåì ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé 〈−1/2 +
√

3i/2〉 ïîðÿäêà 3, ïîðîæäåí-
íîé ýëåìåíòîì −1/2 +

√
3i/2. Ñîñòàâèì òàáëèöó óìíîæåíèÿ äëÿ ýòèõ êîðíåé.

1 − 1
2 + i

√
3
2 − 1

2 − i
√
3
2

1 1 − 1
2 + i

√
3
2 − 1

2 − i
√
3
2

− 1
2 + i

√
3
2 − 1

2 + i
√
3
2 − 1

2 − i
√
3
2 1

− 1
2 − i

√
3
2 − 1

2 − i
√
3
2 1 − 1

2 + i
√
3
2

Â ÷àñòíîñòè, (
− 1

2
− i
√

3

2

)−1
= −1

2
+ i

√
3

2
,

(
− 1

2
+ i

√
3

2

)−1
= −1

2
− i
√

3

2
.
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Ïðè n = 4 èìååì ÷åòûðå êîðíÿ:

ε0 = 1, ε1 = cos
2

4
π + isin

2

4
π = i,

ε2 = cosπ + isinπ = −1, ε3 = cos
6

4
π + isin

6

4
π = −i.

Ìíîæåñòâî {i,−1,−i, 1} ñ óìíîæåíèåì ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé 〈i〉 ïîðÿäêà
4, ïîðîæäåííîé ýëåìåíòîì i. Ñîñòàâèì òàáëèöó óìíîæåíèÿ äëÿ ýòèõ êîðíåé.

1 i −1 −i
1 1 i −1 −i
i i −1 −i 1

−1 −1 −i 1 i

−i −i 1 i −1

Â ÷àñòíîñòè, i−1 = −i, (−1)−1 = −1, (−i)−1 = i.

Ïðèìåð 5.2.18. Óêàæèòå ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ÷åòâåðòîé ñòåïåíè èç åäèíèöû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåîáðàçíûìè êîðíÿìè ÷åòâåðòîé ñòåïåíè èç åäèíèöû áóäóò êîð-
íè: ε1 = i è ε3 = −i.

5.2.2. Èíäèâèäóàëüíûå çàäàíèÿ

1. Íàéäèòå z1 + z2, z1 − z2, z1 · z2, z1/z2.
1. 1. z1 = 2 + i, z2 = −3− 2i.
1. 2. z1 = −1 + 3i, z2 = 2− i.
1. 3. z1 = 4− i, z2 = 1 + 3i.
1. 4. z1 = −1 + 4i, z2 = 2− 3i.
1. 5. z1 = 3− i, z2 = −2 + 3i.
1. 6. z1 = −4 + i, z2 = 2− i.
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1. 7. z1 = 1− 3i, z2 = −2 + i.
1. 8. z1 = 4− 3i, z2 = −2 + 5i.
1. 9. z1 = 2− 4i, z2 = 3 + i.
1. 10. z1 = −3 + 2i, z2 = 5− i.
1. 11. z1 = −2− 5i, z2 = −1 + i.
1. 12. z1 = −4 + 3i, z2 = 6− i.
1. 13. z1 = 5− 2i, z2 = 3 + 4i.
1. 14. z1 = −1− 2i, z2 = 4 + 3i.
1. 15. z1 = 6− 4i, z2 = 4 + i.

2. Íàéäèòå äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ x è y èç óðàâíåíèÿ z1 · x + z2 · y = 2 − 5i,
ãäå z1 è z2 � ÷èñëà èç çàäàíèÿ 1.

3. Âû÷èñëèòå
√
z1 è

√
z2 â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå äëÿ ÷èñåë z1 è z2 èç çàäàíèÿ 1.

4. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ.

4. 1. x2 − (2 + i)x+ 7i− 1 = 0, x2 − 4x+ 5 = 0.
4. 2. x2 − (3− 2i)x+ 5− 5i = 0, x2 − 3x+ 4 = 0.
4. 3. x2 − (5− 3i)x+ 2− 6i = 0, 2x2 − 3x+ 5 = 0.
4. 4. x2 + (2i− 7)x+ 13− i = 0, x2 + 3x+ 6 = 0.
4. 5. x2 − (1 + i)x+ 6 + 3i = 0, 3x2 − 2x+ 3 = 0.
4. 6. x2 − 5x+ 4 + 10i = 0, −2x2 + x− 1 = 0.
4. 7. (1− i)x2 + (5− i)x+ 4 + 2i = 0, −x2 + 2x− 2 = 0.
4. 8. (3 + i)x2 + (1− i)x− 6i = 0, x2 + x+ 2 = 0.
4. 9. x2 − (7 + i)x+ 16 + 11i = 0, 3x2 − 2x+ 4 = 0.
4. 10. x2 − (3 + 2i)x+ 5i+ 5 = 0, −2x2 + 3x− 2 = 0.
4. 11. x2 + (5i− 1)x− 8− i = 0, 3x2 + 5x+ 3 = 0.
4. 12. x2 + (4i− 3)x− 7− i = 0, 2x2 − 4x+ 5 = 0.
4. 13. x2 − (3− 3i)x+ 6− 2i = 0, x2 − 2x+ 5 = 0.
4. 14. x2 − (5− 6i)x+ 1− 13i = 0, x2 + 3x+ 5 = 0.
4. 15. x2 − 3x+ 11− 3i = 0, x2 + 5x+ 7 = 0.
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5. Èçîáðàçèòå íà ïëîñêîñòè è çàïèøèòå â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå ÷èñëà z1 è
z2.

5. 1. z1 = 1− i, z2 = −2i.

5. 2. z1 = 3i, z2 = −1 + i
√

3.
5. 3. z1 = 2 + 2i, z2 = −3.

5. 4. z1 = −
√

3 + i, z2 = −i.
5. 5. z1 =

√
12− 2i, z2 = 2i.

5. 6. z1 = −4, z2 = 1 + i.

5. 7. z1 = 1, z2 = −
√

12 + 2i.
5. 8. z1 = −1 + i, z2 = −i.
5. 9. z1 = −1− i, z2 = 6i.

5. 10. z1 = 1 + i
√

3, z2 = −2.

5. 11. z1 = −3i, z2 = −
√

3− i.
5. 12. z1 = −2− i

√
12, z2 = −1.

5. 13. z1 = 2, z2 = −1− i
√

3.

5. 14. z1 =
√

12 + 2i, z2 = −6i.

5. 15. z1 = 5i, z2 = −
√

3− i.
6. Âû÷èñëèòå.

6. 1. 5(cos350◦ − isin(−10◦)) · 2(cos80◦ − isin280◦).

6. 2. 3(cos50◦ − isin670◦) · 4(cos290◦ + isin70◦).

6. 3.
2(cos220◦ + isin140◦)

sin40◦ − icos220◦
.

6. 4. 3(cos230◦ − isin130◦) · 4(sin50◦ + icos(−50◦)).

6. 5.
2(cos(−13π/7) + isin(6π/7))

6(cos(−13π/7)− isin(6π/7))
.

6. 6. 3(cos3π
4
− isin7π

4
) · (cos7π

4
− icos3π

4
).

6. 7.
5(cos49◦ − isin229◦)

3(cos41◦ − icos49◦)
.
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6. 8. 3(cos340◦ − isin20◦) · 2(−sin70◦ − isin160◦).

6. 9.
2(cos430◦ + icos160◦)

5(cos110◦ − isin250◦)
.

6. 10. 5(−cosπ
3
− isin4π

3
) · 4(cos5π

3
− isinπ

3
).

6. 11.
6(cos42◦ + isin222◦)

5(sin42◦ + isin132◦)
.

6. 12. (cos7π
4
− isinπ

4
) · 3(cos7π

4
− isin3π

4
).

6. 13.
3(−sin20◦ − isin110◦)

cos(−220◦)− isin140◦
.

6. 14. 7(−sin40◦ − isin130◦) · 3(cos40◦ − isin320◦).

6. 15.
3(cos190◦ − isin170◦)

−sin40◦ + isin50◦
.

7. Èçîáðàçèòå íà ïëîñêîñòè ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ
ñèñòåìå íåðàâåíñòâ.

7. 1.

{
2 ≤ |z| ≤ 4
π
2
≤ arg

(
z

1+i

)
≤ π.

7. 2.

{
1 <

∣∣∣ z
1+i
√
3

∣∣∣ < 2

−π
4
≤ argz ≤ π

2
.

7. 3.

{
1 < |z| < 3
π
4
≤ arg

(
z

1−i

)
≤ 3π

4
.

7. 4.

{
1 ≤

∣∣∣ z√
12−2i

∣∣∣ ≤ 2

−π
2
≤ argz ≤ π.

7. 5.

{
2 ≤ |z|+ 1 ≤ 3
π
3
≤ arg

(
z

1−i
√
3

)
≤ 5π

6
.

7. 6.

{
2 <

∣∣∣ z
−1−i

√
3

∣∣∣ < 3
π
3
≤ argz − π

6
≤ π

2
.

7. 7.

{
3 ≤ |z| ≤ 5
π
4
< arg

(
z
−1−i

)
< π

2
.

7. 8.

{
1 ≤

∣∣∣ z
2−i
√
12

∣∣∣ ≤ 3

−π
6
< argz < π

2
.

7. 9.

{
1 ≤

∣∣∣ z
1+
√
3

∣∣∣ ≤ 3

−π
4
< argz < 3π

4
.

7. 10.

{
1 < |z| < 5

−π
4
≤ arg

(
z√

12−2i

)
≤ π

3
.
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7. 11.

{
2 <

∣∣∣ z
−1−i

√
3

∣∣∣ < 3

−π
3
≤ argz ≤ π

3
.

7. 12.

{
2 ≤ |z| ≤ 6
π
2
< arg

(
z

1−i
√
3

)
< π.

7. 13.

{
1 ≤

∣∣∣ z√
3−i

∣∣∣ ≤ 4

−π
4
< argz < 3π

4
.

7. 14.

{
2 < |z| < 3

−π
4
≤ arg

(
z

1−i

)
≤ π.

7. 15.

2 ≤
∣∣∣ z√

3−i

∣∣∣ ≤ 4

−π
3
< arg

(
z

2−i
√
12

)
< π

4
.

8. Âû÷èñëèòå.

8. 1. (−1− i
√

3)30,
5
√
−
√

12 + 2i, 3
√
−8.

8. 2. (1− i)40, 4
√
−
√

12− 2i, 4
√
−16.

8. 3. (−
√

3 + i)36,
6
√
−2− i

√
12, 4

√
i.

8. 4. (−1− i)24, 5
√

1− i
√

3, 3
√
−1.

8. 5. (−1 + i
√

3)30, 4
√
−16− 16i, 3

√
−2.

8. 6. (−
√

3− i)42, 5
√
−2 + i

√
12, 3

√
3i.

8. 7. (1− i)24, 6
√
−1− i

√
3, 4

√
−2i.

8. 8. (−1
2
− i

√
3
2

)36,
4
√√

12 + 2i, 5
√
−4.

8. 9. (−
√

12 + 2i)48,
5
√

3− i3
√

3, 4
√
−81.

8. 10. (−4− 4i)20,
6
√
−
√

12 + 2i, 3
√
−8i.

8. 11. (1− i
√

3)54, 4
√
−5 + 5i, 6

√
64.

8. 12. (
√

12 + 2i)48, 5
√

1− i, 4
√
−4.

8. 13. (−1 + i)28,
6
√√

3− i, 3
√

8i.

8. 14. (
√
3
3
− 1

3
i)30,

4
√
−
√

3− i, 6
√
−1.

8. 15. (2− i
√

12)36, 5
√

3− 3i, 4
√
−9.

9. Äëÿ ÷èñåë z, z1, z2 ∈ C äîêàæèòå ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:
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9. 1. z̄1 + z̄2 = z1 + z2. 9. 2. z̄1 · z̄2 = z1z2.
9. 3. |z|2 = zz. 9. 4. z1/z2 = (z1z2)/(|z2|2).

9. 5. z̄k1 = (z̄1)
k äëÿ ëþáîãî k ∈ N.

9. 6. |z1 + z2| ≤ |z1| + |z2|, äëÿ êàêèõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1, z2 èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî?

9. 7. |z1| − |z2| ≤ |z1 − z2|, äëÿ êàêèõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1, z2 èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî?

10. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1 è z2 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

|z1 + z2|2 + |z1 − z2|2 = 2(|z1|2 + |z2|2).

Â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ýòîãî ðàâåíñòâà?

11. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âû÷èñëèòå: (1 + i)n/(1− i)n; in; (1 + i)n+2/(1− i)n.
12. Íàéäèòå z1990 + z−1990, åñëè z2 − z + 1 = 0.

13. Âû÷èñëèòå

4

√
(−1 + i

√
3)17 · (cos19π

12
+ isin19π

12
)

32
√

2(1− i)7
.

14. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ.

14. 1. x8 − 5x4 − 6 = 0, x ∈ R.
14. 2. x4 + 1 + i

√
3 = 0, x ∈ R.

14. 3. (x+ i)4 + (x− i)4 = 0, x ∈ R.
14. 4. z3 = −z, z ∈ C.
14. 5. (1− i)z − 3iz = 2− i, z ∈ C.
14. 6. zz + 2z = 3 + 2i, z ∈ C.
14. 7. zz + 3(z − z) = 4 + 3i, z ∈ C.
14. 8. zz + 3(z + z) = 3i, z ∈ C.
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15. Ðåøèòå ñèñòåìû óðàâíåíèé:{
ix+ (1 + i)y = 3− i
(1− i)x− (6− i)y = 4,

{
(2 + i)x− (3 + i)y = i

(3− i)x+ (2 + i)y = −i.

16. Èçîáðàçèòå íà ïëîñêîñòè ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû
|2z − 4− 2i| ≤ 6
|iz + 2| ≥ 2

−5π
6
≤ arg

(
2z

i−
√
3

)
≤ π

6
.

17. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè z1, z2, z3, z4 � ðàçëè÷íûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà è ÷èñëî

z1 − z3
z2 − z3

/
z1 − z4
z2 − z4

äåéñòâèòåëüíîå, òî ÷èñëà z1, z2, z3, z4 ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè èëè íà îäíîé
ïðÿìîé.

18. Èçîáðàçèòå íà ïëîñêîñòè ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ
ñèñòåìå íåðàâåíñòâ {

2 ≤ |z − 2i| ≤ 3
π
2
≤ argzi ≤ π.

19. Ïóñòü a è b � ôèêñèðîâàííûå ðàçëè÷íûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Íà êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè íàéäèòå âñå òî÷êè, èçîáðàæàþùèå êîìïëåêñíûå ÷èñëà z, äëÿ êîòîðûõ

z − a
z − b

= cosϕ+ isinϕ,

ãäå ϕ ïðèíèìàåò ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ.
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20. Âûðàçèòå ÷åðåç cosα è sinα ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ìóàâðà: cos4α; sin4α; sin5α+
cos3α.

21. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë a, b, c, d ïðîèçâåäåíèå (a2+b2)(c2+d2)
ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó êâàäðàòîâ k2 + l2 öåëûõ ÷èñåë k è l.

22. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè m è n âçàèìíî ïðîñòû, òî âñå êîðíè ñòåïåíè mn èç
åäèíèöû ïîëó÷àþòñÿ óìíîæåíèåì êîðíåé n-é ñòåïåíè èç åäèíèöû íà êîðíè m-é
ñòåïåíè èç åäèíèöû.

23. Ñðåäè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ |z− 25i| ≤ 15, íàéäèòå
÷èñëî ñ íàèìåíüøèì ïîëîæèòåëüíûì àðãóìåíòîì.

24. Äîêàæèòå, ÷òî áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷è-
ñåë ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Èçîáðàçèòå êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè íà
ïëîñêîñòè:

24. 1. z1ρz2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |z1| = |z2|;
24. 2. z1ρz2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà z1/z2 ∈ R;
24. 3. z1ρz2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà z1/z2 ∈ R+. Çäåñü

R+ � ìíîæåñòâî âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

25. Äîêàæèòå, ÷òî îáúåäèíåíèå âñåõ êîðíåé n-é ñòåïåíè èç êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z
è −z ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ êîðíåé 2n-é ñòåïåíè èç z2.

26. Ïóñòü n, s ∈ N, s ≥ 2. Âåðíî ëè ðàâåíñòâî ns
√
zs = n

√
z?

27. Ðåøèòå ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ: (z + 1)n + (z − 1)n = 0; (z + 1)n − (z − 1)n = 0;
(z + i)n + (z − i)n = 0.

28. Ïóñòü z � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü íå÷åòíîé ñòåïåíè n èç åäèíèöû. Äîêàæèòå,
÷òî (−z) � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè 2n èç åäèíèöû.

28. Ïóñòü z � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè 2n èç åäèíèöû. Äîêàæèòå, ÷òî z
èëè (−z) � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè n èç åäèíèöû.

30. Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ(n) ñóììó âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ñòåïåíè n > 1 èç
åäèíèöû. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

30. 1. Σd|nσ(d) = 0;
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30. 2. Åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî, òî σ(p) = −1;
30. 3. Åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî, k > 1, òî σ(pk) = 0;
30. 4. Åñëè r è s � âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, r > 1, s > 1, òî σ(rs) =

σ(r)σ(s).
31. ßâëÿåòñÿ ëè ÷èñëî (2 + i)/(2− i) êîðíåì íåêîòîðîé ñòåïåíè èç åäèíèöû?
32. Íàéäèòå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîòèâîïîëîæíûì âåðøèíàì

êâàäðàòà, åñëè äâóì äðóãèì âåðøèíàì ñîîòâåòñòâóþò êîìïëåêñíûå ÷èñëà z è w.
33. Íàéäèòå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíàì ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà,

åñëè äâóì ñìåæíûì âåðøèíàì ñîîòâåòñòâóþò êîìïëåêñíûå ÷èñëà z0 è z1.

5.3. Ïðàêòèêóì ïî òåìå ¾Òåîðèÿ ãðóïï¿

5.3.1. Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷

Ïðèìåð 5.3.1. Íàéòè ðàçëîæåíèå öèêëè÷åñêîé ãðóïïû G =< g > ïîðÿäêà 12
ïî ïîäãðóïïå, ïîðîæäåííîé ýëåìåíòîì g8.

Ðåøåíèå. Ïî óòâåðæäåíèþ 3.1.1 ïîðÿäîê ýëåìåíòà g8 ðàâåí
|g8| = 12

(12,8)
= 12

4
= 3. Íàéäåì ýëåìåíòû öèêëè÷åñêîé ãðóïïû, ïîðîæäåííîé ýëå-

ìåíòîì g8 è ñîñòîÿùåé, êàê ìû âûÿñíèëè, èç òðåõ ýëåìåíòîâ.
(g8)

2
= g16 = g12 · g4, (g8)3 = g24 = g12 · g12.

Òàêèì îáðàçîì, < g8 >= {e, g4, g8}.
Îáîçíà÷èì ýòó ïîäãðóïïó ÷åðåç H. ×èñëî ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ G ïî H ðàâíî
|G : H| = |G|/|H| = 4.
gH = {g, g5, g8}; g2H = {g2, g6, g10};
g3H = {g3, g7, g11}; g4H = {g4, g8, g12 = e}.
Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî
g5H = g9H = gH; g6H = g10H = g2H;
g7H = g11H = g3H; g8H = g12H = g4H = H.
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Òàêèì îáðàçîì,
G = H ∪ gH ∪ g2H ∪ g3H.

Ïðèìåð 5.3.2. Ñîñòàâèòü òàáëèöó ñëîæåíèÿ äëÿ ôàêòîð-ãðóïïû àääèòèâíîé
ãðóïïû 5Z ïî ïîäãðóïïå 15Z. Óêàçàòü îáðàçóþùèå ýëåìåíòû ýòîé ôàêòîð-ãðóïïû.

Ðåøåíèå. Òàê êàê 5Z = {5k | k ∈ Z}, òî ëþáîé ýëåìåíò 5k èç 5Z ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â îäíîì èç ñëåäóþùèõ âèäîâ: 5k = 15t, 5k = 5 + 15t, 5k = 10 + 15t, ãäå t �
íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî. Ïîñêîëüêó 15t+ 15Z = 15Z, òî 5k + 15Z ìîæåò áûòü îäíîãî
èç ñëåäóþùèõ âèäîâ: 15Z, 5 + 15Z, 10 + 15Z.

Ýòè ìíîæåñòâà � ëåâûå ñìåæíûå êëàññû àääèòèâíîé ãðóïïû 5Z ïî ïîäãðóïïå
15Z, îíè îáðàçóþò ôàêòîð-ãðóïïó 5Z/15Z ñî ñëåäóþùåé òàáëèöåé ñëîæåíèÿ

15Z 5 + 15Z 10 + 15Z
15Z 15Z 5 + 15Z 10 + 15Z

5 + 15Z 5 + 15Z 10 + 15Z 15Z
10 + 15Z 10 + 15Z 15Z 5 + 15Z
Íàïîìíèì, ÷òî ñëåäóþùèå êëàññû a+H è b+H ñêëàäûâàþòñÿ òàê:
(a+H) + (b+H) = (a+ b) +H. Â íàøåé òàáëèöå
(5 + 15Z) + (5 + 15Z) = 10 + 15Z;
(10 + 15Z) + (5 + 15Z) = 15 + 15Z = 15Z;
(10 + 15Z) + (10 + 15Z) = 20 + 15Z = 5 + 15Z è ò.ä.
Òàê êàê |5Z/15Z| = 3, òî ôàêòîð-ãðóïïà öèêëè÷åñêàÿ, è êàæäûé åå íåíóëåâîé

ýëåìåíò áóäåò îáðàçóþùèì, ò.å.
5Z/15Z =< 5 + 15Z >=< 10 + 15Z >.
Ïðèìåð 5.3.3. Ïóñòü G � ìíîæåñòâî êîðíåé ñòåïåíè n èç åäèíèöû, ò.å.

G =

{
εk = cos

2kπ

n
+ i sin

2kπ

n
| k = 0, 1, . . . , n− 1

}
.

Ïî ôîðìóëå Ìóàâðà 2.6.9 εk = εk1, ïîýòîìó G =< ε1 > � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà
ïîðÿäêà n, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòîì ε1 = cos 2π

n
+ i sin 2π

n
.
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Êîðåíü n � îé ñòåïåíè èç 1 íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíûì èëè ïåðâîîáðàçíûì, åñëè îí
íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì èç åäèíèöû ìåíüøåé ñòåïåíè. Èçâåñòíî, ÷òî êîðåíü n-îé ñòåïåíè
èç åäèíèöû áóäåò ïðèìèòèâíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà m è n âçàèìíî ïðîñòû.
Â ÷àñòíîñòè, ε1 è εn−1 � ïðèìèòèâíûå êîðíè n-îé ñòåïåíè èç åäèíèöû. Ïîýòîìó
G =< ε1 >=< εn−1 >=< εm > äëÿ ëþáîãî m âçàèìíî ïðîñòîãî ñ n.

Ïðèìåð 5.3.4. Ïåðå÷èñëèòü â S3 âñå êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ è âñå ñî-
ïðÿæåííûå ïîäãðóïïû.

Ðåøåíèå. S3 = {e, (12), (13), (23), (123), (132)}. Âû÷èñëèì (12)x, ãäå x ïðîáåãàåò
ýëåìåíòû èç S3. ßñíî, ÷òî (12)e = (12)12 = (12). Äàëåå,

(12)13=(13)−1(12)(13)=(31)(12)(13) = (23);
(12)23 = (32)(12)(23) = (13);
(12)123 = (321)(12)(123) = (13);
(12)132 = (231)(12)(132) = (23).
Èòàê, (12)S3 = {(12), (23), (13)}. Âû÷èñëèâ xy äëÿ âñåõ x è y èç S3, ïîëó÷àåì, ÷òî

â S3 èìååòñÿ òðè êëàññà ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ:
eS3 = {e} ;
(12)S3 = (13)S3 = (23)S3 = {(12), (23), (13)};
(123)S3 = (132)S3 = {(123), (132)}.
Ïîýòîìó, S3 = eS3 ∪ (12)S3 ∪ (123)S3 . Ïîäãðóïïû ãðóïïû S3 èñ÷åðïûâàþòñÿ ñëå-

äóþùèìè øåñòüþ ïîäãðóïïàìè (ñì. ïðèìåð (5.3.6)):
H1 =< e >= {e}; H2 =< (12) >= {e, (12)};
H3 =< (13) >= {e, (13)}; H4 =< (23) >= {e, (23)};
H5 =< (123) >= {e, (123), (132)} =< (132) >; H6 = S3.
Òàê êàê ýëåìåíòû (12), (13), (23) ñîïðÿæåíû â S3, òî ïîäãðóïïû H2, H3 è H4

ñîïðÿæåíû, ïðè÷åì H2
(23) = H3, H2

(123) = H4. Ñëåäîâàòåëüíî, S3 ñîäåðæèò ÷åòûðå
êëàññà ñîïðÿæåííûõ ïîäãðóïï: {H1}, {H2, H3, H4}, H5, H6.

Ïðèìåð 5.3.5. Íàéòè âñå ôàêòîð-ãðóïïû ãðóïïû S3.
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Ðåøåíèå. Ñðåäè ïîäãðóïï ãðóïïû S3 ñî ñâîèìè ñîïðÿæåííûìè ñîâ- ïàäàþò ïîä-
ãðóïïû E = H1, H = H5 è S3 = H6. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå (3.4.5) îíè íîðìàëüíû â
S3.

E � åäèíè÷íàÿ ïîäãðóïïà, ïîýòîìó
S3/E = {E, (12)E, (13)E, (23)E, (123)E, (132)E}

èçîìîðôíà ñ S3.
Òàê êàê S3/H6 = S3/S3 = {S3}, òî S3/H6 � ãðóïïà, èçîìîðôíàÿ åäèíè÷íîé

ãðóïïå.
Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó H = H5. Åå ïîðÿäîê ðàâåí 3, à ïî-

ðÿäîê S3/H ðàâåí 2 ïî ëåììå (3.4.2). Ïîýòîìó S3/H � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 2
(ñì. ñëåäñòâèå òåîðåìû Ëàãðàíæà). Ñìåæíûå êëàññû S3 ïî H èñ÷åðïûâàþòñÿ äâóìÿ
êëàññàìè: H è (12)H.

Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà S3 èìååò òðè ôàêòîð-ãðóïïû: S3/E � S3, S3/S3 � E è
S3/H = {H, (12)H}, ãäå E � eäèíè÷íàÿ ïîäãðóïïà, H =< (123) >= {e, (123), (132)}.

Ïðèìåð 5.3.6. Íàéòè âñå ïîäãðóïïû ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû S3 ñòåïåíè 3.
Ðåøåíèå. Ïîðÿäîê | S3 |= 6, ïîýòîìó ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà 3.3.1 åå ïîäãðóïïû

ìîãóò áûòü òîëüêî ñëåäóþùèõ ïîðÿäêîâ: 1, 2, 3, 6. Ïîäãðóïïû ïîðÿäêîâ 1 è 6 � ýòî
åäèíè÷íàÿ ïîäãðóïïà H1 =< e > è âñÿ ãðóïïà H2 = S3. Ïîäãðóïïû ïîðÿäêîâ 2 è
3, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3.3.2 òåîðåìû Ëàãðàíæà, öèêëè÷åñêèå, ïîýòîìó äëÿ èõ îòûñ-
êàíèÿ íàäî íàéòè âñå ïîäãðóïïû, ïîðîæäåííûå íååäèíè÷íûìè ýëåìåíòàìè ãðóïïû
S3:

H3 =< (12) >= {e, (12)},
H4 =< (13) >= {e, (13)},
H5 =< (23) >= {e, (23)},
H6 =< (123) >= {e, (123), (132)},
H7 =< (132) >= {e, (132), (123)}.
Òàê êàê H6 = H7, òî S3 èìååò â òî÷íîñòè øåñòü ïîäãðóïï: H1, H2, H3, H4, H5,

H6.
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Ïðèìåð 5.3.7. Íàéòè ðàçëîæåíèå ãðóïïû S3 â ëåâûå ñìåæíûå êëàññû ïî ïîä-
ãðóïïå H =< (12) >.

Ðåøåíèå. Òàê êàê S3 = {e, (12), (13), (23), (123), (132)}, òî ëåâûìè ñìåæíûìè
êëàññàìè ïî H áóäóò ìíîæåñòâà:

eH = (12)H = H = {e, (12)},
(13)H = (13) {e, (12)} = {(13), (123)},
(23)H = (23) {e, (12)} = {(23), (132)},
(123)H = (123) {e, (12)} = {(123), (13)},
(132)H = (132) {e, (12)} = {(132), (23)}.
Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ðàçëè÷íûìè ëåâûìè ñìåæíûìè êëàññàìè áóäóò ìíîæåñòâà

H, (13)H, (23)H. Èñêîìîå ðàçëîæåíèå èìååò âèä
S3 = H ∩ (13)H ∩ (23)H.

Ïðèìåð 5.3.8. Âûÿñíèòü, áóäåò ëè ïîäãðóïïîé ïðîèçâåäåíèå ãðóïï A =< (12) >
è B =< (13) > ãðóïïû S3?

Ðåùåíèå. Ïîäãðóïïû A è B ñîñòîÿò èç ñëåäóþùèõ ýëåìåíòîâ:
A = {e, (12)} , B = {e, (13)}.
Íàéäåì ïðîèçâåäåíèÿ AB è BA:
AB = {e, (12)} · {e, (13)} = {e, (12), (13), (132)},
BA = {e, (13)} · {e, (12)} = {e, (13), (12), (123)}.
Òàê êàê AB 6= BA, òî AB íå ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû S3.

Ïðèìåð 5.3.9. Ïóñòü G - öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 12, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåí-
òîì a. Ïóñòü A =< a2 > è B =< a3 >. Îïðåäåëèòü ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ïðîèçâåäåíèè
AB.

Ðåøåíèå. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî

| AB |= | A | · | B |
| A ∩B |

.
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Íàéäåì ýëåìåíòû ïîäãðóïï A è B:

A =
{
a2, a4, a6, a8, a10, a12 = e

}
, B =

{
a3, a5, a9, a12 = e

}
.

Òîãäà | A |= 6, | B |= 4. Òàê êàê A ∩B = {e, a6}, òî | A ∩B |= 2. Ñëåäîâàòåëüíî,
| AB |= 6·4

2
= 12. Òàê êàê | AB |= 12, òî ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî AB = G.

Ïðèìåð 5.3.10. Ïóñòü Z� àääèòèâíàÿ ãðóïïà öåëûõ ÷èñåë, àH � ïðîèçâîëüíàÿ
ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà. Çàôèêñèðóåì ýëåìåíò g ∈ H. Äîêàçàòü,÷òî < g > �
ãîìîìîðôíûé îáðàç ãðóïïû Z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäàäèì îòîáðàæåíèå ϕ : k 7→ gk äëÿ êàæäîãî k ∈ Z. Òàê êàê
ϕ (k + l) = gk+l = gk · gl = ϕ (k)ϕ (l), òî ϕ � ãîìîìîðôèçì àääèòèâíîé ãðóïïû Z â
ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó H. Îáðàç

Imϕ = {ϕ (k) | k ∈ Z} =
{
gk | k ∈ Z

}
=< g >,

ò. å. Imϕ =< g > � öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â ãðóïïå H, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòîì g.
ßäðî Kerϕ = {k ∈ Z | ϕ (k) = e} =

{
k ∈ Z | gk = e

}
ñîñòîèò èç öåëûõ ÷èñåë k, äëÿ

êîòîðûõ gk = e. Ïîýòîìó çàêëþ÷àåì, ÷òî ÿäðî ñîñòîèò èç öåëûõ ÷èñåë, êðàòíûõ
ïîðÿäêó ýëåìåíòà g, ò. å. Kerϕ = |g|Z. Òîãäà Z/|g|Z èçîìîðôíà < g >.

Ïðèìåð 5.3.11. Ïîêàçàòü, ÷òî ôàêîð-ãðóïïàGL(n, P )/SL(n, P ) èçîìîðôíà ìóëü-
òèïëèêàòèâíîé ãðóïïå P ∗ ïîëÿ P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f : GL(n, P )→ P ∗, f(A) = det A, êîòîðîå
êàæäîé ìàòðèöå A èç ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïû GL(n, P ) ñòåïåíè n íàä ïîëåì P
ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå åå îïðåäåëèòåëü. Òàê êàê îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ
ìàòðèö ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ îïðåäåëèòåëåé, ò. å. f(AB) = det (AB) = det A · det B,
òî îòîáðàæåíèå f � ãîìîìîðôèçì. Êàæäûé ýëåìåíò a ∈ P ∗ áóäåò îïðåäåëèòåëåì
ìàòðèöû



Êàôåäðà
ÀÃ è ÌÌ

Íà÷àëî

Ñîäåðæàíèå

J I

JJ II

Ñòðàíèöà 132 èç 162

Íàçàä

Íà âåñü ýêðàí

Çàêðûòü

A =


a 0 . . . 0
0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1

,
ïîýòîìó Imf = P ∗, ò. å. f � ýïèìîðôèçì. ßäðî f ñîñòîèò èç ìàòðèö ñ åäèíè÷íûì
îïðåäåëèòåëåì, ïîýòîìó Kerf = SL(n, P ) � ñïåöèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà. Ïî ëåì-
ìå 1.3.1 ïîäãðóïïà SL(n, P ) íîðìàëüíà â GL(n, P ). Ïî òåîðåìå 3.5.4 ôàêòîð-ãðóïïà
GL(n, P )/SL(n, P ) èçîìîðôíà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå P ∗ ïîëÿ P .

5.3.2. Èíäèâèäóàëüíûå çàäàíèÿ

1. Íàéòè âñå ýëåìåíòû öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïû H =< g > ãðóïïû (C∗, ·):
1.1. g =

√
2
2

+
√
2
2
i;

1.2. g =
√
2
2
− 1√

2
i ;

1.3. g =
√
−3
2

+ 1
2
i ;

1.4. g = 1
2
−
√
3
2
i ;

1.5. g = − 1√
2
− 1√

2
i.

2. Äîêàçàòü, ÷òî ïîðÿäêè óêàçàííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû ðàâíû
2.1. ab è ba; 2.2. abc è bca; 2.3. a è b−1ab;
2.4. ab−1 è ba−1; 2.5. bca è cab.
3. Íàéòè âñå ïîäãðóïïû ìóëüòèïëèêàòèâíîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ïîðÿäêà n. Óêà-

çàòü âñå åå îáðàçóþùèå ýëåìåíòû:
3.1. n = 20; 3.2. n = 24;
3.3. n = 12; 3.4. n = 18;
3.5. n = 16.
4. Íàéòè âñå ïîäãðóïïû àääèòèâíîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ïîðÿäêà m ïî ïîäãðóï-

ïå ïîðÿäêà n. Óêàçàòü âñå åå îáðàçóþùèå ýëåìåíòû:
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4.1. m = 6, n = 2; 4.2. m = 15, n = 5;
4.3. m = 12, n = 4; 4.4. m = 16, n = 4;
4.5. m = 18, n = 6.
5. Ñîñòàâèòü òàáëèöó ñëîæåíèÿ äëÿ ôàêòîð-ãðóïïû àääèòèâíîé ãðóïïû Z ïî

ïîäãðóïïå mZ . Óêàçàòü îáðàçóþùèå ýëåìåíòû mZ è Zm:
5.1. m = 5; 5.2. m = 4; 5.3. m = 3; 5.4. m = 6; 5.5. m = 7.
6. Íàéòè âñå ãîìîìîðôèçìû öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ïîðÿäêà n â ãðóïïó ïîðÿäêà

m:
6.1. n = 6,m = 5; 6.2. n = 8,m = 3;
6.3. n = 9,m = 5; 6.4. n = 10,m = 3;
6.5. m = 12,m = 7.
7. Íàéòè ðàçëîæåíèÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû G =< a > ïîðÿäêà n ïî âñåì åå ïîä-

ãðóïïàì:
7.1. n = 10; 7.2. n = 6;
7.3. n = 9; 7.4. n = 15;
7.5. n = 4; 7.6. n = 14.
8. ÏóñòüG =< g >� öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n. Íàéòè ïîðÿäîê ýëåìåíòà gm:
8.1. n = 1023,m = 120; 8.2. n = 2132,m = 58;
8.3. n = 564,m = 124; 8.4. n = 332,m = 60;
8.5. n = 1551,m = 21; 8.6. n = 786,m = 153.
9. Ïóñòü A è B � íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G, A ∩ B = 1. Äîêàçàòü,÷òî

ab = ba äëÿ ëþáûõ a ∈ A è b ∈ B.
10. Äîêàçàòü,÷òî ìíîæåñòâî ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì, ðàâíûì åäèíèöå,îáðàçóåò

íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó â ãðóïïå GL(n, P ).
11. Äîêàçàòü,÷òî ïîäãðóïïà H =< (132) > � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû S3.

12. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ìàòðèö âèäà

(
a 0
0 a

)
, ãäå a ∈ R, îáðàçóåò íîð-

ìàëüíóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû GL(2,R).
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13. Äîêàçàòü,÷òî îòíîøåíèå ñîïðÿæåííîñòè ýëåìåíòîâ â ãðóïïå ÿâëÿåòñÿ îòíî-
øåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

14. Ýëåìåíòû çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïû A4 ðàñïðåäåëèòü ïî êëàññàì ñîïðÿæåíí-
íûõ ýëåìåíòîâ â A4.

15. Îïðåäåëèòü ÷èñëî êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ â A5 è A6.
16. Äîêàçàòü,÷òî ìíîæåñòâî V4 = {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} ÿâëÿåòñÿ íîð-

ìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû A4.
17. ÏóñòüG = {y = ax+ b | a, b ∈ R, a 6= 0}� ãðóïïà ôóíêöèé ñ îïåðàöèåé (y1y2)(x) =

y1(y2(x)). Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî H = {y = x+ c | c ∈ R} ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé
ïîäãðóïïîé ãðóïïû G.

18. Â ìíîæåñòâå ïàð öåëûõ ÷èñåë (n,m) äåéñòâèå îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó:

(n1,m1)(n2,m2) = (n1 + n2, (−1)n2m1 +m2).

Äîêàçàòü, ÷òî îòíîñèòåëüíî ýòîãî äåéñòâèÿ ìíîæåñòâî ïàð îáðàçóåò ãðóïïó. Áóäåò
ëè ìíîæåñòâî ïàð {(n, 0) | n ∈ Z} íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ýòîé ãðóïïû?

19. Ïóñòü G � ìóëüòèïëèêàòèâíîå ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ òðîåê öåëûõ ÷èñåë,
äåéñòâèå â êîòîðîì îïðåäåëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(k1, k2, k3)(l1, l2, l3) = (k1 + (−1)k3l1, k2 + l2, k3 + l3).

Ïðîâåðèòü, ÷òî G ãðóïïà è äîêàçàòü, ÷òî ïîäãðóïïà H =< (1, 0, 0) > ÿâëÿåòñÿ íîð-
ìàëüíîé â G.

20. Â GL(2,R) óêàçàòü õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò(åñëè îí ñóùåñòâóåò),ïîñðåäñòâîì
êîòîðîãî ñîïðÿæåíû äàííûå ìàòðèöû:

20.1. A =

(
1 1
−1 1

)
è B =

(
3 1
1 1

)
;

20.2. A =

(
2 1
−2 0

)
è B =

(
4 2
1 1

)
;
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20.3. A =

(
3 1
1 1

)
è B =

(
2 1
−2 0

)
;

20.4. A =

(
0 −2
1 3

)
è B =

(
1 −1
1 −1

)
;

20.5. A =

(
1 2
1 4

)
è B =

(
3 1
1 1

)
;

20.6. A =

(
−5 1
3 1

)
è B =

(
0 −2
1 3

)
;

21. Â A4 íàéòè êëàññ ýëåìåíòîâ, ñîïðÿæåííûõ ñ ýëåìåíòîì a:
21.1. a = (123); 21.2. a = (234); 21.3. a = (134);
21.4. a = (12)(34); 21.5. a = (13)(24); 21.6. a = (14)(23).
22. Ïóñòü M1 è M2 � ïîäãðóïïû ãðóïïû G è M1 = x−1M2x. Äîêàçàòü, ÷òî

|G : M1| = |G : M2|.

23. Íàéòè ôàêòîð-ãðóïïó öèêëè÷åñêîé ãðóïïû G =< a > ïîðÿäêà n ïî ïîäãðóïïå
H =< am >:

23.1. m = 2, n = 10; 23.2. m = 3, n = 12; 23.3. m = 4, n = 12;
23.4. m = 3, n = 9; 23.5. m = 5, n = 15; 23.6. m = 2, n = 8.
24. Ñîñòàâèòü òàáëèöó ñëîæåíèÿ äëÿ ôàêòîð-ãðóïïû kZ ïî ïîäãðóïïå tZ.
24.1. m = 3, n = 9; 24.2. m = 5, n = 15; 24.3. m = 2, n = 6;
24.4. m = 4, n = 12; 24.5. m = 6, n = 18; 24.6 m = 2, n = 8.
25. Ïóñòü G � ãðóïïà, N è H � ïîäãðóïïû ãðóïïû G, ïðè÷åì N / G è N ⊆ H.

Äîêàçàòü, ÷òî H / G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà H/N / G/N .
26. Íàéòè âñå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû ôàêòîð-ãðóïïû A4/V4, ãäå V4 � ïîäãðóïïà

èç çàäàíèÿ 16.
27. Äîêàçàòü, ÷òî âñå êîíå÷íûå öèêëè÷åñêèå ãðóïïû îäíîãî ïîðÿäêà èçîìîðôíû.
28. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ áåñêîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà èçîìîðôíà àääèòèâíîé

ãðóïïå öåëûõ ÷èñåë.
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29. Ïóñòü G =< a >, H � ïîäãðóïïà ãðóïïû G è ak � ýëåìåíò â H ñ íàèìåíüøèì
ïîëîæèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì. Äîêàçàòü, ÷òî H =< ak >, ò.å. ïîäãðóïïà öèêëè÷åñêîé
ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé.

30. Ïóñòü G � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà, a ∈ G è H =
{
ank | k ∈ Z

}
. Áóäåò ëè

H ïîäãðóïïîé ãðóïïû G ïðè óêàçàííîì n?

30.1. n = 1, 30.2. n = 2, 30.3. n = 3, 30.4. n = 4, 30.5. n = 5.

31. Ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ ïîäãðóïï äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî mZ ÿâëÿåòñÿ ïîä-
ãðóïïîé àääèòèâíîé ãðóïïû Z ïðè óêàçàííîì m. Íàéòè ðàçëîæåíèå Z â ïðàâûå
ñìåæíûå êëàññû ïî mZ.

31.1. n = 4, 31.2. n = 3, 31.3. n = 6, 31.4. n = 7, 31.5. n = 5.

32. Íàéòè âñå ýëåìåíòû ïîäãðóïïûM ãðóïïû Sn è èíäåêñ ïîäãðóïïûM â ãðóïïå
Sn:

32.1. n = 6; M =< (15)(3624) >;

32.2. n = 4; M =< (3214) >;

32.3. n = 6; M =< (135)(624) >;

32.4. n = 5; M =< (12)(345) >;

32.5. n = 5; M =< (153)(24) >.

33.Íàéòè âñå ïîäãðóïïû öèêëè÷åñêîé ãðóïïû G =< a > ïîðÿäêà n. Íàéòè ðàç-
ëîæåíèÿ G â ëåâûå ñìåæíûå êëàññû ïî ýòèì ïîäãðóïïàì.

33.1. n = 6, 33.2. n = 10, 33.3. n = 15, 33.4. n = 14, 33.5 n = 21.

34.Íàéòè ïîðÿäîê ýëåìåíòà g, ïðèíàäëåæàùåãî ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå G.
Âû÷èñëèòü g100.

34.1. g = 1√
2
− 1√

2
i, G = C∗;

34.2. g = −i, G = C∗;

34.3. g =

(
1 i
0 1

)
, G = GL(2,C);

34.4. g = −
√
3
2

+ 1
2
i, G = C];
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34.5. g =

(
1 0
i 1

)
, G = GL(2,C).

35.Ïóñòü A è B � ïîäãðóïïû ãðóïïû S4. Áóäåò ëè ïîäãðóïïîé ïðîèçâåäåíèå AB?
Íàéòè ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà AB:

35.1. A =< (1234) >, B =< (234) >;
35.2. A =< (12)(34) >, B =< (142) >;
35.3. A =< (341) >, B =< (12) >;
35.4. A =< (3142) >, B =< (214) >;
35.5. A =< (14)(23) >, B =< (132) >.
36.Ïóñòü G =< a > � ãðóïïà ïîðÿäêà n. Íàéòè âñå ýëåìåíòû ak ýòîé ãðóïïû

òàêèå, ÷òî < ak >= G:
36.1. n = 6, 36.2. n = 7, 36.3. n = 8, 36.4. n = 9, 36.5. n = 5.
37. Íàéäèòå ïîðÿäîê ïåðåñòàíîâêè.

37.1.

(
1 2 3 4 5
2 3 1 5 4

)
∈ S5. 38.2.

(
1 2 3 4 5 6
2 3 4 5 1 6

)
∈ S6.

38.3.

(
1 2 3 4 5
3 5 4 1 2

)
∈ S5. 38.4.

(
1 2 3 4 5 6 7
4 7 6 5 1 2 3

)
∈ S7.

38.5.

(
1 2 3 4 5
5 4 1 2 3

)
∈ S5.

39. Â ãðóïïå GL(2,C) íàéäèòå ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ.

39.1.

(
i 1
0 −i

)
,

(
1 0
0 −1

)
,

(
1 1
0 1

)
.

39.2.

(
−i 0
1 i

)
,

(
i 0
0 −i

)
,

(
2 1
1 1

)
.

39.3.

(
−i 1
0 i

)
,

(
0 i
1 0

)
,

(
0 1
−1 −1

)
.

39.4

(
i 0
1 −i

)
,

(
−1 a
0 1

)
,

(
1 1
0 −1

)
.
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39.5.

(
−i 1
0 i

)
,

(
0 1
−1 0

)
,

(
−2 + 3i −2 + 2i

1− i 3− 2i

)
.

40. Â ãðóïïå GL(2,Zp) íàéäèòå ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ.

40.1.

(
1 2
0 1

)
, p = 3. 4.2.

(
1 1
0 1

)
, p = 5.

40.3.

(
1 2
0 1

)
, p = 5. 4.4.

(
0 1
2 0

)
, p = 3.

40.5.

(
1 1
1 2

)
, p = 3.

41. Äîêàæèòå, ÷òî ïîðÿäêè óêàçàííûõ ýëåìåíòîâ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû
ðàâíû.

41.1. abc è bca. 41.2. a è b−1a−1b. 41.3. ab−1 è ba−1.
41.4. a è b−1ab. 41.5. ab è ba.
42. Â öèêëè÷åñêîé ãðóïïå < a > ïîðÿäêà n íàéäèòå âñå ýëåìåíòû g, óäîâëåòâî-

ðÿþùèå óñëîâèþ gk = e, è âñå ýëåìåíòû ïîðÿäêà n.
52.1. n = 24, k = 6. 52.2. n = 100, k = 5.
52.3. n = 24, k = 4. 52.4. n = 100, k = 20.
52.5. n = 36, k = 4.
53. Íàéäèòå öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó èç S5, ñîäåðæàùóþ òî÷íî ïÿòü ýëåìåíòîâ.
54. Íàéäèòå öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó èç S6, ñîäåðæàùóþ òî÷íî øåñòü ýëåìåíòîâ.
55. Íàéäèòå ïîðÿäêè âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû Sn, n 6 7.
56. Äîêàæèòå, ÷òî ïîðÿäîê íå÷åòíîé ïåðåñòàíîâêè åñòü ÷åòíîå ÷èñëî.
57. Ýëåìåíòîâ êàêîãî ïîðÿäêà â ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå Sn áîëüøå, ÷åòíîãî èëè

íå÷åòíîãî?
58. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò ïåðåñòàíîâêè ëþáîãî ïîðÿäêà.
59. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà àáåëåâà, åñëè â íåé âñå íååäèíè÷íûå ýëåìåíòû èìåþò

ïîðÿäîê 2. Êðîìå òîãî, åñëè ãðóïïà êîíå÷íà, òî åå ïîðÿäîê ðàâåí 2n.
60. Ìîãóò ëè â ãðóïïå ñóùåñòâîâàòü òî÷íî äâà ýëåìåíòà ïîðÿäêà 2?
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61. Äîêàæèòå, ÷òî â àáåëåâîé ãðóïïå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, ïîðÿäêè êîòîðûõ
äåëÿò ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî n, ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé.

62. Åñëè a � ýëåìåíò ãðóïïû ïîðÿäêà 5, òî ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ íàõî-
äèòñÿ â ãðóïïå < a >? Êàêîâû ïîðÿäêè êàæäîãî èç ýòèõ ýëåìåíòîâ?

63. Åñëè a � ýëåìåíò ãðóïïû ïîðÿäêà 6, òî ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ íàõî-
äèòñÿ â ãðóïïå < a >? Êàêîâû ïîðÿäêè êàæäîãî èç ýòèõ ýëåìåíòîâ?

64. Åñëè a � ýëåìåíò ãðóïïû ïîðÿäêà 6, íàéäèòå âñå ïîäãðóïïû èç < a >. Èç
íèõ âñå öèêëè÷åñêèå?

65. Åñëè a è b � ýëåìåíòû öèêëè÷åñêîé ãðóïïû, òî ñëåäóåò ëè ðàâåíñòâî ab = ba?

66. Åñëè a � ýëåìåíò ãðóïïû è a èìååò ïîðÿäîê n, ÷òî òîãäà ìîæíî ñêàçàòü î
ïîðÿäêå ýëåìåíòà a−1?

67. Àääèòèâíàÿ ãðóïïà Z öèêëè÷åñêàÿ, ïîðîæä¼ííàÿ ýëåìåíòîì 1. Åñëè H �
ïîäãðóïïà ãðóïïû Z è a� íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî âH, òî äîêàæèòå,
÷òî H =< a >.

68. Åñëè a è b � ýëåìåíòû ãðóïïû, è ab = ba, òî äîêàæèòå, ÷òî anb = ban äëÿ
âñåõ n ∈ Z.

69. Åñëè a è b � ýëåìåíòû ãðóïïû, è ab = ba, òî äîêàæèòå, ÷òî anb2 = b2an äëÿ
âñåõ n ∈ Z.

70. Åñëè a è b � ýëåìåíòû ãðóïïû, è ab = ba, òî äîêàæèòå, ÷òî ambn = bnam äëÿ
ëþáûõ m,n ∈ Z.

71. Åñëè a è b � ýëåìåíòû ãðóïïû, è (ab)2 = a2b2, òî äîêàæèòå, ÷òî ab = ba.

72. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû C∗
öèêëè÷åñêàÿ.

73. Íàéäèòå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà pm â öèêëè÷åñêîé ãðóïïå ïîðÿäêà pn, ãäå
p � ïðîñòîå ÷èñëî, 0 < m 6 n.

74. Â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå C∗ íàéäèòå âñå ýëåìåíòû 5-ãî ïîðÿäêà, 6-ãî
ïîðÿäêà.

75. Äîêàæèòå, ÷òî â àáåëåâîé ãðóïïå íå÷åòíîãî ïîðÿäêà êàæäûé ýëåìåíò ÿâëÿ-
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åòñÿ êâàäðàòîì íåêîòîðîãî ýëåìåíòà.
76. Äîêàæèòå, ÷òî àáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà, íå äåëÿùåãîñÿ íà êâàäðàò ïðîñòîãî

÷èñëà, ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé.
77. Ïóñòü â àáåëåâîé ãðóïïå G âñå íååäèíè÷íûå ýëåìåíòû èìåþò îäèí è òîò æå

ïîðÿäîê p. Äîêàæèòå, ÷òî:
77.1. ÷èñëî p ïðîñòîå;
77.2. ãðóïïà G ðàçëîæèìà â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïîäãðóïï ïîðÿäêà p;
77.3. ïîðÿäîê ãðóïïû G ðàâåí pn, ãäå n � ÷èñëî ñîìíîæèòåëåé â ïðÿìîì ïðîèç-

âåäåíèè;
77.4. ëþáàÿ íååäèíè÷íàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ïîäãðóïï

ïîðÿäêà
78.1. Ïóñòü SL ± (2,Q) � ìíîæåñòâî âñåõ 2 × 2-ìàòðèö íàä ïîëåì Q ñ îïðåäå-

ëèòåëåì ±1, à (Q+, ·) � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë. Ïðîâåðüòå, ÷òî SL±(2,Q) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû GL(2,Q).
Äîêàæèòå èçîìîðôèçì

GL(2,Q)/SL± (2,Q) ' (Q+, ·).

78.2. ÏóñòüK � ìíîæåñòâî âñåõ 2×2-ìàòðèö íàä ïîëåì R ñ ïîëîæèòåëüíûì îïðå-
äåëèòåëåì. Ïðîâåðüòå, ÷òî K ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû GL(2,R).
Äîêàæèòå èçîìîðôèçì

GL(2,R)/K ' ({1,−1}, ·).

78.3. Ïóñòü L � ìíîæåñòâî âñåõ 2 × 2-ìàòðèö íàä ïîëåì C ñ îïðåäåëèòåëåì, ïî
ìîäóëþ ðàâíûì 1, à (R+, ·) � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë. Ïðîâåðüòå, ÷òî L ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû GL(2,C).
Äîêàæèòå èçîìîðôèçì

GL(2,C)/L ' (R+, ·)
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78.4. Ïóñòü S � ìíîæåñòâî âñåõ 2 × 2-ìàòðèö íàä ïîëåì C ñ ïîëîæèòåëüíûì
äåéñòâèòåëüíûì îïðåäåëèòåëåì, à C1 � ìíîæåñòâî âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ïî ìî-
äóëþ ðàâíûõ åäèíèöå. Ïðîâåðüòå, ÷òî S ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû
GL(2,C), à C1 ñ óìíîæåíèåì � ãðóïïà. Äîêàæèòå èçîìîðôèçì

GL(2,C)/S ' (C1, ·).

79. Ïóñòü ϕ : G 7→ H � ãîìîìîðôèçì ãðóïïû G â ãðóïïó H, K è N � ïîäãðóïïû
ãðóïïû G, a, b � ýëåìåíòû èç G. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

79.1. |ϕ (H) | äåëèò |H|;
79.2. |ϕ (a) | äåëèò |a|;
79.3. ϕ (a) = ϕ (b) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a è b ïðèíàäëåæàò îäíîìó ñìåæ-

íîìó êëàññó G ïî Kerϕ;

79.4. åñëè H ∩K ⊇ Kerϕ, òî ϕ (H ∩K) = ϕ (H) ∩ ϕ (K);

79.5. Kerϕ � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G è |G| = |Kerϕ| · |Imϕ|;
79.6. åñëè G �öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n, òî Imϕ � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà è

|Imϕ| äåëèò n.
80. Íàéäèòå ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ïîðÿäêà 5, öèêëè÷åñêîé

ãðóïïû ïîðÿäêà 6.

81. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà âñåõ àâòîìîðôèçìîâ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû àáåëåâà.

82. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ïðîñòî-
ãî ïîðÿäêà p ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé ïîðÿäêà p− 1.

83. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà H òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðà-
çîì êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû G, êîãäà H òàêæå öèêëè÷åñêàÿ è |H| äåëèò |G|.

84. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ãðóïïû, ó êîòîðîé ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé íå÷åòíîãî ïîðÿäêà.

85. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ áåñêîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ÿâ-
ëÿåòñÿ êîíå÷íîé ãðóïïîé ïîðÿäêà 2.
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86. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ êîíå÷íîé àáåëåâîé íåöèêëè÷åñêîé ãðóï-
ïû íå ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé.

87. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ íåàáåëåâîé ãðóïïû íå ìîæåò áûòü
öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé.

5.4. Ïðàêòèêóì ïî òåìå ¾Èäåàëû êîëüöà¿

5.4.1. Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷

Ïðèìåð 5.4.1. Äîêàçàòü, ÷òî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ({a + b
√

2
∣∣a, b ∈ Z},+, ·)

ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì. Óêàçàòü åãî ïîäêîëüöà, èäåàëû è ñîîòâåòñòâóþùèå ãîìîìîðôèç-
ìû, ôàêòîð-êîëüöà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì çàìêíóòîñòü îáåèõ îïåðàöèé:

(a+ b
√

2) + (c+ d
√

2) = (a+ c) + (b+ d)
√

2,
(a+ b

√
2)(c+ d

√
2) = (ac+ 2bd) + (ad+ bc)

√
2.

Òàê êàê ÷èñëà a+c, b+d, ac+2bd, ad+bc öåëûå, òî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæå-
íèÿ çàìêíóòû. Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë êîììóòàòèâíû
è àññîöèàòèâíû, óìíîæåíèå äèñòðèáóòèâíî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ. Íóëü è åäèíèöà
ñîäåðæàòñÿ ñðåäè ýòèõ ÷èñåë. Êàæäîå ÷èñëî a + b

√
2, a, b ∈ Z îáëàäàåò ïðîòèâîïî-

ëîæíûì ÷èñëîì òîãî æå âèäà. Ñëåäîâàòåëüíî, óêàçàííàÿ àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì.
Îáîçíà÷èì ýòî êîëüöî Z[

√
2]. Ïðè b = 0 ïîëó÷àåì, ÷òî êîëüöî öåëûõ ÷èñåë ÿâëÿ-

åòñÿ ïîäêîëüöîì êîëüöà Z[
√

2]. Íî Z íå ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì â Z
√

2, èáî ïðîèçâåäåíèå
öåëîãî ÷èñëà íà ÷èñëî a+ b

√
2, a, b ∈ Z, íå åñòü öåëîå ÷èñëî. Ëþáîå ïîäêîëüöî êîëü-

öà Z ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì â Z[
√

2], íî íå ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì â Z[
√

2], õîòÿ ÿâëÿåòñÿ
èäåàëîì â Z.

Î÷åâèäíî, ÷òî {a + b
√

2
∣∣a, b ∈ 2Z} çàìêíóòî ïî ñëîæåíèþ, óìíîæåíèþ è âçÿ-

òèþ ïðîòèâîïîëîæíîãî ÷èñëà, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì â Z[
√

2]. Áîëåå òîãî,
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ýòî ïîäêîëüöî åñòü èäåàë, èáî åñëè a è b ÷åòíûå ÷èñëà, òî ïðè ëþáûõ öåëûõ c è d
÷èñëà ac+ 2db, ad+ bc ÿâëÿþòñÿ ÷¼òíûìè. Àíàëîãè÷íî, ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì m
I = {a+ b

√
2
∣∣a, b ∈ mZ} åñòü èäåàë â êîëüöå Z[

√
2].

Ðàññìîòðèì ñìåæíûå êëàññû ïî èäåàëó I. Äëÿ òîãî ÷òîáû ÷èñëà a + b
√

2 è c +
d
√

2 ïðèíàäëåæàëè îäíîìó ñìåæíîìó êëàññó, èõ ðàçíîñòü äîëæíà ïðèíàäëåæàòü
èäåàëó, òî åñòü ÷èñëà a − c, b − d äîëæíû áûòü êðàòíû m. Â ýòîì ñëó÷àå a ≡
c(mod m), b ≡ d(mod m). Åñëè õîòÿ áû îäíî èç óêàçàííûõ ñðàâíåíèé ëîæíî, òî
âçÿòûå ÷èñëà ïðèíàäëåæàò ðàçíûì ñìåæíûì êëàññàì. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âçÿâ
äâà ýêçåìïëÿðà ïîëíîé ñèñòåìû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m è êîìáèíèðóÿ êàæäûé âû÷åò
ñ êàæäûì, ïîëó÷èì, m2 ÷èñåë a + b

√
2, ÿâëÿþùèõñÿ ïðåäñòàâèòåëÿìè ðàçëè÷íûõ

ñìåæíûõ êëàññîâ ïî èäåàëó I. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòèì áóäóò èñ÷åðïàíû âñå ñìåæíûå
êëàññû, òî åñòü ôàêòîð-êîëüöî ïî èäåàëó I ñîñòîèò èç m2 ýëåìåíòîâ. Íàïðèìåð,
ïðè m = 2 ôàêòîð-êîëüöî ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ I, 1 + I,

√
2 + I, 1 +

√
2 + I. Êàê

îáû÷íî, îòîáðàæåíèå ýëåìåíòà êîëüöà íà ñîäåðæàùèé åãî ñìåæíûé êëàññ çàäà¼ò
ãîìîìîðôèçì êîëüöà Z[

√
2] íà ôàêòîð-êîëüöî.

Ïðèìåð 5.4.2. Äîêàçàòü, ÷òî ôàêòîð-êîëüöî Z[
√

2]/3Z[
√

2] åñòü ïîëå ïîðÿäêà 9.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðåøåíèå çàäà÷è (5.4.1) ïðè m = 3 äà¼ò ôàêòîð-êîëüöî ïîðÿäêà
32 = 9.

Â äàííîì ñëó÷àå ôàêòîð-êîëüöî ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ

I = 3Z[
√

2], 1 + I, 2 + I, 1 +
√

2 + I, 2 +
√

2 + I,
√

2 + I, 2
√

2 + I, 1 + 2
√

2 + I,
2 + 2

√
2 + I.

Äîêàæåì, ÷òî ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò ôàêòîð-êîëüöà èìååò ñåáå îáðàòíûé.
Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ýëåìåíò îáðàòíûé ê a+ b

√
2 + I òðåáóåòñÿ ðåøèòü óðàâíåíèå

(a + b
√

2 + I)(x + y
√

2 + I) = 1 + I. Ýòî óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñðàâíåíèþ (a +
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b
√

2)(x+ y
√

2) ≡ 1(mod I), êîòîðîå ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå äâóõ ñðàâíåíèé:{
ax+ 2by ≡ 1( mod 3)
bx+ ay ≡ 0( mod 3)

(5.4.1)

Òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî åñëè a èëè b íå ñðàâíèìû ñ íóë¼ì ïî ìîäóëþ 3, ò. å.
a+ b

√
2 íå ïðèíàäëåæèò èäåàëó I, òî ñèñòåìà (5.4.1) èìååò ðåøåíèå.

Ðàññìîòðèì òðè âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ:

1. a ≡ 0( mod 3), b��≡0( mod 3)

2. a��≡0( mod 3), b ≡ 0( mod 3)

3. a��≡0( mod 3), b��≡0( mod 3)

Â ïåðâîì ñëó÷àå âòîðîå ñðàâíåíèå ñèñòåìû ïðèíèìàåò âèä bx ≡ ( mod 3), îò-
êóäà x ≡ 0( mod 3). Òîãäà èç ïåðâîãî ñðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì ñðàâíåíèå 2by ≡ 1(
mod 3), êîòîðîå èìååò ðåøåíèå, òàê êàê ÍÎÄ (2b, 3) = 1. Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðè-
âàåòñÿ âòîðîé ñëó÷àé. Èç âòîðîãî ñðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì y ≡ 0( mod 3). Òîãäà èç
ïåðâîãî ñðàâíåíèÿ èìååì ax ≡ 1( mod 3). Ïîñëåäíåå ñðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå, òàê
êàê ÍÎÄ (a, 3) = 1. Â òðåòüåì ñëó÷àå óìíîæèì ïåðâîå ñðàâíåíèå ñèñòåìû íà b,
âòîðîå ñðàâíåíèå � íà a è ïî÷ëåííî âû÷òåì, èñêëþ÷àÿ x. Ïîëó÷èì:

(2b2 − a2)y ≡ b( mod 3), (5.4.2)

ãäå ïàðà (a, b) ìîæåò ïðèíèìàòü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ (1; 1), (1; 2), (2; 1), (2; 2). Ïðè
âñåõ óêàçàííûõ çíà÷åíèÿõ ïî òåîðåìå Ôåðìà a2 ≡ 1( mod 3), b2 ≡ 1( mod 3).
Ñëåäîâàòåëüíî, ñðàâíåíèå (5.4.2) ñâîäèòñÿ ê ñðàâíåíèþ y ≡ b( mod 3). Ïîäñòàâëÿÿ
íàéäåííîå çíà÷åíèå âî âòîðîå ñðàâíåíèå ñèñòåìû (5.4.1) ïîëó÷àåì ñðàâíåíèå bx +
ab ≡ 0( mod 3). Òàê êàê ÍÎÄ (b, 3) = 1, òî x ≡ −a( mod 3).
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Ïðèìåð 5.4.3. Íàéòè âñå èäåàëû êîëüöà âåðõíèõ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö âòîðîãî
ïîðÿäêà ñ öåëûìè ýëåìåíòàìè.

Ðåøåíèå. Òàê êàê âñå èäåàëû êîëüöà öåëûõ ÷èñåë èìåþò âèä mZ, ãäå m � íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî, òî ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

I =

{(
a b
0 c

) ∣∣∣a, b, c ∈ mZ}. Î÷åâèäíî, ÷òî I çàìêíóòî ïî ñëîæåíèþ, óìíîæåíèþ

è âçÿòèþ ïðîòèâîïîëîæíîãî ýëåìåíòà, ò. å. ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì. Ïðè ëþáûõ öåëûõ
x, y, z è a, b, c êðàòíûõ m, èìååì:(

a b
0 c

)
×
(
x y
0 z

)
=

(
ax ay + bz
0 cz

)
∈ I,

(
x y
0 z

)
×
(
a b
0 c

)
=

(
ax bx+ cy
0 cz

)
∈ I,

Ïîëó÷èì, ÷òî ìíîæåñòâî I çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ ñëåâà è ñïðàâà íà
ýëåìåíòû êîëüöà. Ñëåäîâàòåëüíî, I åñòü èäåàë êîëüöà âåðõíèõ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö
âòîðîãî ïîðÿäêà ñ öåëûìè ýëåìåíòàìè. Ðàññìîòðèì äàëåå ìíîæåñòâî

I1 =

{(
a b
0 c

) ∣∣∣a ∈ mZ, b ∈ lZ, c ∈ nZ},
ãäå m, l, n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî I1 òàêæå êàê è ìíîæå-
ñòâî I, çàìêíóòî ïî ñëîæåíèþ, óìíîæåíèþ è âçÿòèþ ïðîòèâîïîëîæíîãî ýëåìåíòà,

òî åñòü òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì. Ïóñòü x, y, z � öåëûå ÷èñëà,

(
a b
0 c

)
∈ I1, òîãäà

ax ∈ mZ, cz ∈ nZ. Åñëè ÍÎÄ(m, l) = d è d = l, òî ay + bz âñåãäà ïðèíàäëåæèò
ìíîæåñòâó lZ. Àíàëîãè÷íî, åñëè ÍÎÄ(n, l) = l, òî bx+ cy âñåãäà ïðèíàäëåæèò ìíî-
æåñòâó lZ. Ñëåäîâàòåëüíî I1 ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì êîëüöà âåðõíèõ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö

âòîðîãî ïîðÿäêà ñ öåëûìè ýëåìåíòàìè ïðè óñëîâèè, ÷òî m
...l, n

...l.
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Ïðèìåð 5.4.4. Íàéòè âñå îáðàòèìûå ýëåìåíòû êîëüöà öåëûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë
({a+ bi

∣∣a, b ∈ Z},+, ·).
Ðåøåíèå. I ñïîñîá.
Îáîçíà÷èì êîëüöî öåëûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë A. Ïóñòü a + bi ∈ A. Ýëåìåíò x + iy,

ïðèíàäëåæàùèé êîëüöó A, áóäåò îáðàòíûì äëÿ a + bi, åñëè (a + bi)(x + iy) = 1.
Ïðèðàâíèâàÿ äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ñòîÿùèõ â ëåâîé
è ïðàâîé ÷àñòÿõ ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé{

ax− by = 1,
ay + bx = 0

Ðåøàÿ å¼, ïîëó÷èì {
x = a

a2+b2
,

y = − b
a2+b2

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî a è b öåëûå ÷èñëà çàêëþ÷àåì, ÷òî x, y óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåí-
ñòâàì −1 6 x 6 1, −1 6 y 6 1. Òàê êàê x, y öåëûå ÷èñëà, òî èõ âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ
áóäóò −1, 0, 1. Åñëè x = −1, òî a = −1, b = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, y = 0. Åñëè x = 0, òî
a = 0 è y = −1

b
. Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî b = 1 è y = −1 èëè b = −1, y = 1. Åñëè x = 1,

òî a = 1, b = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, y = 0. Òàêèì îáðàçîì, îáðàòèìûìè ýëåìåíòàìè
êîëüöà öåëûõ ãàóññîâñêèõ ÷èñåë ÿâëÿþòñÿ 1,−1, i,−i.

II ñïîñîá. Íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ äåëèìîñòè â
êîëüöå ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå òàêîãî îòîáðàæåíèÿ êîëüöà âî ìíîæåñòâî íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë ñ íóë¼ì, ïðè êîòîðîì îáðàç ïðîèçâåäåíèÿ ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ îáðàçîâ
ñîìíîæèòåëåé. Òàêîå îòîáðàæåíèå ïîçâîëÿåò íàéòè îáðàòèìûå ýëåìåíòû êîëüöà, à
äëÿ ôàêòîðèàëüíûõ êîëåö è ïðîñòûå ýëåìåíòû êîëüöà. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a+ bi
êîëüöà öåëûõ ãàóññîâñêèõ ÷èñåë îáîçíà÷èì N(a + bi) ÷èñëî a2 + b2 è íàçîâ¼ì íîð-
ìîé ýòîãî ýëåìåíòà. Ïðîâåðèì, ÷òî íîðìà ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ íîðì
ñîìíîæèòåëåé. Äåéñòâèòåëüíî,
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N((a+ bi)(c+ di)) = N(ac− bd+ (ad+ bc)i) = (ac− bd)2 + (ad+ bc)2 =
= a2c2 − 2abcd+ b2d2 + a2d2 + 2abcd+ b2c2 = a2(c2 + b2) + b2(c2 + d2) =

= (a2 + b2)(c2 + d2) = N(a+ bi)N(c+ di).

Ïóñòü ýëåìåíò c + di ∈ A ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì äëÿ ýëåìåíòà a + bi ∈ A. Òîãäà (a +
bi)(c + di) = 1 è ñëåäîâàòåëüíî N(a + bi)N(c + di) = 1. Òàê êàê N(a + bi), N(c + di)
ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ íóëåì, òî N(a+bi) = 1, N(c+di) = 1.
Ìîæíî ïîêàçàòü è îáðàòíîå. Åñëè a + di ∈ A è N(a + bi) = 1, òî a + bi îáðàòèì â
êîëüöå A. Äåéñòâèòåëüíî N(a + bi) = (a + bi)(a − bi) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíò
a+ bi èìååò îáðàòíûé a− bi, òî åñòü, îáðàòèì â êîëüöå A.

Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíò a + bi îáðàòèì â êîëüöå öåëûõ ãàóññîâñêèõ ÷èñåë òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà a2 + b2 = 1. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü ïðè a = 1,
b = 0; a = 0, b = 1; a = 0, b = −1. Ñëåäîâàòåëüíî, îáðàòèìûìè ýëåìåíòàìè êîëüöà
öåëûõ ãàóññîâñêèõ ÷èñåë áóäóò 1,−1, i,−i.

Ïðèìåð 5.4.5. Äîêàçàòü, ÷òî îáðàòèìûé ýëåìåíò êîììóòàòèâíîãî êîëüöà ñ åäè-
íèöåé íå ìîæåò áûòü äåëèòåëåì íóëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (K,+, ·) � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé e è a � íåêî-
òîðûé îáðàòèìûé ýëåìåíò êîëüöà K. Ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò b, ïðèíàä-
ëåæàùèé K, òàêîé, ÷òî a · b = b · a = e. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåìåíò a ÿâëÿåòñÿ
äåëèòåëåì íóëÿ â êîëüöå K. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî a 6= 0 è ñóùåñòâóåò ýëåìåíò c 6= 0,
ïðèíàäëåæàùèé êîëüöó K, òàêîé, ÷òî

a · c = 0. (5.4.3)

Äîìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (5.4.3) ñëåâà íà b. Ïîëó÷èì ba · c = b · 0 èëè
c = 0. Íî ïî ïðåäïîëîæåíèþ c 6= 0. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, íàøå
ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî a ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ íåâåðíî, ò.å. a íå ÿâëÿåòñÿ
äåëèòåëåì íóëÿ.
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Ïðèìåð 5.4.6. Âûÿñíèòå, êàêèå èç íèæå ïðèâåäåííûõ êîëåö ÿâëÿþòñÿ êîëüöàìè
ñ äåëèòåëÿìè íóëÿ:

à) Êîëüöî ìàòðèö âèäà


a1 0 0 ... 0
0 a2 0 ... 0
0 0 a3 ... 0
... ... ... ... ...
0 0 0 ... an


ïîðÿäêà n > 2 ñ äåéñòâèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è óìíî-
æåíèÿ ìàòðèö.

á) Êîëüöî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà [−1; 1] ñ îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ.

â) Êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n, n ∈ N, n > 2.

ã) Êîëüöî ìàòðèö âèäà

(
a b
2b a

)
ñ ðàöèîíàëüíûìè a, b îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé

ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìàòðèö.

ä) Êîëüöî (P,+, ·), ãäå p(M) = P � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî ìíî-
æåñòâà M .

å) Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îäíîé ïåðåìåííîé ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, èìåþùèõ
÷¼òíûå ñâîáîäíûå ÷ëåíû îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìíî-
ãî÷ëåíîâ.
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æ) Êîëüöî ìàòðèö

(
a+ bi c+ di
−c+ di a− bi

)
ñ äåéñòâèòåëüíûìè a, b, c, d, ãäå i2 = −1,

îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìàòðèö.

Êàêèå èç óêàçàííûõ êîëåö ÿâëÿþòñÿ îáëàñòÿìè öåëîñòíîñòè?

Ðåøåíèå. à) Ðàññìîòðèì ìàòðèöó A, ó êîòîðîé a1 = a2 = ... = ak = 0, k <
n, à ýëåìåíòû ak+1, ak+2, ..., an îòëè÷íû îò íóëÿ è ìàòðèöó B, ó êîòîðîé ýëåìåíòû
a1, a2, ..., ak îòëè÷íû îò íóëÿ, à ak+1, ak+2, ..., an = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå A·B
ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé ìàòðèöåé n-ãî ïîðÿäêà, êîòîðàÿ ñëóæèò íóë¼ì äàííîãî êîëüöà.
Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöû A è B � äåëèòåëè íóëÿ.

á) Íóë¼ì óêàçàííîãî êîëüöà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíàÿ íà [−1; 1] ôóíêöèÿ, ïðèíè-
ìàþùàÿ çíà÷åíèå 0 ïðè ëþáîì çíà÷åíèè àðãóìåíòà. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè f1 ={(

0, x 6 0
x, x > 0

)
, f2 =

{(
x, x 6 0
0, x > 0

)
. Ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé f1(x) · f2(x) ïðèíèìà-

åò çíà÷åíèå 0 ïðè ëþáîì çíà÷åíèè àðãóìåíòà. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè f1(x), f2(x)
ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè íóëÿ.

â) Ðàññìîòðèì äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ:

1. ×èñëî n ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûì.

2. ×èñëî n ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.

Â ïåðâîì ñëó÷àå n = a · b, ãäå a, b ∈ N, 1 < a < n, 1 < b < n. Ñëåäîâàòåëüíî
a · b = 0 è êëàññû a, b îòëè÷íû îò êëàññà 0. Òàêèì îáðàçîì êëàññû a, b � äåëèòåëè
íóëÿ. Ïîêàæåì, ÷òî âî âòîðîì ñëó÷àå ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò êîëüöà ÿâëÿåòñÿ îá-
ðàòèìûì. Åäèíèöåé êîëüöà êëàññà âû÷åòîâ ÿâëÿåòñÿ êëàññ 1. Ïóñòü a ïðîèçâîëüíûé
íåíóëåâîé êëàññ âû÷åòîâ. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

a · x = 1, (5.4.4)



Êàôåäðà
ÀÃ è ÌÌ

Íà÷àëî

Ñîäåðæàíèå

J I

JJ II

Ñòðàíèöà 150 èç 162

Íàçàä

Íà âåñü ýêðàí

Çàêðûòü

êîòîðîå ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ

ax ≡ 1( mod n). (5.4.5)

Òàê êàê ÍÎÄ(a, n) = 1, òî ñðàâíåíèå (5.4.5), à, ñëåäîâàòåëüíî, è óðàâíåíèå (5.4.4)
èìåþò ðåøåíèÿ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ êîììóòàòèâíî, è èñïîëüçóÿ
çàäà÷ó (5.4.5) çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè ïðîñòîì n óêàçàííîå êîëüöî íå ñîäåðæèò äåëèòå-
ëåé íóëÿ.

ã) Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ íåíóëåâóþ ìàòðèöó

(
a b
2b a

)
ñ ðàöèîíàëüíûìè a

è b. Å¼ îïðåäåëèòåëü ðàâåí a2 − 2b2 è îòëè÷åí îò íóëÿ. Íóë¼ì óêàçàííîãî êîëüöà

ÿâëÿåòñÿ íóëåâàÿ ìàòðèöà

(
0 0
0 0

)
. Òàê êàê îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ðà-

âåí ïðîèçâåäåíèþ îïðåäåëèòåëåé ñîìíîæèòåëåé, òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåíóëåâûõ

ìàòðèö âèäà

(
a b
2b a

)
ñ ðàöèîíàëüíûìè a è b ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé è

ñëåäîâàòåëüíî íå ìîæåò áûòü íóëåâîé ìàòðèöåé. Òàêèì îáðàçîì, óêàçàííîå êîëüöî
íå ñîäåðæèò äåëèòåëåé íóëÿ.

ä) Íóë¼ì êîëüöà (P,+, ·) ÿâëÿåòñÿ ∅. Ïóñòü A íåïóñòîå ñîáñòâåííîå ïîäìíîæå-
ñòâî ìíîæåñòâà M , òîãäà åãî äîïîëíåíèå A òàêæå íå ïóñòî è A · A = A ∩ A = ∅.
Ñëåäîâàòåëüíî, êîëüöî (P,+, ·) îáëàäàåò äåëèòåëÿìè íóëÿ.

å) Ïóñòü f1(x), f2(x) íåíóëåâûå ìíîãî÷ëåíû îäíîé ïåðåìåííîé ñ öåëûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè, èìåþùèå ÷åòíûå ñâîáîäíûå ÷ëåíû. Åñëè ñòåïåíü õîòÿ áû îäíîãî èõ
ìíîãî÷ëåíîâ f1(x) èëè f2(x) ïîëîæèòåëüíà, òî ìíîãî÷ëåí f3(x) = f1(x) · f2(x) èìå-
åò ïîëîæèòåëüíóþ ñòåïåíü è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîæåò áûòü íóëåâûì ìíîãî÷ëåíîì.
Åñëè æå ìíîãî÷ëåû f1(x) è f2(x) èìåþò íóëåâóþ ñòåïåíü, òî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî êîëü-
öî (2Z,+, ·) íå ñîäåðæèò äåëèòåëåé íóëÿ, òàêæå çàêëþ÷àåì, ÷òî èõ ïðîèçâåäåíèå
íå ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì ìíîãî÷ëåíîì. Òàêèì îáðàçîì, óêàçàííîå êîëüöî íå îáëàäàåò
äåëèòåëÿìè íóëÿ.
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æ) Òàê êàê ïðîèçâîëüíàÿ íåíóëåâàÿ ìàòðèöà

(
a+ bi c+ di
−c+ di a− bi

)
, ãäå a, b, c, d ∈ R,

i2 = −1, ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé, òî, êàê è â ïóíêòå ã) çàêëþ÷àåì, ÷òî óêàçàííîå
êîëüöî ìàòðèö íå ñîäåðæèò äåëèòåëåé íóëÿ.

Ïîñêîëüêó êîëüöà èç ïóíêòîâ à), á), ä) è êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ñîñòàâëåí-
íîìó ìîäóëþ ñîäåðæàò äåëèòåëè íóëÿ, òî îíè íå ÿâëÿþòñÿ îáëàñòÿìè öåëîñòíîñòè.

Êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ êîììóòàòèâíî, ïîñêîëüêó êîììóòà-
òèâíî êîëüöî öåëûõ ÷èñåë. Åäèíèöåé ýòîãî êîëüöà ÿâëÿåòñÿ êëàññ 1. Ñëåäîâàòåëüíî,
êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè.

Êîëüöî ìàòðèö âèäà

(
a b
2b a

)
ñ ðàöèîíàëüíûìè a è b êîììóòàòèâíî. Äåéñòâè-

òåëüíî, (
a b
2b a

)
·
(
c d

2d c

)
=

(
ac+ 2bd ad+ bc
2bc+ 2ad 2bd+ ac

)
=

(
c d

2d c

)
·
(
a b
2b a

)
.

Åäèíèöåé óêàçàííîãî êîëüöà ñëóæèò åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà

(
1 0
0 1

)
. Ñëåäîâàòåëü-

íî, ýòî êîëüöî ÿâëÿåòñÿ îáñëàñòüþ öåëîñòíîñòè.
Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îäíîé ïåðåìåííîé ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, èìåþùèõ

÷åòíûå ñâîáîäíûå ÷ëåíû ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ è êîëüöî

ìàòðèö

(
a+ bi c+ di
−c+ di a− bi

)
, ãäå a, b, c, d äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, i2 = −1 ñ îïåðàöèÿ-

ìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìàòðèö îáëàñòÿìè öåëîñòíîñòè íå ÿâëÿþòñÿ. Ïîñêîëüêó
ïåðâîå íå ñîäåðæèò åäèíèö, à âòîðîå � íåêîììóòàòèâíî.

Ïðèìåð 5.4.7. Â êîëüöå öåëûõ ÷èñåë íàéäèòå:
1) < 4 > + < 4 >; 2) < 3 > ∩ < 4 >; 3) < 3 > · < 4 >; 4) < 4 >:< 6 >.
Ðåøåíèå. 1) Èäåàë < 3 > ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë êðàòíûõ

3, < 3 >= {3k
∣∣k ∈ Z}, àíàëîãè÷íî < 4 >= {4t

∣∣t ∈ Z}. Òîãäà < 3 > + < 4 >=
{3k + 4t

∣∣k, t ∈ Z}.



Êàôåäðà
ÀÃ è ÌÌ

Íà÷àëî

Ñîäåðæàíèå

J I

JJ II

Ñòðàíèöà 152 èç 162

Íàçàä

Íà âåñü ýêðàí

Çàêðûòü

Òàê êàê åäèíèöà ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó < 3 > + < 4 >, òî
< 3 > + < 4 >=< 1 >= Z.

2) Ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ {3k
∣∣k ∈ Z} è {4t∣∣t ∈ Z} ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî {12n

∣∣n ∈
Z}. Ñëåäîâàòåëüíî, < 3 > ∩ < 4 >=< 12 >.

3) < 3 > · < 4 >= {3k· < 4 >
∣∣k, t ∈ Z} = {12kt

∣∣k, t ∈ Z} =
= {12n

∣∣n ∈ Z}. Òàêèì îáðàçîì, < 3 > · < 4 >=< 12 >.
4) < 6 >= {6l

∣∣l ∈ Z}. Òîãäà
< 4 >:< 6 >= {n ∈ Z

∣∣n· < 6 >⊂< 4 >} = {n ∈ Z
∣∣n · 6k = 4t, k, t ∈ Z}.

Ñëåäîâàòåëüíî, n ëþáîå ÷åòíîå ÷èñëî. Òàêèì îáðàçîì,
< 4 >:< 6 >=< 2 >.

Ïðèìåð 5.4.8. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè Z[x] ñðàâíèìûìè ïî èäåàëó I =< x, 2 > ýëåìåíòû f(x) = x2 + 3x+ 4 è
g(x) = x+ 2.

Ðåøåíèå. Ìíîãî÷ëåíû f(x) è g(x) ñðàâíèìû ïî èäåàëó I, åñëè èõ ðàçíîñòü ïðè-
íàäëåæèò ýòîìó èäåàëó. Òàê êàê

I =< x, 2 >= {x · ϕ(x) + 2 · h(x)
∣∣ϕ(x), h(x) ∈ Z[x]},

òî

f(x)− g(x) = x2 + 2x+ 2 = (x+ 2) · x+ 1 · 2 ∈ I.

Ñëåäîâàòåëüíî, x2 + 3x+ 4 ≡ x+ 2( mod I).

Ïðèìåð 5.4.9. Ïóñòü K = {a + bi
√

3
∣∣a, b ∈ Z}, I1 =< 2 >, I2 =< 1 + i

√
3 �

èäåàëû êîëüöà (K,+, ·). Âåðíî ëè, ÷òî I1 + I2 = K?
Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ñóììó I1 + I2 = I. Òîãäà

I = {2(a+ bi
√

3) + (1 + i
√

3)(c+ di
√

3)
∣∣a, b, c, d ∈ Z} =
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= {(2a+ c− 3d) + (2b+ c+ d)i
√

3
∣∣a, b, c, d ∈ Z}.

Ïîñêîëüêó êîëüöî K ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èäåàë, ïîðîæä¼ííûé ÷èñëîì 1,
òî âûÿñíèì, ïðèíàäëåæèò ëè 1 èäåàëó I. Äëÿ ýòîãî ðåøèì â öåëûõ ÷èñëàõ ñèñòåìó
óðàâíåíèé: {

2a+ c− 3d = 1
2b+ c+ d = 0

(5.4.6)

Åñëè ñèñòåìà (5.4.6) èìååò ðåøåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ, òî 1 ∈ I, åñëè æå íå èìååò,
òî 1 /∈ I.

Îò ñèñòåìû óðàâíåíèé (5.4.6) ïåðåéä¼ì ê ñèñòåìå ñðàâíåíèé ïî ìîäóëþ 2:{
c− 3d ≡ 1( mod 2)
c+ d ≡ 0( mod 2)

(5.4.7)

Ïî÷ëåííî âû÷èòàÿ èç âòîðîãî ñðàâíåíèÿ ïåðâîå, ïîëó÷èì:

4d ≡ −1( mod 2) (5.4.8)

Ñðàâíåíèå (5.4.8) íå èååò ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ è, ñëåäîâàòåëüíî, 1 /∈ I, ò. å.
ðàâåíñòâî I1 + I2 = K íå âåðíî.

Ïðèìåð 5.4.10. Ïóñòü I ñóììà èäåàëîâ I1 è I2. Ïðè÷¼ì ëþáîé ýëåìåíò x ∈ I
åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå x = x1 + x2, ãäå x1 ∈ I1, x2 ∈ I2. Â
ýòîì ñëó÷àå ñóììà íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé. Äîêàæèòå, ÷òî I1 ∩ I2 = {0}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü I3 = I1 ∩ I2 è y � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç I3. Òàê êàê I3
ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì, òî −y ∈ I3. Ñëåäîâàòåëüíî, 0 = −y + y. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñóììà
èäåàëîâ I1 è I2 ïðÿìàÿ, èìååì y = 0. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà y çàêëþ÷àåì
I1 ∩ I2 = {0}.

Ïðèìåð 5.4.11. Âûÿñíèòü, êàêèå èç èäåàëîâ â óêàçàííûõ êîëüöàõ ÿâëÿþòñÿ
ãëàâíûìè.
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à) Èäåàë I = {a+ bi
∣∣a, b ∈ 3Z} â êîëüöå öåëûõ ãàóññîâñêèõ ÷èñåë A.

á) Èäåàë I =< x, 2 > âêîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ ïåðåìåííîé x ñ öåëûìè êîýôôèöèåí-
òàìè.

â) Èäåàë I =

{(
a a
a a

) ∣∣∣a ∈ Z} â êîëüöå (A,+, ·), ãäå A =

{(
a b
b a

) ∣∣∣a, b ∈ Z}.
ã) Èäåàë P (S) â êîëüöå (P (M),+, ·), S ⊂M , ãäå àëãåáðà (P (M),+, ·) îïðåäåëåíà

â çàäà÷å 2.

Ðåøåíèå. à) Ëþáîé ýëåìåíò èäåàëà I ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå 3 · (a+ bi),
ãäå a, b ∈ Z. Ñëåäîâàòåëüíî, I � ãëàâíûé èäåàë, ïîðîæä¼ííûé ýëåìåíòîì 3.

á) Òàê êàê ýëåìåíòû x è 2 íåðàçëîæèìû â êîëüöå öåëî÷èñëåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ,
òî èõ îáùèì äåëèòåëåì â óêàçàííîì êîëüöå ìîæåò áûòü òîëüêî îáðàòèìûé ýëåìåíò.
Ñëåäîâàòåëüíî, èäåàë I ìîæåò áûòü ãëàâíûì èäåàëîì òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà I
ñîâïàäàåò ñî âñåì êîëüöîì.

Ïóñòü f(x) � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí èäåàëà I, òîãäà

f(x) = x · ϕ(x) + 2 · g(x) (5.4.9)

ãäå ϕ(x), g(x) � öåëî÷èñëåííûå ìíîãî÷ëåíû. Èç (5.4.9) ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x)
èìååò ÷åòíûé ñâîáîäíûé ÷ëåí. Ñëåäîâàòåëüíî, öåëî÷èñëåííûå ìíîãî÷ëåíû, èìåþ-
ùèå íå÷¼òíûå ñâîáîäíûå ÷ëåíû, íå ïðèíàäëåæàò èäåàëó I, è èäåàë I íå ÿâëÿåòñÿ
ãëàâíûì.

â) Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî êîëüöî A êîììóòàòèâíî. Òîãäà ëþáîé ýëåìåíò

(
a a
a a

)
,

ãäå a ∈ Z, èäåàëà I ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå(
a a
a a

)
=

(
1 1
1 1

)(
a 0
0 a

)
,

(
a 0
0 a

)
∈ A. Ñëåäîâàòåëüíî, I � ãëàâíûé èäåàë, ïîðîæ-

ä¼ííûé ýëåìåíòîì

(
1 1
1 1

)
.
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ã) Òàê êàê S ⊂ M , òî ëþáîå ïîäìíîæåñòâî S ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïå-
ðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà S è íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà ìíæåñòâà M . Ñëåäîâàòåëüíî,
P (S) = S ·P (M), ëþáîé èäåàë P (S) ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì èäåàëîì, ïîðîæäåííûì ìíî-
æåñòâîì S.

Ïðèìåð 5.4.12. Äîêàçàòü, ÷òî êîëüöî ({a + bi
√

5
∣∣a, b ∈ Z},+, ·) íå ÿâëÿåòñÿ

êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. I ñïîñîá. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî

(1 + i
√

5) · (1− i
√

5) = 2 · 3 (5.4.10)

Ââîäÿ äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a + bi
√

5 êîëüöà K ïîíÿòèå íîðìû N(a + bi
√

5) =
a2 + 5b2 ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ýëåìåíòû 1 + i

√
5, 1− i

√
5, 2, 3 íåðàçëîæèìû â êîëüöå

K è íè îäèí èç ýëåìåíòîâ 1 + i
√

5, 1 − i
√

5 íåàññîöèèðîâàí ñ ýëåìåíòàìè 2 èëè 3.
Òîãäà èç ðàâåíñòâà (5.4.10) ñëåäóåò, ÷òî êîëüöî K íå ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðèàëüíûì è,
ñëåäîâàòåëüíî, íå ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ.

II ñïîñîá. Äîêàçàâ, ÷òî ýëåìåíòû 1 + i
√

5 è 2 íåðàçëîæèìû â êîëüöå K, ðàñ-
ñìîòðèì èäåàë, I =< 2, 1 + i

√
5 >. Òàê êàê ýëåìåíòû 1 + i

√
5 è 2 íåðàçëîæèìû

â êîëüöå K, òî èõ îáùèì äåëèòåëåì â K ìîæåò áûòü òîëüêî îáðàòèìûé ýëåìåíò
ýòîãî êîëüöà. Ñëåäîâàòåëüíî, I áóäåò ãëàâíûì èäåàëîì ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà I
ñîâïàäàåò ñî âñåì êîëüöîì. Ïîêàæåì, ÷òî I íå ñîäåðæèò 1. Ïî îïðåäåëåíèþ èäåàëà,
ïîðîæä¼ííîãî ïîäìíîæåñòâîì, èìååì:

I = {2(a+ bi
√

5) + (1 + i
√

5) · (c+ di
√

5)
∣∣a, b, c, d ∈ Z} =

= {(2a+ c− 5d) + (2b+ c+ d)i
√

5
∣∣a, b, c, d ∈ Z}.

1 íå ïðèíàäëåæèò I, åñëè ñèñòåìà óðàâíåíèé(
2a+ c− 5d = 1
2b+ c+ d = 0

)
(5.4.11)
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íå èìååò ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ.
Âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû âòîðîå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

2a− 2b− 6d = 1 (5.4.12)

Óðàâíåíèå (5.4.12) íå èìååò ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ è, ñëåäîâàòåëüíî, 1 íå ïðè-
íàäëåæèò I. Òàêèì îáðàçîì êîëüöî K íå ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ.

5.4.2. Èíäèâèäóàëüíûå çàäàíèÿ

1. Äîêàæèòå, ÷òî èäåàëàìè ÿâëÿþòñÿ:
1.1. â êîëüöå Z ìíîæåñòâà 2Z, mZ;
1.2. â êîëüöå {a+ b

√
3
∣∣a, b ∈ Z} ïîäêîëüöî {a+ b

√
3
∣∣a, b ∈ 2Z};

1.3. â êîëüöå {a+ bi
∣∣a, b ∈ Z} ïîäêîëüöî {a+ bi

∣∣a, b ∈ 3Z};
1.4. â êîëüöå ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [−1; 1] ìíîæåñòâî òàêèõ ôóíêöèé

g, ÷òî g
(
1
2

)
= 0;

1.5. â êîëüöå A =

{[
a b
b a

] ∣∣a, b ∈ Z} ìíîæåñòâî J =

{[
a a
a a

] ∣∣a ∈ Z}.
1.6. â êîëüöå A =


a b c

0 a b
0 0 a

 ∣∣a, b, c ∈ Z
 ìíîæåñòâî

J =


0 b c

0 0 b
0 0 0

 ∣∣b, c ∈ Z
.

2. Äîêàæèòå, ÷òî â ïðîèçâîëüíîì êîëüöå A èäåàëàìè ÿâëÿþòñÿ:
2.1. âñå A è {0};
2.2. ìíîæåñòâî (a) = aA = {ax

∣∣x ∈ A};
2.3. ìíîæåñòâî (a1, · · · , as) = {a1x1 + ...+ asxs

∣∣x1, ..., xs ∈ A}.
3. Â êîëüöå Z íàéäèòå:
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3.1. (3) + (4); 3.2. (3) ∩ (4); 3.3. (3) ◦ (4);
3.4. (3) : (4); 3.5. (4) : (3); 3.6. (3) + (6);
3.7. (3) ∩ (6); 3.8. (3) ◦ (6); 3.9. (3) : (6);
3.10. (6) : (3); 3.11. (4) + (6); 3.12. (4) ∩ (6);
3.13. (4) ◦ (6); 3.14. (4) : (6); 3.15. (6) : (4).
4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a è b � íåíóëåâûå ýëåìåíòû êîëüöà ãëàâíûõ èäåàëîâ A,

òî:
4.1. d � ÍÎÄ(a, b)⇔ (d) = (a) + (b);
4.2. m � ÍÎÊ(a, b)⇔ (m) = (a) ∩ (b).
5. Íàéäèòå îáðàçóþùèå ñëåäóþùèõ èäåàëîâ êîëüöà Z:
5.1. (6, 9, 15) + (10, 25, 30);
5.2. (6, 9, 15) ∩ (20, 25, 30);
5.3. (6, 9, 15) ◦ (20, 25, 30);
5.4. (6, 9, 15) : (20, 15, 30);
5.5. (20, 25, 30) : (6, 9, 15).
6. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ èäåàëàìè êîëüöà Z, è íàéäèòå

îáðàçóþùèå ýòèõ èäåàëîâ:

6.1. {x
∣∣bx...a}; 6.2. {x

∣∣x...a ∧ x...b};
6.3. {x

∣∣x = 26u+ 65υ; u, υ ∈ Z};

6.4. {x
∣∣x...8 ∧ x...14 ∧ x...35};

6.5. {x
∣∣x...5 ∧ x = 18u+ 42υ; u, υ ∈ Z}.

7. Ïóñòü J � èäåàë êîëüöà A. Äîêàæèòå, ÷òî:
7.1. îòíîøåíèå ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ J åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà A;
7.2. a+ J � ýòî êëàññ âû÷åòîâ, ñîäåðæàùèé a.
8. Ïóñòü A = {a+ b

√
3
∣∣a, b ∈ Z}, J = {a+ b

√
3
∣∣a, b ∈ 2Z}. Îïèøèòå:

8.1. êëàññû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ J ;
8.2. êîëüöî A/J (ñîñòàâüòå òàáëèöû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ).
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9. Ïóñòü A = {a+ bi
∣∣a, b ∈ Z}, J = {a+ bi

∣∣a, b ∈ 3Z}. Îïèøèòå:
9.1. êëàññû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ J ;
9.2. êîëüöî A/J (ñîñòàâüòå òàáëèöû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ).

10. Ïóñòü ϕ : Z → Z2 : ϕ(x) =

{
0, åñëè x ÷¼òíîå;

1, åñëè x íå÷¼òíîå.
Äîêàæèòå, ÷òî

ϕ � ãîìîìîðôèçì.

11. Ïóñòü A =

{[
a b
b a

] ∣∣a, b ∈ Z}. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå
ϕ : A→ Z, ϕ

[
a b
b a

]
= a− b−

ãîìîìîðôèçì. Óêàæèòå åãî ÿäðî.
12. Ïóñòü F � êîëüöî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [−1; 1]. Äîêàæèòå,

÷òî îòîáðàæåíèå ϕ : F → R, ϕ(f) = f(1
2
) � ãîìîìîðôèçì. Óêàæèòå åãî ÿäðî.
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Âîïðîñû ê ýêçàìåíó è èòîãîâûé òåñò

1. Ãðóïïû, ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà, ïðèìåðû.

2. Ïîäãðóïïû. Ïðèìåðû. Êðèòåðèé ïîäãðóïïû.

3. Ãîìîìîðôèçìû ãðóïï (îïðåäåëåíèå, âèäû ãîìîìîðôèçìà, ïðèìåðû).

4.Êîëüöà, ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà êîëüöà, ïðèìåðû. Äåëèòåëè íóëÿ. Îáëàñòü öåëîñ-
íîñòè.

5. Ïîäêîëüöà, ïðèìåðû. Êðèòåðèé ïîäêîëüöà.

6. Ãîìîìîðôèçìû êîëåö (îïðåäåëåíèå, âèäû ãîìîìîðôèçìà, ïðèìåðû).

7. Ïîëå, ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ïîëÿ, ïðèìåðû.

8. Ïîëå, õàðàêòåðèñòèêè îòëè÷íîé îò 0.

9. Ïîñòðîåíèå ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë Ñ. Òåîðåìà 1 (ñ ä-âîì).

10. Ïîñòðîåíèå ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë Ñ. Òåîðåìà 2 (ñ ä-âîì).

11. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Ñîïðÿæåííûå êîìïëåêñíûå ÷èñ-
ëà. Äåéñòâèÿ íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå.

12. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Ñîïðÿæåííûå êîìïëåêñíûå ÷èñ-
ëà. Èçâëå÷åíèå êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà çàïèñàííîãî â àëãåáðàè-
÷åñêîé ôîðìå.

13. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, êîðíåé èç íèõ è ìîäóëÿ
ðàçíîñòè äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

14. Ðåøåíèå êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé. Äâó÷ëåííûå óðàâíåíèÿ.

15. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Ðàâåíñòâî êîìïëåêñíûõ ÷è-
ñåë â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå. Äåéñòâèÿ íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè â òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêîé ôîðìå (äåëåíèå è óìíîæåíèå) (ñ ä-âîì).

16. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Ôîðìóëà Ìóàâðà (ñ äîê-
âîì).

17. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Òåîðåìà î êîðíå n-îé ñòå-
ïåíè èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå (ñ äîê-âîì).
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18. Êîðíè èç åäèíèöû. Ïåðâîîáðàçíûå êîðíè. Òåîðåìà 1 (ñ ä-âîì). Êîðíè èç
åäèíèöû. Ïåðâîîáðàçíûå êîðíè. Òåîðåìà 2 (ñ ä-âîì).

19. Ãðóïïû. Ïðèìåð. Ïîðÿäîê ãðóïïû. Ïîðÿäîê ýëåìåíòà ãðóïïû. Öèêëè÷åñêèå
ãðóïïû. Ïîäãðóïïû öèêëè÷åñêèõ ãðóïï (ñ ä-âîì).

20. Ãðóïïû ïîäñòàíîâîê. Òåîðåìà Êýëè (ñ ä-âîì). Ðàçëîæåíèå ãðóïïû ïî ïîä-
ãðóïïå. Ñìåæíûå êëàññû, ñâîéñòâà ñìåæíûõ êëàññîâ (ñ ä-âîì). Èíäåêñ ïîäãðóïïû.
Ïðèìåðû.

21. Òåîðåìà Ëàãðàíæà (ñ ä-âîì). Ñëåäñòâèÿ (ñ ä-âîì). Ïðèìåðû.
21. Íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà. Ïðèìåðû. Êðèòåðèé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû (ñ ä-

âîì). Ïðèìåðû.
22. Ôàêòîð-ãðóïïà. Òåîðåìà (ñ ä-âîì). Ïðèìåðû.
23. ßäðî ãîìîìîðôèçìà ãðóïïû. Òåîðåìà î íîðìàëüíîñòè ÿäðà â ãðóïïå (ñ ä-

âîì).
24. Îñíîâíàÿ òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå ãðóïï (ñ ä-âîì). Ïðèìåðû.
25. Êîëüöî. Ïîäêîëüöî. Êðèòåðèé ïîäêîëüöà. Èäåàëû êîëüöà. Ïðèìåðû.
26. Êðèòåðèé èäåàëà êîëüöà Ê. Äåéñòâèÿ íàä èäåàëàìè (ñ ä-âîì).
27. Èäåàë, ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì S. Òåîðåìà î ñòðóêòóðå èäåàëà, ïîðîæäåí-

íîãî ìíîæåñòâîì S (ñ äîê-âîì).
28. Ãëàâíûé èäåàë. Ïðèìåð êîëüöà ãëàâíûõ èäåàëîâ (ñ äîêàçàòåëüñòâîì).
29. Ôàêòîð-êîëüöî ïî èäåàëó. Êëàññû âû÷åòîâ êîëüöà Ê ïî èäåàëó I. Ïðèìåðû.

Êðèòåðèé ñðàâíèìîñòè ïî èäåàëó (ñ ä-âîì).
30. ßäðî ãîìîìîðôèçìà êîëåö. Òåîðåìà î ÿäðå (ñ ä-âîì). Òåîðåìà îá ãîìîìîð-

ôèçìå êîëåö.

Ê èòîãîâîìó òåñòó ìîæíî ïåðåéòè ïî ñëåäóþùåé ññûëêå Òåñò.
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