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ПРОИЗВОДНАЯ  -ДЛИНА КОНЕЧНЫХ  -РАЗРЕШИМЫХ ГРУПП, 
У КОТОРЫХ ОБОБЩЕННЫЙ КОММУТАНТ 

 -ХОЛЛОВОЙ ПОДГРУППЫ НИЛЬПОТЕНТЕН 
 
Обобщенным коммутантом группы G  называется наименьшая нормальная подгруппа N  груп-

пы G  такая, что NG /  является группой с абелевыми cиловскими подгруппами. Доказано, что произ-
водная  -длина конечной  -разрешимой группы, у которой обобщенный коммутант  -холловой под-
группы G  нильпотентен, не превышает    GlG a

pp   max1|| , где  Gl a
p  – производная p -длина 

 -разрешимой группы G . 
 
Введение 
Рассматриваются только конечные группы. Все используемые понятия и обозна-

чения соответствуют [1]. В 1956 г. Холл и Хигмэн [2] предложили понятие p -длины 
p -разрешимых групп. Они установили зависимость p -длины p -разрешимой группы 
от некоторых инвариантов ее силовской p -подгруппы. Элементарная теория p -длины 
изложена в монографии [1, VI.6]. Картер, Фишер и Хоукс [3] в 1968 г. ввели понятие 
нильпотентной  -длины разрешимой группы как обобщение нильпотентной длины 
и p -длины одновременно. Одной из первых работ по нильпотентной  -длине  -раз-
решимой группы была статья Нумата [4]. Оценкам нильпотентной  -длины  -разре-
шимой группы посвящены работы [5; 6]. В 2006 г. В.С. Монахов предложил понятие 
производной  -длины  -разрешимой группы [7]. Некоторые оценки производной  -дли-
ны  -разрешимой групп были получены автором в работах [8–10]. В частности, в рабо-
те [9] установлена оценка производной  -длины  -разрешимой группы, у которой 
коммутант  -холловой подгруппы нильпотентен. В настоящей заметке получены оцен-
ки производной  -длины  -разрешимой группы, у которой обобщенный коммутант 
 -холловой подгруппы нильпотентен. 

 
Используемые определения и обозначения 
Пусть – множество всех простых чисел, а   – некоторое множество простых 

чисел. Дополнение к   во множестве   обозначается через   . Символом   обознача-
ется также функция, определенная на множестве всех натуральных чисел   следую-
щим образом:  a  – множество простых чисел, делящих натуральное число a . 

Для группы G  и ее подгруппы H  считаем, что    GG    и    HGHG ::   . За-

фиксируем множество простых чисел  . Если    m , то натуральное число m  

называется  -числом. Группа G  называется  -группой, если    G  и   -группой, 

если    G  В этом случае    G . 
Ряд подгрупп  

 1... 1210   nn GGGGGG   (1) 
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называется субнормальным, если для любого i  подгруппа iG  нормальна в 1iG . Фак-

тор-группы ii GG /1  называются факторами ряда (1). 

Группа называется  -разрешимой, если факторы ii GG /1  являются либо разре-

шимыми  -группами, либо   -группами. Каждая  -разрешимая группа G  обладает 
следующими рядами: 

  , -рядом, когда каждый фактор ряда (1) является либо  -группой, либо 

  -группой; наименьшее число  -факторов среди всех субнормальных   , -рядов 

группы G  называется  -длиной  -разрешимой группы G  и обозначается через  Gl ; 

 n , -рядом, когда каждый фактор ряда (1) является либо   -группой, либо 
нильпотентной  -группой; наименьшее число нильпотентных  -факторов среди всех 

субнормальных  n , -рядов группы G  называется нильпотентной  -длиной  -раз-

решимой группы G  и обозначается через  Gl n
 ; 

 a , -рядом, когда каждый фактор ряда (1) является либо   -группой, либо 
абелевой  -группой; наименьшее число абелевых  -факторов среди всех субнормаль-

ных  a , -рядов группы G  называется производной  -длиной  -разрешимой груп-

пы G  и обозначается через  Gl a
 . 

В случае, когда  G   группа G  становится разрешимой и значения  Gl n
  

и  Gl a
  совпадают со значениями нильпотентной и производной длин группы G  соот-

ветственно. 

Свойства производной  -длины  Gl a
  во многом схожи со свойствами  -дли-

ны  Gl  и нильпотентной  -длины  Gl n
 , но есть и отличия. Например, 

    GGlGl  / ,     GGlGl nn  / , 

а для производной  -длины аналоги этих равенств нарушаются. Здесь  G  – под-
группа Фраттини группы G . 

Обобщенным коммутантом группы G  называется наименьшая нормальная под-
группа N  группы G  такая, что NG /  является группой с абелевыми cиловскими под-
группами. Очевидно, что обобщенный коммутант совпадает с A -корадикалом груп-
пы G , где A  – класс всех разрешимых групп с абелевыми силовскими подгруппами. 

 
Вспомогательные результаты 
Для доказательства теоремы понадобятся следующие леммы. 
Лемма 1. Если G  –  -разрешимая группа, то 

     GlGlGl an
  . 

Доказательство 
Вытекает непосредственно из определений  -длины, нильпотентной  -длины 

и производной  -длины  -разрешимой группы. 
Лемма 2. [8] Пусть G  –  -разрешимая группа. Тогда: 

1) если H  – подгруппа группы G , то    GlHl aa
  ; 

2) если N  – нормальная подгруппа группы G , то 
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   GlNGl aa
   и      NlNGlGl aaa

  ; 

3) если N  – нормальная   -подгруппа группы G , то    GlNGl aa
  ; 

4) если G  и V  –  -разрешимые группы, то  
      VlGlVGl aaa

 ,max ; 

5) если 1N  и N2 – нормальные подгруппы в G , то 

       2121 ,max NGlNGlNNGl aaa
  . 

Лемма 3. [11] Пусть G  –  -разрешимая группа и t  – натуральное число. Пред-
положим, что   tNGla /  для всех неединичных нормальных подгрупп N  группы G , 

но   tGla  . Тогда: 

1)   1 GO ; 
2) в группе G  существует только одна минимальная нормальная подгруппа; 
3)       GOFGOGF p   для некоторого простого p ; 

4)   1 GOp  и     GFGFCG  . 

Лемма 4. Если в p -разрешимой группе G  силовская p -подгруппа является 

абелевой, то   1Gl a
p . 

Доказательство 
Пусть G  – p -разрешимая группа с абелевой силовской p -подгруппой. Для до-

казательства воспользуемся индукцией по порядку группы G . Пусть N  – неединичная 
нормальная подгруппа в G . Так как  NGGNNG ppp  // , то их силовские под-

группы изоморфны. Следовательно, в любой фактор-группе группы G  силовская p -под-

группа является абелевой. Поэтому по индукции   1/ NGl a
p  для каждой неединичной 

нормальной подгруппы N  группы G . По лемме 3 в группе G  существует только одна 
минимальная нормальная подгруппа, а по лемме 2 

  1 GOp ,    GOGF p  и     GFGFCG  . 

Так как   pGGF   и pG  абелева, то  

    GFGFCG Gp  . 

Поэтому  GFGp   и   1Gl a
p . Лемма доказана. 

Лемма 5. [11, 12] Пусть G  –  -разрешимая группа и   . Тогда  

     GlGlGl *
\

**
  . 

Здесь под  Gl*
  понимается либо всюду  Gln

 , любо всюду  Gl a
 . 

Лемма 6. Если G  –  -разрешимая группа с абелевыми силовскими p -подгруп-

пами для всех p , то      GGl a  . 

Доказательство 
Очевидно, что группа G  является p -разрешимой для любого p . Так как 

силовские p -подгруппы группы G  абелевы, то по лемме 4   1Gl a
p  для каждого 

p . Применяя лемму 5, получаем      GGl a  . Лемма доказана. 
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Группой Шмидта называют конечную ненильпотентную группу, все собствен-
ные подгруппы которой нильпотентны. Свойства групп Шмидта перечислены, напри-
мер, в [1, III.5]. 

Лемма 7. [13] Пусть G  – p -разрешимая группа с силовской p -подгруппой P . 

Если P  изоморфна нормальной силовской p -подгруппе группы Шмидта, то   1Gl p .  

 
Основные результаты 
Теорема 8. Пусть G  –  -разрешимая группа, у которой обобщенный комму-

тант  -холловой подгруппы нильпотентен. Тогда 

     GlGGl pp
n

   max1||  и      GlGGl a
pp

a
   max1|| . 

Доказательство 
Пусть G  –  -разрешимая группа, у которой обобщенный коммутант  -холло-

вой подгруппы нильпотентен. Для доказательства воспользуемся индукцией по порядку 
группы G . Очевидно, что условия теоремы переносятся на фактор-группы группы G , 
поэтому по лемме 3 в группе G  существует единственная минимальная нормальная 
подгруппа. Кроме того, по лемме 2 

    1  GOGO p , 

      GOFGOGF p   

для некоторого простого p  и     GFGFCG  . 

Пусть N  – обобщенный коммутант  -холловой подгруппы G . Так как N  яв-

ляется нильпотентной группой, то p -холлова подгруппа pN   из N  нормальна в G  

и, следовательно, 
    GFGFCN Gp  . 

Поэтому 1pN  и N  является p -группой. 

Так как N  обобщенный коммутант  -холловой подгруппы G , то силовская 

r -подгруппа NNGr /  группы NG /  абелева для всех r . По [14, теорема 2.4] 

GqN / N  Gq для всех  pq \ . Таким образом, силовские q -подгруппы в группе G  

абелевы для всех  pq \ . По лемме 4   1Gl a
q  для всех  pq \ . Поэтому 

   GlGl a
p

a
tt max . 

Так как в  pG \  все силовские подгруппы абелевы, то из леммы 6 получаем  

        1|||| \\    GGGl p
a

p . 

По лемме 5       GlGlGl a
p

a
p

a  \ . Поэтому 

     GlGGl a
pp

a
   max1|| . 

Таким образом, утверждение для производной  -длины конечной  -разреши-
мой группы доказано. 

Докажем утверждение для нильпотентной  -длины. По лемме 1 

        1||\\    GGlGl a
p

n
p . 

Так как       GlGlGl n
p

n
p

n  \  по лемме 5, то 
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     GlGGl pp
n

   max1|| . 

Теорема доказана. 
Следствие 9. Пусть G  –  -разрешимая группа,  -холлова подгруппа которой 

является группой Шмидта. Тогда   2Gl n
  и   3Gl a

 . 

Доказательство 
Пусть  -холлова подгруппа G   -разрешимой группы G  является группой 

Шмидта и  QPG  , где P  – нормальная силовская p -подгруппа, а Q  – ненормаль-

ная силовская q -подгруппа ( qp  ), причем Q  – циклическая. Известно, что   PG  . 

Так как обобщенный коммутант группы содержится в ее коммутанте, то по теореме 8 
имеем  

     GlGGl pp
n

   max1||  и      GlGGl a
pp

a
   max1|| . 

По лемме 7   1Gl p . Так как P  либо абелева, либо метабелева, то   2Gl a
p . Тогда 

  2Gl n
  и   3Gla

 . Следствие доказано. 

Группой Миллера – Морено называют наименьшую неабелеву группу. Нениль-
потентные группы Миллера – Морено являются частным случаем групп Шмидта и их 
строение легко выводится из свойств групп Шмидта. Нильпотентные группы Милле-
ра – Морено являются примарными. 

Следствие 10. Пусть G  –  -разрешимая группа, у которой  -холлова под-
группа является непримарной группой Миллера – Морено. Тогда  

    2 GlGl an
 . 

Доказательство 
Пусть  -холлова подгруппа G   -разрешимой группы G  является группой 

Миллера – Морено и  QPG  , где P  – минимальная нормальная силовская p -под-

группа, а Q  – ненормальная силовская q -подгруппа ( qp  ). Так как  -холлова под-

группа G  является группой Милера – Морено, то ее обобщенный коммутант является 

абелевой группой. Тогда по теореме 8 
     GlGGl a

pp
a

   max1|| . 

По определению групп Миллера – Морено все подгруппы в G  абелевы, поэто-

му   1Gl a
p  для всех p  по лемме 4. Следовательно,   2Gl a

 , а с учетом леммы 1 

    2 GlGl an
 . Следствие доказано. 
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Gritsuk D.V. The Derived  -length of a  -solvable Group in which Generalized Derived Sub-

group of a  -Hall Subgroup is Nilpotent 
 
The smallest normal subgroup N  of a group G  such that NG /  is the group in which the Syllow sub-

groups are the Abelin is called generalized derived subgroup of the group G . It is proved that the derived  -
length of the  -solvable group in which generalized derived subgroup of the  -Hall subgroup G  is nilpotent 

is at most    GlG a
pp   max1|| , when  Gl a

p  is the derived p -length of the  -solvable group G . 
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