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АПОСТЕРИОРНЫЙ ВЫБОР ЧИСЛА ИТЕРАЦИЙ  
В НЕЯВНОМ МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ НЕКОРРЕКТНЫХ ЗАДАЧ 
 
В гильбертовом пространстве для решения линейных операторных уравнений I рода  

с положительным ограниченным и несамосопряжённым оператором предлагается неявный итера-
ционный метод. Для предложенного метода обосновано применение правила останова по соседним при-
ближениям, что делает рассматриваемый итерационный метод эффективным и тогда, когда нет сведений 
об истокообразной представимости точного решения. В исходной норме гильбертова пространства дока-
зана сходимость итерационного метода, получена оценка для момента останова. 

 
1. Постановка задачи 
В гильбертовом пространстве Н решается линейное операторное уравнение пер-

вого рода 

  yAx  ,                             (1) 

где А – оператор положительный, ограниченный, несамосопряжённый. Предполагается, 
что нуль не является собственным значением оператора А. Однако нуль принадлежит 
спектру оператора А, поэтому задача (1) неустойчива и, следовательно, некорректна. 
 Предположим, что , т.е. при точной правой части у уравнение (1) имеет 
единственное решение х. Будем искать его, используя неявный итерационный метод 
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В случае, когда правая часть уравнения задана приближённо  yy , метод (2) 

примет вид 
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где  – ошибки в вычислении итераций, причём nu nu . 

 Обозначим   13 
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. Тогда метод 

(3) примет вид 
     nnn CuByCzz  1 .              (4) 

2. Правило останова по соседним приближениям  
В том случае, когда истокообразная представимость точного решения 

(x = A 
s z,  s > 0) неизвестна, итерационный метод (3) можно сделать эффективным, если 

воспользоваться следующим правилом останова по соседним приближениям [1–3].     
Зададим уровень останова   и момент останова m определим условиями 0

           11 ,, mmnn zzmnzz .   (5) 
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Покажем, что метод (3) с правилом останова (5) сходится. Справедлива 

 Лемма  1.  Пусть приближение  определяется условиями nw

0,, 100   nCuByCwwzw nnn .   (6) 

Тогда справедливо неравенство 
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 Доказательство . Из (6) имеем при kn   ByCwwCu kkk  1 . Отсюда, 
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Обозначим , тогда xwkk  kkk Cu  
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 Оценивая абсолютную величину последнего слагаемого правой части (7) по не-
равенству Коши-Буняковского, приходим к неравенству 
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 Покажем, что   0,1   kCuwwCE kkkk . Имеем  ,1 kkk CCu  

kkkkk CCu  1 ,  тогда      kkkkkk CuxwCECu ,1  

  xwCE kk  1 , отсюда следует, что 

                   0,1   kCuwwCE kkkk .    (9) 

 Используя равенство (9), запишем неравенство (7) в виде  
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 Нетрудно показать, что 0n  при любых n ,...,, 21 . Тогда  

     







n

k
kk

n

k
k CECECu

0
00

21

0

,, .  Используя равенство (9), получим  

 
2

0
100

21

0

, 








n

k
kkk

n

k
k CuwwCu , откуда выполняется 

21

0

2
0

2

0
1 




 

n

k
k

n

k
kkk CuxwCuww . Лемма 1 доказана. 

 Имеет место 

 Лемма  2. При H  и произвольной последовательности ошибок w  0  nu , 
удовлетворяющих условию nu , выполнено неравенство 
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Отсюда следует (10), и, значит, лемма 2 доказана. 

 Обе леммы будут использованы при доказательстве следующей теоремы. 
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 Теорема . Пусть уровень останова   ,  выбирается как функция  
от уровней δ и β норм погрешностей  yy  и . Тогда справедливы следующие ут-
верждения: 

nu

а) если    C2, , то момент останова m определён при любом начальном при-
ближении H  и любых  и , удовлетворяющих условиям z 0 y nu   nuyy , ; 
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Таким образом, справедливость (11) доказана.  
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




Czz
n

nn
n
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

ww nn 21 . 

Следовательно, условием    C2,  момент останова m определён при любом на-

чальном приближении  и любых Hz 0   yyy ,  и nn uu , . 

 б) Рассмотрим последовательность (6) и определим момент останова m  условием 

    BwwmnBww mmnn 11 ,, .                 (13) 

 Из (12) следует, что . Из леммы 1 при mm  mn   получим 
21
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




 
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k

m

k
kkk CuxwCuww . Отсюда справедливо 

 
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Так как по (13) при mn   имеем   Bww nn 1 , то 

.2)( 22
0

2  CmxwCBm  Учитывая, что 00 zw   и , из по-mm 
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следнего неравенства получим оценку для момента останова 
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Следовательно, предположение верно и справедливость формулы (14) доказана. 
Из (11) вычтем (14), получим  
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Отсюда  

, где   
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1
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1
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k
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n uyyBCCCC xznn   и . Следо-

вательно, 

xz  00

             nCBC n
n )(0  .    (16) 

В частности, (16) справедливо и при mn  . Если m при , тогда, 

как показано ранее, 

0,, 

 mC m ,00 . Поэтому для доказательства 0 xzm , 

 достаточно показать, что 0,0    .0,0,0  CBm , m  

Из (15) получим  


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Так как спектр оператора   13)*(


 AAEC  принадлежит [0,1], то нетрудно 
показать, что 

 
1

1




n
CEC n .     (18) 

Поэтому из (17) получим при 1 mn  
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так как m
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 [4]. 

Так как по условию теоремы      ,1,0,1,,  pdCBd p  то при всех 

достаточно малых ,  выполняется неравенство    CB 2, , поэтому из б) 

получим   
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 Умножим обе части последнего 
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   ограничена   при   .0,     Поэтому  
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0)(  CBm  при , m .0,   Отсюда и из неравенства (16) при m   

.0))((limlimlim 0
0,0,0,




CBmCxz m
mm  

Теорема доказана. 
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