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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО 

УРАВНЕНИЯ С ДРОБНОЙ ПРОИЗВОДНОЙ КАПУТО 

МЕТОДОМ ПРИБЛИЖЕНИЙ ТОНЕЛЛИ 

 

Рассмотрим задачу Коши для нелинейного дифференциального урав-

нения с дробной производной Капуто [1] порядка C  )1)(Re(   
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В работе [2] показано, что при выполнении условия (2) задача Коши (1) 

равносильна интегральному уравнению 
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которое, при условии липшицевости функции ],[ yxf  относительно второй 

переменной, имеет единственное решение ],[)( 1 baCxy n− . 

Для установления разрешимости задачи Коши (1) в пространстве 

],[1 baCn−
 без использования условия липшицевости функции ],[ yxf  отно-

сительно второй переменной к условию (2) добавим два дополнительных 

условия: 
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где 0L , 0d  – некоторые постоянные, и 
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Теорема. Пусть C  ),1)(Re( N  , и 1)][Re( += n , функция 

RYbaf →],[: )( RY   удовлетворяет условиям (2), (4) и (5). Тогда зада-

ча Коши (1) имеет по крайней мере одно решение y(x) в пространстве 

],[1 baCn−
. 

Доказательство. Наряду с уравнением (3) рассмотрим последователь-

ность уравнений 
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Нетрудно видеть, что при каждом Nm  уравнение (6) имеет един-

ственное решение ],[)( baCxym  . Это решение называется m-тым прибли-

жением Тонелли уравнения (3). Покажем, что при сделанных предположе-

ниях последовательность приближений Тонелли )(xym  равномерно огра-

ничена и равностепенно непрерывна в пространстве ],[ baC . 

Обозначим 
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и зафиксируем Nm . Если 
m
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xa

−
 , то используя (7) и условие (4), 

получим: 
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Если )(2)( 11 abmxabm −− −− , то используя (8), получим 
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Аналогичным образом оценим приближения Тонелли )(xym  на каждом 

промежутке 
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Следовательно, при всех bxa   
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],[ bax . Из последнего неравенства следует равномерная ограничен-

ность приближений Тонелли )(xym  в пространстве ],[ baC . 

Покажем теперь, что эта последовательность равностепенно непрерыв-

на в пространстве ],[ baC . Пусть 0x ; ],[, baxxx + . Используя (6), 

условие (4), и неравенство xtxtxtxx −−−−−+ −−− 2)Re(11 )(1)()(   , 

имеем: 
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и, следовательно, 
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Так как последовательность приближений Тонелли )(xym  равномерно 

ограничена в пространстве ],[ baC , получаем равностепенную непрерыв-

ность в ],[ baC . 

По теореме Арцела-Асколи [3, c.167] для всех ],[ bax  последователь-

ность )(xym  предкомпактна в ],[ baC . Поэтому из последовательности 

)(xym  можно выбрать подпоследовательность )(xy
km , сходящуюся к 

],[)( baCxy  . При этом последовательность ))()(( 1 abmxy kmk
−− −  так же 

сходится к ],[)( baCxy  . 

В силу непрерывности интегрального оператора 
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как оператора из пространства ],[ baC  в пространство ],[ baC , возможен 

предельный переход в равенствах (6), откуда вытекает, что 
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Последнее равенство означает, что функция )(xy  удовлетворяет урав-

нению (3). Подставляя )(xy  в уравнение (3) и последовательно диффе-

ренцируя полученное тождество 1−n  раз, заключаем, что )(xy  является 

решением задачи Коши (1) в пространстве ],[1 baCn− , что и доказывает 

теорему. 
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