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Описано� строение� группы,� содержащей� максимальную� подгруппу�M� такую,� что� все� максимальные� в�M� подгруппы��
F -субнормальны�в�группе,�для�случая,�когда� F �–�формация�всех�нильпотентных�подгрупп�или�наследственная�реше-

точная�насыщенная�формация.��
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�
Keywords:�finite groups, subnormal subgroups, F -subnormal subgroups, nilpotent groups, lattice formation.�

�
�

Введение�
Рассматриваются� только� конечные� группы.�

Используемая� терминология� и� обозначения�
стандартны�и�соответствует�[1],�[2].�
� Пусть� F �–�формация,�G�–� группа,�H� –�под-

группа�группы�G.�Подгруппа�H�называется� F -суб-

нормальной� подгруппой� группы� G,� если� либо�
,H G= �либо�существует�цепочка�подгрупп�

� 0 1 nH H H H G= <Ч <Чј<Ч = ����������(0.1)�

такая,�что� 1/ ( )
ii i HH H - ОF �для�всех�i.�

Это�равносильно�тому,�что� 1( ) .
ii i HH H -ЈF �

Здесь� x
X

x X
Y Y

О
= I � –� ядро� подгруппы�Y� в� группе�

X,� а� запись� 1i iH H- <Ч � означает,� что� 1iH - � –�мак-

симальная�подгруппа�группы� .iH �Для�формации�

N � всех� нильпотентных� групп� N -субнормаль-
ность� подгруппы� разрешимой� группы� равно-
сильна�[1,�c.�93]�субнормальности.�Для�формации�
U � всех� сверхразрешимых� групп� U -субнор-
мальность�подгруппы�H�в�разрешимой�группе�G�
равносильна� [3,� лемма� 1.12]� существованию�це-
почки� подгрупп� (0.1)� такой,� что� 1| : | ,i iH H - ОP �

,i" �где� P �–�множество�всех�простых�чисел.�
Для�наследственной�формации� F � известно�

[4,�лемма�7],�что�если�в�группе�G каждая�макси-
мальная� подгруппа� F -субнормальна,� то�

/ ( ) .G GF ОF �Если�же�в�группе�G каждая�2-мак-

симальная� подгруппа� F -субнормальна,� то� все�

собственные�подгруппы� в�G имеют� нильпотент-
ные� F -корадикалы�[4,�теорема�1].�Группы,�у�ко-

торых� все� 2-максимальные� подгруппы� U -суб-
нормальны,�исследованы�в�[5],�[6].�

Строение� группы,� в� которой� все� 2-макси-
мальные� подгруппы� субнормальны,� получено� в�
[7].�В�[8,�теорема�2.3]�установлено,�что�в�группе�
G,� содержащей� ненормальную� максимальную�
подгруппу�M� такую,�что� все�максимальные�в�M�
подгруппы� субнормальны� в�G,� все� собственные�
подгруппы�нильпотентны.�

В�этой�статье�мы�продолжаем�исследования�
в�данном�направлении.�В�группе�G�фиксируется�
максимальная� подгруппа� M� и� предполагается,�
что� все� максимальные� в� M� подгруппы� F -суб-

нормальны� в� G.� При� =F N � доказывается,� что�

либо�M�нормальна�в�G,�либо�в�группе�G�все�соб-
ственные� подгруппы� абелевы,� тем� самым� уточ-
няется� отмеченный� выше� результат� [8,� теорема�
2.3].�В� случае,� когда� F � –� наследственная�насы-

щенная� решеточная� формация,� доказано,� что�
либо�M� F -субнормальна� в�G,� либо�G� –� нениль-

потентная� группа,� все� собственные� подгруппы�
которой�абелевы.�
�

1�Вспомогательные�результаты�
Запись� A BЈ � означает,� что�A� –� подгруппа�

группы�B;�если�A�–�собственная�подгруппа�груп-
пы�B,� то� будем�писать� .A B< �Подгруппа�Фрат-
тини� группы� G� обозначается� через� ( );GF �
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наибольшая� нормальная� p-подгруппа� группы�G 
обозначается�через� ( ).pO G �Запись� A Bг �означа-

ет� полупрямое� произведение� нормальной� под-
группы�A�и�подгруппы�B.�

Пусть�H�–�подгруппа�группы�G.�Если�суще-
ствует�максимальная�в�G�подгруппа�M�такая,�что�
H MЈ �и�H� является�максимальной�подгруппой�
в�M,� то�H� называется� 2-максимальной� подгруп-
пой�группы�G.�

Пусть� F �–�класс�групп,�G�–�группа.�Группа�

G�называется�минимальной� не� F � группой,� если�
,GПF �а�каждая�собственная�подгруппа�в�G при-

надлежит� .F � Минимальная� ненильпотентная�

группа�также�называется�группой�Шмидта,�а�ми-
нимальная�неабелева�группа�–�группой�Миллера�–�
Морено.� Свойства� этих� групп� хорошо� известны�
[1],�[10],�[11].�

Пусть� F � –� формация,�G� –� группа.�Пересе-

чение� всех� нормальных� подгрупп� группы� G,�
фактор-группы�по�которым�принадлежат� ,F �обо-

значается� через� GF � и� называется� F -корадика-

лом�группы�G.�
Формация� F � называется� решеточной,� если�

в� любой� группе� множество� всех� ее� F -субнор-

мальных�подгрупп�образует�подрешетку�решетки�
всех�подгрупп.�Решеточные�формации�описаны�в�
работе�[12].�В�частности,�доказано�[12,�лемма�4],�
что� решеточные� формации� сверхрадикальны.�
Нормально�наследственная�формация� F �называ-
ется� сверхрадикальной,� если� любая� группа�

,G AB= � где�A� и�B� –� F -субнормальные� F -под-
группы�из�G,�принадлежит� .F �

Лемма� 1.1� [13,� Лемма� 3].�Пусть F  – на-

следственная насыщенная сверхрадикальная 
формация.� Тогда разрешимая минимальная не�
F -группа�G�является группой одного из следую-

щих типов:�
(1)� G� –� группа� порядка� p,� где простое�
( );pПp F �

� (2)�G�–�группа�Шмидта.�
Нам� потребуются� следующие� свойства�

F -субнормальных�подгрупп.�

� Лемма� 1.2.�Пусть� F �–�формация,�H�и�K�–�

подгруппы�группы�G,� .N G( �Тогда справедливы 

следующие утверждения:�
(1)�если�K� F -субнормальна�в�H,�а�H� F -суб-

нормальна� в� G,� то� K� F -субнормальна� в� G� [9,�

6.1.6�(1)];�
(2)�если� /K N � F -субнормальна�в� / ,G N �то�

K�F -субнормальна�в�G�[9,�6.1.6�(2)];�

(3)�если�H� F -субнормальна�в�G,�то� /HN N �

F -субнормальна�в� /G N �[9,�6.1.6�(3)];�
(4)� если� F � –� наследственная� формация и 

,G KЈF  то K F -субнормальна в�G�[9,�6.1.7�(1)];�

(5)�если�F �–�наследственная�формация�и�H  

F -субнормальна� в�G,� то� H KЗ � F -субнормаль-

на в�K�[9,�6.1.7�(2)].�
�

2�Случай�формации�всех�нильпотентных�
групп�
� Теорема�2.1.�Пусть в группе G существует 
ненормальная максимальная подгруппа�M.�Каж-
дая максимальная в M подгруппа субнормальна в 
G тогда и только тогда,� когда� G� –� ненильпо-
тентная группа,� у которой все собственные 
подгруппы абелевы.�
� Доказательство.� Необходимость.� В� ниль-
потентной� группе� все�максимальные� подгруппы�
нормальны�[2,�3.13].�По�условию�в�G�существует�
ненормальная� максимальная� подгруппа� M,� по-
этому�G�ненильпотентна.�

Предположим,�что�в�M�существуют�различ-
ные� максимальные� подгруппы� 1M � и� 2 ,M � по�
условию� они� субнормальны� в� G.� Согласно� [2,�
2.41]� подгруппы� 1M � и� 2M � субнормальны� в�M,�

поэтому� они� нормальны�в�M� и� 1 2.M M M= �Так�
как� произведение� субнормальных� подгрупп� яв-
ляется�субнормальной�подгруппой�[2,�2.43],�то�M�–�
нормальная�подгруппа�группы�G,�что�противоре-
чит� условию� теоремы.� Поэтому� предположение�
неверно,� и� в�M� только� одна� максимальная� под-
группа,� обозначим� ее� через�H.� Если� \ ,x M HО �

то� подгруппа� xб с � не� содержится� в� H,� поэтому�

x Mб с = �и�группа�G�разрешима�[14,�IV.7.4].�Если�

существуют� , ( ),p q MОp � ,p q№ �то� pxб с �и� qxб с �–�

подгруппы� в�M� индексов� p� и� q� соответственно,�
что�противоречит�единственности�максимальной�
подгруппы�H�в�M.�Значит,� ( ) { }M pp = �и�M�–�си-

ловская�p-подгруппа�группы�G.�
Поскольку� ( ),GM N M= � то� согласно� [14,�

IV.2.6]�существует�нормальная�в�G подгруппа�Q�
такая,� что� .G Q M= г � Так� как� группа� G� разре-

шима�и�M�–�максимальная�в�G�подгруппа,�то�Q�–�
силовская�q-подгруппа�группы�G,�Q�–�минималь-
ная�нормальная�в�G�подгруппа.�По�условию�под-

группа� pxб с �субнормальна�в�G.�Согласно�[2,�5.31]�

( ) , ( ).p p
p px O G M x O Gб с Ј Ј б с = �

Поэтому� ( ).p
pQ x Q O Gб с = ґ � Пусть� K� –� макси-

мальная�в�G�подгруппа,�не�сопряженная�с�M.�То-
гда�Q KЈ �и� ( )pK Q O G= ґ �абелева.�Поэтому�G�–�

ненильпотентная� группа,� у� которой� все� собст-
венные�подгруппы�абелевы.�

Достаточность.� Пусть�G� –� ненильпотент-
ная�группа,�у�которой�все�собственные�подгруп-
пы�абелевы.�Тогда�она�является�группой�Шмидта�
и�ее�силовские�подгруппы�абелевы.�Согласно�[7,�
лемма� 5]� в� G� все� 2-максимальные� подгруппы�
субнормальны.��������������������������������������������������������,�
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Замечание� 2.1.� Строение� ненильпотентной�
группы,� у� которой� все� собственные� подгруппы�
абелевы,�хорошо�известно�[1],� [10],�[11],�она�яв-
ляется�ненильпотентной�группой�Миллера�–�Мо-
рено.�В�частности,�такая�группа�бипримарна,�т.�е.�
ее�порядок�делится�в�точности�на�два�различных�
простых� числа,� одна� из� силовских�подгрупп� яв-
ляется� минимальной� нормальной� подгруппой�
группы,�другая�–�циклическая.�

Следствие�2.1.1�[7,�лемма�5].�В�том�и�толь-
ко� в� том� случае� каждая� 2-максимальная� под-
группа�группы�G�является�субнормальной,�когда�
либо�G�нильпотентна,�либо�G�–�группа�Шмидта�с�
абелевыми�силовскими�подгруппами.�

Следствие� 2.1.2� [8,� теорема� 2.3].� Если� в�
группе� G� существует� ненормальная� максималь-
ная�подгруппа,�у�которой�все�максимальные�под-
группы�субнормальны�в�G,�то�G�–�группа�Шмидта.�
�

3�Случай�решеточной�формации�
� Лемма�3.1�[4,�лемма�7].�Пусть� F �–�наслед-

ственная�формация.�Если в группе G все макси-
мальные подгруппы F -нормальны,�то фактор-

группа / ( )G GF ОF  и .GОNF �

Теорема�3.2.�Пусть F  – наследственная на-

сыщенная решеточная формация, содержащая 
все нильпотентные группы.�Предположим,� что 
в группе G существует максимальная подгруппа�
M,�которая обладает следующими свойствами:�

(1)�M�не�F -субнормальна�в�G;�

(2)� каждая  максимальная подгруппа из M 
F -субнормальна в G.�

Тогда� G� –� ненильпотентная� группа,� все�
собственные�подгруппы�которой�абелевы.�

Доказательство.�Если� ,GОF �то� / GG M ОF �

и� M� F -нормальна� в�G,� противоречие.� Поэтому�

группа�G�не�принадлежит� .F �

Поскольку�каждая�максимальная�подгруппа�
из� M� F -субнормальна� в� G,� то� в� силу� леммы�

(1.2)�(5)� каждая� максимальная� подгруппа� из� M 
F -субнормальна�в�M.�Поэтому� M ОF �по�лемме�

3.1.�
Предположим,�что�в�M�существуют�различ-

ные� максимальные� подгруппы� 1M � и� 2.M � По�

условию� 1M � и� 2M � F -субнормальны� в�G.� Так�

как� формация� F � решеточная,� то� 1 2,M M M= б с �

F -субнормальна� в� G,� противоречие.� Поэтому�

предположение�неверно,�и�в�группе�M�существу-
ет� единственная� максимальная� подгруппа.� Сле-
довательно,� M x= б с �–�циклическая�q-подгруппа�

группы�G� для� некоторого� ( )q GОp � и� группа� G�

разрешима�[14,�IV.7.4].�
Предположим,� что� M� нормальна� в� G.� По-

скольку� для� формации� N � всех� нильпотентных�
групп� субнормальность� подгруппы� разрешимой�
группы�равносильна� [1,�с.�93]� N -субнормальности�

и� ,НN F �то�подгруппа�M�� F -субнормальна�в�G,��

противоречие.� Поэтому� подгруппа� M� не� нор-
мальна�в�G.�Значит,� ( )GM N M= �и�согласно�[14,�

IV.2.6]�существует�нормальная�в�G�подгруппа�P�
такая,� что� .G P M= г � Поскольку� группа�G� раз-
решима�и�M�–�максимальная�в�G�подгруппа,�то�P�
–� силовская� p-подгруппа� группы� G,� P� –� мини-
мальная� нормальная� в� G� подгруппа.� Следова-
тельно,�G�–�бипримарная�{ , }p q -группа.�

Так�как� ,GПF �то� 1.G №F �Пусть� A �–�фор-
мация�всех�абелевых�групп.�Поскольку�

/ ,G P xб с О Н Н; A N F �

то�G PЈF �и� .G P=F �Поэтому� ( ) 1.GF =F �

Подгруппа� / .x M G Pб с = О; F � Пусть� H� –�

максимальная� в�G� подгруппа,� не� сопряженная� с�

M.� Тогда� P HЈ � и� qH P x= б с � нормальна� в� G.�

Пусть� K� –� максимальная� в� H� подгруппа.� Если�
,P KЈ �то�K F -субнормальна�в�G�по�лемме�1.2�(4).�

Если� ,P KЈ/ � то� без� ущерба� для� доказательства�

можно�считать,�что� .qx Kб с Ј �Поэтому� 1
qK P x= б с �

и� подгруппа� 1P P K= З � субнормальна� в� G.� В�

силу� [1,� с.�93]�подгруппа� 1P � N -субнормальна�в�

G,�а�поскольку� ,НN F �то� 1P � F -субнормальна�в�

G.� Подгруппа� qxб с � также� F -субнормальна� в�G 

по�условию.�Поскольку� F �–�решеточная�форма-

ция,� 1
qK P x= б с � F -субнормальна� в� G.� Но� K� –�

произвольная�максимальная�в�H�подгруппа,� зна-
чит,� все� максимальные� в� H� подгруппы� F -суб-

нормальны�в�G.�Из�леммы�1.2� (4)�получаем,�что�
все� максимальные� в� H� подгруппы� F -субнор-

мальны� в� H.� По� лемме� 3.1� фактор-группа�
/ ( ) .H HF ОF � По� условию� F � –� насыщенная�

формация,� значит,� .H ОF � Таким� образом,� все�
максимальные� подгруппы� в� G принадлежат� .F �
Поскольку� решеточные� формации� сверхради-
кальны�[12,�лемма�4],�то�в�силу�леммы�1.1�группа�
G�является�группой�Шмидта.�Так�как�P�абелева,�
то�в�силу�свойств�групп�Шмидта�[11,�теорема�1.1,�
теорема� 1.2],� каждая� собственная� подгруппа�
группы�G�абелева.���������������������������������������������������,�

Следствие�3.2.1.�Пусть� F �–�наследственная�

насыщенная� решеточная� формация,� содержащая�
все�нильпотентные�группы.�Если�в�группе�G� ка-
ждая� 2-максимальная� подгруппа� F -субнормаль-

на,� то� либо� ,GОF � либо� G� –� ненильпотентная�

группа,� у� которой� все� собственные� подгруппы�
абелевы.�
� Доказательство.�Если�в� группе�G� все�мак-
симальные� подгруппы� F -субнормальны,� то�

GОF �по�лемме�3.1.�Если� GО/ F �и�некоторая�ее�

максимальная�подгруппа�M�не� F -субнормальна,�

то�G�–�ненильпотентная�группа,�все�собственные�
подгруппы�которой�абелевы,�по�теореме�3.2.�
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