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Ïðåäèñëîâèå

Óðîâåíü ðàçâèòèÿ ëþáîé ñòðàíû íàõîäèòñÿ â ïðÿìîé çàâèñèìîñòè îò å¼ èíòåë-
ëåêòóàëüíîãî ïîòåíöèàëà. Óìñòâåííûå ñïîñîáíîñòè ëþäåé ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííûì
ðåçåðâîì ÷åëîâå÷åñêîé öèâèëèçàöèè, èõ àêòóàëèçàöèÿ ñïîñîáíà ðåçêî ïîâûñèòü êà-
÷åñòâî æèçíè îáùåñòâà. Ïîÿâëåíèå íîâîãî çíàíèÿ, íåñòàíäàðòíûõ ðåøåíèé ïðîáëåì
îáåñïå÷èâàåò òîëüêî ÷åëîâå÷åñêèé èíòåëëåêò. Åùå ßí Àìîñ Êîìåíñêèé îáðàùàë-
ñÿ ê âëàñòÿì ñ ïðîñüáîé íå æàëåòü ñðåäñòâ íà îáó÷åíèå ìîëîäåæè, öèòèðóÿ ñëîâà
Ìàðòèíà Ëþòåðà: ¾Ãäå íà ïîñòðîåíèå ãîðîäîâ, êðåïîñòåé, ïàìÿòíèêîâ, àðñåíàëîâ
ðàñõîäóåòñÿ îäíà çîëîòàÿ ìîíåòà, òàì íóæíî èçðàñõîäîâàòü ñòî çîëîòûõ ìîíåò íà
ïðàâèëüíîå îáðàçîâàíèå îäíîãî þíîøè, êîòîðûé âîçìóæàâ, ìîæåò ïîêàçàòü ïóòü
äðóãèì êî âñåìó ÷åñòíîìó; îí èìååò áîëüøåå çíà÷åíèå, ÷åì áëåñòÿùèå äâîðöû, ãðó-
äû çîëîòà è ñåðåáðà, ìåäíûå âîðîòà è æåëåçíûå çàñîâû¿ [5, ñ. 24]. Â Áåëàðóñè ìíîãîå
äåëàåòñÿ äëÿ ðàçâèòèÿ ïðèðîäíûõ çàäàòêîâ è ñïîñîáíîñòåé ïîäðàñòàþùåãî ïîêî-
ëåíèÿ: ðåàëèçóþòñÿ ãîñóäàðñòâåííûå ïðîãðàììû, ñîçäàþòñÿ è óñïåøíî ôóíêöèî-
íèðóþò ñïåöèàëüíûå ôîíäû ïî ïîääåðæêå ìîëîäûõ äàðîâàíèé, àêòèâèçèðîâàëàñü
äåÿòåëüíîñòü ó÷ðåæäåíèé îáðàçîâàíèÿ â íàïðàâëåíèè ðàçâèòèÿ äåòñêîé îäàðåííî-
ñòè. Âëîæåíèÿ ìàòåðèàëüíûõ, ôèçè÷åñêèõ è äóøåâíûõ ñèë â îáó÷åíèå è âîñïèòàíèå
îäàðåííûõ äåòåé � ýòî ñàìûé íàäåæíûé ñïîñîá îáåñïå÷èòü ñòðàíå ïîäúåì. Äëÿ ñòà-
íîâëåíèÿ ðåáåíêà êàê èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííîé ëè÷íîñòè íåîáõîäèìû íå òîëüêî
ïðèðîäíûå çàäàòêè. Óðîêè, ôàêóëüòàòèâû, êðóæêè, íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêàÿ äåÿ-
òåëüíîñòü, óìåëî îðãàíèçîâàííàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà, ðàçëè÷íûå
ôîðìû äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ � íåîáõîäèìàÿ ñðåäà äëÿ ðàçâèòèÿ èíòåëëåêòóàëü-
íûõ ñïîñîáíîñòåé ó÷àùèõñÿ. Îðèãèíàëüíîñòü ìûøëåíèÿ, ïðèñòðàñòèå ê ðåøåíèþ
ñëîæíûõ ïðîáëåì è çàäà÷, èñêëþ÷èòåëüíîå óïîðñòâî â ïîèñêàõ ðåøåíèÿ, òðóäîëþ-
áèå, ïðèñòàëüíûé èíòåðåñ ê ïðåäìåòó � êà÷åñòâà, êîòîðûå äîëæíû ðàçâèòüñÿ ó íèõ
çà ãîäû îáó÷åíèÿ â øêîëå [22].

Èíòåëëåêòóàëüíàÿ îäàðåííîñòü � ýòî ãåíåòè÷åñêè îáóñëîâëåííûé êîìïîíåíò ñïî-
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ñîáíîñòåé, êîòîðûé ñîâìåñòíî ñî ñðåäîé è âîñïèòàíèåì îïðåäåëÿåò êàê ðåçóëüòàò,
òàê è òåìï ðàçâèòèÿ ÷åëîâåêà è îáùåñòâà. Ïðîáëåìàìè îäàðåííîñòè çàíèìàëèñü èç-
âåñòíûå ïñèõîëîãè è ïåäàãîãè: Ê. Òýêýêñ, Ô. Ãàëüòîí, Äæ. Ðåíçóëëè, Ð. Ñòåðíáåðã,
È.À. Ñîêîëÿíñêèé, À.Â. Ïåòðîâñêèé è äð. Îáùèå àñïåêòû òåîðèè ñïîñîáíîñòåé ïðåä-
ñòàâëåíû â òðóäàõ Ë.Ñ. Âûãîòñêîãî, À.Í. Ëåîíòüåâà, Í.Ô. Òàëûçèíîé, Á.Ì. Òåïëîâà.
Ìàòåìàòè÷åñêèå ñïîñîáíîñòè è ìåõàíèçìû èõ ðàçâèòèÿ ðàññìàòðèâàëèñü À.Í. Êîë-
ìîãîðîâûì, Â.À. Êðóòåöêèì, Í.À. Ìåí÷èíñêîé, Í.Â. Ìåòåëüñêèì, À.ß. Õèí÷èíûì,
Æ. Àäàìàðîì, À. Ïóàíêàðå è äð. Èññëåäîâàíèåì èíòåëëåêòóàëüíîãî ðàçâèòèÿ â ïðî-
öåññå îáó÷åíèÿ çàíèìàëèñü Á.Ã. Àíàíüåâ, Ä.Í. Áëîíñêèé, Â.À. Êðóòåöêèé, Í.Ä. Ëå-
âèòîâ, Í.Ñ. Ëåéòåñ, Ñ.Ë. Ðóáèíøòåéí, Þ.À. Ñàìàðèí è äð.

Èçâåñòíûé ðîññèéñêèé ïñèõîëîã Ì.À. Õîëîäíàÿ âûäåëèëà øåñòü òèïîâ èíòåë-
ëåêòóàëüíîãî ïîâåäåíèÿ, êîòîðûå â ðàìêàõ ðàçíûõ èññëåäîâàòåëüñêèõ ïîäõîäîâ ñî-
îòíîñÿòñÿ ñ ïðîÿâëåíèåì èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè:

1) ëèöà ñ îáùèì óðîâíåì ðàçâèòèÿ ¾îáùåãî èíòåëëåêòà¿, èìåþùèå ïîêàçàòåëè IQ
áîëåå 135�140 åäèíèö (¾ñîîáðàçèòåëüíûå¿);

2) ëèöà ñ âûñîêèì óðîâíåì àêàäåìè÷åñêîé óñïåøíîñòè â âèäå ïîêàçàòåëåé ó÷åá-
íûõ äîñòèæåíèé (¾áëåñòÿùèå ó÷åíèêè¿);

3) ëèöà ñ âûñîêèì óðîâíåì ðàçâèòèÿ äèâåðãåíòíûõ ñïîñîáíîñòåé â âèäå ïîêàçà-
òåëåé áåãëîñòè è îðèãèíàëüíîñòè ïîðîæäàåìûõ èäåé (¾êðåàòèâû¿);

4) ëèöà ñ âûñîêîé óñïåøíîñòüþ â âûïîëíåíèè òåõ èëè èíûõ êîíêðåòíûõ âèäîâ
äåÿòåëüíîñòè, èìåþùèå áîëüøîé îáúåì ïðåäìåòíî-ñïåöèôè÷åñêèõ çíàíèé, à
òàêæå çíà÷èòåëüíûé ïðàêòè÷åñêèé îïûò ðàáîòû â ñîîòâåòñòâóþùåé ïðåäìåò-
íîé îáëàñòè (¾êîìïåòåíòíûå¿);

5) ëèöà ñ ýêñòðàîðäèíàðíûìè èíòåëëåêòóàëüíûìè äîñòèæåíèÿìè, êîòîðûå íà-
øëè ñâîå âîïëîùåíèå â íåêîòîðûõ ðåàëüíûõ, îáúåêòèâíî íîâûõ, â òîé èëè
èíîé ìåðå îáùåïðèçíàííûõ ôîðìàõ (¾òàëàíòëèâûå¿);
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6) ëèöà ñ âûñîêèì óðîâíåì èíòåëëåêòóàëüíûõ âîçìîæíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ àíà-
ëèçîì, îöåíêîé (¾ìóäðûå¿) [75].

Äåòåé ñ òàêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè â îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ ó÷ðåæäåíèÿõ Ðîññèè,
Áåëàðóñè è äðóãèõ ñòðàí íåìàëî.

Â ïîñîáèè îñâåùàþòñÿ îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ îðãàíèçàöèè ðàáîòû ñ èíòåëëåêòó-
àëüíî îäàðåííûìè äåòüìè â ó÷ðåæäåíèÿõ îáðàçîâàíèÿ. Êíèãà íàïèñàíà ïî èòîãàì
ìíîãîëåòíèõ èññëåäîâàíèé è ñîñòîèò èç äâóõ ãëàâ. Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà òåîðå-
òè÷åñêèì îñíîâàì îðãàíèçàöèè ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïðàêòè÷åñêèì àñïåêòàì îðãàíèçàöèè ðàáîòû ñ èíòåë-
ëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè. Îíà ñîäåðæèò áîëüøîé îáúåì ìåòîäè÷åñêèõ ðàçðà-
áîòîê, àäðåñîâàííûõ ïåäàãîãàì.

Ìàòåðèàë ñòðóêòóðèðîâàí òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü íàèáîëüøèå óäîá-
ñòâà â ðàáîòå ó÷èòåëÿ. Íåîáõîäèìóþ èíôîðìàöèþ ïî âàæíåéøèì òåîðåòè÷åñêèì
è ïðàêòè÷åñêèì âîïðîñàì ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè, ïåäàãîã
íàéäåò â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàãðàôàõ.
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ÃËÀÂÀ 1

Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû îðãàíèçàöèè ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî

îäàðåííûìè äåòüìè

1.1. Èíòåëëåêòóàëüíàÿ îäàðåííîñòü êàê ïðåäìåò íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé

Ïåäàãîãè÷åñêàÿ íàóêà íå ñðàçó ñôîðìèðîâàëà òåîðåòè÷åñêèé àïïàðàò, ñïîñîá-
íûé îïèñàòü òàêîé ñëîæíûé ôåíîìåí êàê èíòåëëåêòóàëüíàÿ îäàðåííîñòü. Èñòîðèêî-
ïåäàãîãè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî èíòåðåñ ê îáó÷åíèþ è âîñïèòàíèþ îäà-
ðåííûõ äåòåé âîçíèê çàäîëãî äî òîãî, êàê ñòàë ïðåäìåòîì íàó÷íûõ ðàçðàáîòîê â
ìèðîâîé è îòå÷åñòâåííîé íàóêå. Èñòîêè òåîðèè ìû íàõîäèì â íåäðàõ ôèëîñîôèè.
Ðàçìûøëåíèÿ Ñîêðàòà (469�399 ãã. äî í. ý.), Ïëàòîíà (427�347 ãã. äî í. ý.), Àðèñòî-
òåëÿ (384�322 ãã. äî í. ý.), Äåìîêðèòà (460�370 ãã. äî í. ý.) è äð. ïðîíèçàíû èäåÿìè,
ñâÿçàííûìè ñ âîïðîñàìè âîñïèòàíèÿ ÷åëîâåêà, ôîðìèðîâàíèÿ åãî ëè÷íîñòè, îïðåäå-
ëåíèÿ ìåñòà â æèçíè. Îíè áûëè ñîðèåíòèðîâàíû íà ïðèðîäíûå ñèëû è ñïîñîáíîñòè
÷åëîâåêà, íà èõ ñàìîðàçâèòèå. Òàê, Ñîêðàò, îáëàäàÿ ïðåêðàñíûì ëîãè÷åñêèì ìûøëå-
íèåì, ó÷èë ñâîèõ ó÷åíèêîâ ëîãè÷åñêè ìûñëèòü. Åãî äåâèç � âñå ïîäâåðãàòü êðèòè÷å-
ñêîìó àíàëèçó, äóìàòü è ðàññóæäàòü, íè÷åãî íå ïðèíèìàòü íà âåðó. Ïëàòîí (ó÷åíèê
Ñîêðàòà) è Êîíôóöèé, æèâøèå áîëåå 2,5 òûñÿ÷ ëåò íàçàä, ñ÷èòàëè, ÷òî íåîáõîäèìî
âûÿâëÿòü íàèáîëåå ñïîñîáíûõ äåòåé è îáó÷àòü èõ òîìó, ÷òî ïîëåçíî äëÿ ãîñóäàð-
ñòâà. À â Êèòàå, åùå çà òûñÿ÷ó ëåò äî íîâîé ýðû, èñïîëüçîâàëèñü òåñòû, ñ ïîìîùüþ
êîòîðûõ ìîæíî áûëî îïðåäåëèòü óðîâåíü ëîãè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ, ïàìÿòè, òâîð÷å-
ñòâà. Â íàó÷íûõ òðàêòàòàõ äðåâíèõ ôèëîñîôîâ ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ òåðìèí ¾ãåíèé¿
(îò ëàò. genius � äóõ) � ìèôîëîãè÷åñêàÿ ôèãóðà, ñîåäèíÿþùàÿ â ñåáå ïðåäñòàâëå-
íèå î ñî÷åòàíèè áîæåñòâåííîãî äóõà ñ ÷åëîâåêîì. Ó÷åíèÿ î ãåíèè è ãåíèàëüíîñòè
ðàçðàáàòûâàëèñü ïåðâîíà÷àëüíî àâòîíîìíî îò ñîöèàëüíî-ïåäàãîãè÷åñêîé ïðàêòèêè,
îäíàêî ôèëîñîôû ïðîøëîãî áûëè ãëóáîêî óáåæäåíû, ÷òî áîæåñòâåííàÿ ïðåäîïðå-
äåëåííîñòü ãåíèàëüíîñòè íå èñêëþ÷àåò çíà÷èìîñòè âîñïèòàíèÿ è îáðàçîâàíèÿ [59,
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65].
Â ýïîõó Âîçðîæäåíèÿ ïîïûòêó îñìûñëèòü ïðîáëåìó îäàðåííîñòè ïðåäïðèíÿë

èñïàíñêèé âðà÷ Õóàí Óàðòå. Åãî ðàáîòà ïîñâÿùàëàñü èçó÷åíèþ èíäèâèäóàëüíûõ
ðàçëè÷èé â ñïîñîáíîñòÿõ ëþäåé ñ öåëüþ äàëüíåéøåãî ïðîôåññèîíàëüíîãî îòáîðà íà
ãîñóäàðñòâåííóþ ñëóæáó. Çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ ïîòåíöèàëà îäàðåííûõ ëþäåé îí
íàäåÿëñÿ âîçðîäèòü ìîãóùåñòâî Èñïàíñêîé èìïåðèè. X. Óàðòå ïîïûòàëñÿ îòâåòèòü
íà âîïðîñû:

1) êàêèìè êà÷åñòâàìè îáëàäàåò òà ïðèðîäà, êîòîðàÿ äåëàåò ÷åëîâåêà ñïîñîáíûì
ê îäíîé íàóêå è íå ñïîñîáíûì ê äðóãîé;

2) êàêèå âèäû äàðîâàíèé èìåþòñÿ â ÷åëîâå÷åñêîì ðîäå;

3) êàêèå èñêóññòâà è íàóêè ñîîòâåòñòâóþò êàæäîìó äàðîâàíèþ â ÷àñòíîñòè;

4) ïî êàêèì ïðèçíàêàì ìîæíî óçíàòü ñîîòâåòñòâóþùåå äàðîâàíèå.

Ñïîñîáíîñòè X. Óàðòå ñîïîñòàâèë ñ òåìïåðàìåíòîì è ñ ðàçëè÷èÿìè â ñôåðàõ
äåÿòåëüíîñòè, òðåáóþùèõ îïðåäåëåííûõ äàðîâàíèé. Ê îñíîâíûì ñïîñîáíîñòÿì îí
ïðè÷èñëèë ôàíòàçèþ, ïàìÿòü è èíòåëëåêò, à îäàðåííîñòü ÷åëîâåêà îïðåäåëèë ïðî-
ïîðöèåé, â êîòîðîé ïðèñóòñòâîâàëè ýòè ñîñòàâëÿþùèå. X. Óàðòå ïðîâåë ïñèõîëî-
ãè÷åñêèé àíàëèç äåÿòåëüíîñòè ïðåäñòàâèòåëåé ðàçëè÷íûõ ïðîôåññèé. Îí óáåäèëñÿ,
÷òî òàëàíò çàâèñèò îò ïðèðîäû, âîñïèòàíèÿ è òðóäà. X. Óàðòå ïðåäëîæèë äèàãíîñòè-
ðîâàòü îäàðåííîñòü ïî âíåøíèì ïðèçíàêàì (ôîðìå ÷àñòåé ëèöà, òåëà, òèïó âîëîñ)
[68]. Íàäî çàìåòèòü, ÷òî ñîâðåìåííàÿ ãåíåòèêà ïîäòâåðæäàåò ïðàâîìåðíîñòü ñóùå-
ñòâîâàíèÿ òàêîãî ìåòîäà.

È. Êàíò â òðàêòàòå ¾Î ãåíèè¿ äàë õàðàêòåðèñòèêó ýòîìó ôåíîìåíó. Ïî åãî ìíå-
íèþ, ãåíèàëüíîñòü � ýòî ïðèðîæäåííàÿ ñïîñîáíîñòü ê ñîçäàíèþ îáðàçöîâûõ ïðîèç-
âåäåíèé èñêóññòâà, àðèñòîêðàò, èçáðàííèê äóõà, ñïîñîáíûé âîçâûñèòüñÿ íàä ïëîñ-
êèì óðîâíåì îáû÷íîé ëîãèêè, à òàëàíò � ýòî ñïîñîáíîñòü ñîçäàâàòü òî, äëÿ ÷åãî íå
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ìîæåò áûòü íèêàêèõ îïðåäåëåííûõ ïðàâèë, ïîýòîìó îðèãèíàëüíîñòü � ïåðâîå åãî
ñâîéñòâî. È. Êàíò ïîÿñíèë ïðèðîäó ãåíèàëüíîñòè è ñîñòàâèë ñðàâíèòåëüíóþ õàðàê-
òåðèñòèêó ãåíèÿ â èñêóññòâå è ãåíèÿ â íàóêå [59].

Áîëüøóþ ðîëü â ñòàíîâëåíèè ïðèíöèïîâ îáó÷åíèÿ è âîñïèòàíèÿ îäàðåííûõ äå-
òåé ñûãðàë ß.À. Êîìåíñêèé (1592�1670). Â ¾Âåëèêîé äèäàêòèêå¿ è ¾Çàêîíàõ áëà-
ãîóñòðîåííîé øêîëû¿ ß.À. Êîìåíñêèé îáîáùèë îãðîìíûé, íàêîïëåííûé â øêîëàõ
ìíîãèõ ñòðàí è ïðîâåðåííûé ëè÷íîé ïðàêòèêîé îïûò è óêàçàë íà íåîáõîäèìîñòü èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ðàçëè÷èé â ñïîñîáíîñòÿõ ó÷àùèõñÿ â ó÷åáíî-âîñïèòàòåëüíîì ïðîöåññå.
Èçâåñòíûé ïåäàãîã ïèñàë: ¾Ó îäíèõ ñïîñîáíîñòè îñòðûå, ó äðóãèõ � òóïûå, ó îäíèõ
ãèáêèå è ïîäàòëèâûå, ó äðóãèõ � òâåðäûå è óïðÿìûå, îäíè ñòðåìÿòñÿ ê çíàíèþ ðàäè
çíàíèÿ, äðóãèå óâëåêàþòñÿ ìåõàíè÷åñêîé ðàáîòîé. Èç ýòîãî òðèæäû äâîéíîãî ðîäà
ñî÷åòàíèÿ ñïîñîáíîñòåé âîçíèêàåò øåñòèêðàòíîå èõ ñî÷åòàíèå¿ [5, ñ. 19]. ß.À. Êî-
ìåíñêèé ïðåäëîæèë ìåòîä îáó÷åíèÿ, ¾ïðèñïîñîáëåííûé ê ñðåäíèì ñïîñîáíîñòÿì,
÷òîáû ñäåðæèâàòü ïðåæäåâðåìåííîå èñòîùåíèå íàèáîëåå äàðîâèòûõ è ïîäãîíÿòü
âÿëûõ¿ [5, ñ. 20]. Ïåäàãîã ñ÷èòàë, ÷òî ¾íàäî, ÷òîáû áîëåå ìåäëåííûå ñìåøèâàëèñü
ñ áîëåå áûñòðûìè, áîëåå òóïûå ñ áîëåå óìíûìè, óïðÿìûå ñ ïîñëóøíûìè è ó÷èëèñü
áû ïî îäíèì ïðàâèëàì è ïðèìåðàì äî òåõ ïîð, ïîêà íóæäàþòñÿ â ðóêîâîäñòâå. Êî-
ãî ó÷èòåëü ïðèçíàåò áîëåå ñïîñîáíûì, ê òîìó îí ïðèñîåäèíèò äëÿ îáó÷åíèÿ äâóõ
èëè òðåõ îòñòàþùèõ¿ [5, ñ. 20]. Äèäàêòèêà ß.À. Êîìåíñêîãî ïîñòðîåíà íà ïðèíöè-
ïàõ öåëåñîîáðàçíîñòè è ïðèðîäîñîîáðàçíîñòè. Îí áûë óáåæäåí, ÷òî êàæäûé äîëæåí
ïîñâÿòèòü ñåáÿ òîìó âèäó çàíÿòèé, ê êîòîðîìó, êàê ýòî ìîæíî çàêëþ÷èòü ïî âåð-
íûì ïðèçíàêàì, åãî ïðåäíàçíà÷èëà ïðèðîäà. Èáî ïî ïðèðîäíûì äàðîâàíèÿì îäèí
ÿâëÿåòñÿ ìóçûêàíòîì, ïîýòîì, îðàòîðîì, ôèçèêîì è ò. ä., â òî âðåìÿ êàê äðóãèå
áîëåå ñêëîííû ê áîãîñëîâèþ, ìåäèöèíå, þðèñïðóäåíöèè. ß.À. Êîìåíñêèé âåðèë â
îãðîìíûå òâîð÷åñêèå ñèëû è ñïîñîáíîñòè ÷åëîâåêà, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðàçâèòû â
ïðîöåññå îáó÷åíèÿ è âîñïèòàíèÿ.

Âåëèêèé øâåéöàðñêèé ïåäàãîã Èîãàíí Ãåíðèõ Ïåñòàëîööè (1746�1827) óòâåð-
æäàë, ÷òî öåëü îáó÷åíèÿ � â ðàçâèòèè ïðèñóùèõ ÷åëîâå÷åñêîé ïðèðîäå ñèë, â ñîîò-
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âåòñòâèè ñî ñâîéñòâåííûì ðåáåíêó ñòðåìëåíèåì ê âñåñòîðîííåé äåÿòåëüíîñòè. Åãî
ïîñëåäîâàòåëü � íåìåöêèé ïåäàãîã Ôðèäðèõ Àäîëüô Âèëüãåëüì Äèñòåðâåã (1790�
1866) ïîä ïðèðîäîñîîáðàçíîñòüþ ïîíèìàë âîçáóæäåíèå âðîæäåííûõ çàäàòêîâ ðå-
áåíêà â ñîîòâåòñòâèè ñ çàëîæåííûì â íåì ñòðåìëåíèåì ê ðàçâèòèþ. Ñàìîäåÿòåëü-
íîñòü Äèñòåðâåã ñ÷èòàë ðåøàþùèì ôàêòîðîì, îïðåäåëÿþùèì ëè÷íîñòü ÷åëîâåêà.
Îí ñôîðìóëèðîâàë 33 çàêîíà è ïðàâèëà î ðàçâèâàþùåì îáó÷åíèè [5, 65].

Â Ðîññèè ãëóáîêàÿ ðàçðàáîòêà ïåäàãîãè÷åñêèõ èäåé îñóùåñòâëÿëàñü Ê.Ä. Óøèí-
ñêèì (1824�1870). Âîñïèòàíèå îí ðàññìàòðèâàë êàê îáùåñòâåííîå ÿâëåíèå, ñ÷èòàë,
÷òî åãî ïðåäìåòîì ÿâëÿåòñÿ ÷åëîâåê, è åñëè ïåäàãîãèêà õî÷åò âîñïèòûâàòü ÷åëîâåêà
âñåñòîðîííå, òî îíà äîëæíà ïðåæäå óçíàòü åãî âî âñåõ îòíîøåíèÿõ. Îñîáîå âíèìàíèå
Ê.Ä. Óøèíñêèé îáðàòèë íà âëèÿíèå îáùåñòâåííîé ñðåäû, å¼ êóëüòóðû è ïåðåäîâûõ
îáùåñòâåííûõ èäåàëîâ íà âîñïèòàíèå ïîäðàñòàþùåãî ïîêîëåíèÿ. Öåëü âîñïèòàíèÿ
(â øèðîêîì ñìûñëå) Ê.Ä. Óøèíñêèé âèäåë â ôîðìèðîâàíèè àêòèâíîé è òâîð÷åñêîé
ëè÷íîñòè, ïîäãîòîâêå ÷åëîâåêà ê ôèçè÷åñêîìó è óìñòâåííîìó òðóäó êàê âûñøåé
ôîðìå ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè. Åãî ñèñòåìà âîñïèòàíèÿ èñêëþ÷àëà àâòîðèòàð-
íîñòü, îíà ñòðîèëàñü íà ñèëå ïîëîæèòåëüíîãî ïðèìåðà, íà ðàçóìíîé äåÿòåëüíîñòè
ðåá¼íêà. Ê.Ä. Óøèíñêèé òðåáîâàë îò ó÷èòåëÿ ðàçâèòèÿ àêòèâíîé ëþáâè ê ÷åëîâåêó,
ñîçäàíèÿ àòìîñôåðû òîâàðèùåñòâà. Ê.Ä. Óøèíñêèé ñôîðìóëèðîâàë ïðèíöèï âîñïè-
òûâàþùåãî îáó÷åíèÿ, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíñòâî îáó÷åíèÿ è âîñïèòàíèÿ.
Îí ñòàâèë âîïðîñ îá èññëåäîâàíèè è èñïîëüçîâàíèè âîñïèòàòåëüíûõ âîçìîæíîñòåé
îêðóæàþùåé ñðåäû [73].

Àíãëèéñêèé ó÷åíûé Ô. Ãàëüòîí ïîïûòàëñÿ äîêàçàòü, ÷òî âûäàþùèåñÿ ñïîñîáíî-
ñòè (ãåíèàëüíîñòü) � ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü íàñëåäñòâåííûõ ôàêòî-
ðîâ. Ïîäòâåðæäåíèå ýòîìó ìû íàõîäèì â åãî êíèãå ¾Íàñëåäñòâåííîñòü òàëàíòà: åå
çàêîíû è ïîñëåäñòâèÿ¿, â êîòîðîé àâòîð ïðîâîäèò ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç ôàêòîâ
áèîãðàôèé ïðåäñòàâèòåëåé àíãëèéñêîé ýëèòû. Ô. Ãàëüòîí îáñëåäîâàë 300 ñåìåé. Ïî
åãî ìíåíèþ, ïðè÷èíà âûñîêèõ äîñòèæåíèé ëþäåé êðîåòñÿ â ñàìîì ÷åëîâåêå è ïåðåäà-
åòñÿ áèîëîãè÷åñêèì ïóòåì èç ïîêîëåíèÿ â ïîêîëåíèå: íà êàæäûå äåñÿòü çíàìåíèòûõ
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ëþäåé, èìåþùèõ âûäàþùèõñÿ ðîäñòâåííèêîâ, ïðèõîäÿòñÿ òðè-÷åòûðå âûäàþùèõñÿ
îòöà, ÷åòûðå èëè ïÿòü âûäàþùèõñÿ áðàòüåâ è ïÿòü èëè øåñòü âûäàþùèõñÿ ñûíîâåé.
Îí áûë ñòîðîííèêîì èñêóññòâåííîãî ïîääåðæàíèÿ è ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ èíòåëëåê-
òóàëüíîãî ïîòåíöèàëà â ÷åëîâå÷åñêîì ñîîáùåñòâå. Èñòîêè ïñèõîäèàãíîñòèêè è ïñè-
õîìåòðèè òàêæå ñâÿçûâàþò ñ èìåíåì Ô. Ãàëüòîíà, êîòîðûé ââåë â îáèõîä ïîíÿòèå
¾òåñò¿ (îò àíãë. test � ïðîáà). Ó÷åíûé ñ÷èòàë, ÷òî èíòåëëåêòóàëüíóþ îäàðåííîñòü
ìîæíî îïðåäåëÿòü ïî ñòåïåíè ñåíñîðíîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè; ÷òî âîçìîæíîñòè ðàññóä-
êà òåì âûøå, ÷åì òîíüøå îðãàíû ÷óâñòâ óëàâëèâàþò è äèôôåðåíöèðóþò ðàçëè÷èÿ
(îí ïðîâîäèë îïðåäåëåííóþ ïàðàëëåëü ìåæäó èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè è óì-
ñòâåííî îòñòàëûìè ëþäüìè [68].

Àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê Ê. Ïèðñîí óñîâåðøåíñòâîâàë ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ñäå-
ëàòü çàêëþ÷åíèå î ñòåïåíè ñëó÷àéíîñòè ñâÿçè (ìåæäó óðîâíåì èíòåëëåêòà è óñïåâà-
åìîñòüþ, ìåæäó óðîâíåì ðàçâèòèÿ èíòåëëåêòà è âíåøíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ÷åëî-
âåêà è äð.), è ïîëîæèë íà÷àëî ðàçâèòèþ ôàêòîðíîãî àíàëèçà, ïîëó÷èâøåãî áîëüøîå
ðàñïðîñòðàíåíèå â ïñèõîëîãèè.

Â íà÷àëå XX âåêà ïîÿâèëèñü òðóäû Å. Ãóðüÿíîâà, Ã. Ðîññîëèìî, Â. Øòåðíà,
Â. Ýêçåìïëÿðñêîãî è äð., ïîñâÿù¼ííûå ïðîáëåìàì äåòñêîé îäàðåííîñòè. Â ïñèõî-
ëîãèè íà÷àëîñü àêòèâíîå èçó÷åíèå ïîçíàâàòåëüíûõ ïðîöåññîâ ÷åëîâåêà: âíèìàíèÿ,
âîñïðèÿòèÿ, ìûøëåíèÿ. Â ðàìêàõ äàííûõ èññëåäîâàíèé øëà ðàçðàáîòêà äèàãíî-
ñòè÷åñêèõ çàäàíèé è ìåòîäîâ èçìåðåíèÿ èíäèâèäóàëüíûõ ðàçëè÷èé äåòåé è âçðîñ-
ëûõ. Ã. Ðîññîëèìî (1910) âïåðâûå ñîçäàë â Ðîññèè íàèáîëåå ïîëíóþ ñèñòåìó äèàãíî-
ñòèêè óðîâíåé îäàðåííîñòè, âêëþ÷àþùóþ èçìåðåíèå ïÿòè îñíîâíûõ ñîñòàâëÿþùèõ
(âíèìàíèÿ, âîëè, âîñïðèèì÷èâîñòè, ïàìÿòè, àññîöèàòèâíûõ ïðîöåññîâ). Âñÿ æå åãî
ñèñòåìà âêëþ÷àëà 11 îñíîâíûõ ïðîöåññîâ. Äèàãíîñòèêà àññîöèàòèâíûõ ïðîöåññîâ
äàâàëà îöåíêó êà÷åñòâà îñìûñëåíèÿ, êîìáèíàòîðíûõ ñïîñîáíîñòåé, ñìåòëèâîñòè, âî-
îáðàæåíèÿ, íàáëþäàòåëüíîñòè. Ìåòîäèêà ïñèõîëîãè÷åñêèõ ïðîôèëåé Ã. Ðîññîëèìî
ïîçâîëèëà âïåðâûå îñóùåñòâëÿòü ãðàôè÷åñêîå ñîïîñòàâëåíèå óðîâíåé îäàðåííîñòè.
Â ýòî âðåìÿ áûëà ðàçðàáîòàíà äèàãíîñòèêà ïîçíàâàòåëüíûõ ïðîöåññîâ è äèàãíîñòèêà
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óìñòâåííîé îäàðåííîñòè, àêòèâíî ñîçäàâàëèñü ìåòîäèêè äëÿ èçìåðåíèÿ èíòåëëåêòó-
àëüíîãî ðàçâèòèÿ ðåáåíêà ñ öåëüþ âûÿâëåíèÿ ðàçëè÷íûõ äèàãíîñòè÷åñêèõ óðîâíåé
èíòåëëåêòà â êàæäîì âîçðàñòå [80].

Â. Øòåðí îïðåäåëèë ñóùíîñòü óìñòâåííîé îäàðåííîñòè. Ïî åãî ìíåíèþ, óìñòâåí-
íàÿ îäàðåííîñòü åñòü îáùàÿ ñïîñîáíîñòü ñîçíàòåëüíî íàïðàâëÿòü ñâîå ìûøëåíèå
íà íîâûå òðåáîâàíèÿ, åñòü îáùàÿ óìñòâåííàÿ ñïîñîáíîñòü ïðèñïîñîáëåíèÿ ê íîâûì
çàäà÷àì è óñëîâèÿì æèçíè; óìñòâåííî îäàðåí òîëüêî òîò, êòî â ñîñòîÿíèè ëåãêî
ïðèñïîñîáèòüñÿ ê íîâûì òðåáîâàíèÿì ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ è â ðàçëè÷íûõ îáëà-
ñòÿõ. Â. Ýêçåìïëÿðñêèé âêëþ÷èë â ïîíÿòèå îäàðåííîñòè ýìîöèîíàëüíóþ è âîëåâóþ
ñôåðû æèçíè ÷åëîâåêà. Ïîïóëÿðíûìè ñòàëè äèàãíîñòè÷åñêèå êîìïëåêñû, ðàçðàáî-
òàííûå À. Áèíå è Ò. Ñèìîíîì. Ýòè êîìïëåêñû ïîçâîëÿëè äèàãíîñòèðîâàòü èíòåëëåê-
òóàëüíûé ïîòåíöèàë äåòåé. Ñ ïîìîùüþ äèàãíîñòè÷åñêîé øêàëû ìîæíî áûëî íàéòè
èíòåãðàëüíûé ýêâèâàëåíò âñåì ïîçíàâàòåëüíûì ïðîöåññàì è ñîîòíåñòè èíäèâèäó-
àëüíûå ïîòåíöèàëüíûå âîçìîæíîñòè ðåáåíêà ñ åãî èíòåëëåêòóàëüíûì ðàçâèòèåì,
âêëþ÷àÿ ó÷åáíóþ äåÿòåëüíîñòü. À. Áèíå ââåë âåëè÷èíó èíòåëëåêòóàëüíîãî ïîòåí-
öèàëà, êîòîðàÿ â äàëüíåéøåì ïîëó÷èëà íàçâàíèå èíòåëëåêòóàëüíûé êîýôôèöèåíò
(IQ). Óðîâåíü èíòåëëåêòà ñòàëè èçìåðÿòü ïî òåìïàì è èíòåíñèâíîñòè èíòåëëåêòó-
àëüíîãî ðàçâèòèÿ äåòåé. Ë. Òåðìåí ðàçðàáîòàë êîíêðåòíûå ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ óðîâ-
íåé èíòåëëåêòóàëüíîãî êîýôôèöèåíòà äåòåé ðàçíîãî âîçðàñòà. Ñïåöèàëèñòû ñäåëàëè
âûâîä î òîì, ÷òî øêàëà Áèíå-Òåðìåíà ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ â ïðàêòèêå îáó÷åíèÿ äå-
òåé [68].

Â èññëåäîâàíèÿõ ñîâåòñêèõ ó÷åíûõ îäàðåííîñòü ðàññìàòðèâàëàñü ñ òî÷êè çðåíèÿ
ñïîñîáíîñòåé. Á.Ì. Òåïëîâ â êíèãå ¾Ñïîñîáíîñòè è îäàðåííîñòü¿ îáðàòèë âíèìà-
íèå íà òî, ÷òî ïîíÿòèå ¾îäàðåííîñòü¿ ëèøàåòñÿ ñìûñëà, åñëè åãî ðàññìàòðèâàòü
êàê áèîëîãè÷åñêóþ êàòåãîðèþ. Ïîíèìàíèå îäàðåííîñòè, ïî ìíåíèþ Òåïëîâà, çàâè-
ñèò îò òîãî, êàêàÿ öåííîñòü ïðèäàåòñÿ òåì èëè äðóãèì âèäàì äåÿòåëüíîñòè è ÷òî
ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïîä óñïåøíûì âûïîëíåíèåì êàæäîé êîíêðåòíîé äåÿòåëüíîñòè. Â
ðàáîòàõ ýòîãî àâòîðà îñâåùåí êà÷åñòâåííûé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ èíòåëëåêòà, â ñîîò-
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âåòñòâèè ñ êîòîðûì îñíîâíûì ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ñâîåîáðàçèÿ èíòåëëåêòóàëüíûõ
âîçìîæíîñòåé ÷åëîâåêà. Ó÷åíûé èçó÷àë òàê íàçûâàåìûé ¾ïðàêòè÷åñêèé èíòåëëåêò¿,
êîòîðûé, ïî åãî ìíåíèþ, ÿâëÿåòñÿ íå ìåíåå öåííûì è âàæíûì äëÿ ÷åëîâåêà, ÷åì òåî-
ðåòè÷åñêèé. Â êíèãå Á.Ì. Òåïëîâà ¾Óì ïîëêîâîäöà¿ èíòåëëåêò ïðåäñòàâëåí â ñâÿçè
ñ âîëåâûìè è ýìîöèîíàëüíûìè îñîáåííîñòÿìè ëè÷íîñòè [72].

Î.Ê. Òèõîìèðîâ çàíèìàëñÿ èçó÷åíèåì ñòðóêòóðû èíòåëëåêòà êàê äåÿòåëüíîñòè.
Í.Ñ. Ëåéòåñ, Þ.Í. Êóëþòêèí, Ã.Ñ. Ñóõîáñêàÿ, Â.Ñ. Þðêåâè÷ èññëåäîâàëè èíòåëëåêò
â ïðîöåññå èçó÷åíèÿ óìñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè è ñàìîðåãóëÿöèè ëè÷íîñòè.

Â çàðóáåæíîé ïñèõîëîãèè ïðîâåäåíî ìíîæåñòâî èññëåäîâàíèé ñòðóêòóðû èíòåë-
ëåêòà ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà ôàêòîðíîãî àíàëèçà. Ë. Òåðñòîí ðàçðàáîòàë ìóëüòè-
ôàêòîðíóþ ñõåìó, ñîãëàñíî êîòîðîé ñóùåñòâóåò ðÿä ¾ïåðâè÷íûõ óìñòâåííûõ ñïîñîá-
íîñòåé¿, ìåæäó êîòîðûìè â äàëüíåéøåì áûëè îáíàðóæåíû êîððåëÿöèîííûå ñâÿçè,
óêàçûâàþùèå íà ñóùåñòâîâàíèå îáùåãî ôàêòîðà. Äæ. Ãèëôîðä ðàçðàáîòàë ¾åäèíóþ
ñòðóêòóðó èíòåëëåêòà¿, âûäåëèâ â íåì òðè ñòîðîíû (îäíè ôàêòîðû õàðàêòåðèçóþò
âûïîëíÿåìûå óìñòâåííûå îïåðàöèè; äðóãèå � îñîáåííîñòè ìàòåðèàëà, èñïîëüçóåìî-
ãî â òåñòàõ; òðåòüè � ïîëó÷àåìûé ïðîäóêò èëè ðåçóëüòàò ìûøëåíèÿ). Ð. Êýòòåëë
ïðåäëîæèë êîíöåïöèþ î äâóõ âèäàõ èíòåëëåêòà: ¾òåêó÷èé¿ (�uid) è ¾êðèñòàëëèçî-
âàííûé¿ (crystallized). Ïî Ð. Êýòòåëëó ¾òåêó÷èé¿ èíòåëëåêò âûñòóïàåò â çàäà÷àõ, ðå-
øåíèå êîòîðûõ òðåáóåò ïðèñïîñîáëåíèÿ ê íîâûì ñèòóàöèÿì; îí çàâèñèò îò äåéñòâèÿ
ôàêòîðà íàñëåäñòâåííîñòè; ¾êðèñòàëëèçîâàííûé¿ èíòåëëåêò âûñòóïàåò ïðè ðåøå-
íèè çàäà÷, òðåáóþùèõ ñîîòâåòñòâóþùèõ íàâûêîâ, èñïîëüçîâàíèÿ ïðîøëîãî îïûòà, è
çàâèñèò îò âëèÿíèé ñðåäû. Ñîãëàñíî âçãëÿäàì Æ. Ïèàæå, èíòåëëåêò � ýòî ñòðóêòó-
ðèðîâàíèå, ïðèäàþùåå îïðåäåëåííûå ôîðìû âçàèìîäåéñòâèÿì ñóáúåêòà ñî ñðåäîé;
ñïåöèôèêà èíòåëëåêòà çàâèñèò îò ïðèðîäû ¾ôîðì¿, êîòîðûå îí êîíñòðóèðóåò. Àâòîð
âûäåëèë ÷åòûðå òèïà òàêèõ ¾ôîðì¿:

1) ôîðìû íèçøåãî òèïà, îáðàçóåìûå èíñòèíêòîì è íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþùèå
èç àíàòîìî-ôèçèîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû îðãàíèçìà;
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2) öåëîñòíûå ôîðìû, îáðàçóåìûå íàâûêîì è âîñïðèÿòèåì;

3) öåëîñòíûå íåîáðàòèìûå ôîðìû îïåðèðîâàíèÿ, îáðàçóåìûå èíòóèòèâíûì ìûø-
ëåíèåì;

4) ìîáèëüíûå, îáðàòèìûå ôîðìû, ñïîñîáíûå ãðóïïèðîâàòüñÿ â ðàçëè÷íûå ñëîæ-
íûå êîìïëåêñû, îáðàçóåìûå ¾îïåðàöèîíàëüíûì¿ èíòåëëåêòîì [68, 80].

Ì.À. Õîëîäíîé ïðîâåäåí ãëóáîêèé àíàëèç ïñèõîëîãè÷åñêèõ ìåõàíèçìîâ èíòåë-
ëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè. Ïî îòíîøåíèþ ê ïðîÿâëåíèÿì èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåí-
íîñòè, îáíàðóæèâøåé ñåáÿ â ýêñòðàîðäèíàðíûõ èíòåëëåêòóàëüíûõ äîñòèæåíèÿõ, â
êà÷åñòâå èõ ïñèõè÷åñêîãî íîñèòåëÿ, ñ åå òî÷êè çðåíèÿ, âûñòóïàåò èíäèâèäóàëüíûé
ïîçíàâàòåëüíûé îïûò ñóáúåêòà, à òî÷íåå � îñîáåííîñòè åãî ñîñòàâà è ñòðîåíèÿ [74�
76].

Ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî â îñíîâå ýêñòðàîðäèíàðíûõ èíòåëëåêòóàëüíûõ äîñòè-
æåíèé ëåæàò ñïåöèôè÷åñêèå ôîðìû îðãàíèçàöèè ïîçíàâàòåëüíîãî îïûòà ÷åëîâåêà,
â òîì èëè èíîì âèäå âñòðå÷àåòñÿ â ðàáîòàõ ðàçíûõ àâòîðîâ. Ê ïðèìåðó, À. Äå Ãðîîò
ñ÷èòàåò, ÷òî ëþáîé òâîð÷åñêèé ïðîäóêò íå ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì âðîæäåííîé îäà-
ðåííîñòè, à åñòü ñëåäñòâèå ñïåöèôè÷åñêîãî ñàìîðàçâèòèÿ ëè÷íîñòè, ñâÿçàííîãî ñ
äëèòåëüíûì íàêîïëåíèåì è äèôôåðåíöèàöèåé ïîëåçíîãî äëÿ äàííîé îáëàñòè äåÿ-
òåëüíîñòè îïûòà [81].

Äæ. Óîëòåðñ è X. Ãàðäíåð îïèñûâàþò ÿâëåíèå êðèñòàëëèçàöèè îïûòà, âîçíèêà-
þùåå â óñëîâèÿõ èçáèðàòåëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ÷åëîâåêà ñ îïðåäåëåííûìè àñïåê-
òàìè ñâîåãî îêðóæåíèÿ è ïðîÿâëÿþùååñÿ â èçìåíåíèÿõ åãî ïðåäñòàâëåíèé î ñîîò-
âåòñòâóþùåé ïðåäìåòíîé îáëàñòè è ñàìîì ñåáå. Ïðîèñõîäÿùàÿ ðàäèêàëüíàÿ ïåðå-
ñòðîéêà èíäèâèäóàëüíîãî ïîçíàâàòåëüíîãî îïûòà è ÿâëÿåòñÿ òîë÷êîì ê ïîÿâëåíèþ
òåõ èëè èíûõ òâîð÷åñêèõ ïðîäóêòîâ. X. Ãàðäíåð óòâåðæäàåò, ÷òî ÷åëîâå÷åñêàÿ ýêñ-
òðàîðäèíàðíîñòü (â âèäå ðåàëüíûõ òâîð÷åñêèõ äîñòèæåíèé) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì
äëèòåëüíî è ìíîãîêðàòíî ïîâòîðÿþùèõñÿ âñòðå÷ ÷åëîâåêà ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ïðî-
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áëåìíîé îáëàñòüþ. Ïî ìíåíèþ ýòîãî àâòîðà, ïðè÷èíà êðîåòñÿ íå ñòîëüêî â èçìåíå-
íèÿõ êîãíèòèâíîé ñôåðû, ñêîëüêî â îáðàçîâàíèè íîâûõ ôîðì ñîöèàëüíûõ ñâÿçåé ñ
äðóãèìè ëþäüìè, à òàêæå íîâûõ ôîðì îñîçíàíèÿ ñàìîãî ñåáÿ [75, ñ. 34].

Îãðîìíûé èíòåðåñ èññëåäîâàòåëåé âûçûâàåò è òàêàÿ ôîðìà îðãàíèçàöèè èíäèâè-
äóàëüíîãî ïîçíàâàòåëüíîãî îïûòà, êàê áàçà çíàíèé ÷åëîâåêà. Îñîáîå âíèìàíèå ïðè
ýòîì ñîñðåäîòî÷èâàåòñÿ íà ÿâëåíèè êîìïåòåíòíîñòè êàê óñëîâèè ýêñòðàîðäèíàðíûõ
èíòåëëåêòóàëüíûõ äîñòèæåíèé ðåàëüíîé æèçíåäåÿòåëüíîñòè ÷åëîâåêà. Ìíîãèìè àâ-
òîðàìè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îäàðåííûå äåòè è âçðîñëûå èìåþò áîëåå áîãàòóþ áàçó
çíàíèé, îíà ó íèõ â áîëüøåé ìåðå ñòðóêòóðèðîâàíà è ëåãêîäîñòóïíà â ïëàíå âîç-
ìîæíîé àêòóàëèçàöèè [76].

Ì.À. Õîëîäíàÿ óáåæäåíà, ÷òî êîãíèòèâíûå ñòðóêòóðû, áàçà çíàíèé ÷åëîâåêà
ó÷àñòâóþò â ïîðîæäåíèè ñóáúåêòèâíîãî ìåíòàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà îòðàæåíèÿ, êî-
òîðîå, áóäó÷è ôîðìîé îðãàíèçàöèè èíäèâèäóàëüíîãî ïîçíàâàòåëüíîãî îïûòà, èãðà-
åò êëþ÷åâóþ ðîëü â ôåíîìåíå èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè. Îíà óòâåðæäàåò, ÷òî
èíäèâèäóàëüíûå ðàçëè÷èÿ â ñòåïåíè ðàçâåðíóòîñòè è äèíàìè÷íîñòè ýòîãî ìåíòàëü-
íîãî ïðîñòðàíñòâà, ãèáêîñòè è ïðîíèöàåìîñòè åãî ãðàíèö, äèôôåðåíöèðîâàííîñòè
è èåðàðõèçèðîâàííîñòè åãî êîìïîíåíòîâ, èíòåãðèðîâàííîñòè ðàçëè÷íûõ ÿçûêîâ êî-
äèðîâàíèÿ èíôîðìàöèè è ò. ä., íåñîìíåííî, âëèÿþò íà ñâîåîáðàçèå ïîçíàâàòåëüíîãî
îòíîøåíèÿ ÷åëîâåêà ê ìèðó, ïðåäîïðåäåëÿÿ òåì ñàìûì åãî èíòåëëåêòóàëüíûå âîç-
ìîæíîñòè è ñîîòâåòñòâåííî îñíîâíûå ïðîÿâëåíèÿ åãî èíòåëëåêòóàëüíîé àêòèâíîñòè
[75].

Îñíîâíûå ïðîÿâëåíèÿ èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè, ïî ìíåíèþ Ì.À. Õîëîä-
íîé, ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû íà òðåõ îñíîâíûõ óðîâíÿõ, õàðàêòåðèçóþùèõ ðàçíûå
ñòîðîíû ðàáîòû èíòåëëåêòà:

1) óðîâíå èíòåëëåêòóàëüíûõ ñïîñîáíîñòåé (ïîñëåäíèå îáíàðóæèâàþò ñåáÿ â ïîêà-
çàòåëÿõ èíòåëëåêòóàëüíîé ïðîäóêòèâíîñòè, èíäèâèäóàëüíîãî ñâîåîáðàçèÿ èí-
òåëëåêòóàëüíîé äåÿòåëüíîñòè è êðåàòèâíîñòè);
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2) óðîâíå èíòåëëåêòóàëüíîãî êîíòðîëÿ (â âèäå ìåòàêîãíèòèâíûõ ñïîñîáíîñòåé,
ñâÿçàííûõ ñ îñîçíàíèåì ñîáñòâåííûõ èíòåëëåêòóàëüíûõ êà÷åñòâ è ñôîðìèðî-
âàííîñòüþ ðåãóëÿòèâíûõ ïðîöåññîâ);

3) óðîâíå èíòåëëåêòóàëüíûõ êðèòåðèåâ (â âèäå èíòåëëåêòóàëüíûõ èíòåíöèé ñóáú-
åêòà) [74].

Ì.À. Õîëîäíàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ïîíèìàíèÿ ìåõàíèçìîâ èíòåëëåêòóàëüíîé
îäàðåííîñòè â ïåðâóþ î÷åðåäü ñëåäóåò ó÷èòûâàòü íå ñòîëüêî õàðàêòåðèñòèêè äåÿ-
òåëüíîñòè, ñêîëüêî îñîáåííîñòè ïñèõîëîãè÷åñêîé îðãàíèçàöèè ñóáúåêòà äåÿòåëüíî-
ñòè, èáî òå èëè èíûå ïàðàìåòðû äåÿòåëüíîñòè ïðîèçâîäíû ïî îòíîøåíèþ ê ïñèõî-
ëîãè÷åñêèì ðåñóðñàì ëè÷íîñòè. Àâòîð ñ÷èòàåò, ÷òî ñâîåãî ðîäà ïðèíèæåíèþ ðîëè
èíòåëëåêòà, îòîæäåñòâëÿåìîãî, êàê ïðàâèëî, ñ ëîãè÷åñêèì, ðàöèîíàëüíûì àíàëèòè-
÷åñêèì íà÷àëîì, â îïðåäåëåííîé ìåðå ñïîñîáñòâîâàë âñå âîçðàñòàþùèé â ïîñëåäíèå
ãîäû èíòåðåñ îòå÷åñòâåííûõ àâòîðîâ ê èððàöèîíàëüíûì ñóáúåêòèâíûì ñîñòîÿíèÿì,
òðàêòîâêå ÷åëîâå÷åñêîãî ïîçíàíèÿ êàê âûðàæåíèÿ òâîð÷åñêîé àêòèâíîñòè ëè÷íî-
ñòè. Â ðåçóëüòàòå, â ïëàíå ïðîôåññèîíàëüíîãî ïñèõîëîãè÷åñêîãî àíàëèçà, ¾÷åëîâåê
ïåðåæèâàþùèé¿ îêàçàëñÿ áîëåå ïðèâëåêàòåëüíûì, ÷åì ¾÷åëîâåê ðàçóìíûé¿ [76].

Ì.À. Õîëîäíàÿ ñ÷èòàåò, ÷òî, åñëè äëÿ çàïàäíîé ïñèõîëîãèè ïðîáëåìà èíòåëëåêòà
ïîïàëà â ðàçðÿä äâóñìûñëåííûõ òåì èññëåäîâàíèÿ (äåéñòâèòåëüíî, ñòîèò ëè áðàòüñÿ
çà èçó÷åíèå èíòåëëåêòà, åñëè åãî ñóùåñòâîâàíèå â êà÷åñòâå ðåàëüíîãî ïñèõè÷åñêî-
ãî êà÷åñòâà ïîäâåðãàåòñÿ ñîìíåíèþ), òî â îòå÷åñòâåííîé ïñèõîëîãèè îíà ïðèîáðåëà
ðåïóòàöèþ íåèíòåðåñíîé òåìû. Àâòîð ñïðàâåäëèâî çàìå÷àåò, ÷òî ìû ÷àñòî ñòàëêè-
âàåìñÿ ñ ôåíîìåíîì íåïðèÿòèÿ èíòåëëåêòà: ¾Íåëüçÿ íå çàìåòèòü, êàê ðàçèòåëüíî
êîíòðàñòèðóåò â îáùåñòâå íàñòîðîæåííîå è äàæå àãðåññèâíîå îòíîøåíèå ê ëþäÿì,
õóäîæåñòâåííî îäàðåííûì (ïåâöàì, êîìïîçèòîðàì, ïîýòàì, ìàñòåðàì ïî âûøèâêå áè-
ñåðîì è ò. ï.). Ñîöèàëüíî-ãîñóäàðñòâåííûé èíñòèíêò îòâåðæåíèÿ ¾÷åðåñ÷óð óìíûõ¿,
íåñîìíåííî, ñâÿçàí ñ áîÿçíüþ èíàêîìûñëèÿ êàê ÿâëåíèÿ, ñïîñîáíîãî ðàçðóøèòü îá-
ùåïðèíÿòûå ñîöèàëüíûå öåííîñòè. Ïîýòîìó ïî õàðàêòåðó îðèåíòàöèè îáùåñòâà íà
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ñâîþ èíòåëëåêòóàëüíóþ ýëèòó ìîæíî ñóäèòü î òîì, çäîðîâî ëè îíî ëèáî, íàïðîòèâ,
ïîðàæåíî âèðóñîì òîòàëèòàðèçìà (íåçàâèñèìî îò òîãî, èñïîâåäóåòñÿ ëè ïðè ýòîì
êîììóíèñòè÷åñêàÿ, íàöèîíàëüíàÿ, äåìîêðàòè÷åñêàÿ èëè ðåëèãèîçíàÿ èäåîëîãèÿ).
Íàêîíåö, íà îáûäåííî-æèòåéñêîì óðîâíå ñóùåñòâóåò ñòîéêèé ñòåðåîòèï î íåîáÿ-
çàòåëüíîñòè è äàæå íåæåëàòåëüíîñòè èíòåëëåêòà â ðÿäó äðóãèõ ïñèõîëîãè÷åñêèõ
êà÷åñòâ ÷åëîâåêà. ¾Ãîðå îò óìà¿ � ñ ýòîé êîíñòàòàöèåé ãîòîâû ñîãëàñèòüñÿ î÷åíü
ìíîãèå¿ [76, ñ. 35]. Â îäíîì èç èññëåäîâàíèé, ïðîâåäåííûõ Ì.À. Õîëîäíîé, èñïû-
òóåìûå, îïðåäåëÿÿ ñâîå ïîëîæåíèå íà îñè ñ ïîëþñàìè ¾ãëóïûé � óìíûé¿, ñòðåìè-
ëèñü ñìåñòèòü ñåáÿ ê ñåðåäèíå øêàëû. Îáùåå ìíåíèå âûñêàçàë â îáúÿñíåíèè ñâîåãî
âûáîðà îäèí èç èñïûòóåìûõ, çàÿâèâ: ¾ íå íàñòîëüêî ãëóï, ÷òîáû áûòü óìíûì¿. Èã-
íîðèðîâàíèå ðîëè èíòåëëåêòà, îáóñëîâëåíî íå òîëüêî âëèÿíèåì æèçíåííûõ ðåàëèé,
íî è äåéñòâèåì ïñèõîëîãè÷åñêîé ñàìîçàùèòû ëè÷íîñòè, ñâÿçàííîé ñ ïîòðåáíîñòüþ
èçáåãàíèÿ îïàñíîñòè ¾ïîãèáíóòü îò èñòèíû¿ [76, ñ. 35].

Ì.À. Õîëîäíàÿ óáåæäåíà, ÷òî ñîçäàíèå êàêîé-ëèáî ñèñòåìû ðàáîòû ñ èíòåëëåê-
òóàëüíî îäàðåííûìè ëþäüìè (â ïåðâóþ î÷åðåäü ñ äåòüìè), îðèåíòèðîâàííîé íà ìàê-
ñèìàëüíîå ñîäåéñòâèå ðàçâèòèþ èõ èíòåëëåêòóàëüíûõ âîçìîæíîñòåé è ñîçäàíèå äëÿ
íèõ ðåæèìà íàèáîëüøåãî ñîöèàëüíîãî áëàãîïðèÿòñòâîâàíèÿ, ïðåäïîëàãàåò ïðåäâà-
ðèòåëüíóþ ëîìêó âûøåóêàçàííûõ ñòåðåîòèïîâ. È, ãîâîðÿ î íåîáõîäèìîñòè îñîáî
âíèìàòåëüíîãî îòíîøåíèÿ îáùåñòâà ê ñâîåé èíòåëëåêòóàëüíîé ýëèòå, àâòîð íàïîìè-
íàåò î òîì, ÷òî îñíîâíîå çíà÷åíèå èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ ëþäåé çàêëþ÷àåòñÿ
â èõ ó÷àñòèè â ïðîöåññå ïîðîæäåíèÿ èäåé: ¾È ýòîò ñëîé èäåé â îáùåñòâåííîé àò-
ìîñôåðå ïîäîáåí îçîíîâîìó â îáû÷íîé çåìíîé àòìîñôåðå. ×åì ìåíüøå â îáùåñòâå
èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ ëþäåé, òåì áîëüøå îçîíîâûõ äûð è òåì âûðàæåííåå
õàîñ ñîöèàëüíîé îðãàíèçàöèè. Ïîýòîìó áîðüáà çà ëþäåé ñ âûñîêèì èíòåëëåêòóàëü-
íûì ïîòåíöèàëîì îáîðà÷èâàåòñÿ â áóêâàëüíîì ñìûñëå ñëîâà áîðüáîé çà âûæèâàíèå
÷åëîâå÷åñòâà¿ [76, ñ. 36].

Èíòåëëåêòóàëüíàÿ îäàðåííîñòü è äåÿòåëüíîñòü ìîçãà òåñíî âçàèìîñâÿçàíû. Èçó-
÷åíèå äåÿòåëüíîñòè ÷åëîâå÷åñêîãî ìîçãà � îäíà èç àêòóàëüíûõ ïðîáëåì ñîâðåìåí-
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íîé íàóêè. Îíà íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíà ñ îáùèì ðåøåíèåì âîïðîñà î ñîîòíîøåíèè
áèîëîãè÷åñêîãî è ñîöèàëüíîãî â ðàçâèòèè ÷åëîâåêà è îïðåäåëåíèåì êàê ïóòåé è ìåòî-
äîâ àêòèâíîãî âëèÿíèÿ íà èíòåëëåêòóàëüíóþ äåÿòåëüíîñòü, òàê è èõ äîïóñòèìûõ (ñ
ñîöèàëüíî-ýòè÷åñêèõ è ãóìàíèñòè÷åñêèõ òî÷åê çðåíèÿ) ïðåäåëîâ è ôîðì. Ñîâðåìåí-
íàÿ íåéðîôèçèîëîãèÿ íàõîäèòñÿ â ïðîöåññå áóðíîãî ðàçâèòèÿ, êîòîðîå, íåñîìíåííî,
ïðèâåäåò ê ðåøåíèþ ãëàâíûõ âîïðîñîâ, ïîñòàâëåííûõ íàóêîé î ìîçãå è èíòåëëåêòå.
Ýòî êàñàåòñÿ èçó÷åíèÿ äåÿòåëüíîñòè ìîçãà íå òîëüêî íà êëåòî÷íîì è ìîëåêóëÿðíîì
óðîâíÿõ, íî è â öåëîì, òî åñòü âî âñåì ìíîãîîáðàçèè ñèñòåìíûõ ñâÿçåé è âçàèìîäåé-
ñòâèé. Ôóíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå â ýòîì àñïåêòå èìåþò èäåè è ïîäõîäû È.Ï. Ïàâ-
ëîâà, ðàçâèòûå ñ ó÷åòîì ñîâðåìåííûõ äàííûõ íàóêè î ìîçãå Ï.Ê. Àíîõèíûì. Â åãî
òåîðèè ôóíêöèîíàëüíûõ ñèñòåì, ñèñòåìîîáðàçóþùóþ ðîëü â äåÿòåëüíîñòè ñèñòåìû
è åå àäàïòàöèè ê íîâûì óñëîâèÿì èãðàåò ðåçóëüòàò, ôóíêöèîíàëüíî îïðåäåëÿþùèé
ôîðìèðîâàíèå îðãàíà, â äàííîì ñëó÷àå �� ìîçãà ÷åëîâåêà. Óíèâåðñàëüíàÿ îðãàíè-
çàöèÿ ìîçãà ÷åëîâåêà, îïðåäåëÿþùàÿ óæå íà ìîëåêóëÿðíîì óðîâíå ñïåöèôè÷åñêóþ
ñïîñîáíîñòü íåðâíûõ êëåòîê ê ñèñòåìíîìó ôóíêöèîíèðîâàíèþ, îáåñïå÷èâàåò âîç-
ìîæíîñòü ïðîÿâëåíèÿ èíòåëëåêòà.

Îðãàíèçàöèÿ ìîçãà, ïî ìíåíèþ íåéðîôèçèîëîãîâ, â ñóùåñòâåííîé ñòåïåíè çàâè-
ñèò òàêæå îò íàñëåäñòâåííûõ äåòåðìèíàíò, ïîýòîìó â íàóêå ñòàâèòñÿ çàäà÷à ðàñ-
øèôðîâêè íåéðîôèçèîëîãè÷åñêîãî êîäà ïñèõè÷åñêèõ ÿâëåíèé, ðåøåíèå êîòîðîé áó-
äåò ñïîñîáñòâîâàòü áîëåå ýôôåêòèâíîìó èñïîëüçîâàíèþ ðåçåðâîâ ìîçãà. Ìíîãèå ó÷å-
íûå, ïðèçíàâàÿ äîïóñòèìîñòü èñêóññòâåííîãî âëèÿíèÿ íà ðàáîòó ìîçãà, âûðàæàþò
ñåðüåçíûå îïàñåíèÿ ïî ïîâîäó îòðèöàòåëüíûõ ïîñëåäñòâèé, êîòîðûå ìîãóò ïðè ýòîì
âîçíèêíóòü. Ï.Ê. Àíîõèí ïðåäóïðåæäàåò, ÷òî åñëè êîãäà-òî ñîñòîÿòñÿ ïîïûòêè ñäå-
ëàòü èíòåëëåêòóàëüíûå ñïîñîáíîñòè ïðîäóêòîì õèìè÷åñêèõ è îáó÷àþùèõ ëàáîðàòî-
ðèé, òî âïîëíå ìîæåò ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî ïðè ïîñëåäóþùåì ðàçâèòèè íàóêè, ñ áîëåå
âûñîêîãî åå óðîâíÿ ìû óâèäèì, ÷òî âíåñëè â ìîçã ÷åëîâåêà íåîáðàòèìûå èçìåíåíèÿ,
êîòîðûå, ê íåñ÷àñòüþ, óæå íåëüçÿ áóäåò óñòðàíèòü. Ó÷åíûå ñõîäÿòñÿ íà òîì, ÷òî
äëÿ ïîâûøåíèÿ àêòèâíîñòè èíòåëëåêòà ýôôåêòèâíåå èñïîëüçîâàòü óæå èìåþùèåñÿ
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ðåñóðñû ìîçãà, êîòîðûå ïîêà çàêëþ÷åíû â íåâåäîìûõ òàéíèêàõ. Êèáåðíåòè÷åñêîå
ìîäåëèðîâàíèå íåéðîôèçèîëîãè÷åñêèõ ìåõàíèçìîâ ÷åëîâåêà è èõ òåõíè÷åñêîå âîñ-
ïðîèçâîäñòâî â ÝÂÌ ñ öåëüþ ñîçäàòü èñêóññòâåííûé èíòåëëåêò, êîòîðûé ìîã áû âû-
ïîëíÿòü íåîãðàíè÷åííî øèðîêèé êðóã ôóíêöèé åñòåñòâåííîãî èíòåëëåêòà, îòêðûâà-
þò íîâûå ïóòè â èññëåäîâàíèè èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè. Áèîêèáåðíåòè÷åñêèå
èññëåäîâàíèÿ áóäóò ñïîñîáñòâîâàòü ñóùåñòâåííîìó ðàñøèðåíèþ èíòåëëåêòóàëüíûõ
âîçìîæíîñòåé ÷åëîâåêà.

Â ðàçðàáîòêå ïðîãðàìì îáó÷åíèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé â ìèðîâîé
ïðàêòèêå èñïîëüçóþò òàêèå êîíöåïòóàëüíûå ìîäåëè, êîòîðûå óñëîâíî íàçûâàþò-
ñÿ ¾Ñâîáîäíûé êëàññ¿, ¾Ñòðóêòóðà èíòåëëåêòà Ãèëôîðäà¿, ¾Òðè âèäà îáîãàùåíèÿ
ó÷åáíîé ïðîãðàììû¿ Ðåíçóëëè, ¾Òàêñîíîìèÿ öåëåé îáó÷åíèÿ¿ Áëóìà, êîãíèòèâíî-
àôôåêòèâíàÿ ìîäåëü Óèëüÿìñà. Ýòè ìîäåëè äàþò ïðèíöèïû è îñíîâû äëÿ îðãàíè-
çàöèè è îñóùåñòâëåíèÿ ïðîöåññà îáó÷åíèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé [10,13,
68, 80].

Â ìîäåëè ¾Ñâîáîäíûé êëàññ¿ óïîð äåëàåòñÿ íà èíäèâèäóàëüíîé èññëåäîâàòåëü-
ñêîé äåÿòåëüíîñòè ó÷àùèõñÿ. Ýòà ìîäåëü áîëüøå ïîäõîäèò äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â äî-
øêîëüíûõ ó÷ðåæäåíèÿõ è íà÷àëüíîé øêîëå. Äåòè ñàìè îïðåäåëÿþò èíòåíñèâíîñòü
è ïðîäîëæèòåëüíîñòü çàíÿòèé, ñàìè âûáèðàþò òåìû äëÿ èçó÷åíèÿ è ïëàíèðóþò
ñâîå âðåìÿ. Çàäà÷à ó÷èòåëÿ � ïîääåðæàòü, ïîîùðèòü èíèöèàòèâó, ñàìîñòîÿòåëü-
íîñòü, èçîáðåòàòåëüíîñòü, èññëåäîâàòåëüñêèé è òâîð÷åñêèé ïîäõîäû, òî åñòü âñå òå
êà÷åñòâà, êîòîðûå ïðèñóùè îäàðåííûì äåòÿì. Ïðè ýòîì ìåòîäå îáó÷åíèÿ îñîáåí-
íî àêòóàëüíî çâó÷èò èçâåñòíûé ëîçóíã: ¾Ó÷èòåëü, ïîìîãè ìíå ýòî ñäåëàòü ñàìî-
ìó!¿. Ïñèõîëîãî-ïåäàãîãè÷åñêàÿ ëèòåðàòóðà è ïåäàãîãè÷åñêèé îïûò ïîäñêàçûâàþò,
÷òî äëÿ ðàçâèòèÿ ñâîèõ òàëàíòîâ îäàðåííûå äåòè äîëæíû ñâîáîäíî ðàñïîðÿæàòü-
ñÿ ïðîñòðàíñòâîì è âðåìåíåì, ÷óâñòâîâàòü çàáîòó è âíèìàíèå ñî ñòîðîíû ó÷èòå-
ëÿ. Õîðîøî â ýòó ìîäåëü âïèñûâàåòñÿ Äàëüòîí-òåõíîëîãèÿ. Áóäó÷è ñâîáîäíûì â
âûáîðå ïðîãðàìì è ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ, ó÷èòåëü âîëåí ñòèìóëèðîâàòü è íàïðàâëÿòü
åñòåñòâåííîå ëþáîïûòñòâî, ñàìîñòîÿòåëüíîñòü, èíòåëëåêòóàëüíûå è òâîð÷åñêèå ñïî-
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ñîáíîñòè îäàðåííîãî ðåáåíêà [67, 80].

Ìîäåëü Ãèëôîðäà (SOI) ñòàëà ìîäåëüþ èíòåëëåêòóàëüíîé äåÿòåëüíîñòè, êîòî-
ðóþ âûñîêî öåíÿò ïåäàãîãè, ðàáîòàþùèå ñ îäàðåííûìè äåòüìè. Ìîäåëü ïîçâîëÿåò
èñïîëüçîâàòü ñàìûå ðàçíîîáðàçíûå ìåòîäû îáó÷åíèÿ. SOI ñîäåðæèò îïèñàíèå ðàç-
íûõ òèïîâ êîãíèòèâíûõ ñïîñîáíîñòåé, â íåé ïðåäñòàâëåíû 120 ðàçëè÷íûõ èíòåëëåê-
òóàëüíûõ ïðîöåññîâ (ñïîñîáíîñòåé), êîòîðûå íåò íåîáõîäèìîñòè çàïîìèíàòü, à âàæ-
íî ïîíÿòü îñíîâíûå ïðèíöèïû. Âàæíåéøèì ïàðàìåòðîì ìîäåëè Ãèëôîðäà ÿâëÿþò-
ñÿ îïåðàöèè. Ýòîò ïàðàìåòð îòðàæàåò õàðàêòåð è ñïîñîáû óìñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè
ïðè ïåðåðàáîòêå èíôîðìàöèè. Ê ÷èñëó îïåðàöèé îòíîñÿòñÿ: ïîçíàíèå, ïàìÿòü, äè-
âåðãåíòíîå ïðîäóêòèâíîå ìûøëåíèå, êîíâåðãåíòíîå ïðîäóêòèâíîå ìûøëåíèå è îöåí-
êà. Ïîçíàíèå âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïðîöåññû âîñïðèÿòèÿ, óçíàâàíèÿ, îñîçíàíèÿ è ïîíè-
ìàíèÿ èíôîðìàöèè, ïðîöåññ îòêðûòèÿ, îñóùåñòâëÿþùèéñÿ ïðè ïîìîùè âñåõ ïÿòè
îðãàíîâ ÷óâñòâ, ïîíèìàíèå èäåé, êîíöåïöèé è ïðèíöèïîâ. Îäíàêî ïîçíàíèå � ýòî
òîëüêî îäèí èç ïóòåé ïåðåðàáîòêè èíôîðìàöèè è ïîýòîìó íå ìîæåò äîìèíèðîâàòü â
ó÷åáíîì ïðîöåññå. Âòîðîé îïåðàöèåé ÿâëÿåòñÿ ïàìÿòü. Ýòî ìåõàíèçì ñîõðàíåíèÿ è
âîñïðîèçâåäåíèÿ èíôîðìàöèè. Èíôîðìàöèÿ, êîòîðóþ ÷åëîâåê ìîæåò âîññòàíîâèòü
â ïàìÿòè, â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ñîâïàäàåò ñ òåì, ÷òî îí óñâàèâàåò. Äèâåðãåíòíîå
ïðîäóêòèâíîå ìûøëåíèå îïèðàåòñÿ íà âîîáðàæåíèå è ñëóæèò ñðåäñòâîì ïîðîæäå-
íèÿ îðèãèíàëüíûõ èäåé è ñàìîâûðàæåíèÿ. Äèâåðãåíòíîå ìûøëåíèå ïðåäïîëàãàåò,
÷òî íà îäèí âîïðîñ ìîæåò áûòü íåñêîëüêî ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ. Ýòî ìûøëåíèå ÿâëÿ-
åòñÿ âàæíåéøèì ýëåìåíòîì òâîð÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè. Êîíâåðãåíòíîå ïðîäóêòèâíîå
ìûøëåíèå ïðîÿâëÿåòñÿ â çàäà÷àõ, èìåþùèõ åäèíñòâåííûé ïðàâèëüíûé îòâåò. Îöå-
íî÷íîå ìûøëåíèå ÿâëÿåòñÿ êàê áû èíñòðóìåíòîì ñðàâíåíèÿ ñî ñòàíäàðòàìè èëè
óñòàíîâëåííûìè êðèòåðèÿìè è ïðåäïîëàãàåò âûíåñåíèå ñóæäåíèé [68, 80].

Â ìîäåëè SOI ðàçëè÷àåòñÿ ÷åòûðå òèïà ñîäåðæàíèÿ ìûñëèòåëüíûõ ïðîöåññîâ,
òî åñòü êàæäàÿ èç ïÿòè îïèñàííûõ âûøå îïåðàöèé ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ â îòíîøå-
íèè ôèãóðàòèâíîé, ñèìâîëè÷åñêîé, ñåìàíòè÷åñêîé è ïîâåäåí÷åñêîé èíôîðìàöèè. Ê
ôèãóðàòèâíîìó ñîäåðæàíèþ îòíîñÿò íàãëÿäíî-îáðàçíóþ èíôîðìàöèþ, ñîîòíîñÿùó-
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þñÿ ñ îáðàçàìè âîñïðèÿòèÿ èëè ïàìÿòè (ôîðìà, öâåò, ñòðóêòóðà). Ñèìâîëè÷åñêàÿ
èíôîðìàöèÿ ñâÿçàíà ñî çíàêàìè (áóêâû, ÷èñëà, êîäû). Ñåìàíòè÷åñêîå ñîäåðæàíèå
îõâàòûâàåò âåðáàëüíûå èäåè è ïîíÿòèÿ. Â ôîêóñå âíèìàíèÿ çäåñü íàõîäèòñÿ ñìûñë,
ïåðåäàâàåìûé ñ ïîìîùüþ ñëîâ èëè èçîáðàæåíèÿ. Ïîä ïîâåäåí÷åñêèì ñîäåðæàíè-
åì óñëîâíî îáúåäèíÿþò ÷óâñòâà, ìûñëè, íàñòðîåíèÿ è æåëàíèÿ ëþäåé, âçàèìîîòíî-
øåíèÿ ìåæäó íèìè. Òðåòüÿ ôóíêöèÿ ìîäåëè SOI îïèñûâàåò, êàêèì îáðàçîì îðãà-
íèçóþòñÿ êîíå÷íûå ðåçóëüòàòû ìûñëèòåëüíîãî ïðîöåññà. Ïðàêòè÷åñêóþ àïðîáàöèþ
ìîäåëè SOI âïåðâûå îñóùåñòâèëè â Èëëè-íîéñêîì óíèâåðñèòåòå â 1973 ãîäó äëÿ îáó-
÷åíèÿ îäàðåííûõ äåòåé. Ãëóáîêîå çíàíèå äàííîé ìîäåëè ïîìîãàåò ïåäàãîãàì çàäà-
âàòü ñâîèì îäàðåííûì ó÷àùèìñÿ òàêèå âîïðîñû, îòâåòû íà êîòîðûå òðåáóþò âûõîäà
çà ãðàíèöû áàçîâîãî óðîâíÿ ìûøëåíèÿ. Ìîäåëü ýôôåêòèâíî ñòèìóëèðóåò ðàçâèòèå
äèâåðãåíòíîãî, êîíâåðãåíòíîãî è êðèòè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ.

Ìîäåëü Ðåíçóëëè ¾Òðè âèäà îáîãàùåíèÿ ó÷åáíîé ïðîãðàììû¿ íà÷àëà øèðîêî
ïðèìåíÿòüñÿ ïðè îáó÷åíèè îäàðåííûõ äåòåé ñ 1977 ãîäà. Ýòà ìîäåëü îòâåðãàåò òåçèñ
î òîì, ÷òî ïîòåíöèàëüíûå âîçìîæíîñòè îäàðåííûõ äåòåé ìîãóò áûòü ðåàëèçîâà-
íû ïóòåì ïðîñòîé èíòåíñèôèêàöèè óñâîåíèÿ òîãî æå ñàìîãî ìàòåðèàëà, êîòîðûé
ðàññ÷èòàí íà äåòåé ñî ñðåäíèìè ñïîñîáíîñòÿìè. Ðåíçóëëè äîêàçûâàåò, ÷òî èíäèâè-
äóàëèçàöèÿ èíòåíñèâíîñòè îáó÷åíèÿ áåç èçìåíåíèÿ åãî ñîäåðæàíèÿ è îðãàíèçàöèè
óñâîåíèÿ è ìåòîäîâ ïðåïîäàâàíèÿ ñîâåðøåííî íåäîñòàòî÷íà äëÿ ïîëíîöåííîé ðåà-
ëèçàöèè âîçìîæíîñòåé îäàðåííûõ è òàëàíòëèâûõ äåòåé. Ïðîãðàììà, ïîñòðîåííàÿ
íà îñíîâå ýòîé ìîäåëè, äîëæíà áûòü îðèåíòèðîâàíà íà äîñòèæåíèå äâóõ îñíîâíûõ
öåëåé:

1) îáåñïå÷åíèå âîçìîæíîñòè ó÷àùèìñÿ ïîñâÿùàòü áîëüøóþ ÷àñòü âðåìåíè òåì
âèäàì äåÿòåëüíîñòè, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò äëÿ íèõ íàèáîëüøèé èíòåðåñ;

2) îêàçàíèå ïîìîùè êàæäîìó ðåáåíêó â ïîñòàíîâêå ïåðåä ñîáîé ïîñèëüíûõ çàäà÷,
îòâå÷àþùèõ åãî èíòåðåñàì, è îâëàäåíèè ìåòîäàìè è èññëåäîâàòåëüñêèìè íàâû-
êàìè, íåîáõîäèìûìè äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷. Â çàäà÷ó ó÷èòåëÿ âõîäèò òàêæå
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íåîáõîäèìîñòü íàéòè ñîîòâåòñòâóþùåå ïðèìåíåíèå ðåçóëüòàòàì äåÿòåëüíîñòè
ó÷àùèõñÿ [64].

Ìîäåëü Ðåíçóëëè ïðåäëàãàåò òðè âèäà îáîãàùåíèÿ ó÷åáíûõ ïðîãðàìì. Ïåðâûå
äâà âèäà ïðèìåíèìû äëÿ âñåõ êàòåãîðèé ó÷àùèõñÿ, íî îñîáåííî ïîëåçíû äëÿ îäà-
ðåííûõ äåòåé. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ïðè÷èíàìè:

1) îíè îñíîâûâàþòñÿ íà ñòðàòåãèè ðàñøèðåíèÿ êðóãà èíòåðåñîâ ó÷àùèõñÿ è ðàç-
âèòèÿ ïðîöåññîâ ìûøëåíèÿ è âîñïðèÿòèÿ;

2) ýòè äâà óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ñëóæàò â êà÷åñòâå ëîãè÷åñêîãî ââåäåíèÿ è îñ-
íîâàíèÿ äëÿ òðåòüåãî âèäà óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ, êîòîðûé ïðåäíàçíà÷àåòñÿ â
îñíîâíîì äëÿ îäàðåííûõ ó÷àùèõñÿ.

Òðåòèé âèä îáîãàùåíèÿ ó÷åáíîé ïðîãðàììû ïðèìåíèì êàê ê îòäåëüíûì ó÷à-
ùèìñÿ, òàê è ê íåáîëüøèì ãðóïïàì, çàíèìàþùèìñÿ êîíêðåòíûìè ïðàêòè÷åñêèìè
ïðîáëåìàìè. Ñîãëàñíî ðåêîìåíäàöèÿì àâòîðà ìîäåëè, ýòîìó âèäó çàíÿòèé äîëæíà
áûòü îòâåäåíà ïðèìåðíî ïîëîâèíà âðåìåíè, ïîñâÿùåííîãî ðàçâèòèþ è ñîâåðøåí-
ñòâîâàíèþ îäàðåííûõ äåòåé [64].

Ðåíçóëëè âûäåëÿåò òðè íàïðàâëåíèÿ äåÿòåëüíîñòè îäàðåííûõ äåòåé: îáùàÿ ïî-
çíàâàòåëüíàÿ äåÿòåëüíîñòü, ãðóïïîâîå îáó÷åíèå, èññëåäîâàíèå è ðåøåíèå çàäà÷ èí-
äèâèäóàëüíî è â ìàëûõ ãðóïïàõ. Îáùàÿ ïîçíàâàòåëüíàÿ äåÿòåëüíîñòü ïðåäïîëàãà-
åò çíàêîìñòâî ó÷àùèõñÿ ñ ñàìûìè ðàçëè÷íûìè îáëàñòÿìè è ïðåäìåòàìè èçó÷åíèÿ,
êîòîðûå ìîãóò èõ çàèíòåðåñîâàòü. Â ðåçóëüòàòå òàêîãî îçíàêîìëåíèÿ ó îäàðåííûõ
äåòåé ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü òå îáëàñòè çíàíèÿ, êîòîðûå îíè õîòå-
ëè áû èçó÷àòü áîëåå ãëóáîêî. Âûáîð êîíêðåòíîãî ïðåäìåòà ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì
óñëîâèåì. Ïðîöåññ îáó÷åíèÿ ïðèçâàí ðàçâèâàòü ó äåòåé ñïîñîáíîñòè ê ìûøëåíèþ
è âîñïðèÿòèþ. Âî âðåìÿ ãðóïïîâîãî îáó÷åíèÿ ó÷àùèåñÿ ïðèîáðåòàþò ìûñëèòåëü-
íûå íàâûêè äîñòàòî÷íî âûñîêîãî óðîâíÿ, ïîçâîëÿþùèå èì áîëåå óñïåøíî îñâàèâàòü
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ó÷åáíûé ìàòåðèàë. Ïðèîáðåòåííûå íàâûêè è çíàíèÿ íåîáõîäèìû äëÿ ðåøåíèÿ øè-
ðîêîãî êðóãà ïðîáëåì èç ñàìûõ ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé è ñëóæàò íàäåæíîé îñíîâîé
äëÿ ïåðåõîäà ê áîëåå ñëîæíûì ïîçíàâàòåëüíûì ïðîöåññàì. Èññëåäîâàíèå è ðåøå-
íèå çàäà÷ èíäèâèäóàëüíî è â ìàëûõ ãðóïïàõ ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ãðóïïîâîãî
îáó÷åíèÿ. Çäåñü ðåáåíîê ïðèíèìàåò àêòèâíîå ó÷àñòèå, êàê â ïîñòàíîâêå ïðîáëåìû,
òàê è â îïðåäåëåíèè ìåòîäîâ åå ðåøåíèÿ. Íå ñóùåñòâóåò íè ñòàíäàðòíîãî ìåòîäà
ðåøåíèÿ, íè îäíîçíà÷íî ïðàâèëüíîãî îòâåòà. Èìååòñÿ ëèøü îïðåäåëåííàÿ òåõíèêà
èññëåäîâàíèÿ, íà êîòîðóþ ìîæíî îïåðåòüñÿ, è êðèòåðèè, ïî êîòîðûì ìîæíî ñóäèòü
î ðåçóëüòàòàõ. Âûáðàííàÿ îáëàñòü èññëåäîâàíèÿ îòðàæàåò êðóã èíòåðåñîâ ñàìèõ
ó÷àùèõñÿ. Èíòåðåñ äåòåé ê èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè ïîääåðæèâàåòñÿ ïðåäî-
ñòàâëåíèåì èì âîçìîæíîñòè ðàñïîðÿæàòüñÿ ðåçóëüòàòàìè ñâîåãî òðóäà. Ó÷èòåëü ïðè
ýòîì ÿâëÿåòñÿ ðóêîâîäèòåëåì è ñîâåò÷èêîì. Â åãî çàäà÷ó âõîäèò îêàçàíèå óìåëîé
ìåòîäè÷åñêîé ïîìîùè [13, 68, 80].

Ìîäåëü Á. Áëóìà ¾Òàêñîíîìèÿ öåëåé îáó÷åíèÿ¿ îðèåíòèðîâàíà íà ñôåðó ïîçíà-
âàòåëüíûõ ôóíêöèé. Òàêñîíîìèÿ � ýòî ñèñòåìà êëàññèôèêàöèè ïðåäìåòîâ, ïðèíöè-
ïîâ èëè ôàêòîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ ñóùíîñòíûìè è ëîãè÷åñêèìè âçàèìîñâÿçÿìè.
Áëóì, Ýíãåëüõàðò, Ôóðñò è Êðàòâîëü ïðåäëîæèëè íåñêîëüêî âàðèàíòîâ èñïîëüçîâà-
íèÿ ¾Òàêñîíîìèè öåëåé îáó÷åíèÿ¿ â ðàáîòå ñ îäàðåííûìè äåòüìè. Ó÷åíûå ñîâåòóþò
ïðè ñîñòàâëåíèè ó÷åáíîãî ïëàíà íàìåòèòü øèðîêèé äèàïàçîí âîçìîæíûõ öåëåé èëè
ðåçóëüòàòîâ â êîãíèòèâíîé ñôåðå. Ïî èõ ìíåíèþ, ñðàâíèâàÿ öåëè, çàëîæåííûå â
ó÷åáíûõ ïëàíàõ, ñ ïðèíöèïèàëüíî âîçìîæíûìè ðåçóëüòàòàìè, ïåäàãîãè ìîãóò îïðå-
äåëèòü òèïû çàäàíèé è äîïîëíèòåëüíûå öåëè äëÿ âêëþ÷åíèÿ â ñâîé ó÷åáíûé ïëàí,
ðàññ÷èòàííûå íà îäàðåííûõ äåòåé. Áëóì è åãî êîëëåãè ñ÷èòàþò, ÷òî òàêñîíîìèÿ
îêàçûâàåò ñóùåñòâåííóþ ïîìîùü ó÷èòåëÿì â îïðåäåëåíèè öåëåé, îáëåã÷àåò ïëàíè-
ðîâàíèå ó÷åáíîãî ïðîöåññà è ñïîñîáñòâóåò âûðàáîòêå ìåòîäèêè è ïðîöåäóð îöåíêè.
Òàêñîíîìèÿ ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ àíàëèçà âëèÿíèÿ îáó÷åíèÿ
íà ðàçâèòèå ó äåòåé ñïîñîáíîñòåé ê çàïîìèíàíèþ, îñìûñëåíèþ è ðåøåíèþ çàäà÷. Âû-
äâèíóòûå Áëóìîì èäåè è ìåòîäû ïîäðîáíî èçëîæåíû â êíèãå ¾Òàêñîíîìèÿ öåëåé
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îáó÷åíèÿ¿ (1956). Â ýòîé ðàáîòå èìåþòñÿ øåñòü îñíîâíûõ ðàçäåëîâ: çíàíèå, ïîíèìà-
íèå, ïðèìåíåíèå, àíàëèç, ñèíòåç è îöåíêà. Ýòè ðàçäåëû îòðàæàþò èåðàðõèþ öåëåé
îáó÷åíèÿ (òàáë. 1.1). Ïåðâûé óðîâåíü îçíà÷àåò óìåíèå óçíàâàòü ôàêòû, ñòðóêòó-
ðû íà îñíîâå ðàñïîçíàâàíèÿ. Âòîðîé óðîâåíü (ïîíèìàíèå) ïîçâîëÿåò îñóùåñòâëÿòü
âîñïðîèçâåäåíèå ìàòåðèàëà, íå ãàðàíòèðóÿ ïðèìåíåíèå åãî â ðåøåíèè äðóãèõ çà-
äà÷. Òðåòèé óðîâåíü óæå ñâÿçàí ñ äåÿòåëüíîñòüþ, îáåñïå÷èâàþùåé ðåøåíèå îïðåäå-
ëåííîãî êëàññà çàäà÷. Âñå îñòàëüíûå óðîâíè ïðåäïîëàãàþò óñâîåíèå äåÿòåëüíîñòè,
ëåæàùåé â îñíîâå ðåøåíèÿ ïðîäóêòèâíûõ (òâîð÷åñêèõ) çàäà÷ [5].

Òàáëèöà 1.1. Òàêñîíîìèÿ öåëåé îáó÷åíèÿ

Óðîâåíü Êëþ÷åâûå ñëîâà è ôðàçû

Ïîçíàíèå
Ñîîòíåñèòå, ïåðå÷èñëèòå, ðàññêàæèòå, ñôîðìóëèðóé-
òå, óñòàíîâèòå, îïèøèòå, íàçîâèòå

Ïîíèìàíèå
Ðàññêàæèòå ñâîèìè ñëîâàìè; îïèøèòå, ÷òî âû ÷óâ-
ñòâóåòå îòíîñèòåëüíî . . . ; ñóììèðóéòå; ïîêàæèòå âçà-
èìîñâÿçü; îáúÿñíèòå ñìûñë

Ïðèìåíåíèå
Ïðîäåìîíñòðèðóéòå; îáúÿñíèòå öåëü ïðèìåíåíèÿ;
âîñïîëüçóéòåñü ýòèì, ÷òîáû ðåøèòü . . .

Àíàëèç
Ðàçëîæèòå íà ñîñòàâëÿþùèå; îáúÿñíèòå ïðè÷èíû;
ñðàâíèòå; ðàçëîæèòå ïî ïîðÿäêó; êëàññèôèöèðóéòå;
îáúÿñíèòå, êàê è ïî÷åìó . . .

Ñèíòåç
Ðàçðàáîòàéòå íîâûé òèï çàäà÷; ñîçäàéòå; ÷òî ïðî-
èçîéäåò, åñëè. . . , ïðèäóìàéòå äðóãîé âàðèàíò; åñòü
ëè äðóãàÿ ïðè÷èíà

Îöåíêà
×òî âû äóìàåòå î . . . ; âûñêàæèòå êðèòè÷åñêèå çàìå-
÷àíèÿ; âûáåðèòå òî, ÷òî âàì áîëüøå âñåãî íðàâèòñÿ;
âçâåñüòå âîçìîæíîñòè
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Êîãíèòèâíî-àôôåêòèâíàÿ ìîäåëü Óèëüÿìñà íàïðàâëåíà íà îáúåäèíåíèå êîãíè-
òèâíûõ è àôôåêòèâíûõ àñïåêòîâ ðàçâèòèÿ îäàðåííûõ äåòåé. Ìîäåëü ñîäåðæèò òðè
ðàçäåëà. Â ïåðâîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûå ïðåäìåòû èçó÷åíèÿ: ìàòåìàòè-
êà, ôèëîëîãèÿ, åñòåñòâîçíàíèå, îáùåñòâîâåäåíèå, ìóçûêà, èçîáðàçèòåëüíîå èñêóñ-
ñòâî. Âî âòîðîì ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ñòðàòåãèè ïðåïîäàâàíèÿ è ïîâåäåíèÿ
ó÷èòåëÿ: åãî óìåíèå ââîäèòü îïðåäåëåíèÿ, ïðèâëåêàòü àíàëîãèè, âèäåòü ðàñõîæäå-
íèÿ è ïðîòèâîðå÷èÿ, ïðèáåãàòü ê èñïîëüçîâàíèþ ïàðàäîêñîâ, çàäàâàòü íàâîäÿùèå
âîïðîñû, îðãàíèçîâûâàòü ïîèñêîâóþ àêòèâíîñòü, ïðèâèâàòü èññëåäîâàòåëüñêèå íà-
âûêè è ò. ä. Â öåíòðå âíèìàíèÿ òðåòüåãî ðàçäåëà íàõîäÿòñÿ ïîêàçàòåëè ðàçâèòèÿ
ó÷àùèõñÿ, êàê â ïîçíàâàòåëüíîé, òàê è â ýìîöèîíàëüíî-ëè÷íîñòíîé ñôåðàõ: áûñòðî-
òà, ãèáêîñòü, îðèãèíàëüíîñòü è òî÷íîñòü ìûøëåíèÿ, ëþáîçíàòåëüíîñòü, ãîòîâíîñòü
ðèñêîâàòü, âîîáðàæåíèå è ò. ï. Óèëüÿìñ óáåæäåí, ÷òî àôôåêòèâíîå ðàçâèòèå òåñíî
ñâÿçàíî ñ êîãíèòèâíûì. Äåòè, äîñòàòî÷íî óâåðåííûå â ñâîèõ ñèëàõ, èñêëþ÷èòåëüíî
àêòèâíû è íàñòîé÷èâû â ñâîåé ïîçíàâàòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè [68].

Â ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ïðè îðãàíèçàöèè ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäà-
ðåííûìè äåòüìè ïåäàãîãè èñïîëüçóþò ïîëîæåíèÿ èç ðàçíûõ êîíöåïöèé îòå÷åñòâåí-
íûõ è çàðóáåæíûõ ó÷åíûõ. Âñå ïðèâåäåííûå âûøå ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé äëÿ
âûáîðà ôîðì è ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ, ðàçðàáîòêè èíäèâèäóàëèçèðîâàííûõ ïðîãðàìì.

1.2. Îïðåäåëåíèå è ñóùíîñòü ôåíîìåíà èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå ñóùåñòâóåò ÷åòêèõ îïðåäåëåíèé èíòåëëåêòóàëüíîé îäà-
ðåííîñòè è îäàðåííîñòè âîîáùå. Â íàó÷íûõ èçäàíèÿõ, ðàáîòàõ èçâåñòíûõ ïåäàãîãîâ
è ïñèõîëîãîâ ìû íàõîäèì ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê òðàêòîâêå ýòîãî ïîíÿòèÿ. Òåðìèí
¾èíòåëëåêòóàëüíàÿ îäàðåííîñòü¿ ñîñòîèò èç äâóõ ñëîâ, êàæäîå èç êîòîðûõ íåñåò
îïðåäåëåííûé ñìûñë. Â ïåäàãîãè÷åñêîì ñëîâàðå ïîä ðåäàêöèåé Ã.Ì. Êîäæàñïèðî-
âîé, À.Þ. Êîäæàñïèðîâà: ¾Îäàðåííîñòü � ýòî êà÷åñòâåííî ñâîåîáðàçíîå ñî÷åòàíèå
ñïîñîáíîñòåé, îáåñïå÷èâàþùåå óñïåøíîå âûïîëíåíèå äåÿòåëüíîñòè; îáùèå ñïîñîáíî-
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ñòè, îáóñëîâëèâàþùèå øèðîòó âîçìîæíîñòåé ÷åëîâåêà; óìñòâåííûé ïîòåíöèàë èëè
èíòåëëåêò, öåëîñòíàÿ èíäèâèäóàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïîçíàâàòåëüíûõ âîçìîæíî-
ñòåé è ñïîñîáíîñòåé ê îáó÷åíèþ; ñîâîêóïíîñòü çàäàòêîâ, ïðèðîäíûõ äàííûõ, õàðàê-
òåðèñòèêà ñòåïåíè âûðàæåííîñòè è ñâîåîáðàçèÿ ïðèðîäíûõ ïðåäïîñûëîê ñïîñîáíî-
ñòåé; òàëàíòëèâîñòü; íàëè÷èå âíóòðåííèõ óñëîâèé äëÿ âûäàþùèõñÿ äîñòèæåíèé â
äåÿòåëüíîñòè¿ [43]. À.Ñ. Ëåéòåñ îïðåäåëÿåò îäàðåííîñòü êàê ñïîñîáíîñòü ê âûäàþ-
ùèìñÿ äîñòèæåíèÿì â ëþáîé ñîöèàëüíî çíà÷èìîé ñôåðå ÷åëîâå÷åñêîé æèçíè [51].

Â ñëîâàðå ðóññêîãî ÿçûêà Ñ.È. Îæåãîâà: ¾Èíòåëëåêò � ýòî ìûñëèòåëüíàÿ ñïî-
ñîáíîñòü, óìñòâåííîå íà÷àëî ó ÷åëîâåêà¿, ¾îäàðåííûé � òî æå, ÷òî è òàëàíòëèâûé¿,
¾òàëàíòëèâûé � îáëàäàþùèé òàëàíòîì, ïðîÿâëÿþùèé òàëàíò¿, ¾òàëàíò � âûäà-
þùèåñÿ âðîæäåííûå êà÷åñòâà¿. Ä.Ã. Ëåâèòåñ îïðåäåëÿåò èíòåëëåêò êàê ñëîæíîå
ïñèõè÷åñêîå îáðàçîâàíèå, âêëþ÷àþùåå ðàçíûå ïîçíàâàòåëüíûå ïðîöåññû è ôóíê-
öèè (ìûøëåíèå, ïàìÿòü, âíèìàíèå) â èõ âçàèìîñâÿçè. Â ïñèõîëîãè÷åñêîì ñëîâàðå:
¾Èíòåëëåêò (îò ëàò. intellectus �� ïîíèìàíèå, ïîçíàíèå) � â øèðîêîì ñìûñëå � ñî-
âîêóïíîñòü âñåõ ïîçíàâàòåëüíûõ ôóíêöèé èíäèâèäà: îò îùóùåíèé è âîñïðèÿòèÿ äî
ìûøëåíèÿ è âîîáðàæåíèÿ; â óçêîì ñìûñëå � ìûøëåíèå¿ [63].

Ïñèõîëîãè âûäåëÿþò òðè ðàçíîâèäíîñòè â ïîíèìàíèè ôóíêöèè èíòåëëåêòà:

1) ñïîñîáíîñòü ê îáó÷åíèþ;

2) îïåðèðîâàíèå ñèìâîëàìè;

3) ñïîñîáíîñòü ê àêòèâíîìó îâëàäåíèþ çàêîíîìåðíîñòÿìè îêðóæàþùåé íàñ äåé-
ñòâèòåëüíîñòè.

Îíè óáåæäåíû, ÷òî ôîðìèðîâàíèå èíòåëëåêòà ïðîèñõîäèò â ïðîöåññå öåëåíàïðàâ-
ëåííîé äåÿòåëüíîñòè è óòâåðæäàþò, ÷òî òåðìèí ¾èíòåëëåêò¿ ÷àñòî ïðèìåíÿþò äëÿ
òîãî, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü ñïåöèôèêó ÷åëîâå÷åñêîé ïñèõè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè. Ñïî-
ñîáíîñòü èìåòü äåëî ñ àáñòðàêòíûìè ñèìâîëàìè è îòíîøåíèÿìè �� ýòî òîëüêî îäíà
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ñòîðîíà èíòåëëåêòà; íå ìåíåå âàæíà è òàêàÿ åãî ñòîðîíà, êàê êîíêðåòíîñòü ìûø-
ëåíèÿ. Íåðåäêî èíòåëëåêò òðàêòóþò, êàê âîçìîæíîñòü ïðèñïîñàáëèâàòüñÿ ê íîâûì
ñèòóàöèÿì, èñïîëüçîâàòü ðàíåå ïðèîáðåòåííûé îïûò. Â äàííîì ñëó÷àå èíòåëëåêò
îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñî ñïîñîáíîñòÿìè ê ó÷åíèþ. Ïñèõîëîãè óêàçûâàþò è íà òî, ÷òî
èíòåëëåêò çàêëþ÷àåò â ñåáå ïðîäóêòèâíîå íà÷àëî. Ñàìîå ñóùåñòâåííîå äëÿ ÷åëîâå-
÷åñêîãî èíòåëëåêòà ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí ïîçâîëÿåò îòðàæàòü çàêîíîìåðíûå ñâÿçè è
îòíîøåíèÿ ïðåäìåòîâ è ÿâëåíèé îêðóæàþùåãî ìèðà è òåì ñàìûì äàåò âîçìîæíîñòü
òâîð÷åñêè ïðåîáðàçîâûâàòü äåéñòâèòåëüíîñòü. Öåëîñòíîñòü ñòðóêòóðû èíòåëëåêòà
÷åëîâåêà ïîä÷åðêíóòà â òðóäàõ Á.Ã. Àíàíüåâà, Ñ.Ë. Ðóáèíøòåéíà, Á.Ì. Òåïëîâà [2,
66, 72].

Â òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò âûñîêèé èíòåëëåêò, óñòàíîâëåííûé ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëü-
íûõ ñòàíäàðòèçèðîâàííûõ òåñòîâ, ñëóæèë ðàáî÷èì îïðåäåëåíèåì ¾èíòåëëåêòóàëü-
íîé îäàðåííîñòè¿. Ðåíçóëëè ïðåäëîæèë îïðåäåëåíèå, îñíîâàííîå íà ñâîéñòâàõ, îòìå-
÷åííûõ ó âçðîñëûõ ëþäåé. Ïî åãî ìíåíèþ, îäàðåííîñòü ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ñî÷å-
òàíèÿ òðåõ õàðàêòåðèñòèê: èíòåëëåêòóàëüíûõ ñïîñîáíîñòåé, ïðåâûøàþùèõ ñðåäíèé
óðîâåíü, òâîð÷åñêîãî ïîäõîäà è íàñòîé÷èâîñòè [64]. Èññëåäîâàíèÿ ó÷åíûõ ïîêàçû-
âàþò, ÷òî ýòè õàðàêòåðèñòèêè èëè èõ ñî÷åòàíèÿ ïîäâåðæåíû èçìåíåíèÿì, ïîýòîìó
î÷åíü âàæåí äëÿ îäàðåííûõ äåòåé ðàííèé îïûò îáó÷åíèÿ, îêàçûâàþùèé áëàãîòâîð-
íîå âëèÿíèå íà ïðîÿâëåíèÿ îäàðåííîñòè â ïîñëåäóþùåé âçðîñëîé æèçíè.

Ïðè âñåì ìíîãîîáðàçèè è ìíîãîçíà÷íîñòè íàó÷íûõ è áûòîâûõ îïðåäåëåíèé ïîíÿ-
òèé ¾èíòåëëåêò¿ è ¾îäàðåííîñòü¿ òåðìèí ¾èíòåëëåêòóàëüíàÿ îäàðåííîñòü¿ â ïñèõî-
ëîãèè è â ïåäàãîãèêå ïðèîáðåë âïîëíå îïðåäåëåííûé ñìûñë â ðåçóëüòàòå ðàçâèòèÿ â
íà÷àëå XX â. ïñèõîäèàãíîñòèêè è ïñèõîìåòðèè. Â íà÷àëå XX âåêà âî Ôðàíöèè îñó-
ùåñòâëÿëàñü ðåôîðìà â ñèñòåìå îáðàçîâàíèÿ, ñóòü êîòîðîé �� â ïåðåõîäå ê âñåîáùå-
ìó íà÷àëüíîìó îáó÷åíèþ. Â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ýòîé ðåôîðìû íàäî áûëî îòîáðàòü
äåòåé, êîòîðûå áûëè íå ñïîñîáíû ê îáó÷åíèþ. Ðåøåíèåì ýòîé ïðîáëåìû çàíèìàëàñü
ãðóïïà ïñèõîëîãîâ è ïåäàãîãîâ ïîä ðóêîâîäñòâîì À. Áèíå. Êîíöåïöèÿ ýòèõ èññëå-
äîâàòåëåé ïðåäïîëàãàëà áèîëîãè÷åñêè äåòåðìèíèðîâàííîå ðàçâèòèå èíòåëëåêòà â
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îíòîãåíåçå, ïîä÷åðêèâàÿ ïðè ýòîì âûñîêóþ çíà÷èìîñòü ñðåäîâûõ ôàêòîðîâ. Ìåòî-
äèêè, ðàçðàáîòàííûå â ïåðèîä îñóùåñòâëåíèÿ èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòû, ñòðîèëèñü
íà ïðåäñòàâëåíèÿõ î êîãíèòèâíîé cëîæíîñòè èíòåëëåêòà. À. Áèíå è åãî ñïîäâèæíè-
êè ïûòàëèñü âûÿâèòü îáùèå ñïîñîáíîñòè ê ïîçíàâàòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè. Èíòåëëåêò
îíè îöåíèâàëè ñ ó÷åòîì ñôîðìèðîâàííûõ ïîçíàâàòåëüíûõ ôóíêöèé è óñâîåíèÿ ñîöè-
àëüíîãî îïûòà. À. Áèíå ñ÷èòàë, ÷òî ôàêòîðû ñðåäû èãðàþò áîëüøóþ ðîëü â ðàçâè-
òèè èíòåëëåêòà, è óêàçûâàë íà íåîáõîäèìîñòü ñîçäàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèé.
Ó÷åíûé ââåë â íàó÷íûé îáèõîä ïîíÿòèÿ ¾óìñòâåííûé âîçðàñò¿ è ¾õðîíîëîãè÷åñêèé
âîçðàñò¿ [68].

Ðÿä äðóãèõ ó÷åíûõ (Ã. Ìþëëåð, Ý. Òîðíäàéê, Â. Øòåðí è äð.) áûëè ñòîðîííèêà-
ìè êîíöåïöèè ôèêñèðîâàííîãî èíòåëëåêòà. Ïî èõ ìíåíèþ, èíòåëëåêò �� ãåíîòèïè-
÷åñêàÿ óñòàíîâêà. Åãî ìîæíî èçìåðèòü â äåòñêîì âîçðàñòå (ïðèìåðíî, ëåò â 7�8) è
ýòîò êîýôôèöèåíò èíòåëëåêòà áóäåò ïîêàçàòåëåì èíòåëëåêòóàëüíîé ðàçâèòîñòè ÷å-
ëîâåêà â òå÷åíèå âñåé åãî æèçíè. Îñíîâíîå âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé ïåðâîé ïîëîâè-
íû ÕÕ âåêà áûëî íàïðàâëåíî íà ðàçðàáîòêó äèàãíîñòè÷åñêèõ ìåòîäèê (òåñòîâ) äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ¾êîýôôèöèåíòà èíòåëëåêòà¿. Ïðè ýòîì êîíòðàñò ìåæäó óíèâåðñàëü-
íîñòüþ êîýôôèöèåíòà èíòåëëåêòà è ñïåöèôè÷íîñòüþ èíäèâèäóàëüíûõ ëè÷íîñòíûõ
ïðîÿâëåíèé â ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè ìíîãèå ó÷åíûå ñ÷èòàëè äîêàçàòåëüñòâîì òîãî,
÷òî èíòåëëåêò ñòàòè÷åí.

Ïîíÿòèå ¾ãåíîòèïè÷åñêèé èíòåëëåêò¿ (ãåíåòè÷åñêè ïðåäîïðåäåëåííûé, óíàñëå-
äîâàííûé èíòåëëåêò) ââåë êàíàäñêèé ó÷åíûé Ä. Õåáá. Ãåíîòèïè÷åñêèé èíòåëëåêò,
âçàèìîäåéñòâóÿ ñ âíåøíåé ñðåäîé, îáðàçóåò ¾ôåíîòèïè÷åñêèé èíòåëëåêò¿, êîòîðûé
èçìåðÿåòñÿ òåñòàìè íà èíòåëëåêò. Ä. Õåáá îòäàâàë ïðåäïî÷òåíèå íàñëåäñòâåííûì
ôàêòîðàì, óòâåðæäàÿ, ÷òî ñîäåðæàíèå èíòåëëåêòà åñòü ïðîäóêò ñîöèàëüíî-êóëüòóðíîé
ñðåäû è îïûòà ñóáúåêòà, íî ñïîñîáíîñòü ýòîò îïûò àññèìèëèðîâàòü è èñïîëüçîâàòü
íà 80% çàâèñèò îò óíàñëåäîâàííîé ãåíîòèïè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Èññëåäîâàíèÿ ó÷åíûõ
íå ïîäòâåðäèëè èäåþ ôèêñèðîâàííîãî èíòåëëåêòà, ðåøàþùóþ ðîëü íàñëåäñòâåííûõ
ôàêòîðîâ â ñòàíîâëåíèè èíòåëëåêòà.
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Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóþò äâà îñíîâíûõ ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ èíòåëëåêòà:
ìåòîä ïðîáëåìíûõ ñèòóàöèé è ìåòîä òåñòèðîâàíèÿ. Îáà ýòè ïîäõîäà îêàçàëè ñóùå-
ñòâåííîå âëèÿíèå íà âûÿñíåíèå ñóùíîñòè ïîíÿòèé ¾îäàðåííîñòü, èíòåëëåêò, òâîð÷å-
ñòâî, ïðîäóêòèâíîå ìûøëåíèå¿, âíå èõ íåâîçìîæíî ïðåäñòàâèòü è ñàìó ðàçðàáîòêó
òåîðåòè÷åñêèõ ìîäåëåé äàííûõ ëè÷íîñòíûõ ñâîéñòâ [3, 71].

Âîçâðàùàÿñü ê èñòîðèè ðàçâèòèÿ ïðåäñòàâëåíèé îá îäàðåííîñòè, íåîáõîäèìî îò-
ìåòèòü, ÷òî À. Áèíå, êàê è ìíîãèå åãî ñîâðåìåííèêè è ïîñëåäîâàòåëè, ïðåêðàñíî
ïîíèìàë, ÷òî îá óìñòâåííîé îäàðåííîñòè, îá èíòåëëåêòå ÷åëîâåêà íóæíî ñóäèòü íå
òîëüêî ïî òîìó, ÷òî îí ìîæåò ñäåëàòü íà îñíîâå ñëåäîâàíèÿ àëãîðèòìó. Îäàðåííîñòü,
èíòåëëåêò ïðîÿâëÿþòñÿ â ñèòóàöèÿõ îòêðûòèÿ íîâûõ (äàæå òîëüêî äëÿ ñåáÿ) çíàíèé,
â ñïîñîáíîñòè ê ïåðåíîñó ýòèõ çíàíèé â íîâûå ñèòóàöèè, ïðè ðåøåíèè îðèãèíàëü-
íûõ, íîâûõ ïðîáëåì. Íî ðàçðàáîòàííûå èì ìåòîäèêè åùå íå ïîçâîëÿëè âûÿâëÿòü
äàííûå êà÷åñòâà [68].

Ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ îïðåäåëåíèÿ ñïîñîáíîñòåé è îäàðåííîñòè íà÷àòà â ïñèõî-
ëîãèè è ïåðâîíà÷àëüíî áûëà íàïðàâëåíà íà îöåíêó èíäèâèäóàëüíûõ ðàçëè÷èé è
ëè÷íîñòíûõ îñîáåííîñòåé. Ìíîãèå èññëåäîâàòåëè ñ÷èòàþò, ÷òî îäàðåííîñòü �� ýòî
åäèíñòâî îáùèõ ìîìåíòîâ ñïîñîáíîñòåé, îáóñëîâëèâàþùåå äèàïàçîí èíòåëëåêòóàëü-
íûõ âîçìîæíîñòåé ÷åëîâåêà, óðîâåíü è ñâîåîáðàçèå åãî äåÿòåëüíîñòè. Ïî èõ ìíåíèþ,
îäàðåííîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñíîâó ðàçâèòèÿ ñàìûõ ðàçëè÷íûõ ñïîñîáíîñòåé è
âî ìíîãîì ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ðàçâèòèÿ ñïåöèàëüíûõ ñïîñîáíîñòåé. Ñóùåñòâó-
åò îïðåäåëåííàÿ âîçðàñòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîÿâëåíèÿ îäàðåííîñòè â ðàçíûõ
îáëàñòÿõ. Îñîáåííî ðàíî ìîæåò ïðîÿâèòüñÿ îäàðåííîñòü ê ìóçûêå, çàòåì � ê ðè-
ñîâàíèþ. Â íàó÷íîé îáëàñòè ðàíüøå äðóãèõ ôîðìèðóåòñÿ îäàðåííîñòü ê ìàòåìàòè-
êå. Èíòåëëåêòóàëüíàÿ îäàðåííîñòü ìîæåò âûñòóïèòü â íåîáû÷íî âûñîêîì óðîâíå
óìñòâåííîãî ðàçâèòèÿ (ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ) è â êà÷åñòâå ñâîåîáðàçèÿ óì-
ñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè. Äëÿ îäàðåííûõ äåòåé õàðàêòåðíû óâëå÷åííîñòü çàíÿòèÿìè
è ïðîÿâëåíèÿ òâîð÷åñêèõ ìîìåíòîâ â äåÿòåëüíîñòè. Îäàðåííîñòü ðåáåíêà íå áûâàåò
äàíà îò ïðèðîäû â ãîòîâîì âèäå. Âðîæäåííûå çàäàòêè � òîëüêî îäíî èç óñëîâèé
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ñëîæíîãî ïðîöåññà ôîðìèðîâàíèÿ èíäèâèäóàëüíî-ïñèõîëîãè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé, â
îãðîìíîé ñòåïåíè çàâèñÿùèõ îò îêðóæàþùåé ñðåäû, îò õàðàêòåðà äåÿòåëüíîñòè.
Ôóíäàìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå Òåðìåíà (1959 ã.) â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðèâåëî ê òî-
ìó, ÷òî èíòåëëåêò ñòàë ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ãëàâíûé ïîêàçàòåëü îäàðåííîñòè [63].

Èìåþùèåñÿ â ïñèõîëîãèè ïîäõîäû ïîçâîëÿþò âûäåëèòü òðè êàòåãîðèè îäàð¼ííûõ
äåòåé:

� ñ íåîáûêíîâåííî âûñîêèì óðîâíåì óìñòâåííîãî ðàçâèòèÿ ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ
óñëîâèÿõ;

� ñ ïðèçíàêàìè ñïåöèàëüíîé óìñòâåííîé îäàð¼ííîñòè, íàïðèìåð, ê ìàòåìàòèêå
èëè ÿçûêàì;

� ñ ÿðêîé ïîçíàâàòåëüíîé àêòèâíîñòüþ, îòëè÷àþùèåñÿ îðèãèíàëüíîñòüþ ïñèõè-
÷åñêîãî ñêëàäà, íåçàóðÿäíûìè óìñòâåííûìè ñïîñîáíîñòÿìè [63].

Çíà÷èòåëüíûå òðóäíîñòè â îïðåäåëåíèè ïîíÿòèé ñïîñîáíîñòè è îäàð¼ííîñòè ñâÿ-
çàíû ñ îáùåïðèíÿòûì, áûòîâûì ïîíèìàíèåì ýòèõ òåðìèíîâ. Åñëè ìû îïÿòü îáðà-
òèìñÿ ê òîëêîâûì ñëîâàðÿì, òî óâèäèì, ÷òî î÷åíü ÷àñòî òåðìèíû ¾ñïîñîáíûé¿,
¾îäàð¼ííûé¿, ¾òàëàíòëèâûé¿ óïîòðåáëÿþòñÿ êàê ñèíîíèìû è îòðàæàþò ñòåïåíü
âûðàæåííîñòè ñïîñîáíîñòåé. Íî åùå áîëåå âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ïîíÿòèåì ¾òà-
ëàíòëèâûé¿ ïîä÷åðêèâàþòñÿ ïðèðîäíûå äàííûå ÷åëîâåêà. Òàê, â òîëêîâîì ñëîâàðå
Â. Äàëÿ ¾ñïîñîáíûé¿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ¾ãîäíûé ê ÷åìó-ëèáî èëè ñêëîííûé, ëîâ-
êèé, ïðèãîäíûé, óäîáíûé¿, à â ñëîâàðå Ñ. Îæåãîâà, êàê îáëàäàþùèé ñïîñîáíîñòÿìè
ê ÷åìó-íèáóäü, îäàðåííûé; ìîãóùèé ÷òî-íèáóäü ñäåëàòü; îáëàäàþùèé êàêèì-íèáóäü
ñâîéñòâîì. Íàðÿäó ñî ¾ñïîñîáíûì¿ èñïîëüçóþòñÿ ïîíÿòèÿ ¾ñïîñîáëèâûé¿ è ¾ñïî-
ñîáëÿòüñÿ¿. Ñïîñîáëèâûé ÷åëîâåê õàðàêòåðèçóåòñÿ êàê íàõîä÷èâûé, èçâîðîòëèâûé,
óìåþùèé ñïîñîáèòüñÿ; à ñïîñîáëÿòüñÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîíèìàåòñÿ êàê óìåíèå ñëà-
äèòü, óïðàâèòüñÿ, óñòðîèòü äåëî. Ñïîñîáíûé ôàêòè÷åñêè ïîíèìàåòñÿ êàê óìåëûé, à
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óìåíèå îïðåäåëÿåòñÿ Ñ.È. Îæåãîâûì, êàê ñïîñîáíîñòü äåëàòü ÷òî-íèáóäü, ïðèîáðå-
òåííàÿ çíàíèåì, îïûòîì. Òàêèì îáðàçîì, ïîíÿòèå ¾ñïîñîáíûé¿ îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç
ñîîòíîøåíèå ñ óñïåõàìè â äåÿòåëüíîñòè.

Ïî Ñ. Îæåãîâó ¾ñïîñîáíîñòü �� ýòî ïðèðîäíàÿ îäàðåííîñòü, òàëàíòëèâîñòü; óìå-
íèå, à òàêæå âîçìîæíîñòü ïðîèçâîäèòü êàêèå-ëèáî äåéñòâèÿ¿. Â ïñèõîëîãè÷åñêîì
ñëîâàðå ¾ñïîñîáíîñòè¿ �� ýòî èíäèâèäóàëüíî-ïñèõîëîãè÷åñêèå îñîáåííîñòè, ÿâëÿ-
þùèåñÿ ñóáúåêòèâíûìè óñëîâèÿìè óñïåøíîãî îñóùåñòâëåíèÿ îïðåäåëåííîãî ðîäà
äåÿòåëüíîñòè. Ñïîñîáíîñòè íå ñâîäÿòñÿ ê èìåþùèìñÿ ó èíäèâèäà çíàíèÿì, óìåíèÿì
è íàâûêàì. Îíè îáíàðóæèâàþòñÿ â áûñòðîòå, ãëóáèíå è ïðî÷íîñòè îâëàäåíèÿ ñïî-
ñîáàìè è ïðèåìàìè äåÿòåëüíîñòè. Â èçó÷åíèè ñïîñîáíîñòåé âûäåëÿþò òðè îñíîâíûå
ïðîáëåìû: ïðîèñõîæäåíèå è ïðèðîäà ñïîñîáíîñòåé; òèïû è äèàãíîñòèêà îòäåëüíûõ
âèäîâ ñïîñîáíîñòåé; çàêîíîìåðíîñòè ðàçâèòèÿ è ôîðìèðîâàíèÿ ñïîñîáíîñòåé. Ñïî-
ñîáíîñòè èìåþò êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó, ñêëàäûâàþùóþñÿ èç ðàçíîîáðàçíûõ êîìïî-
íåíòîâ. Âàæíîå ìåñòî â ïñèõîëîãèè è ïåäàãîãèêå çàíèìàåò ïðîáëåìà ôîðìèðîâàíèÿ
ñïîñîáíîñòè ê êîíêðåòíûì âèäàì äåÿòåëüíîñòè. Â íèõ ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ðàç-
âèòèÿ ñïîñîáíîñòåé ÷åðåç ñîçäàíèå ëè÷íîñòíîé óñòàíîâêè íà îâëàäåíèå ïðåäìåòîì
äåÿòåëüíîñòè.

Ïðîáëåìàì ðàçâèòèÿ ñïîñîáíîñòåé, â òîì ÷èñëå è ìàòåìàòè÷åñêèõ, ïîñâÿùåí ðÿä
ïñèõîëîãî-ïåäàãîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé. Îáùèå àñïåêòû òåîðèè ñïîñîáíîñòåé ïðåä-
ñòàâëåíû â òðóäàõ Ë.Ñ. Âûãîòñêîãî, À.Í. Ëåîíòüåâà, Í.Ô. Òàëûçèíîé, Á.Ì. Òåïëîâà.
Ìàòåìàòè÷åñêèå ñïîñîáíîñòè è ìåõàíèçìû èõ ðàçâèòèÿ ðàññìàòðèâàëèñü À.Í. Êîë-
ìîãîðîâûì, Â.À. Êðóòåöêèì, Í.À. Ìåí÷èíñêîé, Í.Â. Ìåòåëüñêèì, À.ß. Õèí÷èíûì,
Æ. Àäàìàðîì, À. Ïóàíêàðå è äð.

Ïîä ñïîñîáíîñòÿìè ê ìàòåìàòèêå Â.À. Êðóòåöêèé ïîäðàçóìåâàåò èíäèâèäóàëüíî-
ïñèõîëîãè÷åñêèå îñîáåííîñòè (ïðåæäå âñåãî îñîáåííîñòè óìñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè),
îòâå÷àþùèå òðåáîâàíèÿì ó÷åáíîé ìàòåìàòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè è îáóñëîâëèâàþ-
ùèå ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ óñïåøíîñòü òâîð÷åñêîãî îâëàäåíèÿ ìàòåìàòèêîé
êàê ó÷åáíûì ïðåäìåòîì, â ÷àñòíîñòè îòíîñèòåëüíî áûñòðîå, ëåãêîå è ãëóáîêîå îâëà-
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äåíèå çíàíèÿìè, óìåíèÿìè è íàâûêàìè â îáëàñòè ìàòåìàòèêè [48].
Â.À. Êðóòåöêèé âûäåëèë îñíîâíûå êîìïîíåíòû ìàòåìàòè÷å-ñêèõ ñïîñîáíîñòåé:

1) ñïîñîáíîñòü ê ôîðìàëèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà, ê îòäåëåíèþ ôîðìû
îò ñîäåðæàíèÿ, àáñòðàãèðîâàíèþ îò êîíêðåòíûõ êîëè÷åñòâåííûõ îòíîøåíèé è
ïðîñòðàíñòâåííûõ ôîðì è îïåðèðîâàíèþ ôîðìàëüíûìè ñòðóêòóðàìè, ñòðóê-
òóðàìè îòíîøåíèé è ñâÿçåé;

2) ñïîñîáíîñòü îáîáùàòü ìàòåìàòè÷åñêèé ìàòåðèàë, âû÷ëåíÿÿ ãëàâíûé, îòâëåêà-
ÿñü îò íåñóùåñòâåííîãî, âèäåòü îáùåå âî âíåøíå ðàçëè÷íîì;

3) ñïîñîáíîñòü ê îïåðèðîâàíèþ ÷èñëîâîé è çíàêîâîé ñèìâîëèêîé;

4) ñïîñîáíîñòü ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó, ïðàâèëüíî ðàñ÷ëåíåííîìó ëîãè÷åñêîìó ðàñ-
ñóæäåíèþ, ñâÿçàííîìó ñ ïîòðåáíîñòüþ â äîêàçàòåëüñòâàõ, îáîñíîâàíèè, âûâî-
äàõ;

5) ñïîñîáíîñòü ñîêðàùàòü ïðîöåññ ðàññóæäåíèÿ, ìûñëèòü ñâåðíóòûìè ñòðóêòó-
ðàìè;

6) ñïîñîáíîñòü ê îáðàòèìîñòè ìûñëèòåëüíîãî ïðîöåññà (ê ïåðåõîäó îò ïðÿìîãî ê
îáðàòíîìó õîäó ìûñëè);

7) ãèáêîñòü ìûøëåíèÿ, ñïîñîáíîñòü ê ïåðåêëþ÷åíèþ îò îäíîé óìñòâåííîé îïåðà-
öèè ê äðóãîé, ñâîáîäà îò ñêîâûâàþùåãî âëèÿíèÿ øàáëîíîâ è òðàôàðåòîâ;

8) ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïàìÿòü (íà îáîáùåíèÿ, ôîðìàëèçîâàííûå ñòðóêòóðû, ëîãè÷å-
ñêèå ñõåìû);

9) ñïîñîáíîñòü ê ïðîñòðàíñòâåííûì ïðåäñòàâëåíèÿì [48].
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Âûñîêèé óðîâåíü ðàçâèòèÿ ñïîñîáíîñòåé ÷àñòî ñâÿçûâàþò ñ òàëàíòîì. Â ñëîâà-
ðå Ñ. Îæåãîâà ¾òàëàíò¿ �� ýòî âûäàþùèåñÿ âðîæäåííûå êà÷åñòâà, îñîáûå ïðèðîä-
íûå äàííûå. Â ïñèõîëîãè÷åñêîì ñëîâàðå ¾òàëàíò¿ �� ýòî ñîâîêóïíîñòü ñïîñîáíîñòåé
(îäàðåííîñòü), ïîçâîëÿþùàÿ ïîëó÷èòü ïðîäóêò äåÿòåëüíîñòè, êîòîðûé îòëè÷àåòñÿ
íîâèçíîé, âûñîêèì ñîâåðøåíñòâîì è îáùåñòâåííîé çíà÷èìîñòüþ. Ïðè îïðåäåëåíèè
ïîíÿòèÿ ¾òàëàíò¿ ïîä÷¼ðêèâàåòñÿ åãî âðîæäåííûé õàðàêòåð. Òàëàíò îïðåäåëÿåò-
ñÿ êàê äàðîâàíèå ê ÷åìó-ëèáî, à äàðîâàíèå êàê ñïîñîáíîñòü, äàííàÿ áîãîì (ñâûøå,
ïðèðîäîé). Èíûìè ñëîâàìè, òàëàíò �� ýòî âðîæä¼ííûå ñïîñîáíîñòè, îáåñïå÷èâàþ-
ùèå âûñîêèå óñïåõè â äåÿòåëüíîñòè. Â ñëîâàðå èíîñòðàííûõ ñëîâ òàêæå ïîä÷åð-
êèâàåòñÿ, ÷òî òàëàíò (ãð. talanton) �� âûäàþùååñÿ âðîæäåííîå êà÷åñòâî, îñîáûå
ïðèðîäíûå ñïîñîáíîñòè. Îäàð¼ííîñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ, êàê ñîñòîÿíèå òàëàíòà, êàê
ñòåïåíü âûðàæåííîñòè òàëàíòà. Ôîðìèðîâàíèå è ðàçâèòèå òàëàíòà â îãðîìíîé ñòå-
ïåíè çàâèñèò îò óñëîâèé æèçíè è äåÿòåëüíîñòè ëè÷íîñòè. Äëÿ òàëàíòëèâûõ ëþäåé
õàðàêòåðíà ïîòðåáíîñòü â çàíÿòèÿõ îïðåäåëåííûì âèäîì äåÿòåëüíîñòè. Ñî÷åòàíèå
÷àñòíûõ ñïîñîáíîñòåé, ñîñòàâëÿþùèõ òàëàíò, â êàæäîì ñëó÷àå áûâàåò îñîáûì, ïðè-
ñóùèì êîíêðåòíîé ëè÷íîñòè.

Èç ñêàçàííîãî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ñïîñîáíîñòè, ñ îäíîé ñòîðîíû, îäà-
ð¼ííîñòü è òàëàíò, ñ äðóãîé, âûäåëÿþòñÿ êàê áû ïî ðàçíûì îñíîâàíèÿì. Ãîâîðÿ î
ñïîñîáíîñòè, èññëåäîâàòåëè ïîä÷åðêèâàþò âîçìîæíîñòü ÷åëîâåêà ÷òî-òî äåëàòü, à
ãîâîðÿ î òàëàíòå (îäàð¼ííîñòè), ïîä÷åðêèâàþò Îïðåäåëåíèå è ñóùíîñòü ôåíîìåíà
èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè) âðîæä¼ííûé õàðàêòåð äàííîãî êà÷åñòâà (ñïîñîáíî-
ñòè) ÷åëîâåêà. Îäíàêî âñå óáåæäåíû, ÷òî è ñïîñîáíîñòè, è îäàð¼ííîñòü ïðîÿâëÿþòñÿ
â óñïåøíîñòè äåÿòåëüíîñòè. Â òðóäàõ Ñ.Ë. Ðóáèíøòåéíà è Á.Ì. Òåïëîâà ñäåëàíà
ïîïûòêà äàòü êëàññèôèêàöèþ ïîíÿòèé ¾ñïîñîáíîñòè¿, ¾îäàð¼ííîñòü¿ è ¾òàëàíò¿
ïî óñïåøíîñòè äåÿòåëüíîñòè. Ñïîñîáíîñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê èíäèâèäóàëüíî-
ïñèõîëîãè÷åñêèå îñîáåííîñòè, îòëè÷àþùèå îäíîãî ÷åëîâåêà îò äðóãîãî, îò êîòîðûõ
çàâèñèò âîçìîæíîñòü óñïåõà äåÿòåëüíîñòè, à îäàð¼ííîñòü � êàê êà÷åñòâåííî ñâîåîá-
ðàçíîå ñî÷åòàíèå ñïîñîáíîñòåé (èíäèâèäóàëüíî-ïñèõîëîãè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé), îò
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êîòîðîãî òàêæå çàâèñèò âîçìîæíîñòü óñïåõà â äåÿòåëüíîñòè. Èíîãäà ñïîñîáíîñòè
ñ÷èòàþò âðîæäåííûìè, ¾äàííûìè îò ïðèðîäû¿. Îäíàêî íàó÷íûé àíàëèç ïîêàçûâà-
åò, ÷òî âðîæäåííûìè ìîãóò áûòü ëèøü çàäàòêè, à ñïîñîáíîñòè ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòîì
ðàçâèòèÿ çàäàòêîâ [66, 72].

Â ñëîâàðå Ñ. Îæåãîâà ¾çàäàòêè¿ � ýòî çà÷àòêè êàêèõ-ëèáî ñïîñîáíîñòåé, êà-
÷åñòâ. Â ïñèõîëîãè÷åñêîì ñëîâàðå ¾çàäàòêè¿ � âðîæä¼ííûå àíàòîìî-ôèçèîëîãè÷åñêèå
îñîáåííîñòè îðãàíèçìà. Ê íèì îòíîñÿòñÿ, ïðåæäå âñåãî, îñîáåííîñòè ñòðîåíèÿ ãî-
ëîâíîãî ìîçãà, îðãàíîâ ÷óâñòâ è äâèæåíèÿ, ñâîéñòâà íåðâíîé ñèñòåìû, êîòîðûìè
îðãàíèçì íàäåëåí îò ðîæäåíèÿ. Çàäàòêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèøü âîçìîæíîñòè è
ïðåäïîñûëêè ðàçâèòèÿ ñïîñîáíîñòåé, íî åù¼ íå ãàðàíòèðóþò, íå ïðåäîïðåäåëÿþò
ïîÿâëåíèÿ è ðàçâèòèÿ òåõ èëè èíûõ ñïîñîáíîñòåé. Âîçíèêàÿ íà îñíîâå çàäàòêîâ,
ñïîñîáíîñòè ðàçâèâàþòñÿ â ïðîöåññå è ïîä âëèÿíèåì äåÿòåëüíîñòè, êîòîðàÿ òðå-
áóåò îò ÷åëîâåêà îïðåäåëåííûõ ñïîñîáíîñòåé. Âíå äåÿòåëüíîñòè íèêàêèå ñïîñîáíî-
ñòè ðàçâèâàòüñÿ íå ìîãóò. Íè îäèí ÷åëîâåê, êàêèìè áû çàäàòêàìè îí íå îáëàäàë,
íå ìîæåò ñòàòü òàëàíòëèâûì ìàòåìàòèêîì, ìóçûêàíòîì èëè õóäîæíèêîì, íå çàíè-
ìàÿñü ìíîãî è óïîðíî ñîîòâåòñòâóþùåé äåÿòåëüíîñòüþ. Ê ýòîìó íóæíî äîáàâèòü,
÷òî çàäàòêè ìíîãîçíà÷íû. Íà îñíîâå îäíèõ è òåõ æå çàäàòêîâ ìîãóò ðàçâèâàòüñÿ
íåîäèíàêîâûå ñïîñîáíîñòè, â çàâèñèìîñòè îïÿòü-òàêè îò õàðàêòåðà è òðåáîâàíèé
äåÿòåëüíîñòè, êîòîðîé çàíèìàåòñÿ ÷åëîâåê, à òàêæå îò óñëîâèé æèçíè è îñîáåííî
âîñïèòàíèÿ. Çàäàòêè è ñàìè ðàçâèâàþòñÿ, ïðèîáðåòàþò íîâûå êà÷åñòâà. Ïîýòîìó
àíàòîìî-ôèçèîëîãè÷åñêîé îñíîâîé ñïîñîáíîñòåé ÷åëîâåêà ÿâëÿþòñÿ íå ïðîñòî çà-
äàòêè, à ðàçâèòèå çàäàòêîâ, òî åñòü íå ïðîñòî ïðèðîäíûå îñîáåííîñòè åãî îðãàíèçìà
(áåçóñëîâíûå ðåôëåêñû), íî è òî, ÷òî ïðèîáðåòåíî èì â ïðîöåññå æèçíè � ñèñòå-
ìû óñëîâíûõ ðåôëåêñîâ. Íà ðàçâèòèå ñïîñîáíîñòåé îêàçûâàþò âëèÿíèå îñîáåííîñòè
âûñøåé íåðâíîé äåÿòåëüíîñòè. Òàê, îò ñêîðîñòè îáðàçîâàíèÿ è ïðî÷íîñòè óñëîâ-
íûõ ðåôëåêñîâ çàâèñÿò áûñòðîòà è ïðî÷íîñòü îâëàäåíèÿ çíàíèÿìè è íàâûêàìè; îò
áûñòðîòû âûðàáîòêè äèôôåðåíöèðîâàííîãî òîðìîæåíèÿ íà ñõîäíûå ðàçäðàæèòå-
ëè � âîçìîæíîñòü òîíêî óëàâëèâàòü ñõîäñòâî è ðàçëè÷èå ìåæäó ïðåäìåòàìè èëè èõ
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ñâîéñòâàìè; îò ñêîðîñòè è ëåãêîñòè îáðàçîâàíèÿ è ïåðåäåëêè äèíàìè÷åñêîãî ñòåðåî-
òèïà � ïðèñïîñîáëÿåìîñòü ê íîâûì óñëîâèÿì è ãîòîâíîñòü áûñòðî ïåðåõîäèòü îò
îäíîãî ñïîñîáà âûïîëíåíèÿ äåÿòåëüíîñòè ê äðóãîìó [63].

Ñïîñîáíîñòè ðàçëè÷àþòñÿ ïî êà÷åñòâó, øèðîòå, ñòðóêòóðå è ñòåïåíè ðàçâèòèÿ.
Êà÷åñòâî ñïîñîáíîñòåé îïðåäåëÿåòñÿ òîé äåÿòåëüíîñòüþ, óñëîâèåì óñïåøíîãî âûïîë-
íåíèÿ êîòîðîé îíè ÿâëÿþòñÿ. Î ÷åëîâåêå îáû÷íî ãîâîðÿò íå ïðîñòî, ÷òî îí ñïîñîáåí,
à ê ÷åìó ñïîñîáåí, òî åñòü óêàçûâàþò êà÷åñòâî åãî ñïîñîáíîñòåé. Ïî êà÷åñòâó ñïî-
ñîáíîñòè äåëÿòñÿ íà ìàòåìàòè÷åñêèå, òåõíè÷åñêèå, õóäîæåñòâåííûå, ëèòåðàòóðíûå,
ìóçûêàëüíûå, îðãàíèçàòîðñêèå, ñïîðòèâíûå è ò. ä. Ïî øèðîòå ðàçëè÷àþòñÿ îáùèå
è ñïåöèàëüíûå ñïîñîáíîñòè [63].

Ñïåöèàëüíûå ñïîñîáíîñòè ÿâëÿþòñÿ óñëîâíûìè, íåîáõîäèìûìè äëÿ óñïåøíîãî
âûïîëíåíèÿ êàêîãî-ëèáî îäíîãî êîíêðåòíîãî âèäà äåÿòåëüíîñòè. Ê íèì îòíîñÿòñÿ,
íàïðèìåð, ìóçûêàëüíûé ñëóõ, ìóçûêàëüíàÿ ïàìÿòü è ÷óâñòâî ðèòìà ó ìóçûêàíòà,
¾îöåíêà ïðîïîðöèé¿ ó õóäîæíèêà, ïåäàãîãè÷åñêèé òàêò ó ó÷èòåëÿ è ò. ï. Îáùèå
ñïîñîáíîñòè íåîáõîäèìû äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ äåÿòåëüíîñòè. Íàïðè-
ìåð, òàêàÿ ñïîñîáíîñòü, êàê íàáëþäàòåëüíîñòü, íóæíà è õóäîæíèêó, è ïèñàòåëþ, è
âðà÷ó, è ïåäàãîãó; îðãàíèçàòîðñêèå ñïîñîáíîñòè, âíèìàíèå, êðèòè÷íîñòü è ãëóáèíà
óìà, õîðîøàÿ çðèòåëüíàÿ ïàìÿòü, òâîð÷åñêîå âîîáðàæåíèå äîëæíû áûòü ïðèñóùè
ëþäÿì ìíîãèõ ïðîôåññèé. Ýòè ñïîñîáíîñòè ïðèíÿòî íàçûâàòü îáùèìè. Ñàìîé îáùåé
è â òî æå âðåìÿ îñíîâíîé ñïîñîáíîñòüþ ÷åëîâåêà ÿâëÿåòñÿ àíàëèòèêî-ñèíòåòè÷åñêàÿ
ñïîñîáíîñòü. Áëàãîäàðÿ åé, ÷åëîâåê ðàçëè÷àåò îòäåëüíûå ïðåäìåòû èëè ÿâëåíèÿ â
ñëîæíîì èõ êîìïëåêñå, âûäåëÿåò ãëàâíîå, õàðàêòåðíîå, òèïè÷íîå, óëàâëèâàåò ñàìóþ
ñóòü ÿâëåíèÿ, îáúåäèíÿåò âûäåëåííûå ìîìåíòû â íîâîì êîìïëåêñå è ñîçäà¼ò ÷òî-òî
íîâîå, îðèãèíàëüíîå. Íèêàêàÿ îòäåëüíàÿ ñïîñîáíîñòü íå ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íîé
äëÿ óñïåøíîãî âûïîëíåíèÿ äåÿòåëüíîñòè. Íàäî, ÷òîáû ó ÷åëîâåêà áûëî ìíîãî ñïî-
ñîáíîñòåé, êîòîðûå íàõîäèëèñü áû â áëàãîïðèÿòíîì ñî÷åòàíèè. Êà÷åñòâåííî ñâîåîá-
ðàçíîå ñî÷åòàíèå ñïîñîáíîñòåé, íåîáõîäèìûõ äëÿ óñïåøíîãî âûïîëíåíèÿ êàêîé-ëèáî
äåÿòåëüíîñòè, íàçûâàþò îäàð¼ííîñòüþ [63].
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Èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûå äåòè îòëè÷àþòñÿ îñîáûì ìûøëåíèåì. Â ñëîâàðå
Ñ. Îæåãîâà ¾ìûøëåíèå¿ � ñïîñîáíîñòü ÷åëîâåêà ðàññóæäàòü, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñî-
áîþ ïðîöåññ îòðàæåíèÿ îáúåêòèâíîé äåéñòâèòåëüíîñòè â ïðåäñòàâëåíèÿõ, ñóæäåíè-
ÿõ, ïîíÿòèÿõ. Â ïñèõîëîãè÷åñêîì ñëîâàðå ¾ìûøëåíèå¿ � ýòî íàèáîëåå îáîáùåííàÿ è
îïîñðåäîâàííàÿ ôîðìà ïñèõè÷åñêîãî îòðàæåíèÿ, óñòàíàâëèâàþùàÿ ñâÿçè è îòíîøå-
íèÿ ìåæäó ïîçíàâàåìûìè îáúåêòàìè. Ìûøëåíèå ðàäèêàëüíî ðàñøèðÿåò âîçìîæíî-
ñòè ÷åëîâåêà â åãî ñòðåìëåíèè ê ïîçíàíèþ âñåãî îêðóæàþùåãî ìèðà, âïëîòü äî íåâè-
äèìîãî, ïîñêîëüêó îíî îïåðèðóåò íå òîëüêî ïåðâè÷íûìè è âòîðè÷íûìè îáðàçàìè,
íî è ïîíÿòèÿìè. Ïðîöåññ ìûøëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíóþ óìñòâåííóþ äåÿ-
òåëüíîñòü, âêëþ÷àþùóþ ñëåäóþùèå ìûñëèòåëüíûå îïåðàöèè: àíàëèç, ñèíòåç, ñðàâ-
íåíèå, àáñòðàãèðîâàíèå, îáîáùåíèå, êîíêðåòèçàöèþ, êëàññèôèêàöèþ, ñèñòåìàòèçà-
öèþ. Àíàëèç � ýòî ìûñëåííîå ðàñ÷ëåíåíèå öåëîãî íà ñîñòàâíûå ÷àñòè, êîìïîíåíòû
è âûäåëåíèå îòäåëüíûõ ïðèçíàêîâ, ýëåìåíòîâ, ñâîéñòâ, ñâÿçåé, îòíîøåíèé. Ñèíòåç �
ìûñëåííîå âîññîåäèíåíèå âûäåëåííûõ êîìïîíåíòîâ öåëîãî. Ñðàâíåíèå � íåðàçðûâ-
íîå åäèíñòâî àíàëèçà è ñèíòåçà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñõîäñòâî è
ðàçëè÷èå îòäåëüíûõ îáúåêòîâ. Àáñòðàãèðîâàíèå îáåñïå÷èâàåò âûäåëåíèå îäíèõ ïðè-
çíàêîâ è îòâëå÷åíèå îò äðóãèõ. Îáîáùåíèå � âûäåëåíèå îòíîñèòåëüíî óñòîé÷èâûõ
èíâàðèàíòíûõ ñâîéñòâ ïðåäìåòîâ è îòíîøåíèé. Êîíêðåòèçàöèÿ � ýòî ðàçäåëåíèå è
ïîñëåäóþùåå îáúåäèíåíèå ïðåäìåòîâ èëè ÿâëåíèé áîëåå îáùèì ïîíÿòèåì, îçíà÷à-
þùèì êëàññû òåõ èëè èíûõ ïðåäìåòîâ èëè ÿâëåíèé. Ñèñòåìàòèçàöèÿ �ìûñëåííîå
ðàñïîëîæåíèå êëàññîâ, ïðåäìåòîâ èëè ÿâëåíèé â îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå, â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ñóùåñòâóþùèìè ìåæäó íèìè ñâÿçÿìè. Áëàãîäàðÿ ñèñòåìàòèçàöèè ÿâëåíèÿ
îáúåêòèâíîãî ìèðà îòðàæàþòñÿ â ñîçíàíèè íå ðàçîáùåííî, à â îïðåäåëåííîé ñè-
ñòåìå, ÷òî ïîçâîëÿåò ãëóáæå ïîíÿòü èõ âçàèìîñâÿçü è ïðàâèëüíî èñïîëüçîâàòü ýòè
çíàíèÿ â ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè [63].

Â çàâèñèìîñòè îò ñîäåðæàíèÿ ðåøàåìîé çàäà÷è â ïñèõîëîãèè ïðèíÿòî âûäåëÿòü
ñëåäóþùèå âèäû ìûøëåíèÿ: íàãëÿäíî-äåéñòâåííîå, íàãëÿäíî-îáðàçíîå, ñëîâåñíî-
ëîãè÷åñêîå (òåîðåòè÷åñêîå è ïðàêòè÷åñêîå, èíòóèòèâíîå è àíàëèòè÷åñêîå, ïðîäóê-
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òèâíîå è ðåïðîäóêòèâíîå è äð.). Íàãëÿäíî-äåéñòâåííîå ìûøëåíèå � âèä ìûøëåíèÿ,
îïèðàþùèéñÿ íåïîñðåäñòâåííî íà âîñïðèÿòèå ïðåäìåòîâ, ðåàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå
ñèòóàöèè â ïðîöåññå äåéñòâèé ñ ïðåäìåòàìè. Íàãëÿäíî-îáðàçíîå ìûøëåíèå � âèä
ìûøëåíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèéñÿ îïîðîé íà ïðåäñòàâëåíèÿ è îáðàçû; ôóíêöèè îá-
ðàçíîãî ìûøëåíèÿ ñâÿçàíû ñ ïðåäñòàâëåíèåì ñèòóàöèé è èçìåíåíèé â íèõ, êîòîðûå
÷åëîâåê õî÷åò ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå ñâîåé äåÿòåëüíîñòè. Ñëîâåñíî-ëîãè÷åñêîå ìûø-
ëåíèå � âèä ìûøëåíèÿ, îñóùåñòâëÿåìûé ïðè ïîìîùè ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé ñ ïîíÿ-
òèÿìè. Òåîðåòè÷åñêîå è ïðàêòè÷åñêîå ìûøëåíèå ðàçëè÷àþò ïî òèïó ðåøàåìûõ çàäà÷
è âûòåêàþùèõ îòñþäà ñòðóêòóðíûõ è äèíàìè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé. Òåîðåòè÷åñêîå
ìûøëåíèå � ýòî ïîçíàíèå çàêîíîâ, ïðàâèë. Îñíîâíàÿ çàäà÷à ïðàêòè÷åñêîãî ìûøëå-
íèÿ � ïîäãîòîâêà ôèçè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äåéñòâèòåëüíîñòè: ïîñòàíîâêà öåëè,
ñîçäàíèå ïëàíà, ïðîåêòà, ñõåìû. Ïðîâîäèòñÿ ðàçëè÷èå ìåæäó èíòóèòèâíûì è àíà-
ëèòè÷åñêèì (ëîãè÷åñêèì) ìûøëåíèåì. Äëÿ ýòîãî îáû÷íî èñïîëüçóþò òðè ïðèçíàêà:
âðåìåííîé (âðåìÿ ïðîòåêàíèÿ ïðîöåññà), ñòðóêòóðíûé (÷ëåíåíèå íà ýòàïû), óðîâåíü
ïðîòåêàíèÿ (îñîçíàííîñòü, íåîñîçíàííîñòü). Àíàëèòè÷åñêîå ìûøëåíèå ðàçâåðíóòî
âî âðåìåíè, èìååò ÷åòêî âûðàæåííûå ýòàïû, â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ïðåäñòàâëåíî
â ñîçíàíèè ñàìîãî ìûñëÿùåãî ÷åëîâåêà. Èíòóèòèâíîå ìûøëåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ
áûñòðîòîé ïðîòåêàíèÿ, îòñóòñòâèåì ÷åòêî âûðàæåííûõ ýòàïîâ, ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëü-
íî îñîçíàííûì. Âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ðàçëè÷èå ïðîäóêòèâíîãî è ðåïðîäóêòèâíîãî ìûø-
ëåíèÿ, îñíîâàííîãî íà ñòåïåíè íîâèçíû ïîëó÷àåìîãî â ïðîöåññå ìûñëèòåëüíîé äåÿ-
òåëüíîñòè ïðîäóêòà ïî îòíîøåíèþ ê çíàíèÿì ÷åëîâåêà. Êàê è äðóãèå ïñèõè÷åñêèå
ïðîöåññû, ìûñëèòåëüíàÿ äåÿòåëüíîñòü ëþäåé îòëè÷àåòñÿ çíà÷èòåëüíûìè èíäèâèäó-
àëüíûìè ðàçëè÷èÿìè. Èíäèâèäóàëüíûå îñîáåííîñòè ìûñëèòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè �
ýòî, ïðåæäå âñåãî, ðåçóëüòàò ðàçâèòèÿ åãî óìà â ïðîöåññå ïîçíàíèÿ äåéñòâèòåëüíî-
ñòè, â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ. Èíäèâèäóàëüíûå ðàçëè÷èÿ â ìûñëèòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè
îäàðåííûõ äåòåé ìîãóò ïðîÿâëÿòüñÿ â òàêèõ êà÷åñòâàõ ìûøëåíèÿ, êàê øèðîòà, ãëó-
áèíà, ñàìîñòîÿòåëüíîñòü, ãèáêîñòü ìûøëåíèÿ, áûñòðîòà è êðèòè÷íîñòü óìà. Øèðîòà
ìûøëåíèÿ � ýòî ñïîñîáíîñòü îõâàòèòü âåñü âîïðîñ öåëèêîì, íå óïóñêàÿ ÷àñòíîñòåé.
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Ãëóáèíà ìûøëåíèÿ âûðàæàåòñÿ â óìåíèè ïðîíèêàòü â ñóùíîñòü ñëîæíûõ âîïðîñîâ.
Ñàìîñòîÿòåëüíîñòü õàðàêòåðèçóåòñÿ óìåíèåì ÷åëîâåêà âûäâèãàòü íîâûå çàäà÷è è
íàõîäèòü ïóòè èõ ðåøåíèÿ, íå ïðèáåãàÿ ê ïîìîùè äðóãèõ ëþäåé. Ãèáêîñòü ìûñëè
âûðàæàåòñÿ â ñâîáîäå îò ñêîâûâàþùåãî âëèÿíèÿ, çàêðåïëåííûõ â ïðîøëîì ïðèåìîâ
è ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ çàäà÷, â óìåíèè áûñòðî ìåíÿòü äåéñòâèÿ ïðè èçìåíåíèè îáñòà-
íîâêè. Áûñòðîòà óìà � ýòî ñïîñîáíîñòü ÷åëîâåêà áûñòðî ðàçîáðàòüñÿ â íîâîé ñèòóà-
öèè, îáäóìàòü è ïðèíÿòü ïðàâèëüíîå ðåøåíèå. Êðèòè÷íîñòü óìà � óìåíèå ÷åëîâåêà
îáúåêòèâíî îöåíèâàòü ñâîè è ÷óæèå ìûñëè, òùàòåëüíî è âñåñòîðîííå ïðîâåðÿòü âñå
âûäâèãàåìûå àðãóìåíòû [43, 63].

Ìíîãîëåòíèå èññëåäîâàíèÿ òâîð÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè, â ÷àñòíîñòè, ñòðóêòóðû
îäàð¼ííîñòè, äàþò îïðåäåë¼ííûå îñíîâàíèÿ äëÿ ïîïûòêè ïîñòðîåíèÿ íåêîòîðûõ íî-
âûõ òåîðåòè÷åñêèõ ïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíî äèíàìèêè è îðãàíèçàöèè òâîð÷åñêîãî
ïðîöåññà, ñóùíîñòè òâîð÷åñòâà [9, 12, 18]. Îäàð¼ííîñòü � ýòî ñâîåãî ðîäà ìåðà ãåíå-
òè÷åñêè è îïûòíî ïðåäîïðåäåë¼ííûõ âîçìîæíîñòåé ÷åëîâåêà àäàïòèðîâàòüñÿ ê æèç-
íè. Îñíîâíûå ôóíêöèè îäàð¼ííîñòè � ìàêñèìàëüíîå ïðèñïîñîáëåíèå ê ìèðó, îêðó-
æåíèþ, íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ñîçäàþòñÿ íîâûå, íåïðåäâèäåí-
íûå ïðîáëåìû, òðåáóþùèå èìåííî òâîð÷åñêîãî ïîäõîäà. Ñïåöèàëüíàÿ îäàð¼ííîñòü
õàðàêòåðèçóåòñÿ íàëè÷èåì ó ñóáúåêòà ÷¼òêî ïðîåöèðóåìûõ âîâíå (ïðîÿâëÿþùèõñÿ
â äåÿòåëüíîñòè) âîçìîæíîñòåé � ìíåíèé, íàâûêîâ, áûñòðî è êîíêðåòíî ðåàëèçóå-
ìûõ çíàíèé, ïðîÿâëÿþùèõñÿ ÷åðåç ôóíêöèîíèðîâàíèå ñòðàòåãèé ïëàíèðîâàíèÿ è
ðåøåíèÿ ïðîáëåì. Â öåëîì æå ìíîãèå èññëåäîâàòåëè ïðåäñòàâëÿþò îäàð¼ííîñòü êàê
ñèñòåìó, âêëþ÷àþùóþ ñëåäóþùèå êîìïîíåíòû:

� áèîôèçèîëîãè÷åñêèå, àíàòîìî-ôèçèîëîãè÷åñêèå çàäàòêè;

� ñåíñîðíî-ïåðöåïòèâíûå áëîêè, õàðàêòåðèçóåìûå ïîâûøåííîé ÷óâñòâèòåëüíî-
ñòüþ;

� èíòåëëåêòóàëüíûå è ìûñëèòåëüíûå âîçìîæíîñòè, ïîçâîëÿþùèå îöåíèâàòü íî-
âûå ñèòóàöèè è ðåøàòü íîâûå ïðîáëåìû;
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� ýìîöèîíàëüíî-âîëåâûå ñòðóêòóðû, ïðåäîïðåäåëÿþùèå äëèòåëüíûå äîìèíàíò-
íûå îðèåíòàöèè è èõ èñêóññòâåííîå ïîääåðæèâàíèå;

� âûñîêèé óðîâåíü ïðîäóöèðîâàíèÿ íîâûõ îáðàçîâ, ôàíòàçèÿ, âîîáðàæåíèå è
öåëûé ðÿä äðóãèõ [53].

À.Ì. Ìàòþøêèí âûäâèíóë ñëåäóþùóþ ñèíòåòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó òâîð÷åñêîé
îäàð¼ííîñòè, âêëþ÷èâ â íå¼:

� äîìèíèðóþùóþ ðîëü ïîçíàâàòåëüíîé ìîòèâàöèè;

� èññëåäîâàòåëüñêóþ òâîð÷åñêóþ àêòèâíîñòü, âûðàæàþùóþñÿ â îáíàðóæåíèè
íîâîãî, â ïîñòàíîâêå è ðåøåíèè ïðîáëåìû;

� âîçìîæíîñòè äîñòèæåíèÿ îðèãèíàëüíûõ ðåøåíèé;

� âîçìîæíîñòè ïðîãíîçèðîâàíèÿ è ïðåäâîñõèùåíèÿ;

� ñïîñîáíîñòè ê ñîçäàíèþ èäåàëüíûõ ýòàëîíîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ âûñîêèå ýòè÷å-
ñêèå, íðàâñòâåííûå, èíòåëëåêòóàëüíûå îöåíêè [53].

Â ñâîèõ òðóäàõ À.Ì. Ìàòþøêèí îòìå÷àåò, ÷òî îäàð¼ííîñòü, òàëàíòëèâîñòü íåîá-
õîäèìî ñâÿçûâàòü ñ îñîáåííîñòÿìè ñîáñòâåííî òâîð÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè, ïðîÿâëåíè-
åì òâîð÷åñòâà, ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ¾òâîð÷åñêîãî ÷åëîâåêà¿. Åãî èññëåäîâàíèÿ ïîç-
âîëèëè âûäåëèòü â ñèñòåìå òâîð÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ñëåäóþùèå ñîñòàâëÿþùèå:

� çàäàòêè, ñêëîííîñòè, ïðîÿâëÿþùèåñÿ â ïîâûøåííîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè, îïðå-
äåë¼ííîé âûáîðî÷íîñòè, ïðåäïî÷òåíèÿõ, à òàêæå â äèíàìè÷íîñòè ïñèõè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ;

� èíòåðåñû, èõ íàïðàâëåííîñòü, ÷àñòîòà è ñèñòåìàòè÷íîñòü èõ ïðîÿâëåíèÿ, äî-
ìèíèðîâàíèå ïîçíàâàòåëüíûõ èíòåðåñîâ;
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� ëþáîçíàòåëüíîñòü, ñòðåìëåíèå ê ñîçäàíèþ íîâîãî, ñêëîííîñòü ê ðåøåíèþ è
ïîèñêó ïðîáëåì;

� áûñòðîòà â óñâîåíèè íîâîé èíôîðìàöèè, îáðàçîâàíèå àññîöèàòèâíûõ ìàññèâîâ;

� ñêëîííîñòü ê ïîñòîÿííûì ñðàâíåíèÿì, ñîïîñòàâëåíèÿì, âûðàáîòêå ýòàëîíîâ
äëÿ ïîñëåäóþùåãî îòáîðà;

� ïðîÿâëåíèå îáùåãî èíòåëëåêòà � ñõâàòûâàíèå, ïîíèìàíèå, áûñòðîòà îöåíîê è
âûáîðà ïóòè ðåøåíèÿ, àäåêâàòíîñòü äåéñòâèé;

� ýìîöèîíàëüíàÿ îêðàøåííîñòü îòäåëüíûõ ïðîöåññîâ, ýìîöèîíàëüíîå îòíîøå-
íèå, âëèÿíèå ÷óâñòâ íà ñóáúåêòèâíîå îöåíèâàíèå, âûáîð, ïðåäïî÷òåíèå è ò. ä.;

� íàñòîé÷èâîñòü, öåëåóñòðåìë¼ííîñòü, ðåøèòåëüíîñòü, òðóäîëþáèå, ñèñòåìàòè÷-
íîñòü â ðàáîòå, ñìåëîå ïðèíÿòèå ðåøåíèé;

� èíòóèòèâèçì � ñêëîííîñòü ê ñâåðõáûñòðûì îöåíêàì, ðåøåíèÿì, ïðîãíîçàì;

� ñðàâíèòåëüíî áîëåå áûñòðîå îâëàäåíèå óìåíèÿìè, íàâûêàìè, ïðè¼ìàìè, îâëà-
äåíèå òåõíèêîé òðóäà, ðåìåñëåííûì ìàñòåðñòâîì;

� ñïîñîáíîñòè ê âûðàáîòêå ëè÷íîñòíûõ ñòðàòåãèé è òàêòèê ïðè ðåøåíèè îáùèõ è
ñïåöèàëüíûõ íîâûõ ïðîáëåì, çàäà÷, ïîèñê âûõîäà èç ñëîæíûõ, íåñòàíäàðòíûõ,
ýêñòðåìàëüíûõ ñèòóàöèé è ò. ï. [53, 54].

Â ïñèõîëîãî-ïåäàãîãè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ïðîÿâëåíèå îäàð¼ííîñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ
÷åðåç:

� äîìèíèðîâàíèå èíòåðåñîâ è ìîòèâîâ;

� ýìîöèîíàëüíóþ ïîãðóæåííîñòü â äåÿòåëüíîñòü;
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� âîëþ ê óñïåõó;

� îáùóþ è ýñòåòè÷åñêóþ óäîâëåòâîð¼ííîñòü îò ïðîöåññà è ïðîäóêòîâ äåÿòåëüíî-
ñòè;

� ïîíèìàíèå ñóùíîñòè ïðîáëåìû, çàäà÷è, ñèòóàöèè;

� áåññîçíàòåëüíîå, èíòóèòèâíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû (¾âíåëîãè÷åñêîå¿);

� ñòðàòåãèàëüíîñòü â èíòåëëåêòóàëüíîì ïîâåäåíèè (ëè÷íîñòíûå âîçìîæíîñòè
ïðîäóöèðîâàòü ïðîåêòû);

� ìíîãîâàðèàíòíîñòü ðåøåíèé;

� áûñòðîòó ðåøåíèé, îöåíîê, ïðîãíîçîâ;

� èñêóññòâî íàõîäèòü, âûáèðàòü (èçîáðåòàòåëüíîñòü, íàõîä÷èâîñòü) [3, 9, 10, 16,
71].

Ïðèçíàêàìè ïðîÿâëåíèÿ òâîð÷åñêîãî ïîèñêà ñëóæàò: ðåêîíñòðóêòèâíîå òâîð÷å-
ñòâî; êîìáèíàòîðíîå òâîð÷åñòâî; òâîð÷åñòâî ÷åðåç àíàëîãèè. Ïðîÿâëåíèå èíòåëëåêòà
ôèêñèðóþò ïî ïîíèìàíèþ è ñòðóêòóðèðîâàíèþ èñõîäíîé èíôîðìàöèè; ïîñòàíîâêå
çàäà÷è; ïîèñêó è êîíñòðóèðîâàíèþ ðåøåíèé; ïðîãíîçèðîâàíèþ ðåøåíèé (ðàçðàáîòêå
çàìûñëîâ ðåøåíèÿ), ãèïîòåç [72].

Óðîâíè äîñòèæåíèé îïðåäåëÿþò ïî çàäà÷àì, êîòîðûå ñòàâèò ïåðåä ñîáîé ñóáú-
åêò, èëè æå ïî ñàìèì äîñòèãíóòûì óñïåõàì. Çäåñü, êàê ïðàâèëî, âûäåëÿþòñÿ òðè
óñëîâèÿ:

� æåëàíèå ïðåâçîéòè ñóùåñòâóþùèå äîñòèæåíèÿ;

� æåëàíèå äîñòè÷ü ðåçóëüòàòà âûñøåãî êëàññà;
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� æåëàíèå ðåàëèçîâàòü ñâåðõçàäà÷ó.

Â ïëàíå ýìîöèîíàëüíîãî ðåàãèðîâàíèÿ ðåáåíêà íà âûïîëíåíèå äåÿòåëüíîñòè,
óâëå÷¼ííîñòè ó÷åíûå âûäåëÿþò òðè òèïà: âäîõíîâåííûé (èíîãäà ýéôîðè÷åñêèé);
óâåðåííûé; ñîìíåâàþùèéñÿ. Ïðåäëàãàåìàÿ ñòðóêòóðà äîâîëüíî ìíîãîîáðàçíî îïè-
ñûâàåò ðàçëè÷íûå òèïû îäàð¼ííîñòè, èõ äîìèíèðóþùèå õàðàêòåðèñòèêè, ñâîåîáðà-
çèå ñî÷åòàíèé íàèáîëåå âàæíûõ êà÷åñòâ [66].

Îãðîìíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò êîíöåïöèÿ âðîæä¼ííîé îäàð¼ííîñòè, ïðåäëî-
æåííàÿ Â.Â. Êëèìåíêî. Ïî åãî ñëîâàì, çàäàòêè (÷óâñòâèòåëüíîñòü ÷åëîâåêà) îáåñ-
ïå÷èâàþò îêîëî 10 ìëðä. ñåíñîðíûõ êàíàëîâ îäíîñòîðîííåé ñâÿçè ñ îêðóæàþùåé
ñðåäîé. Òàêàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü äîñòèãàåòñÿ íåîáûêíîâåííîé îñíàñòêîé ÷åëîâå÷å-
ñêîãî òåëà: ðåöåïòîðîì, âîñïðèíèìàþùèì ýíåðãèþ è èíôîðìàöèþ êàê èçâíå, òàê
è èç ñàìîãî òåëà; êîíäóêòîðîì � ïðîâîäíèêîì âîñïðèíÿòîãî; ó÷àñòêîì ìîçãà, ãäå
îñóùåñòâëÿåòñÿ (èëè íå îñóùåñòâëÿåòñÿ � ïðîñòî ñîõðàíÿåòñÿ) ïðåâðàùåíèå èõ â
ôàêò ñîçíàíèÿ. Èç çàäàòêîâ ÷åëîâåêà ìîæåò áûòü ñîçäàíî ñòîëüêî ðàáîòàþùèõ ñïî-
ñîáíîñòåé, ñêîëüêî ñóùåñòâóåò êàíàëîâ ñâÿçè ìåæäó îêðóæàþùåé ñðåäîé è ÷åëîâå-
êîì ñ åãî âíóòðåííèì ìèðîì. Îäíàêî ðåàëüíî êîëè÷åñòâî ñïîñîáíîñòåé çàâèñèò îò
îðãàíèçàöèè ó÷åíèÿ è äåÿòåëüíîñòè ÷åëîâåêà. Ñïîñîáíîñòè � ïðîöåññ ìàòåðèàëèçà-
öèè èñïîëíèòåëüíûìè îðãàíàìè ïñèõèêè è ìîòîðèêè ïðèðîäíîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè
è ñìûñëîâ, îòðàæåííîãî â ïðåäìåòíûå êîíñòðóêöèè [39, 45]. Ìàòåðèàëèçàöèÿ ïðî-
äóêòîâ ÷óâñòâèòåëüíîñòè ñîñòîèò èç òð¼õ âèäîâ ñïîñîáíîñòåé:

� ñïîñîáíîñòè îòðàæàòü âíåøíèé ìèð è ñåáÿ â í¼ì êàê ìûñëÿùåé ÷àñòèöû ïðè-
ðîäû (ìû ñëûøèì, âèäèì, íþõàåì è ò. ä. � âñå îðãàíû ÷óâñòâ ðàáîòàþò íà
ýòîò ïðîöåññ);

� ñïîñîáíîñòè ïðîåêòèðîâàòü âíåøíþþ ñðåäó, â òîì ÷èñëå è ñåáÿ (ñîçäàíèå èíîé,
ðóêîòâîðíîé ïðèðîäû ìûñëåííî, ðàáîòîé âîîáðàæåíèÿ, ñîçäàíèå ãèïîòåç);
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� ñïîñîáíîñòè ñîçäàâàòü â ïðîöåññå ñâîåé äåÿòåëüíîñòè ïðîäóêòû è ïðåäìåòû,
óäîâëåòâîðÿþùèå óñòðåìëåíèÿ è ïîòðåáíîñòè ÷åëîâåêà.

Ñïîñîáíîñòü îòðàæåíèÿ è ïñèõîìîòîðèêó ÷åëîâåê íàó÷èëñÿ óñèëèâàòü ìíîãî-
êðàòíî ñ ïîìîùüþ îãðîìíîãî ìíîæåñòâà ïðèáîðîâ, óñòðîéñòâ, ìàøèí: îò îáûêíî-
âåííûõ î÷êîâ äî êîñìè÷åñêèõ ñòàíöèé. Íî ñïîñîáíîñòü ê ñîçèäàíèþ, à îñîáåííî ê
òâîð÷åñòâó, ïîêà åùå íå óñèëèâàåòñÿ íè÷åì. ×åëîâå÷åñêàÿ ïñèõèêà è ïñèõîìîòîðèêà
îáëàäàþò íåèñ÷èñëèìûìè âîçìîæíîñòÿìè ñîçäàíèÿ ìåõàíèçìîâ. Îíè � íîâîîáðà-
çîâàíèÿ, íå çàêðåïë¼ííûå íè çà îïðåäåë¼ííûì îðãàíîì ÷óâñòâ, íè çà êîíêðåòíîé
ñïîñîáíîñòüþ: ýòî � ñèñòåìà ñïîñîáíîñòåé ñî ñâîéñòâàìè, êîòîðûìè íå îáëàäàåò
íè îäíà èç ñîñòàâëÿþùèõ öåëîñòíîñòè. Ïðè÷åì ýòî íîâîîáðàçîâàíèå îäíîâðåìåííî
äåéñòâóþùåå è ïîçíàþùåå: äåéñòâóÿ � ÷åëîâåê ïîçíàåò, à, ïîçíàâàÿ � äåéñòâóåò,
ðåøàåò çàäà÷è óìñòâåííûå è ïñèõîìîòîðíûå. Êîëè÷åñòâî ìåõàíèçìîâ áåñêîíå÷íî.
Èçìåíèâ óñëîâèÿ ðàáîòû ÷åëîâåêà, ñîçäàþò òåì ñàìûì íîâûå ìåõàíèçìû, íîâûå
ñïîñîáû äåéñòâèé.

Òàêèì îáðàçîì, ôåíîìåí ¾èíòåëëåêòóàëüíàÿ îäàðåííîñòü¿ � î÷åíü ñëîæíàÿ ñè-
ñòåìà. Â ïñèõîëîãè÷åñêîé è ïåäàãîãè÷åñêîé ëèòåðàòóðå èìååòñÿ íå îäèí äåñÿòîê
îïðåäåëåíèé. Èíòåëëåêòóàëüíóþ îäàðåííîñòü ðàññìàòðèâàþò êàê ãåíèàëüíîñòü; êàê
ñâîåîáðàçíîå ñî÷åòàíèå ñïîñîáíîñòåé; êàê ñî÷åòàíèå èíòåëëåêòóàëüíûõ, òâîð÷åñêèõ
ñïîñîáíîñòåé è ìîòèâàöèîííîãî êîìïîíåíòà. Íàèáîëåå òî÷íî, íà íàø âçãëÿä, èí-
òåëëåêòóàëüíóþ îäàðåííîñòü ìîæíî îïðåäåëèòü êàê óðîâåíü ðàçâèòèÿ âðîæäåí-
íûõ êîãíèòèâíûõ çàäàòêîâ ëè÷íîñòè, õàðàêòåðèçóþùèéñÿ óñïåøíîñòüþ â ðåàëüíîé
èíòåëëåêòóàëüíîé äåÿòåëüíîñòè.

1.3. Èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûå äåòè

Îäàðåííûå ¾. . . ëþäè ÿñíî, ïðîñòî, åñòåñòâåííî ìîãóò èçúÿñíÿòüñÿ íà ÿçûêå âûñ-
øåãî áûòèÿ, ÿçûêå ïîýòîâ, ìèñòèêîâ, ïðîðîêîâ, ãëóáîêî ðåëèãèîçíûõ ëþäåé, ëþäåé,
æèâóùèõ â ìèðå ïëàòîíîâñêèõ èäåé, Ñïèíîçû è âå÷íîñòè. Èì, ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷-
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íûìè ëþäüìè, ëó÷øå ïîíÿòåí ñìûñë ïðèò÷, èíîñêàçàíèé, ïàðàäîêñîâ, ìóçûêàëüíîãî
èñêóññòâà, íåâåðáàëüíûõ êîììóíèêàöèé è ò. ä.¿ [75, ñ. 26]. Èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåí-
íîãî ðåáåíêà ìîæíî ñðàçó âûäåëèòü èç ãðóïïû ñâåðñòíèêîâ. Ïåðâîå, ÷òî áðîñàåòñÿ
â ãëàçà � ýòî ïå÷àòü îñîáîé îäóõîòâîðåííîñòè íà åãî ëèöå, öåïêèé îñìûñëåííûé
âçãëÿä. Èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûå äåòè, êàê ïðàâèëî, íåìíîãîñëîâíû. Íà êîí-
êðåòíûé âîïðîñ äàþò ÷åòêèé, ëàêîíè÷íûé îòâåò. Ìíîãèå ïñèõîëîãè îòìå÷àþò ó èí-
òåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé âûñîêèé ýíåðãåòè÷åñêèé óðîâåíü è ñëàáî ðàçâèòóþ
ìîòîðèêó. Îäàðåííûì äåòÿì ñâîéñòâåííî õîëèñòè÷åñêîå (öåëîñòíîå) ìûøëåíèå, íå
îãðàíè÷åííîå ðàìêàìè ñòåðåîòèïîâ, òðåáóþùåå ñâîáîäû è îòêðûòîñòè. Íî ãëàâíîå,
÷òî îáúåäèíÿåò âñåõ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé è â îïðåäåëåííîé ñòåïåíè
îòëè÷àåò èõ äðóãèõ � óìñòâåííàÿ àêòèâíîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ ïîòðåáíîñòüþ â ïîçíàâà-
òåëüíîé äåÿòåëüíîñòè. Èìåííî ýòà ïîòðåáíîñòü ÿâëÿåòñÿ äâèæèòåëåì èõ ðàçâèòèÿ.
Èíòåëëåêòóàëüíàÿ îäàðåííîñòü ðåáåíêà èìååò ìíîæåñòâî ãðàíåé. Á.Ì. Òåïëîâ ïè-
ñàë î øèðîòå ñàìîé îäàðåííîñòè: ¾Âîçìîæíîñòü óñïåøíî äåéñòâîâàòü â ðàçëè÷íûõ
îáëàñòÿõ îáúÿñíÿåòñÿ, ïðåæäå âñåãî, íàëè÷èåì íåêîòîðûõ îáùèõ ìîìåíòîâ îäàðåí-
íîñòè, èìåþùèõ çíà÷åíèå äëÿ ðàçíûõ âèäîâ äåÿòåëüíîñòè. Â ýòîì � öåíòð íàó÷íîé
ïðîáëåìû ìíîãîñòîðîííèõ äàðîâàíèé¿[72, ñ. 19]. Ïî ìíåíèþ À.Ã. Àñìîëîâà, ïðîôèëü
ñïîñîáíîñòåé îäàðåííîãî ÷åëîâåêà èìååò ìíîæåñòâî ïèêîâ. Ýòî ðàçíîîáðàçèå îáåñ-
ïå÷èâàåò åìó, åãî ïñèõèêå îïðåäåëåííóþ óñòîé÷èâîñòü. Êàê ïðàâèëî, áîëüøèíñòâó
îäàðåííûõ äåòåé ïðèñóùà âûñîêàÿ äóõîâíîñòü, ñòðåìëåíèå ê êðàñîòå è ãàðìîíèè
[65].

Îäíàêî èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûé ðåáåíîê � ýòî è ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ïðî-
áëåì. Ê.Ã. Þíã ïèñàë, ÷òî ëè÷íîñòè îäàðåííîãî ðåáåíêà ìîæåò áûòü ïðèñóùà äèñ-
ãàðìîíèÿ, êîòîðàÿ âûðàæàåòñÿ â òîì, ÷òî òîé èëè èíîé ñôåðå ëè÷íîñòè ìîæåò äîñòà-
âàòüñÿ òàê ìàëî âíèìàíèÿ, ÷òî ìîæíî ãîâîðèòü î åå âûïàäåíèè èç îáùåãî ðàçâèòèÿ.
¾Ïðåæäå âñåãî, åñòü ãðîìàäíûå ðàçëè÷èÿ â ñòåïåíè çðåëîñòè. Â ñôåðå îäàðåííîñòè
ïðè îäíèõ îáñòîÿòåëüñòâàõ ãîñïîäñòâóåò àíîìàëüíàÿ ñêîðîñïåëîñòü, â òî âðåìÿ êàê
ïðè äðóãèõ äóõîâíûå ôóíêöèè ëåæàò íèæå íîðìàëüíîãî ïîðîãà òîãî æå âîçðàñòà.
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Èç-çà ýòîãî ïîðîé ñêëàäûâàåòñÿ òàêîé âíåøíèé îáðàç, êîòîðûé ââîäèò â çàáëóæäå-
íèå. Ïåðåä íàìè âðîäå áû íåäîðàçâèòûé è äóõîâíî îòñòàëûé ðåáåíîê, è ìû íèêàê íå
îæèäàåì îò íåãî ñâåðõíåîáû÷íûõ ñïîñîáíîñòåé¿ [50, ñ. 141]. Ïî ìíåíèþ Ê.Ã. Þíãà,
îäàðåííûé ðåáåíîê ìîæåò èìåòü íåáëàãîïðèÿòíûå õàðàêòåðèñòèêè: ðàçáðîñàííîñòü,
ãîëîâà ïîëíà øàëîñòåé; îí � íåðàäèâûé, õàëàòíûé, íåâíèìàòåëüíûé, îçîðíîé, ñâîå-
íðàâíûé, îí ìîæåò äàæå ïðîèçâîäèòü âïå÷àòëåíèå çàñïàííîãî. Îòìå÷åííûå îñîáåí-
íîñòè ìîãóò èìåòü çàùèòíûé õàðàêòåð, áûòü îáîðîíîé ïðîòèâ âíåøíèõ âëèÿíèé,
öåëü êîòîðûõ ñïîêîéíî è áåç ïîìåõ ïðåäàâàòüñÿ âíóòðåííèì ïðîöåññàì ôàíòàçèè. Ó
îäàðåííîãî ðåáåíêà åãî äóøåâíàÿ íàêëîííîñòü âðàùàåòñÿ â øèðîêîì äèàïàçîíå ïðî-
òèâîïîëîæíîñòåé, âåäü äàðîâàíèå ÷ðåçâû÷àéíî ðåäêî õàðàêòåðèçóåò âñå äóøåâíûå
îáëàñòè áîëåå èëè ìåíåå ðàâíîìåðíî [50].

Ê. Òýêýêñ ïèñàëà îá îäàðåííûõ: ¾Îíè áîëåå ìóæåñòâåííûå è â òî æå âðåìÿ áî-
ëåå èíôîðìèðîâàííûå, áîëåå êîíôîðìíû, â òî æå âðåìÿ áîëåå íîíêîíôîðìíû, áîëåå
àâòîíîìíû è áîëåå çàâèñèìû, áîëåå ñåðüåçíû è áîëüøå ñêëîííû ê èãðå, áîëåå ðîá-
êè è áîëåå áåññòðàøíû, áîëüøå óâåðåíû â ñåáå è áîëüøå ñêëîííû ê ñîìíåíèÿì â
ñâîèõ ñèëàõ, áîëåå âîñïðèèì÷èâû è áîëåå ñàìîñòîÿòåëüíû ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåíåå
òâîð÷åñêèìè êîëëåãàìè. Îíè èíòåãðèðóþò ýòè ïîëÿðíûå ïðîòèâîïîëîæíîñòè â ñâî-
åì ìûøëåíèè è ïîòîìó îáëàäàþò íåîáúÿñíèìîé ñïîñîáíîñòüþ ðåøàòü ïðîáëåìû,
êîòîðûå, êàçàëîñü áû, íå ïîääàþòñÿ ëîãè÷åñêè ðàçóìíîìó ðàçðåøåíèþ¿ [82, ñ. 296].
Ïî ìíåíèþ Ý. Ëàíäàó, îäàðåííûé ðåáåíîê ñïîñîáåí ¾êîíöåíòðèðîâàòü è àññîöèèðî-
âàòü íåñêîëüêî èíäèâèäóàëüíîñòåé â ñâîåé ñîáñòâåííîé, ïîñêîëüêó íîñèò â ñåáå êàê
áû æèâîå îáùåñòâî¿ [50, ñ. 147].

Ó îäàðåííûõ äåòåé ñèëüíî ðàçâèòî ÷óâñòâî ñïðàâåäëèâîñòè, îíè òðåáîâàòåëüíû
ê ñåáå è îêðóæàþùèì, ðàíî ïûòàþòñÿ ðàçîáðàòüñÿ â ñîöèàëüíîì óñòðîéñòâå îáùå-
ñòâà, â êîòîðîì æèâóò, ÷óòêî ðåàãèðóþò íà ñîöèàëüíûå èçìåíåíèÿ. Îäàðåííûå äåòè
èñïûòûâàþò òðóäíîñòè â ñîöèàëèçàöèè, èíîãäà ïîïàäàþò â êàòåãîðèþ ñêëîííûõ
ê äåâèàíòíîìó ïîâåäåíèþ, èíîãäà � â ãðóïïó ðèñêà. Ñðåäè íèõ ÷àñòî âñòðå÷àþò-
ñÿ äåòè ñ âûñîêèì óðîâíåì íåðâíî-ïñèõè÷åñêîãî íàïðÿæåíèÿ, ÷òî ñ îäíîé ñòîðîíû
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ýíåðãåòè÷åñêè îáåñïå÷èâàåò èõ øèðîêèå ïîçíàâàòåëüíûå ïðîöåññû è âîçìîæíîñòè, à
ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëåæèò â îñíîâå íåóðàâíîâåøåííîñòè, ïðîâîöèðóÿ îñòðûå ýìîöèî-
íàëüíûå ðåàêöèè, ðàçëè÷íûå ðàññòðîéñòâà. Îäàðåííûå äåòè ÷óòêî íà âñå ðåàãèðóþò,
çà÷àñòóþ îòíîñÿò âñå ïðîèñõîäÿùåå íà ñâîé ñ÷åò, è ïðîáëåìû, êîòîðûå íå çàäåâàþò
îáû÷íîãî ðåáåíêà, ñïîñîáíû áîëüíî ðàíèòü ðåáåíêà îäàðåííîãî.

Ìíîãèå èññëåäîâàòåëè îòìå÷àþò ñëîæíûé õàðàêòåð âçàèìîîòíîøåíèÿ îäàðåí-
íûõ ëþäåé ñ êóëüòóðîé. Ê ïðèìåðó, À.Ã. Ìàñëîó, ñðàâíèâàÿ ýòèõ ëþäåé ñ äðóãèìè
÷ëåíàìè íàøåãî îáùåñòâà, ÷ðåçìåðíî ñîöèàëèçèðîâàííûìè, ðîáîòèçèðîâàííûìè, ýò-
íîöåíòðè÷íûìè, âûíóæäåí ïðèçíàòü, ÷òî åñëè èõ ìèðîâîççðåíèå è íå ïîçâîëÿåò íàì
ñ÷åñòü èõ ñîçäàòåëÿìè îñîáîé ñóáêóëüòóðû, òî âñå-òàêè ìû èìååì äåëî ñ îñîáîé ãðóï-
ïîé ¾ñðàâíèòåëüíî íåîêóëüòóðåííûõ¿ èíäèâèäóóìîâ, êîòîðûå ñóìåëè íå ïîääàòüñÿ
íèâåëèðóþùåìó âëèÿíèþ îêðóæàþùåé èõ êóëüòóðû¿ [63].

Îãðîìíîå âëèÿíèå íà ðàçâèòèå ëè÷íîñòè èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííîãî ðåáåíêà
îêàçûâàåò ñåìüÿ è øêîëà. Í.Ñ. Ëåéòåñ, ïîñâÿòèâøèé ïðîáëåìàòèêå îäàðåííîñòè
ìíîæåñòâî ðàáîò, îòìåòèë, ÷òî ó äåòåé ñ ðàííèì óìñòâåííûì ïîäúåìîì åñòü ñâîè
ñïåöèôè÷åñêèå òðóäíîñòè. Òàê, â ñåìüå ÷àñòî áûâàþò âñòðåâîæåíû íåîáû÷àéíîñòüþ
òàêîãî ðåáåíêà. Â ðåçóëüòàòå îäàðåííûé ðåáåíîê íàòàëêèâàåòñÿ íà íåïîíèìàíèå ñî
ñòîðîíû ñàìûõ áëèçêèõ åìó ëþäåé � ðîäèòåëåé. ×àñòî áûâàåò è ïî-äðóãîìó. Ðåáåíêà
â ñåìüå îêðóæàåò àòìîñôåðà çàõâàëèâàíèÿ, ïðîèñõîäèò íåóìåðåííàÿ äåìîíñòðàöèÿ
åãî óñïåõà [51]. Îáå ýòè ñèòóàöèè îêàçûâàþò îäèíàêîâî òðàâìèðóþùåå âîçäåéñòâèå
íà ïñèõèêó ðåáåíêà.

Ã. Ëèíäñåé, Ê. Õîëë è Ð. Òîìïñîí îòìåòèëè â ñâîèõ ðàáîòàõ ñîöèàëüíûé õàðàêòåð
ðÿäà ïðåïÿòñòâèé äëÿ ðåàëèçàöèè èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè. Ïî èõ ìíåíèþ, îñ-
íîâíûì òàêèì ïðåïÿòñòâèåì ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìèçì, òðàêòóåìûé àâòîðàìè êàê æåëà-
íèå îäàðåííîãî ðåáåíêà áûòü ïîõîæèì íà äðóãèõ: ¾×åëîâåê îïàñàåòñÿ âûñêàçûâàòü
íåîáû÷íûå èäåè èç-çà áîÿçíè ïîêàçàòüñÿ ñìåøíûì èëè î÷åíü óìíûì. Ïîäîáíîå ÷óâ-
ñòâî ìîæåò âîçíèêíóòü åùå â äåòñòâå¿ [68, ñ. 156]. Èññëåäîâàòåëè óêàçûâàþò ïðè÷è-
íû âîçíèêíîâåíèÿ äàííîãî ïðåïÿòñòâèÿ � ýòî, ïðåæäå âñåãî, íåïîíèìàíèå, âîçíèêà-
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þùåå ñî ñòîðîíû âçðîñëûõ è âòîðîå � âíóòðåííÿÿ öåíçóðà. Ïîñëåäíåå âîçíèêàåò â
òîì ñëó÷àå, êîãäà ðåáåíîê îùóùàåò áîÿçíü ïåðåä ñîáñòâåííûìè èäåÿìè. Ýòîò ñòðàõ
ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî îí íà÷èíàåò ïàññèâíî ðåàãèðîâàòü íà âñå ïðîèñõîäÿùåå âîêðóã
è íå ïûòàåòñÿ ðåøàòü âîçíèêàþùèå ïðîáëåìû. È, íàêîíåö, òðåòüå ïðåïÿòñòâèå �
ðèãèäíîñòü. Àâòîðû îòìå÷àþò, ÷òî äàííîå ïðåïÿòñòâèå âîçíèêàåò ÷àùå âñåãî â ïðî-
öåññå øêîëüíîãî îáó÷åíèÿ. Ê. Õåëëåð â ñòàòüå ¾Äèàãíîñòèêà è ðàçâèòèå îäàðåííûõ
äåòåé è ïîäðîñòêîâ¿ âûäåëèë îñîáûå ïðè÷èíû äëÿ êîíñóëüòèðîâàíèÿ îäàðåííûõ
äåòåé è â êà÷åñòâå íàèáîëåå çíà÷èìûõ îòìåòèë ïðîáëåìû ñîöèàëüíîãî ïîâåäåíèÿ
(40,6%), è ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñî øêîëüíîé óñïåâàåìîñòüþ (31%) [68].

Èìåÿ ìíîãîëåòíèé îïûò ðàáîòû è îáùåíèÿ ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè,
õî÷ó îòìåòèòü, ÷òî âàæíî ñ ðàííåãî äåòñòâà â ñåìüå ñîçäàâàòü íåîáõîäèìûå óñëî-
âèÿ äëÿ ðàçâèòèÿ è âîñïèòàíèÿ ðåáåíêà. Âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ íåîáõîäèì ðàçóìíûé
áàëàíñ (ýòî êàñàåòñÿ âèäîâ äåÿòåëüíîñòè è îáùåíèÿ). Ðîäèòåëÿì çà÷àñòóþ î÷åíü
ñëîæíî íàéòè îïòèìàëüíûå ïóòè ðåøåíèÿ âîñïèòàòåëüíûõ çàäà÷, è îíè ñàìè ñî-
çäàþò ïðåäïîñûëêè ïðîáëåì. Ê ïðèìåðó, ìíîãèå ðîäèòåëè îäàðåííûõ äåòåé ñ÷èòà-
þò, ÷òî èõ ðåáåíîê îáÿçàòåëüíî äîëæåí äîñòè÷ü îäèíàêîâî âûñîêèõ ðåçóëüòàòîâ ïî
âñåì øêîëüíûì ïðåäìåòàì, óâåðåíû â òîì, ÷òî èõ ñûí èëè äî÷ü îáÿçàòåëüíî äîëæ-
íû áûòü îòëè÷íèêàìè. Â ðåçóëüòàòå ó ðåáåíêà ðàçâèâàåòñÿ ¾êîìïëåêñ îòëè÷íèêà¿,
ïðè êîòîðîì íèçêàÿ îöåíêà âîñïðèíèìàåòñÿ â ñåìüå, äà è ñàìèì ðåáåíêîì, êàê äðà-
ìà. Âñïîìèíàåòñÿ ñëó÷àé, ïðîèñøåäøèé ñ îäíèì îäàðåííûì ðåáåíêîì. Ó÷åíèöà 6-ãî
êëàññà À.Ã. áûëà êðóãëîé îòëè÷íèöåé. Îäíàæäû íà óðîêå ïåíèÿ îíà ïîëó÷èëà îò-
ìåòêó ¾òðè¿. Äåâî÷êà î÷åíü ïåðåæèâàëà. Õîðîøî, ÷òî ðîäèòåëè îáúÿñíèëè åé, ÷òî
÷åëîâåê íå ìîæåò îäèíàêîâî õîðîøî ñïðàâëÿòüñÿ ñ ðàçíûìè äåëàìè, ó îäíèõ îäíî
ëó÷øå ïîëó÷àåòñÿ, à ó äðóãèõ � äðóãîå.

Îäíàêî îäàðåííûå äåòè ÷àñòî íå íàõîäÿò ïîääåðæêè â ñåìüå. Åñëè îíè íå îïðàâ-
äûâàþò îæèäàíèé, òî ðîäèòåëè ïîïðîñòó äåìîíñòðèðóþò ñâîå íåäîâîëüñòâî. Ýòî
äàâëåíèå èìååò ñèëüíîå âëèÿíèå íà ôîðìèðîâàíèå ß-êîíöåïöèè îäàðåííîãî ðåáåíêà,
òàê êàê èìåííî ðîäèòåëè ÿâëÿþòñÿ ñàìûìè àâòîðèòåòíûìè è çíà÷èìûìè ëþäüìè,
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è èìåííî îíè äîëæíû îáåñïå÷èòü ïñèõîëîãè÷åñêóþ áåçîïàñíîñòü, ñôîðìèðîâàòü àò-
ìîñôåðó ïîíèìàíèÿ. Âî ìíîãèõ ñåìüÿõ, ãäå ðàñòåò ðåáåíîê, îïåðåæàþùèé ïî ðÿäó
ïîêàçàòåëåé, ïðåæäå âñåãî êîãíèòèâíûõ, ñâîèõ ñâåðñòíèêîâ, ðîäèòåëÿì òðóäíî áû-
âàåò èçáåæàòü êðàéíîñòåé â âîñïèòàíèè. Ñîçäàåòñÿ àòìîñôåðà ëèáî çàõâàëèâàíèÿ
ðåáåíêà, ëèáî ê ðåáåíêó ïðåäúÿâëÿþòñÿ çàâûøåííûå òðåáîâàíèÿ. Â ïîñëåäíåì ñëó-
÷àå ðîäèòåëè ñâÿçûâàþò äîñòèæåíèå èõ ðåáåíêîì óñïåõîâ ñ ðåàëèçàöèåé ñîáñòâåí-
íûõ àìáèöèé. Òàêîå èñêàæåíèå ðîëåâûõ óñòàíîâîê ìîæåò ïðèâåñòè ê ýìîöèîíàëü-
íîìó ñðûâó è óòðàòå èíòåðåñà ê òîìó âèäó äåÿòåëüíîñòè, êîòîðûé ðàíüøå ïðèíîñèë
óñïåõè èëè âûçûâàë ïîñòîÿííîå íàïðÿæåíèå. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî âûïîëíåíèå ðå-
áåíêîì ëþáîé äåÿòåëüíîñòè áóäåò ïîäâåðæåíî ñðàâíåíèþ ðåçóëüòàòà ñ îæèäàåìûìè
çàïðîñàìè. Åñëè ðåáåíîê íå äîòÿãèâàåò äî óðîâíÿ, îïðåäåëåííîãî ñîöèàëüíîé ñðåäîé,
òî åãî ñàìîîöåíêà ñòðåìèòåëüíî ñíèæàåòñÿ, â ñèëó òðåáîâàòåëüíîñòè è êðèòè÷íîñòè
ïî îòíîøåíèþ ê ñåáå.

Èññëåäîâàòåëè äåòñêîé îäàðåííîñòè îòìå÷àþò â ñâîèõ ðàáîòàõ, ÷òî ñëó÷àè äèñ-
ñèíõðîíèè â ðàçâèòèè èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè íåðåäêè (Æ.-Ø. Òåððàñüå,
Ï. Ìåðø è äð.). Äèññèíõðîíèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ, ïî óòâåðæäåíèþ ýòèõ èññëåäîâàòåëåé,
íà äâóõ óðîâíÿõ: âíåøíåì (ñîöèàëüíîì) è âíóòðåííåì. Âíåøíÿÿ (ñîöèàëüíàÿ) äèñ-
ñèíõðîíèÿ âûðàæàåòñÿ â ðàçðûâå ìåæäó îäàðåííûì ðåáåíêîì è åãî îêðóæåíèåì.
Âíóòðåííÿÿ äèññèíõðîíèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ â íåñîîòâåòñòâèè óðîâíåé ðàçâèòèÿ îòäåëü-
íûõ ôóíêöèé, èëè â íåñáàëàíñèðîâàííîì ðàçâèòèè îòäåëüíûõ ñïîñîáíîñòåé. Ó÷åá-
íûå äîñòèæåíèÿ ÷àñòî ñâÿçûâàþòñÿ ñ âëàäåíèåì íàâûêàìè óñòíîé è ïèñüìåííîé
ðå÷è. Äëÿ ìíîãèõ ó÷èòåëåé âàæíà íå ñòîëüêî îðèãèíàëüíîñòü èäåè, à, ïðåæäå âñå-
ãî, ôîðìà, â êîòîðóþ îáëå÷åíà ýòà èäåÿ. Äëÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííîãî ðåáåíêà
òàêîå ïîëîæåíèå âåùåé íåïðèåìëåìî, òàê êàê äëÿ íåãî áîëåå âàæíà ñóòü, ñóùíîñòü,
ñîäåðæàíèå, à íå âíåøíÿÿ îáîëî÷êà. Áûñòðîå ñõâàòûâàíèå, âåëèêîëåïíàÿ ïàìÿòü,
ëþáîçíàòåëüíîñòü è íåçàâèñèìîñòü ñóæäåíèé ïîä âëèÿíèåì óæå îñâîåííîé ïðîãðàì-
ìû ðàñõîäóþòñÿ âõîëîñòóþ. È â ðåçóëüòàòå îäàðåííûé ðåáåíîê ïðèñïîñàáëèâàåòñÿ ê
ñâîèì îáû÷íûì ñâåðñòíèêàì è åãî ïîâåäåíèå ñòàíîâèòñÿ ïîõîæèì íà ïîâåäåíèå îä-
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íîêëàññíèêîâ, îí ïîäñòðàèâàåò âûïîëíåíèå çàäàíèé ïîä ñîîòâåòñòâóþùèå îæèäàíèÿ
ó÷èòåëåé [21, 80].

Ìíîãî÷èñëåííûå ïðîáëåìû èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé ñâÿçàíû òàêæå ñ
òåì, ÷òî îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ øêîëüíîãî îáó÷åíèÿ îñòàåòñÿ ôîðìèðîâàíèå ðàç-
íîñòîðîííåé ëè÷íîñòè. Ïðè ýòîì ñîâåðøåííî íå ó÷èòûâàþòñÿ ñïåöèàëüíûå ñôåðû
èíòåðåñîâ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé. Â ýòîì ñëó÷àå, äåéñòâèòåëüíî, ñïåöè-
ôè÷åñêàÿ îäàðåííîñòü ìîæåò îáóñëàâëèâàòü îòñóòñòâèå äîëæíîãî óðîâíÿ ðàçâèòèÿ
äðóãèõ ñïîñîáíîñòåé, à èíîãäà è íåâûñîêóþ çàèíòåðåñîâàííîñòü ëþáûì äðóãèì ïðåä-
ìåòîì, íå ñâÿçàííûì íàïðÿìóþ ñ ëþáèìûì äåëîì. ×àñòî â ó÷ðåæäåíèè îáðàçîâà-
íèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûé ðåáåíîê îùóùàåò íåäîñòàòîê âíèìàíèÿ ñî ñòîðîíû
âçðîñëûõ, òàê êàê áîëüøèíñòâî ó÷èòåëåé îðèåíòèðóåòñÿ íà ¾ñðåäíèõ¿. Íà óðîêàõ
ó÷èòåëÿ ÷àùå âñåãî ôîðìóëèðóþò âîïðîñû è ñàìè îòâå÷àþò íà íèõ, áóäó÷è óâåðåí-
íûìè, ÷òî äåòè íå ñìîãóò ñàìîñòîÿòåëüíî íàéòè ïðàâèëüíûé îòâåò. Èíòåëëåêòóàëü-
íî îäàðåííûé ðåáåíîê ÷àñòî âîñïðèíèìàåòñÿ êàê îïðåäåëåííàÿ ïîìåõà, ñîçäàþùàÿ
òðóäíîñòè â ðàáîòå ïðåïîäàâàòåëÿ. Äëÿ íåãî, îñîáåííî íà ðàííèõ ñòóïåíÿõ îáó÷åíèÿ,
ñòðåìëåíèå ïðàâèëüíî âûïîëíèòü çàäàíèå ó÷èòåëÿ, áûñòðåå äðóãèõ îòâåòèòü íà åãî
âîïðîñ � ïðîñòî èíòåðåñíàÿ óìñòâåííàÿ èãðà, ñâîåãî ðîäà ñîñòÿçàíèå, è îí ðàíüøå
äðóãèõ ïîäíèìàåò ðóêó. Ýòî ðàçäðàæàåò ó÷èòåëÿ è âûçûâàåò îòðèöàòåëüíûå ýìîöèè
ó îäíîêëàññíèêîâ. Òàêîãî ó÷åíèêà ÷àñòî íàçûâàþò ¾âûñêî÷êîé¿.

Ïðè÷èíà ñîöèàëüíîé äåçàäàïòàöèè èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé, ïðåæäå
âñåãî, êðîåòñÿ â ñòðåìëåíèè ðåáåíêà ê åäèíåíèþ ñ êîëëåêòèâîì è æàæäå ïðèçíà-
íèÿ. Êàæäûé ÷åëîâåê èñïûòûâàåò ïîòðåáíîñòü â èäåíòèôèêàöèè. Èíòåëëåêòóàëü-
íî îäàðåííûé ðåáåíîê ñâÿçûâàåò óäîâëåòâîðåíèå ýòîé ïîòðåáíîñòè, ïðåæäå âñåãî,
ñ èñïîëüçîâàíèåì èìåþùèõñÿ ó íåãî âûäàþùèõñÿ ñïîñîáíîñòåé, êîòîðûìè ìîæíî
óäèâèòü îäíîêëàññíèêîâ è ó÷èòåëåé. Îáëàäàÿ îòëè÷íîé ïàìÿòüþ, áîãàòûì âîîáðà-
æåíèåì, õîðîøèì ñëîâàðíûì çàïàñîì è îñòðûì ÷óâñòâîì þìîðà, îäàðåííûé ðåáå-
íîê äåìîíñòðèðóåò ñâîå ïðåâîñõîäñòâî. È â îòâåò, âìåñòî îæèäàåìîãî ïðèçíàíèÿ,
îí íàòàëêèâàåòñÿ íà îò÷óæäåíèå è íåïîíèìàíèå ñâåðñòíèêîâ [13]. ¾Îäàðåííûå äå-
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òè, â îòëè÷èå îò èõ îáû÷íûõ ñâåðñòíèêîâ, íàìíîãî áûñòðåå ïðîõîäÿò íà÷àëüíûå
óðîâíè ñîöèàëüíîé àäàïòàöèè (ïîñëóøàíèå è ïðèìåðíîå ïîâåäåíèå, îðèåíòèðîâàí-
íîå íà ïîëó÷åíèå ïîëîæèòåëüíîé îöåíêè âçðîñëûõ), â ïîäðîñòêîâîì âîçðàñòå îíè
óæå, ìèíîâàâ ñòàäèþ äåòñêîãî êîíôîðìèçìà, îêàçûâàþò ñåðüåçíîå ñîïðîòèâëåíèå
ñòàíäàðòíûì ïðàâèëàì, ãðóïïîâûì íîðìàì è îðèåíòèðîâàííîñòè ãðóïïû íà êîí-
êðåòíûõ ëèäåðîâ¿ [21, ñ. 33]. Â ñîçíàíèè îäàðåííîãî ðåáåíêà ïðîèñõîäèò áîðüáà äâóõ
âåäóùèõ ïîòðåáíîñòåé � îáîñîáëåíèÿ, âîçíèêàþùåãî ðàíüøå, ÷åì ó åãî ñâåðñòíèêîâ,
âñëåäñòâèå èíäèâèäóàëüíîãî òåìïà ðàçâèòèÿ, è èäåíòèôèêàöèè � âûñòóïàþùåé, êàê
íåèçìåííîå óñëîâèå, îáåñïå÷èâàþùåå îòíîñèòåëüíî áåñêîíôëèêòíîå ñóùåñòâîâàíèå.
Â ñèëó ðàçëè÷íûõ ïðè÷èí áîëüøèíñòâó ó÷èòåëåé ïðîñòî íåêîãäà çàáîòèòüñÿ îá èí-
òåëëåêòóàëüíî îäàðåííîì ðåáåíêå. Íåâûñîêèé ïñèõîëîãè÷åñêèé óðîâåíü ïîäãîòîâ-
êè ó÷èòåëåé äëÿ ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè ïðèâîäèò ê òîìó,
÷òî ó÷èòåëÿ îòìå÷àþò â íèõ, ïðåæäå âñåãî, æåëàíèå âñå äåëàòü ïî-ñâîåìó, èñòå-
ðè÷íîñòü, íåæåëàíèå, à ïîðîé è íåóìåíèå ñëåäîâàòü ïðèíÿòûì îáðàçöàì. Ïîäîáíûå
îöåíêè � ñëåäñòâèå íåàäåêâàòíîãî ïîíèìàíèÿ ïåäàãîãàìè ëè÷íîñòíûõ îñîáåííîñòåé
è çàêîíîìåðíîñòåé ðàçâèòèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé. Ðåçóëüòàòû ìíîãî-
÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé ïîêàçûâàþò, ÷òî ó äåòåé, îáëàäàþùèõ íåçàóðÿäíûìè óì-
ñòâåííûìè ñïîñîáíîñòÿìè, ÷àñòî îáíàðóæèâàþòñÿ òðóäíîñòè â îáùåíèè, áîëåå íèç-
êèé óðîâåíü ñîöèàëüíîé êîìïåòåíòíîñòè, áîëüøèíñòâî èç íèõ � èíòðîâåðòû. Òàêèì
îáðàçîì, ìîæíî ãîâîðèòü î íàëè÷èè èíòåëëåêòóàëüíî-ñîöèàëüíîé äèññèíõðîíèè, êî-
òîðàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ íàëè÷èåì âûñîêîãî óðîâíÿ ðàçâèòèÿ èíòåëëåêòà è íåäîñòà-
òî÷íî ñôîðìèðîâàííûìè ñîöèàëüíûìè íàâûêàìè.

Õàðàêòåðíîé ÷åðòîé èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé ÿâëÿåòñÿ íîíêîíôîðìèçì.
Èì âñåãäà ñëîæíî ïðèâûêàòü ê óñòîÿâøèìñÿ íîðìàì è ïðàâèëàì è íåêîòîðûå èç íèõ
ðåøàþòñÿ íà ïðîòèâîñòîÿíèå. Ñîãëàñíî Èíâåñòèöèîííîé Òåîðèè Ð. Ñòåðíáåðãà, èäåè
íåèçìåííî íàòîëêíóòñÿ íà ñîïðîòèâëåíèå òîëïû è, ñêîðåå âñåãî, âíà÷àëå áóäóò îò-
âåðãíóòû: ¾Òîëïà, íå òðàòÿñü íà îöåíêó èäåé, îñîçíàåò, ÷òî òâîð÷åñêèå ëè÷íîñòè
ñòðåìÿòñÿ áûòü ÷åì-òî âðîäå îïïîçèöèîíåðîâ, íàõîäèò ýòî ïîâåäåíèå ðàçäðàæàþ-
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ùèì èëè äàæå îñêîðáèòåëüíûì, è ÷àñòî àãðåññèâíî ðåàãèðóåò íà âûçîâ òâîð÷åñêîé
ëè÷íîñòè¿ [64, ñ. 190].

Äðóãîé âàæíåéøåé îñîáåííîñòüþ îäàðåííûõ äåòåé, âûçûâàþùèõ ïðîáëåìû â ñî-
öèàëüíîé ñôåðå, ÿâëÿåòñÿ îáîñòðåííîå ÷óâñòâî ñïðàâåäëèâîñòè. Òàêîé ðåáåíîê ñòðå-
ìèòñÿ áûòü âñåãäà ïðàâûì, òàê êàê â äåòñòâå åãî îñîáåííî õâàëèëè è íàãðàæäàëè
çà òî, ÷òî îí ïðàâ. ¾Äëÿ áîëüøèíñòâà îäàðåííûõ äåòåé îêàçàòüñÿ íåïðàâûì � ìó-
÷èòåëüíî¿ [13, ñ. 56]. Îí îñîçíàåò, ÷òî äðóãèì òàê æå íåïðèÿòíî îêàçàòüñÿ â àíà-
ëîãè÷íîì ïîëîæåíèè. Èìåííî ýòî ÷óâñòâî ïîðîæäàåò ó ðåáåíêà èñêðåííåå æåëàíèå
ïðèéòè íà ïîìîùü, èçáåæàòü ýòîãî ìó÷èòåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, êàê
òîëüêî êòî-òî äåëàåò îøèáêó, îäàðåííûé ðåáåíîê òóò æå ñòðåìèòñÿ îêàçàòü åìó
ïîìîùü. Â ðåçóëüòàòå ýòîò ïîðûâ íàâëåêàåò íà ñåáÿ ãíåâ îäíîêëàññíèêîâ è ó÷èòå-
ëåé. Ïîäîáíûå ñòðàòåãèè ïîâåäåíèÿ âåäóò ê ñåðüåçíîìó íàðóøåíèþ ïñèõîëîãè÷åñêîé
àäàïòàöèè îäàðåííûõ äåòåé è âûðàáîòêå íåàäåêâàòíûõ ìåõàíèçìîâ ïñèõîëîãè÷åñêîé
çàùèòû. Ñòåïåíü îñîçíàíèÿ àêòóàëüíîñòè è âàæíîñòè ýòîé ïðîáëåìû îáùåñòâîì â
íàñòîÿùèé ìîìåíò íå ïðèâîäèò ïîêà ê åå ðåøåíèþ. ×àñòî èíòåëëåêòóàëüíî îäà-
ðåííûå äåòè âûíóæäåíû ñàìîñòîÿòåëüíî, áåç ïîìîùè âçðîñëûõ, ïûòàòüñÿ ðåøàòü
âîçíèêàþùèå ñëîæíîñòè âî âçàèìîîòíîøåíèè èõ ñ îêðóæàþùèì ìèðîì.

Èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûå äåòè, êàê ïðàâèëî, îòëè÷àþòñÿ âûñîêîé èíòåëëåê-
òóàëüíîé ïðîäóêòèâíîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé ìåðîé ýôôåêòèâíîñòè ïðîöåññîâ ïîñòóï-
ëåíèÿ è ïåðåðàáîòêè èíôîðìàöèè. Ïî ìíåíèþ Ì.À. Õîëîäíîé, èíòåëëåêòóàëüíàÿ
ïðîäóêòèâíîñòü ïðåäñòàâëåíà òðåìÿ áàçîâûìè ñâîéñòâàìè èíòåëëåêòà:

1) óðîâíåâûìè ñâîéñòâàìè, õàðàêòåðèçóþùèìè äîñòèãíóòûé óðîâåíü ðàçâèòèÿ
îòäåëüíûõ ïîçíàâàòåëüíûõ ïñèõè÷åñêèõ ôóíêöèé è ëåæàùèìè â îñíîâå òî÷-
íîñòè è ñêîðîñòè ïîçíàâàòåëüíîãî îòðàæåíèÿ (ñåíñîðíîå ðàçëè÷åíèå, ñêîðîñòü
âîñïðèÿòèÿ, ïðîñòðàíñòâåííàÿ âèçóàëèçàöèÿ, îïåðàòèâíàÿ è äîëãîâðåìåííàÿ
ïàìÿòü, çàïàñ ñëîâ, êàòåãîðèàëüíî-ëîãè÷åñêèå ñïîñîáíîñòè);

2) êîìáèíàòîðíûìè ñâîéñòâàìè, õàðàêòåðèçóþùèìè âîçìîæíîñòü âûÿâëåíèÿ ðàç-
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íîãî ðîäà ñîîòíîøåíèé ìåæäó ðàçëè÷íûìè âïå÷àòëåíèÿìè, ïðåäñòàâëåíèÿìè,
ïîíÿòèÿìè, âêëþ÷àÿ ñïîñîáíîñòü îáíàðóæèâàòü çàäàííûå ñâÿçè, ñàìîñòîÿòåëü-
íî ôîðìèðîâàòü òå èëè èíûå íîâûå ñâÿçè, à òàêæå êîíñòðóèðîâàòü íåâîçìîæ-
íûå ñâÿçè;

3) ïðîöåññóàëüíûìè ñâîéñòâàìè, õàðàêòåðèçóþùèìè îïåðàöèè, ïðèåìû è ñòðàòå-
ãèè èíòåëëåêòóàëüíîé äåÿòåëüíîñòè, âïëîòü äî ýëåìåíòàðíûõ èíôîðìàöèîí-
íûõ ïðîöåññîâ.

Äëÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé äîñòàòî÷íî òèïè÷íûì ÿâëÿåòñÿ ÿðêî âûðà-
æåííûé èíäèâèäóàëèçèðîâàííûé õàðàêòåð èíòåëëåêòóàëüíîé àêòèâíîñòè. Â ÷àñòíî-
ñòè, ðå÷ü èäåò î ñâîåîáðàçèè ñïîñîáîâ ñòðóêòóðèðîâàíèÿ èíôîðìàöèè. Ýòîò àñïåêò
èíòåëëåêòóàëüíîé äåÿòåëüíîñòè ïðåäñòàâëåí â ïðîáëåìàòèêå êîãíèòèâíûõ ñòèëåé,
îïðåäåëåííûå ïîëþñà êîòîðûõ, ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ, ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ
â êà÷åñòâå èíäèêàòîðîâ èíòåëëåêòóàëüíûõ ñïîñîáíîñòåé [74].

Èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûå äåòè îáíàðóæèâàþò âûñîêèé óðîâåíü ãîòîâíîñòè ê
ãåíåðàöèè èäåé (êðåàòèâíîñòè, â óçêîì çíà÷åíèè ýòîãî òåðìèíà, èëè äèâåðãåíòíî-
ìó ìûøëåíèþ). Êðåàòèâíîñòü òðàäèöèîííî îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè îñíîâíûìè
ñâîéñòâàìè:

1) áåãëîñòüþ (êîëè÷åñòâî èäåé, âîçíèêàþùèõ â åäèíèöó âðåìåíè);

2) îðèãèíàëüíîñòüþ (âîçìîæíîñòü ïðîèçâîäèòü ðåäêèå èäåè, îòëè÷àþùèåñÿ îò
îáùåïðèíÿòûõ ïîçíàâàòåëüíûõ ñòàíäàðòîâ);

3) âîñïðèèì÷èâîñòüþ (÷óâñòâèòåëüíîñòü ê äåòàëÿì, ïðîòèâîðå÷èÿì, íåîïðåäåëåí-
íîñòè);

4) ìåòàôîðè÷íîñòüþ (âîçìîæíîñòü ñîçäàâàòü ôàíòàñòè÷åñêèå èäåè ïðè ñîõðàíå-
íèè, òåì íå ìåíåå, îïðåäåëåííîé îáúåêòèâíîé ñâÿçè ñ èñõîäíîé ïðîáëåìíîé
ñèòóàöèåé, óìåíèå â ïðîñòîì âèäåòü ñëîæíîå, à â ñëîæíîì � ïðîñòîå è ò. ä.).
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Èíòåëëåêòóàëüíàÿ ïðîäóêòèâíîñòü, èíäèâèäóàëèçèðîâàííûå ñïîñîáû âîñïðèÿòèÿ äåé-
ñòâèòåëüíîñòè, êðåàòèâíîñòü � ýòî ðàçíûå ôîðìû ïðîÿâëåíèÿ èíòåëëåêòóàëüíûõ
ñïîñîáíîñòåé, òàê êàê âñå ýòè àñïåêòû ðàáîòû èíòåëëåêòà èìåþò ïðÿìîå îòíîøåíèå
ê óñïåøíîñòè ðàçðåøåíèÿ òåõ èëè èíûõ ïðîáëåì [75].

Ñëåäóþùèé óðîâåíü êîãíèòèâíîãî ¾óñòðîéñòâà¿ èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè
ïðåäñòàâëåí ó Ì.À. Õîëîäíîé ìåòàêîãíèòèâíûìè ñïîñîáíîñòÿìè. Ìåòàêîãíèòèâíûå
ñïîñîáíîñòè, áóäó÷è îñíîâîé èíòåëëåêòóàëüíîé ðåôëåêñèè, ïðåäïîëàãàþò âîçìîæ-
íîñòü ïðîèçâîëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñóáúåêòîì ñâîèìè êîãíèòèâíûìè ðåñóðñàìè. Â
ïåðâóþ î÷åðåäü, ñëåäóåò ñêàçàòü î ìåòàêîãíèòèâíîé îñâåäîìëåííîñòè, ïðåäïîëàãàþ-
ùåé çíàíèå ñâîèõ ïîçíàâàòåëüíûõ êà÷åñòâ, îöåíèâàíèå èõ ñèëüíûõ è ñëàáûõ ñòîðîí,
ïðîñëåæèâàíèå õîäà ïðîòåêàíèÿ ñâîåé óìñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè, à òàêæå ñîçíàòåëü-
íîå èñïîëüçîâàíèå ïðèåìîâ íàñòðîéêè è ñòèìóëèðîâàíèÿ ðàáîòû ñîáñòâåííîãî èí-
òåëëåêòà. Êðîìå òîãî, ê ìåòàêîãíèòèâíûì ñïîñîáíîñòÿì îòíîñÿòñÿ è ðåãóëÿòèâíûå
ïðîöåññû, îòâå÷àþùèå çà êîîðäèíàöèþ ðàçëè÷íûõ ôîðì ïîçíàâàòåëüíîé àêòèâíî-
ñòè, ñìåíó ñòðàòåãèé ïåðåðàáîòêè èíôîðìàöèè, ñäåðæèâàíèå ëèáî ïîëíîå ïðåêðà-
ùåíèå òåõ èëè èíûõ èíòåëëåêòóàëüíûõ îïåðàöèé, ïðåäñêàçàíèå, ïëàíèðîâàíèå [74].

Ì.À. Õîëîäíàÿ âûäåëèëà øåñòü òèïîâ èíòåëëåêòóàëüíîãî ïîâåäåíèÿ, êîòîðûå â
ðàìêàõ ðàçíûõ èññëåäîâàòåëüñêèõ ïîäõîäîâ ñîîòíîñÿòñÿ ñ ïðîÿâëåíèåì èíòåëëåêòó-
àëüíîé îäàðåííîñòè:

1) ëèöà ñ îáùèì óðîâíåì ðàçâèòèÿ ¾îáùåãî èíòåëëåêòà¿, èìåþùèå ïîêàçàòåëè IQ
áîëåå 135�140 åäèíèö (¾ñîîáðàçèòåëüíûå¿);

2) ëèöà ñ âûñîêèì óðîâíåì àêàäåìè÷åñêîé óñïåøíîñòè â âèäå ïîêàçàòåëåé ó÷åá-
íûõ äîñòèæåíèé (¾áëåñòÿùèå ó÷åíèêè¿);

3) ëèöà ñ âûñîêèì óðîâíåì ðàçâèòèÿ äèâåðãåíòíûõ ñïîñîáíîñòåé â âèäå ïîêàçà-
òåëåé áåãëîñòè è îðèãèíàëüíîñòè ïîðîæäàåìûõ èäåé (¾êðåàòèâû¿);

4) ëèöà ñ âûñîêîé óñïåøíîñòüþ â âûïîëíåíèè òåõ èëè èíûõ êîíêðåòíûõ âèäîâ
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äåÿòåëüíîñòè, èìåþùèå áîëüøîé îáúåì ïðåäìåòíî-ñïåöèôè÷åñêèõ çíàíèé, à
òàêæå çíà÷èòåëüíûé ïðàêòè÷åñêèé îïûò ðàáîòû â ñîîòâåòñòâóþùåé ïðåäìåò-
íîé îáëàñòè (¾êîìïåòåíòíûå¿);

5) ëèöà ñ ýêñòðàîðäèíàðíûìè èíòåëëåêòóàëüíûìè äîñòèæåíèÿìè, êîòîðûå íà-
øëè ñâîå âîïëîùåíèå â íåêîòîðûõ ðåàëüíûõ, îáúåêòèâíî íîâûõ, â òîé èëè
èíîé ìåðå îáùåïðèçíàííûõ ôîðìàõ (¾òàëàíòëèâûå¿);

6) ëèöà ñ âûñîêèì óðîâíåì èíòåëëåêòóàëüíûõ âîçìîæíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ àíàëè-
çîì, îöåíêîé (¾ìóäðûå¿) [75].

Äåòåé ñ òàêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè â îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ ó÷ðåæäåíèÿõ Ðîññèè,
Áåëàðóñè è äðóãèõ ñòðàí íåìàëî.

Äëÿ êîíñòàòàöèè èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè ýôôåêòèâåí ìåòîä êîìïëåêñíîé
îöåíêè. Äæ. Ðåíçóëëè àêöåíòèðóåò âíèìàíèå íà òðåõ ñîñòàâíûõ ÷àñòÿõ îäàðåííîñòè:
èíòåëëåêòóàëüíûå ñïîñîáíîñòè âûøå ñðåäíåãî óðîâíÿ; ãèáêîñòü è îðèãèíàëüíîñòü
ìûøëåíèÿ; âûñîêàÿ ìîòèâàöèîííàÿ âêëþ÷åííîñòü â äåÿòåëüíîñòü [64].

Ìû ðàññìîòðåëè îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé,
íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ â ïñèõîëîãî-ïåäàãîãè÷åñêîé ëèòåðàòóðå.

1.4. Ñòðàòåãèè äèàãíîñòèêè èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè äåòåé

Äëÿ âûÿâëåíèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé ðàçðàáîòàíû ðàçëè÷íûå ìå-
òîäèêè. Â ïðàêòèêå ðàáîòû ó÷ðåæäåíèé îáðàçîâàíèÿ íàèáîëåå ïîïóëÿðíû äèàãíî-
ñòèêè Ð. Àìòõàóýðà, À. Áèíå, Ä. Âåêñëåðà, Ê. Ãóðåâè÷à, Ð. Ìåéëè, Äæ. Ðàâåííà,
À. Ñàâåíêîâà.

Ñóùåñòâóþò íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê ïðîöåññó óñòàíîâëåíèÿ èíòåëëåêòóàëüíîé îäà-
ðåííîñòè, êîòîðûå îñíîâûâàþòñÿ êàê íà ñèñòåìå åäèíîé îöåíêè, òàê è íà ñèñòåìå
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êîìïëåêñíîé îöåíêè. Ïðèìåðîì ñèñòåìû åäèíîé îöåíêè ÿâëÿåòñÿ øêàëà Ñòàíäôîðä-
Áèíå, ïî êîòîðîé ðåáåíîê, ïðåòåíäóþùèé íà ñòàòóñ îäàðåííîãî, äîëæåí íàáðàòü áî-
ëåå 135 áàëëîâ. Ñèñòåìà êîìïëåêñíîé îöåíêè âêëþ÷àåò ìíîæåñòâî îöåíî÷íûõ ïðîöå-
äóð (ðåçóëüòàòû èíäèâèäóàëüíîãî òåñòèðîâàíèÿ, ãðóïïîâîãî òåñòèðîâàíèÿ, ñâåäåíèÿ
ïåäàãîãîâ è ðîäèòåëåé). Ýòà ñèñòåìà ìíîãîìåðíà, îïèðàåòñÿ íà ðàçëè÷íûå èñòî÷íè-
êè èíôîðìàöèè, ïîýòîìó èìååò ñåðüåçíîå ïðåèìóùåñòâî ïåðåä äðóãèìè ìåòîäèêàìè.
Ñòàíäàðòèçèðîâàííûå ìåòîäû èçìåðåíèÿ èíòåëëåêòà íàèáîëåå øèðîêî ïðèìåíÿåìû
äëÿ âûÿâëåíèÿ îäàðåííûõ äåòåé. Òåñòû ìîãóò áûòü íàïðàâëåíû íà îïðåäåëåíèå êàê
âåðáàëüíûõ, òàê è íåâåðáàëüíûõ ñïîñîáíîñòåé. Íàèáîëüøåå ïðåäïî÷òåíèå îòäàåòñÿ
ìåòîäèêàì, êîòîðûå ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü óðîâåíü êîãíèòèâíîãî ðàçâèòèÿ ðåáåíêà.
Øêàëà Ñòàíäôîðä-Áèíå íàïðàâëåíà íà èçìåðåíèå óìñòâåííûõ ñïîñîáíîñòåé ó ëþ-
äåé, íà÷èíàÿ ñ 2-õ ëåòíåãî âîçðàñòà. Â çàäàíèÿõ òåñòà äåëàåòñÿ óïîð íà âåðáàëüíóþ
ñôåðó. Ýòîò òåñò ïîçâîëÿåò âûÿâèòü óðîâåíü IQ è óìñòâåííûé âîçðàñò ÌÀ (mental
age). Ñ ïîìîùüþ äàííîé øêàëû ìîæíî êâàëèôèöèðîâàòü ÷åëîâåêà êàê îäàðåííîãî,
åñëè åãî óðîâåíü IQ ñîñòàâëÿåò 124 áàëëà è âûøå (ñðåäíåå çíà÷åíèå óðîâíÿ IQ ðàâíî
100) [13, 63].

Ñóùåñòâóþò ìåòîäèêè, ïîçâîëÿþùèå ïðîàíàëèçèðîâàòü îöåíêè ìûñëèòåëüíûõ
ñïîñîáíîñòåé äåòåé, ïîëó÷åííûå ïî ñèñòåìå Ñòàíäôîðä-Áèíå, èñõîäÿ èç ìîäåëè ñòðóê-
òóðû èíòåëëåêòà, ðàçðàáîòàííîé Ãèëôîðäîì. Âåêñëåðîâñêàÿ øêàëà èíòåëëåêòà äëÿ
äîøêîëüíèêîâ è ìëàäøèõ øêîëüíèêîâ (¾WPPSI¿) ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ èçìåðåíèÿ îá-
ùèõ óìñòâåííûõ ñïîñîáíîñòåé. Îíà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: âåðáàëüíîé øêàëû,
ñîäåðæàùåé 5 ñóáòåñòîâ, è øêàëû äåéñòâèÿ, â êîòîðóþ âêëþ÷åíû òàêæå 5 ñóáòå-
ñòîâ. Ïåðâûå âêëþ÷àþò çàäàíèÿ íà îñâåäîìëåííîñòü, ïîíèìàíèå, àðèôìåòè÷åñêèå
çàäàíèÿ, íàõîæäåíèå ñõîäñòâà, ñëîâàðíûé çàïàñ. Âòîðûå âêëþ÷àþò çàäàíèÿ íà êîí-
ñòðóèðîâàíèå èç êóáèêîâ, ëàáèðèíòû, çàâåðøåíèå êàðòèíîê, êîäèðîâàíèå [13, 68,
70].

Äëÿ èçìåðåíèÿ óðîâíÿ èíòåëëåêòà ó äåòåé è âçðîñëûõ èñïîëüçóþò òåñò Ñëîññîíà
(¾SIT¿), êîòîðûé ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü óìñòâåííûé âîçðàñò è IQ. Êâàëèôèêàöèîí-
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íûì ðåçóëüòàòîì â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ öèôðà 120 è âûøå. Â ïðîöåññå óñòàíîâëåíèÿ
îäàðåííîñòè äåòåé âàæíîé ñîñòàâëÿþùåé ÿâëÿåòñÿ îöåíêà òâîð÷åñêèõ ñïîñîáíîñòåé.
Íà ïðàêòèêå íàèáîëåå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ õàðàêòåðèñòèêà òâîð÷åñòâà, îñíîâàííàÿ
íà èññëåäîâàíèÿõ Ãèëôîðäà, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò òàêèå ïàðàìåòðû êàê áåãëîñòü, ãèá-
êîñòü, îðèãèíàëüíîñòü è òî÷íîñòü ìûøëåíèÿ, à òàêæå âîîáðàæåíèå. Îöåíêà òâîð-
÷åñêèõ ñïîñîáíîñòåé ïðîâîäèòñÿ è íà îñíîâå ìåòîäèê Òîððåíñà. Òåñòû Òîððåíñà íà
âåðáàëüíîå òâîð÷åñêîå ìûøëåíèå îõâàòûâàþò òàêèå õàðàêòåðèñòèêè, êàê óìåíèå çà-
äàâàòü âîïðîñû, óñòàíàâëèâàòü âîçìîæíûå ïðè÷èíû è ñëåäñòâèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê
ðàçëè÷íûì ñèòóàöèÿì, èçîáðàæåííûì íà ñåðèè êàðòèíîê, ïðåäëàãàòü îðèãèíàëüíûå
ñïîñîáû ïðèìåíåíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòîâ, ñòðîèòü ãèïîòåçû [13, 63].

Â ñîâðåìåííîé øêîëå ÷àùå âñåãî èñïîëüçóþò ðàçîâûå îáñëåäîâàíèÿ èëè ýêñïðåññ-
äèàãíîñòèêó. Îäíàêî ñóùåñòâóåò è ñëîæíàÿ, ìíîãîóðîâíåâàÿ, ïðîäîëæèòåëüíàÿ ïî
âðåìåíè ñèñòåìà îáñëåäîâàíèÿ, êîòîðàÿ îöåíèâàåò èíòåëëåêò è êðåàòèâíîñòü, óðî-
âåíü ëè÷íîñòíîãî ðàçâèòèÿ è äð. Ïðèìåðîì òàêîé äèàãíîñòèêè ÿâëÿåòñÿ ¾ðåçåðâóàð-
íàÿ ìîäåëü¿ Äæ. Ãàóýíà, â êîòîðîé íà îñíîâàíèè ìíîãèõ îöåíî÷íûõ ïðîöåäóð, â òîì
÷èñëå ðåçóëüòàòîâ ãðóïïîâîãî òåñòèðîâàíèÿ, ðåêîìåíäàöèé êëàññíîãî ðóêîâîäèòåëÿ
(âîñïèòàòåëÿ), î÷åð÷èâàåòñÿ êðóã êàíäèäàòîâ. Ðåáåíîê äîëæåí ëèáî ïîêàçàòü âûñî-
êèå ðåçóëüòàòû â ëþáûõ òðåõ (èç ÷åòûðåõ âîçìîæíûõ) âèäàõ îöåíêè, ëèáî íàáðàòü
îïðåäåëåííóþ ñóììó áàëëîâ ïî øêàëå Ñòàíôîðä-Áèíå. Îòáîð èíòåëëåêòóàëüíî îäà-
ðåííûõ äåòåé ïðîèçâîäèòñÿ íà îñíîâàíèè ýòèõ ðåçóëüòàòîâ [63].

Àìåðèêàíñêèìè ñïåöèàëèñòàìè â îáëàñòè îáó÷åíèÿ îäàðåííûõ äåòåé (Äæ. Ðåí-
çóëëè, Ñ. Ðåéñ è Ë. Ñìèò è äð.) ðàçðàáîòàí ïîäõîä ê äèàãíîñòèðîâàíèþ îäàðåííî-
ñòè, êîòîðûé íàçâàí ¾ïðèíöèï òóðíèêåòà¿. Ïî ìíåíèþ íàçâàííûõ àâòîðîâ ïðîöåññ
èäåíòèôèêàöèè îäàðåííûõ äåòåé îáÿçàòåëüíî äîëæåí îñíîâûâàòüñÿ íà äëèòåëüíîì
íàáëþäåíèè çà íèìè. Äåòåé-ïðåòåíäåíòîâ âêëþ÷àþò â ñïåöèàëüíûì îáðàçîì îðãà-
íèçîâàííóþ äåÿòåëüíîñòü. Ó êàæäîãî ðåáåíêà åñòü âîçìîæíîñòü ñâîáîäíîãî âûõîäà
â çàâèñèìîñòè îò åãî äîñòèæåíèé. Àâòîðû èñïîëüçóþò ñîâîêóïíîñòü ìåòîäîâ: òðà-
äèöèîííûå ìåòîäû îöåíêè; ìåòîäû, îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè òðåõ ïàðàìåòðîâ
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äåÿòåëüíîñòè (ñïîñîáíîñòÿõ, èíòåðåñàõ è ñòèëÿõ îáó÷åíèÿ). Â òå÷åíèå âñåãî ïåðèîäà
îáñëåäîâàíèÿ ñîáèðàåòñÿ èíôîðìàöèÿ, êîòîðàÿ àêöåíòèðóåò âíèìàíèå íà äîñòîèí-
ñòâàõ ó÷åíèêà (íå íà íåäîñòàòêàõ), íà îñíîâàíèè êîòîðîé ñîçäàåòñÿ ¾äîñüå¿. ¾Äî-
ñüå¿ èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïðèíÿòèè ðåøåíèÿ î âîçìîæíîñòÿõ ðàçâèòèÿ ñïîñîáíîñòåé íà
îáû÷íûõ øêîëüíûõ çàíÿòèÿõ, â ãðóïïàõ îáîãàùåíèÿ è ïðè ðàáîòå ïî ñïåöèàëüíûì
ïðîãðàììàì [64].

Â ïåäàãîãèêå èçâåñòåí è ïðîåêò ¾RAPYHT¿ (M. Êàðíå è äð.), â êîòîðîì ïðè
ïåðâè÷íîé îöåíêå îäàðåííîñòè äåòåé èñïîëüçóþò ñïåöèàëüíûå àíêåòû äëÿ ó÷èòå-
ëåé è ðîäèòåëåé. Ñ öåëüþ ïðîâåðêè ïîëó÷åííûõ òàêèì îáðàçîì äàííûõ, âñåõ äåòåé
ïðèâëåêàþòñÿ ê çàíÿòèÿì â íåáîëüøèõ ãðóïïàõ â ñîîòâåòñòâèè ñ õàðàêòåðîì èõ
îäàðåííîñòè. Ïî èòîãàì ýòèõ çàíÿòèé íàáèðàåòñÿ ãðóïïà îäàðåííûõ äåòåé, êîòîðûõ
çàòåì îáó÷àþò ïî ñïåöèàëüíûì ïðîãðàììàì [68].

Âûÿâëåíèå óðîâíÿ îäàðåííîñòè äåòåé â ó÷ðåæäåíèÿõ îáðàçîâàíèÿ íàøåé ñòðà-
íû àêòóàëèçèðóåòñÿ â ìîìåíò èõ ïîñòóïëåíèÿ â øêîëó. Âíà÷àëå àäìèíèñòðàöèÿ,
ïåäàãîãè è ïñèõîëîãè ñîáèðàþò ïðåäâàðèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ î ðåáåíêå îò ðîäè-
òåëåé è ñàìèõ äåòåé. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþò àíêåòû, ïðîâîäÿò áåñåäû, íàáëþäàþò
çà äåòüìè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ óðîâíÿ èíòåëëåêòóàëüíîãî ðàçâèòèÿ ïñèõîëîãè ïðèìå-
íÿþò òåñòû Ä. Âåêñëåðà, Äæ. Ðàâåííà, Ï. Òîððåíñà è äð. Çàòåì ïåðâè÷íàÿ èíôîð-
ìàöèÿ óòî÷íÿåòñÿ â õîäå ñïåöèàëüíûõ çàíÿòèé. Ïðîÿâëåíèå ó ðåáåíêà ñêëîííîñòè ê
ïîâûøåííûì èíòåëëåêòóàëüíûì íàãðóçêàì � âàæíåéøèé ïîêàçàòåëü îäàðåííîñòè.
Ñåãîäíÿ ïñèõîëîãè èñïîëüçóþò ìåòîäèêè äëÿ âûÿâëåíèÿ äîìèíèðóþùèõ ìîòèâîâ,
ìåòîäèêè äèàãíîñòèêè óðîâíÿ êîíâåðãåíòíîãî ìûøëåíèÿ è óðîâíÿ äèâåðãåíòíîãî
ìûøëåíèÿ. Íàèáîëåå ïîïóëÿðíû ìàòðèöû Äæ. Ðàâåííà, òåñò Ä. Âåêñëåðà, òåñòû
Ï. Òîððåíñà, à òàêæå ìåòîäèêè, íàïðàâëåííûå íà îïðåäåëåíèå ýôôåêòèâíîñòè ïî-
çíàâàòåëüíûõ ïðîöåññîâ, êîòîðûå îòâå÷àþò îñíîâíûì òðåáîâàíèÿì, ïðåäúÿâëÿåìûì
ê äèàãíîñòè÷åñêèì ìåòîäèêàì (âàëèäíîñòü, íàäåæíîñòü è äð.), íå òðåáóþò áîëüøèõ
çàòðàò âðåìåíè ïðè îáñëåäîâàíèè è îáðàáîòêå ðåçóëüòàòîâ [13, 63, 68, 80].

Â öåëÿõ èññëåäîâàíèÿ è àíàëèçà ðàçâèòèÿ òâîð÷åñêîãî ìûøëåíèÿ ìëàäøèõ øêîëü-
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íèêîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç ïÿòè òåñòîâ íà âûÿâëåíèå òâîð÷å-
ñêèõ õàðàêòåðèñòèê, ðàçðàáîòàííóþ Äæ. Ãåòöåëüñîì è Ô. Äæåêñîíîì. Ýòà ñèñòåìà
íàøëà øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå â ÑØÀ.

Òåñò 1. ¾Óïîòðåáëåíèå âåùè¿. Èñïûòóåìîìó äàþòñÿ íàçâàíèÿ ïÿòè ðàçëè÷-
íûõ ïðåäìåòîâ (íàïðèìåð, ðó÷êà, ëèñò áóìàãè, êèðïè÷, çóáî÷èñòêà, ÷åðíèëüíèöà),
è äëÿ êàæäîé âåùè äîëæíî áûòü óêàçàíî êàê ìîæíî áîëüøåå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷-
íûõ óïîòðåáëåíèé. Âðåìÿ íà îòâåòû íå îãðàíè÷èâàåòñÿ. Ïîëó÷åííûå îòâåòû ñðàâ-
íèâàþò ïî êîëè÷åñòâó íàçâàííûõ óïîòðåáëåíèé äëÿ êàæäîé âåùè, ïî ðàçíîîáðàçèþ
òèïîâ óïîòðåáëåíèé, ïî îðèãèíàëüíîñòè è íåîæèäàííîñòè èõ óïîòðåáëåíèé.

Òåñò 2. Òåñò àíàëîãè÷åí ïåðâîìó è íàïðàâëåí íà âûÿâëåíèå óìåíèÿ àññîöèèðî-
âàòü ñëîâà. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ê êàæäîìó èç ïÿòè ñëîâ ñïèñêà ïîäî-
áðàòü ñëîâà, ñâÿçàííûå ñ íèì. Ïðîöåäóðà ïðîâåäåíèÿ è ñïîñîá îöåíêè òàêèå æå,
êàê è â ïðåäûäóùåì òåñòå.

Òåñò 3. Âûÿâëåíèå óìåíèÿ ñòàâèòü ïðîáëåìû. Èñïûòóåìîìó äàåòñÿ íåáîëü-
øîé, íî ñðàâíèòåëüíî çàêîí÷åííûé òåêñò, ñîäåðæàùèé ðàçëè÷íûå ÷èñëîâûå ïî-
êàçàòåëè. Ïî ìàòåðèàëó ýòîãî òåêñòà îí äîëæåí ñîñòàâèòü âîçìîæíî áîëüøåå
÷èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ çàäà÷. Ïðåäìåòîì îöåíêè ìîæåò áûòü êîëè÷åñòâî, ðàçíî-
îáðàçèå è îðèãèíàëüíîñòü çàäà÷.

Òåñò 4. Âûÿâëåíèå íàáëþäàòåëüíîñòè è îñîáåííîñòåé âîñïðèÿòèÿ. Èñïûòóå-
ìîìó ïðåäëàãàåòñÿ îòûñêàòü çàìàñêèðîâàííûå â ðèñóíêå ôèãóðû.

Òåñò 5. Âûÿâëåíèå îñîáåííîñòåé çàâåðøåíèÿ ôàáóëû. Èñïûòóåìîìó ïðåäëàãà-
åòñÿ çàêîí÷èòü íà÷àòûé ðàññêàç òðåìÿ âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè: ìîðàëèçèðóþ-
ùåå, þìîðèñòè÷åñêîå èëè òðàãè÷åñêîå îêîí÷àíèå [68].

Ñóùåñòâóþò òåñòû, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ îöåíêè âîçìîæíîñòåé èíäèâèäà â îâëà-
äåíèè çíàíèÿìè, óìåíèÿìè è íàâûêàìè, íîñÿùèìè îáùèé è ñïåöèôè÷åñêèé õàðàê-
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òåð. Ðàçíûå òåñòû, âõîäÿùèå â ýòó êàòåãîðèþ, ïîçâîëÿþò îöåíèâàòü èíòåëëåêòóàëü-
íûå ñïîñîáíîñòè.

Í.Ä. Ëåâèòîâ ðàçðàáîòàë ñèñòåìó ïîêàçàòåëåé óìñòâåííîãî ðàçâèòèÿ:

1) ñàìîñòîÿòåëüíîñòü ìûøëåíèÿ;

2) áûñòðîòà è ïðî÷íîñòü óñâîåíèÿ ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà;

3) áûñòðîòà óìñòâåííîé îðèåíòèðîâêè (íàõîä÷èâîñòè) ïðè ðåøåíèè íåñòàíäàðò-
íûõ çàäà÷;

4) ãëóáîêîå ïðîíèêíîâåíèå â ñóùíîñòü èçó÷àåìûõ ÿâëåíèé (óìåíèå îòëè÷èòü ñó-
ùåñòâåííîå îò íåñóùåñòâåííîãî);

5) êðèòè÷íîñòü óìà.

Îñíîâíûì êðèòåðèåì óìñòâåííîãî ðàçâèòèÿ, ïî ìíåíèþ Ä.Á. Ýëüêîíèíà, ÿâëÿ-
åòñÿ íàëè÷èå ïðàâèëüíî îðãàíèçîâàííîé ñòðóêòóðû ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè, âêëþ÷àÿ
ïîñòàíîâêó çàäà÷è, âûáîð ñðåäñòâ, ñàìîêîíòðîëü, à òàêæå ïðàâèëüíîå ñîîòíîøåíèå
ïðåäìåòíûõ è ñèìâîëè÷åñêèõ ïëàíîâ ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè [66].

Í.À. Ìåí÷èíñêàÿ â êà÷åñòâå ïîêàçàòåëåé óìñòâåííîãî ðàçâèòèÿ âûäåëèëà áûñò-
ðîòó óñâîåíèÿ ìàòåðèàëà, ãèáêîñòü ìûñëèòåëüíîãî ïðîöåññà, òåñíóþ ñâÿçü íàãëÿä-
íûõ è îòâëå÷åííûõ êîìïîíåíòîâ ìûøëåíèÿ, ðàçëè÷íûé óðîâåíü àíàëèòèêî-ñèíòåòè÷å-
ñêîé äåÿòåëüíîñòè [58]. Îñíîâíûì êðèòåðèåì óìñòâåííîãî ðàçâèòèÿ, ïî ìíåíèþ
Å.Í. Êàáàíîâîé-Ìåëëåð, ÿâëÿåòñÿ øèðîêèé è àêòèâíûé ïåðåíîñ ïðèåìîâ óìñòâåííîé
äåÿòåëüíîñòè, ñôîðìèðîâàííûõ íà îäíîì îáúåêòå, íà äðóãîé îáúåêò, ìåæïðåäìåòíîå
îáîáùåíèå ïðèåìîâ óìñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè. Ç.È. Êàëìûêîâà ïðåäëîæèëà ñëåäó-
þùèå êðèòåðèè óìñòâåííîãî ðàçâèòèÿ: òåìï ïðîäâèæåíèÿ, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ
êîëè÷åñòâîì îäíîòèïíûõ óïðàæíåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ îáîáùåíèÿ;
ýêîíîìè÷íîñòü ìûøëåíèÿ, òî åñòü êîëè÷åñòâî ðàññóæäåíèé, íà îñíîâàíèè êîòîðûõ
ó÷àùèåñÿ âûäåëÿþò çàêîíîìåðíîñòü.
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Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âñå ÷àùå â ó÷ðåæäåíèÿõ îáðàçîâàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû
äèàãíîñòèêè óìñòâåííîãî ðàçâèòèÿ øêîëüíèêîâ, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ îöåíêîé è èçìå-
ðåíèåì òàêèõ ïàðàìåòðîâ, êàê êëàññèôèêàöèÿ ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà; ïðèåìû óìñòâåí-
íîé äåÿòåëüíîñòè è âîçìîæíîñòè èõ ïåðåíîñà; ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà ïî ïðèîáðå-
òåíèþ íîâûõ çíàíèé, èõ óãëóáëåíèþ; ýêîíîìè÷íîñòü ìûøëåíèÿ; òåìï ïðîäâèæåíèÿ
îò ÷àñòíîãî ê îáùåìó; âíóòðåííèé ïëàí äåéñòâèé è äð.

1.5. Ñòðàòåãèè îáó÷åíèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé

Îáó÷åíèå è èíòåëëåêòóàëüíîå ðàçâèòèå íåðàçðûâíî ñâÿçàíû. Èññëåäîâàíèåì èí-
òåëëåêòóàëüíîãî ðàçâèòèÿ â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ çàíèìàëèñü Á.Ã. Àíàíüåâ, Ä.Í. Áëîí-
ñêèé, Â.À. Êðóòåöêèé, Í.Ä. Ëåâèòîâ, Í.Ñ. Ëåéòåñ, Í.À. Ìåí÷èíñêàÿ, Ñ.Ë. Ðóáèí-
øòåéí, Þ.À. Ñàìàðèí è äð. Á.Ã. Àíàíüåâ ïèñàë îá óìñòâåííîì ðàçâèòèè êàê î ñëîæ-
íîé ïñèõè÷åñêîé îñîáåííîñòè ÷åëîâåêà. Îí ñâÿçûâàë óñïåõ â óìñòâåííîì ðàçâèòèè
ñ ïîñòàíîâêîé è ðåøåíèåì ðàçëè÷íûõ ïîçíàâàòåëüíûõ çàäà÷ [2].

Í.Ñ. Ëåéòåñ îòìå÷àë, ÷òî ñàìîå ñóùåñòâåííîå äëÿ ÷åëîâå÷åñêîãî èíòåëëåêòà ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî îí ïîçâîëÿåò îòðàæàòü ñâÿçè è îòíîøåíèÿ ïðåäìåòîâ è ÿâëåíèé
îêðóæàþùåãî ìèðà è òåì ñàìûì òâîð÷åñêè ïðåîáðàçîâûâàòü äåéñòâèòåëüíîñòü; â
ñâîéñòâàõ âûñøåé íåðâíîé äåÿòåëüíîñòè êîðåíÿòñÿ íåêîòîðûå ïðåäïîñûëêè àêòèâ-
íîñòè è ñàìîðåãóëÿöèè, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ñóùåñòâåííûå âíóòðåííèå óñëîâèÿ
ôîðìèðîâàíèÿ óìñòâåííûõ ñïîñîáíîñòåé [51]. Í.Ä. Ëåâèòîâ óòâåðæäàë, ÷òî îáùèå
óìñòâåííûå ñïîñîáíîñòè ïðåæäå âñåãî âêëþ÷àþò â ñåáÿ òàêèå êà÷åñòâà, êàê ñîîáðà-
çèòåëüíîñòü, òî åñòü áûñòðîòó óìñòâåííîé îðèåíòèðîâêè, âäóì÷èâîñòü, êðèòè÷íîñòü.
Þ.À. Ñàìàðèí èññëåäîâàë ïðèðîäó óìñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè íà îñíîâå ñèñòåìíîãî
ïîäõîäà, êëàññèôèöèðîâàë óðîâíè óìñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè â çàâèñèìîñòè îò õà-
ðàêòåðà îáúåäèíåíèÿ àññîöèàöèé â ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóþùåãî óðîâíÿ.

Í.À. Ìåí÷èíñêàÿ ñâÿçàëà óìñòâåííîå ðàçâèòèå ÷åëîâåêà ñ äâóìÿ êàòåãîðèÿìè
ÿâëåíèé: íàêîïëåíèåì çíàíèé è ïðèîáðåòåíèåì çíàíèé. Ïî åå ìíåíèþ, õàðàêòåðíîé
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÷åðòîé óìñòâåííîãî ðàçâèòèÿ ÿâëÿåòñÿ íàêîïëåíèå îñîáîãî ôîíäà õîðîøî îòðàáî-
òàííûõ è ïðî÷íî çàêðåïëåííûõ óìñòâåííûõ ïðèåìîâ, êîòîðûå îòíîñÿòñÿ ê èíòåë-
ëåêòóàëüíûì. Ä.Í. Áîãîÿâëåíñêèé è Í.À. Ìåí÷èíñêàÿ ïðîâåëè âñåñòîðîííèé àíà-
ëèç óìñòâåííûõ îïåðàöèé øêîëüíèêîâ, âûäåëèëè óðîâíè ïðîäóêòèâíîãî ìûøëå-
íèÿ, îïðåäåëÿåìûå óðîâíÿìè àíàëèòèêî-ñèíòåòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè. Â îñíîâå ýòèõ
óðîâíåé âûäåëåíû ñâÿçè ìåæäó àíàëèçîì è ñèíòåçîì; ñðåäñòâà, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ
îñóùåñòâëÿþòñÿ ýòè ïðîöåññû; ñòåïåíè ïîëíîòû àíàëèçà è ñèíòåçà. Èññëåäîâàíèÿì
ïîäâåðãëèñü è óìñòâåííûå ïðèåìû êàê ñèñòåìû îïåðàöèé, ñïåöèàëüíî ôîðìèðóåìûõ
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïðåäåëåííîãî òèïà èç îäíîé èëè ðàçíûõ îáëàñòåé çíàíèé [58].
Ë.Â. Çàíêîâ, èçó÷àÿ ðàçâèòèå øêîëüíèêîâ â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ, ïðèøåë ê âûâîäó,
÷òî ðåøàþùèì â ïëàíå óìñòâåííîãî ðàçâèòèÿ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå â îïðåäåëåí-
íóþ ôóíêöèîíàëüíóþ ñèñòåìó òàêèõ ñïîñîáîâ äåéñòâèÿ, êîòîðûå ðàçíîõàðàêòåðíû
ïî ñâîåé ïðèðîäå [63].

Êàêîâû ïðàêòè÷åñêèå àñïåêòû îáó÷åíèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé? Â
ïñèõîëîãî-ïåäàãîãè÷åñêîé ëèòåðàòóðå [67] âñå ñïåöèàëèñòû ñõîäÿòñÿ â òîì, ÷òî â
êàêîì-ëèáî âèäå óñêîðåíèå äîëæíî âõîäèòü â ëþáóþ ïðîãðàììó îáó÷åíèÿ äåòåé ñ
âûñîêèì óìñòâåííûì ðàçâèòèåì. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî óñêîðåíèå � íàèëó÷øàÿ ñòðàòåãèÿ
îáó÷åíèÿ äåòåé ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè ñïîñîáíîñòÿìè è ñ îäàð¼ííîñòüþ ê èíîñòðàííûì
ÿçûêàì. Âàæíîå çíà÷åíèå èìååò îáîãàùåíèå îáó÷åíèÿ, îðèåíòèðóþùåå íà ðàçâèòèå
ñàìèõ óìñòâåííûõ ïðîöåññîâ ó÷àùèõñÿ. Ïñèõîëîãè î÷åíü ìíîãî âíèìàíèÿ óäåëÿþò
ïðîöåññó ðåøåíèÿ çàäà÷, ïðîáëåìíîìó îáó÷åíèþ. Óñêîðåíèå è îáîãàùåíèå ìîãóò
ïåðåõîäèòü äðóã â äðóãà â çàâèñèìîñòè îò ïîñòàâëåííûõ öåëåé è çàäà÷.

Ñòðàòåãèÿ óñêîðåíèÿ ïðåäïîëàãàåò óâåëè÷åíèå òåìïà ïðîõîæäåíèÿ ó÷åáíîãî ìà-
òåðèàëà. Èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûå äåòè èìåþò ÿâíîå ïðåâîñõîäñòâî ïåðåä ñâîèìè
ñâåðñòíèêàìè áëàãîäàðÿ óìåíèþ âèäåòü ñóùíîñòü ïðîáëåìû, ëþáîçíàòåëüíîñòè, õî-
ðîøåé ïàìÿòè, íåçàâèñèìîñòè â ñóæäåíèÿõ è ìíîãèì äðóãèì êà÷åñòâàì. Ñòðàòåãèÿ
óñêîðåíèÿ ïîçâîëÿåò îäàðåííîìó ðåáåíêó îïòèìèçèðîâàòü òåìï ñîáñòâåííîãî îáó-
÷åíèÿ, ÷òî áëàãîòâîðíî ñêàçûâàåòñÿ íà åãî èíòåëëåêòóàëüíîì ðàçâèòèè è ðàçâèòèè
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âîîáùå. Óñêîðåíèå ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ â ñëåäóþùèõ ôîðìàõ:

1) óñêîðåííûé òåìï èçó÷åíèÿ ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà âñåìè ó÷àùèìèñÿ (åñëè êëàññ
¾ñèëüíûé¿);

2) ïåðåâîä èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííîãî ðåáåíêà â ñëåäóþùèé êëàññ (åñëè èì óñâî-
åíà ïðîãðàììà ñâîåãî êëàññà) [4, 10].

Ïîçèòèâíóþ ðîëü â ðåàëèçàöèè ýòîé ñòðàòåãèè èãðàåò âíåøíÿÿ äèôôåðåíöèàöèÿ,
ïðè êîòîðîé â îòäåëüíûå êëàññû îòáèðàþò äåòåé, îïåðåæàþùèõ ñâîèõ ñâåðñòíèêîâ
ïî óðîâíþ è òåìïó óìñòâåííîãî ðàçâèòèÿ, à òàêæå ïî âñåì îñíîâíûì ïàðàìåòðàì
ðàçâèòèÿ. Ïðîõîæäåíèå îáÿçàòåëüíîé ïðîãðàììû â òàêèõ êëàññàõ ìîæåò áûòü ñî-
êðàùåíî íà ãîä è áîëåå, òàê êàê èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûå äåòè â ñîñòîÿíèè îñâî-
èòü îáÿçàòåëüíûé óðîâåíü â òå÷åíèå áîëåå êîðîòêîãî âðåìåíè. À â ñòàðøèõ êëàññàõ
ýòèì ó÷àùèìñÿ öåëåñîîáðàçíî çàíèìàòüñÿ ïî àâòîðñêèì ïðîãðàììàì òàëàíòëèâûõ
ó÷èòåëåé øêîëû, íî óæå áåç ¾óñêîðåíèÿ¿. Íà ýòîì ýòàïå îáó÷åíèÿ õîðîøî áûëî áû
ïðîâîäèòü ðàáîòó ñ íèìè ïî ñòðàòåãèè ¾îáîãàùåíèÿ¿.

Àëüòåðíàòèâîé ñòðàòåãèè óñêîðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñòðàòåãèÿ èíòåíñèôèêàöèè, êîòî-
ðàÿ ïðåäïîëàãàåò èçìåíåíèå íå òåìïà óñâîåíèÿ, à óâåëè÷åíèå îáúåìà çíàíèé. Ñîäåð-
æàíèå ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé äîëæíî èìåòü íå
ïðîñòî èíûå êîëè÷åñòâåííûå ïàðàìåòðû, à êà÷åñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò ñîäåðæàíèÿ
îáðàçîâàíèÿ èõ ¾îáû÷íûõ¿ ñâåðñòíèêîâ. Â çàðóáåæíîé è îòå÷åñòâåííîé ïñèõîëîãî-
ïåäàãîãè÷åñêîé íàóêå âåäåòñÿ àêòèâíàÿ ðàçðàáîòêà è ìîäåðíèçàöèÿ ó÷åáíûõ ïðî-
ãðàìì äëÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ, ðàçðàáàòûâàþòñÿ áîëåå ãëîáàëüíûå ïîäõî-
äû: öåëåïîëàãàíèå íà óðîâíå ôèëîñîôèè îáðàçîâàíèÿ; ôîðìóëèðóþòñÿ íîâûå êîí-
öåïöèè ñîäåðæàíèÿ îáó÷åíèÿ. Ïî óòâåðæäåíèþ Äæ. Ðåíçóëëè, ñîäåðæàíèå ó÷åáíîé
ïðîãðàììû äëÿ îäàðåííûõ äîëæíî:

� âûõîäèòü çà ðàìêè îáùåïðèíÿòîé ïðîãðàììû;

� ó÷èòûâàòü ñïåöèôèêó èíòåðåñîâ ó÷àùèõñÿ;
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� ñîîòâåòñòâîâàòü èõ ñòèëþ óñâîåíèÿ çíàíèé;

� íå îãðàíè÷èâàòü ñòðåìëåíèå äåòåé ãëóáîêî âíèêàòü â ñóùíîñòü òîé èëè èíîé
èçó÷àåìîé òåìû [64].

Áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ïðèíöèïû ðàçðàáîòêè ó÷åáíûõ ïðîãðàìì äëÿ
îäàðåííûõ äåòåé èçâåñòíîãî àìåðèêàíñêîãî ó÷åíîãî X. Ïàññîâà. Îí ñ÷èòàåò, ÷òî
ó÷åáíàÿ ïðîãðàììà äëÿ îäàðåííûõ äåòåé äîëæíà:

� ñîäåðæàòü óãëóáëåííîå è âñåñòîðîííåå èçó÷åíèå âàæíåéøèõ ïðîáëåì è èäåé,
êîòîðûå èíòåãðèðóþò çíàíèÿ ñî ñòðóêòóðàìè ìûøëåíèÿ;

� ïðåäóñìàòðèâàòü ðàçâèòèå ïðîäóêòèâíîãî ìûøëåíèÿ, à òàêæå ïðàêòè÷åñêèõ
íàâûêîâ åãî ïðèìåíåíèÿ;

� äàâàòü èì âîçìîæíîñòü ïðèîáùàòüñÿ ê ïîñòîÿííî ìåíÿþùåìóñÿ, ðàçâèâàþùå-
ìóñÿ çíàíèþ è ê íîâîé èíôîðìàöèè, ïðèâèâàòü ñòðåìëåíèå ê ïðèîáðåòåíèþ
çíàíèé;

� ïðåäóñìàòðèâàòü íàëè÷èå è ñâîáîäíîå èñïîëüçîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ èñòî÷-
íèêîâ;

� ïîîùðÿòü èõ èíèöèàòèâó è ñàìîñòîÿòåëüíîñòü â ó÷åáå è ðàçâèòèè;

� ñïîñîáñòâîâàòü ðàçâèòèþ èõ ñîçíàíèÿ è ñàìîñîçíàíèÿ, ïîíèìàíèþ ñâÿçåé ñ
äðóãèìè ëþäüìè, ïðèðîäîé, êóëüòóðîé è ò. ä.;

� îöåíèâàòüñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàíåå îáîçíà÷åííûìè ïðèíöèïàìè.

Àâòîð îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåò ðàçâèòèþ ìûøëåíèÿ äåòåé, èõ òâîð÷åñòâà. Ïðîãðàì-
ìû äëÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé, êàê ïðàâèëî, îòëè÷àþòñÿ îò òðàäèöèîí-
íûõ òåì, ÷òî ïðåäóñìàòðèâàþò:
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� íàëè÷èå âîïðîñîâ, êîòîðûå íå ïðåäóñìîòðåíû áàçîâîé ïðîãðàììîé;

� ãëóáîêóþ ïðîðàáîòêó êàæäîé òåìû;

� íàëè÷èå áîëåå ñëîæíûõ âèäîâ äåÿòåëüíîñòè, òðåáóþùèõ àáñòðàêòíûõ ïîíÿòèé
è ìûñëèòåëüíûõ ïðîöåññîâ äîñòàòî÷íî âûñîêîãî óðîâíÿ;

� áîëüøóþ ìûñëèòåëüíóþ ãèáêîñòü â îòíîøåíèè èñïîëüçóåìûõ ìàòåðèàëîâ, âðå-
ìåíè è ðåñóðñîâ;

� íàëè÷èå ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû (â èçó÷åíèè òåîðèè, îâëàäåíèè ìåòîäàìè ðå-
øåíèÿ çàäà÷, èññëåäîâàíèÿõ);

� ïðåäîñòàâëåíèå âîçìîæíîñòåé äëÿ ñàìîâûðàæåíèÿ è ñàìîðåàëèçàöèè (êîíêóð-
ñû, îëèìïèàäû, òóðíèðû è äð.);

� ñîçäàíèå óñëîâèé è ïðåäïîñûëîê äëÿ ðàñøèðåíèÿ áàçû çíàíèé [68].

Êàêèìè ïðèíöèïàìè äîëæíû ðóêîâîäñòâóþòñÿ ïåäàãîãè, îáó÷àþùèå èíòåëëåê-
òóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé? Èíäèâèäóàëèçàöèÿ îáó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ
ïðèíöèïîâ îáó÷åíèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé, êà÷åñòâåííîãî èçìåíåíèÿ
ñîäåðæàíèÿ èõ îáðàçîâàíèÿ. Ðàçâèòèå âñåõ âèäîâ ìûøëåíèÿ ó÷àùèõñÿ â õîäå ó÷åá-
íîé äåÿòåëüíîñòè îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó âàæíåéøèõ çàäà÷ ïåäàãîãîâ, êà÷åñòâåííîé ïå-
ðåñòðîéêè ñîäåðæàíèÿ îáðàçîâàíèÿ îäàðåííûõ äåòåé. Ó÷åíûìè ïðîâåäåí ãëóáîêèé
àíàëèç ñîñòîÿíèÿ äàííîé ïðîáëåìû (Ì.Â. Êëàðèí, Î.Ì. Äüÿ÷åíêî, È.Â. Äóáðîâèíà
è äð.). Îäíèì èç ïåðâûõ îáðàòèë âíèìàíèå íà âîçìîæíîñòü ðàçðàáîòêè ñåðèè îáó-
÷àþùèõ ïðîöåäóð, ïîçâîëÿþùèõ ïîâûñèòü êà÷åñòâî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ èíòåëëåêòà,
îñíîâàòåëü òåñòîëîãèè À. Áèíå. Çàäà÷è, êîòîðûå îí ðàçðàáîòàë äëÿ äèàãíîñòèêè äåò-
ñêîãî èíòåëëåêòà, íàâåëè ó÷åíîãî íà ìûñëü î òîì, ÷òî ìîæåò áûòü ñîçäàíà ñèñòåìà,
ïîçâîëÿþùàÿ ðàçâèâàòü è ñîâåðøåíñòâîâàòü åãî. Ðÿä âàæíåéøèõ èññëåäîâàíèé, íà-
ïðàâëåííûõ íà èçó÷åíèå ïðîöåññà ðàçâèòèÿ èíòåëëåêòóàëüíûõ ñïîñîáíîñòåé äåòåé è
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âçðîñëûõ, ïðîâåäåí â ÑØÀ (Äæ. Ãèëôîðä, Â. Ëîóýíôåëüä, Ê. Ìàêèííîí, Ê. Îñáîðí
è äð.) [68].

Ìíîãèå ïåäàãîãè íà ïðàêòèêå óäåëÿþò ïðèñòàëüíîå âíèìàíèå öåëåíàïðàâëåííîìó
ðàçâèòèþ èíòåëëåêòóàëüíûõ ôóíêöèé, îáó÷åíèþ äåòåé òåõíèêå ìûñëèòåëüíûõ äåé-
ñòâèé, ïðîöåññàì ýôôåêòèâíîé ïîçíàâàòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè. Äëÿ ðàçâèòèÿ ìûø-
ëåíèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé ó÷èòåëü äîëæåí èñïîëüçîâàòü ïðîáëåì-
íîå îáó÷åíèå, îñîáåííî åãî ýâðèñòè÷åñêèå è èññëåäîâàòåëüñêèå ìåòîäû. Âî Ôðàíöèè
ñòàðøåêëàññíèêîâ è ñòóäåíòîâ îáó÷àþò ýâðèñòè÷åñêèì ìåòîäàì. Îñíîâíûìè ýâðè-
ñòè÷åñêèìè ìåòîäàìè ÿâëÿþòñÿ:

1. Ìåòîä àïïëèêàöèè òåîðèè (ïðèìåíåíèå îäíîé òåîðèè â òîé æå îáëàñòè, íî â
íåèçâåñòíîì ñåêòîðå).

2. Ìåòîä ñîåäèíåíèÿ (êîìáèíèðîâàíèÿ äâóõ òåîðèé).

3. Ìåòîä äèôèíèöèé (îïðåäåëåíèå òåõ ÿâëåíèé, êîòîðûå ïðåäñòîèò èçó÷èòü).

4. Ìåòîä ýêñïåðèìåíòàëüíîãî áåñïîðÿäêà. Â åãî îñíîâå ëåæèò äåòñêàÿ èãðà, â
¾ïðîöåññå êîòîðîé èãðàþùèé çàâåäîìî áåñïîðÿäî÷íî ñîçäàåò êîíñòðóêöèè, ïî-
ëàãàÿñü íà èíòåðåñ, âîçíèêàþùèé ïðè àíàëèçå êàæäîãî äåéñòâèÿ è ðîæäàþ-
ùåéñÿ êîìïîçèöèè¿.

5. Ìåòîä ïðîòèâîðå÷èé (ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðîâåðãíóòü ñóùå-ñòâóþùåå â íà-
óêå ìíåíèå ïî îïðåäåëåííîìó âîïðîñó).

6. Ìåòîä êðèòèêè.

7. Ìåòîä îáíîâëåíèÿ (íàïðèìåð, ïåðåñêàç ñîâðåìåííûì ÿçûêîì ¾Ñëîâà î ïîëêó
Èãîðåâå¿).

8. Ìåòîä ðåêîäèôèêàöèè (âûðàæåíèå êàêîãî-ëèáî ÿâëåíèÿ äðóãèì êîäîì).
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9. Ìåòîä ïðåäñòàâëåíèÿ (ïîêàçà) [5, ñ. 244].

Âàæíî àêòèâèçèðîâàòü ïîçíàâàòåëüíóþ äåÿòåëüíîñòü, ïðèäàâ åé èññëåäîâàòåëü-
ñêèé, òâîð÷åñêèé õàðàêòåð, ïåðåäàâ ó÷àùåìóñÿ èíèöèàòèâó â îðãàíèçàöèè ïîçíàíèÿ.
Èçâåñòíûé íåìåöêèé äèäàêò è ïñèõîëîã À. Äèñòåðâåã ìíîãî ëåò íàçàä ñïðàâåäëèâî
çàìåòèë, ÷òî ïëîõîé ó÷èòåëü ïðåïîäíîñèò èñòèíó, à õîðîøèé ó÷èò åå íàõîäèòü [5].
Êàê àêòóàëüíû åãî ñëîâà ñåãîäíÿ!

Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ èññëåäîâàòåëüñêàÿ ïðàêòèêà äåòåé � âàæíåéøèé ôàêòîð ðàç-
âèòèÿ òâîð÷åñêèõ ñïîñîáíîñòåé. Â èññëåäîâàòåëüñêîì ìåòîäå äåòè íå ïîëó÷àþò çíà-
íèÿ â ãîòîâîì âèäå, à ïðèîáðåòàþò èõ ñâîèì òðóäîì. Ãîâîðÿ î ñóùíîñòè èññëåäîâà-
òåëüñêîãî ìåòîäà îáó÷åíèÿ, èçâåñòíûé ïåäàãîã Ì.Â. Êëàðèí çàìå÷àåò, ÷òî îáó÷åíèå,
â êîòîðîì ó÷àùèéñÿ ñòàâèòñÿ â ñèòóàöèþ, êîãäà îí ñàì îâëàäåâàåò ïîíÿòèÿìè è
ïîäõîäîì ê ðåøåíèþ ïðîáëåì â ïðîöåññå ïîçíàíèÿ, â áîëüøåé èëè ìåíüøåé ñòåïåíè
îðãàíèçîâàííîãî (íàïðàâëÿåìîãî) ó÷èòåëåì. Ó÷åáíûé ïðîöåññ â ýòîì ñëó÷àå ñòðîèò-
ñÿ íà îñíîâå ñàìîñòîÿòåëüíîãî ïîèñêà ó÷àùèìñÿ íîâûõ ïîçíàâàòåëüíûõ îðèåíòèðîâ,
÷òî ïîçâîëÿåò äîáèòüñÿ íå òîëüêî óñâîåíèÿ íîâîé èíôîðìàöèè, íî è îâëàäåíèÿ ìå-
òîäàìè ïîçíàíèÿ.

Ñòðàòåãèÿ îáîãàùåíèÿ ñîäåðæàíèÿ îáðàçîâàíèÿ ïîäðàçóìåâàåò øèðîêèé ñïåêòð
ìåð ïî êà÷åñòâåííîé ïåðåñòðîéêå ñîäåðæàíèÿ îáðàçîâàíèÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíî
íàèáîëåå ïîëíî îòâå÷àëî çàäà÷å ðàçâèòèÿ èíòåëëåêòóàëüíîãî ïîòåíöèàëà ëè÷íîñòè
ó÷àùåãîñÿ. Ìîäåëü èçâåñòíîãî àìåðèêàíñêîãî ó÷åíîãî Äæ. Ðåíçóëëè � ¾Òðè âèäà
îáîãàùåíèÿ ó÷åáíûõ ïðîãðàìì¿ íàèáîëåå ïîïóëÿðíà â ìèðå.

Ïåðâûé âèä îáîãàùåíèÿ ïðåäïîëàãàåò çíàêîìñòâî ó÷àùèõñÿ ñ ñàìûìè ðàçíû-
ìè îáëàñòÿìè è ïðåäìåòàìè èçó÷åíèÿ. Âòîðîé âèä îáîãàùåíèÿ ïðåäïîëàãàåò îðèåí-
òàöèþ íà ñïåöèàëüíîå ðàçâèòèå ìûøëåíèÿ ðåáåíêà. Îí âêëþ÷àåò çàíÿòèÿ íà òðå-
íèðîâêó íàáëþäàòåëüíîñòè, ñïîñîáíîñòè îöåíèâàòü, ñðàâíèâàòü, ñòðîèòü ãèïîòåçû,
àíàëèçèðîâàòü, ñèíòåçèðîâàòü, êëàññèôèöèðîâàòü, âûïîëíÿòü äðóãèå ìûñëèòåëüíûå
îïåðàöèè. È, íàêîíåö, òðåòèé âèä îáîãàùåíèÿ � ïðîâåäåíèå ñàìîñòîÿòåëüíûõ èññëå-
äîâàíèé è ðåøåíèå òâîð÷åñêèõ çàäà÷ (èíäèâèäóàëüíî è â ìàëûõ ãðóïïàõ). Ó÷àùèåñÿ
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ïðèíèìàþò ó÷àñòèå â ïîñòàíîâêå ïðîáëåìû, â âûáîðå ìåòîäîâ åå ðåøåíèÿ. Ïðèîáùå-
íèå ê òâîð÷åñêîé, èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòå, ïî ñïðàâåäëèâîìó çàêëþ÷åíèþ àâòîðà,
ÿâëÿåòñÿ âàæíûì óñëîâèåì íå òîëüêî îáó÷åíèÿ, íî è âîñïèòàíèÿ îäàðåííîãî ðå-
áåíêà [68]. Îäíàêî ïðè âñåé ïðèâëåêàòåëüíîñòè íàçâàííàÿ âûøå ìîäåëü íå ìîæåò
áûòü èñïîëüçîâàíà â ïîëíîé ìåðå â óñëîâèÿõ ñèñòåìû îáðàçîâàíèÿ Ðåñïóáëèêè Áå-
ëàðóñü, êîòîðàÿ ïî ìíîãèì ïàðàìåòðàì îòëè÷àåòñÿ îò àìåðèêàíñêîé. Îòäåëüíûå åå
ïîëîæåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ïåäàãîãàìè êàê ñâîåîáðàçíûå îðèåíòèðû â ðàáîòå ñ èíòåë-
ëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè.

Ïåäàãîãè÷åñêàÿ íàóêà ðàçðàáîòàëà äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ìåòîäè÷åñêèõ ïðèå-
ìîâ è òåõíîëîãèé îáó÷åíèÿ. Ñëîâî ¾òåõíîëîãèÿ¿ (îò ãð. techne � èñêóññòâî, ðåìåñ-
ëî) � ñîâîêóïíîñòü çíàíèé î ñïîñîáàõ è ñðåäñòâàõ ïðîâåäåíèÿ ïðîèçâîäñòâåííûõ
ïðîöåññîâ. Ïåäàãîãè÷åñêàÿ òåõíîëîãèÿ � ýòî êîíêðåòíîå, íàó÷íî îáîñíîâàííîå, ñïå-
öèàëüíûì îáðàçîì îðãàíèçîâàííîå îáó÷åíèå äëÿ äîñòèæåíèÿ êîíêðåòíîé, ðåàëüíî
âûïîëíèìîé îáðàçîâàòåëüíîé öåëè. Ïåäàãîãè÷åñêàÿ òåõíîëîãèÿ ïîäðàçóìåâàåò ïî-
ñòàíîâêó íå ïðîñòî îáùåé öåëè; õàðàêòåðíîé åå îñîáåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà
öåëåé ïî ýòàïàì îáó÷åíèÿ, ñîäåðæàíèå, ñïîñîáû è ñðåäñòâà äîñòèæåíèÿ ýòèõ öåëåé,
âåäóùèõ, â êîíå÷íîì ñ÷åòå, îïòèìàëüíûì ïóòåì ê êîíå÷íîé öåëè [5, 67].

Ïðè ðàçðàáîòêå òåõíîëîãèè îáó÷åíèÿ ïðîãíîçèðóåòñÿ ñîâåðøåííî êîíêðåòíàÿ äå-
ÿòåëüíîñòü ó÷èòåëÿ è ó÷àùèõñÿ. Ïåäàãîãè÷åñêàÿ òåõíîëîãèÿ ñòðîèòñÿ, êàê ïðàâè-
ëî, íà íàó÷íîì àíàëèçå äåÿòåëüíîñòè, ÷åòêîì îòáîðå ñîäåðæàíèÿ îáó÷åíèÿ, àíàëè-
çå ñðåäñòâ ïåäàãîãè÷åñêîé êîììóíèêàöèè (ó÷åáíèêè, ïîñîáèÿ, ÒÑÎ, ìåòîäè÷åñêèå
ðàçðàáîòêè è óêàçàíèÿ), êîíêðåòèçàöèè äåÿòåëüíîñòè ó÷èòåëÿ è ó÷àùèõñÿ. Ïîñëå
íàó÷íîãî àíàëèçà âñåãî óêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò ýòàï ðàçðàáîòêè ñàìîé òåõíîëîãèè
îáó÷åíèÿ íà îñíîâå ñèñòåìíîãî ïîäõîäà, ïîäðàçóìåâàÿ, ÷òî âñå êîìïîíåíòû òåñíî
ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé è ðàáîòàþò êàê åäèíûé æèâîé îðãàíèçì. Äàëåå ñëåäóåò ïðî-
âåðêà ðàçðàáîòàííîé òåõíîëîãèè â îïûòíîì îáó÷åíèè, åå êîððåêöèÿ è ðåàëèçàöèÿ â
åñòåñòâåííûõ óñëîâèÿõ îáó÷åíèÿ [67].

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî òå òåõíîëîãèè, ôîðìû è ìåòîäû, êîòîðûå íà íàø
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âçãëÿä, íàèáîëåå ýôôåêòèâíû ïðè îáó÷åíèè èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé.

Òåõíîëîãèÿ óðîâíåâîé äèôôåðåíöèàöèè

Îñíîâó òåõíîëîãèè óðîâíåâîé äèôôåðåíöèàöèè ñîñòàâëÿåò èíäèâèäóàëèçàöèÿ.
¾Èíäèâèäóàëèçàöèÿ (îò ëàò. individuatio) � ýòî ïðîÿâëåíèå æèâîé è íåæèâîé ïðè-
ðîäû êàê ìíîæåñòâà íåïîâòîðèìûõ èíäèâèäîâ � ñõîäíûõ, íî íå òîæäåñòâåííûõ¿
[63, ñ. 64]. Â ôèëîñîôñêîì àñïåêòå èíäèâèäóàëèçàöèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îäíà èç
ôîðì ðàçâèòèÿ. ¾Âñÿêîå ðàçëè÷èå, � óòâåðæäàë Â. Ñîëîâüåâ, � åñòü âûäåëåíèå
èíäèâèäóàëüíûõ îáðàçîâàíèé èç ïåðâîïðè÷èííîé ñëèòíîñòè è íåîïðåäåëåííîñòè¿
[17, ñ. 78]. Â àíàëèòè÷åñêîé ïñèõîëîãèè èíäèâèäóàëèçàöèÿ � ýòî ïðîöåññ ñòàíîâëå-
íèÿ ëè÷íîñòè, åå ñîçðåâàíèÿ. Çà ïðîöåññîì èíäèâèäóàëèçàöèè, ïî Ê.Ã. Þíãó, ñòî-
èò îñîáàÿ ñêðûòàÿ íàïðàâëÿþùàÿ òåíäåíöèÿ, èñõîäÿùàÿ èç ñâîåîáðàçíîãî öåíòðà
äóøåâíîé æèçíè ÷åëîâåêà íàçûâàåìîé ¾ñàìîñòüþ¿ [63]. Â ¾Ïåäàãîãè÷åñêîé ýíöèê-
ëîïåäèè¿ èíäèâèäóàëèçàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ¾. . . îðãàíèçàöèÿ ó÷åáíîãî ïðîöåññà,
ïðè êîòîðîì âûáîð ñïîñîáîâ, ïðèåìîâ, òåìïà îáó÷åíèÿ ó÷èòûâàåò èíäèâèäóàëüíûå
ðàçëè÷èÿ ó÷àùèõñÿ, óðîâåíü ðàçâèòèÿ èõ ñïîñîáíîñòåé ê îáó÷åíèþ¿ [65, ñ. 201]. Â
ïåäàãîãèêå ïîíÿòèÿ ¾èíäèâèäóàëèçàöèÿ¿ è ¾èíäèâèäóàëüíûé ïîäõîä¿ ðàçëè÷àþòñÿ.
Â ïåðâîì ñëó÷àå èìååì äåëî ñ ïðèíöèïîì îáó÷åíèÿ, à âî âòîðîì � ñ îñóùåñòâëåíèåì
ýòîãî ïðèíöèïà, êîòîðîå èìååò ñâîè ôîðìû è ìåòîäû. Â ïåäàãîãè÷åñêèõ îòíîøåíèÿõ
èíäèâèäóàëèçàöèÿ èìååò äâå õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè:

1) îíà íàïðàâëåíà íà ñîçäàíèå, ðàçâèòèå è óñîâåðøåíñòâîâàíèå äóõîâíîãî áîãàò-
ñòâà èíäèâèäà, ïðè êîòîðûõ ñóáúåêò-ñóáúåêòíûå îòíîøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ âåäó-
ùèìè;

2) ëè÷íîñòü ñîâåðøåíñòâóåòñÿ è ïðè ïîìîùè ñîáñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè, è â ïðî-
öåññå âîñïèòàíèÿ.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïåäàãîãè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü âêëþ÷àåò è ñóáúåêò-îáúåêòíûå îòíî-
øåíèÿ.

Â íàøåì èññëåäîâàíèè ïîä èíäèâèäóàëèçàöèåé áóäåì ïîíèìàòü ïðèíöèï îáó÷å-
íèÿ è âîñïèòàíèÿ, ó÷èòûâàþùèé èíäèâèäóàëüíûå êà÷åñòâà ó÷àùèõñÿ. Íåîáõîäè-
ìîñòü èíäèâèäóàëèçàöèè îáó÷åíèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé äàâíî îáîñíî-
âàíà ñïåöèàëèñòàìè â îáëàñòè îáðàçîâàíèÿ. Îíè åäèíîãëàñíî îòìå÷àþò, ÷òî íåîá-
õîäèìî áîëüøå óäåëÿòü âíèìàíèÿ ðàçâèòèþ ó äåòåé òâîð÷åñêèõ ñïîñîáíîñòåé, èí-
òåëëåêòóàëüíîé èíèöèàòèâû, ìûøëåíèÿ. Ìíîãèå èç íèõ ñõîäÿòñÿ íà òîì, ÷òî ñîäåð-
æàíèå îáó÷åíèÿ äîëæíî îáÿçàòåëüíî âûõîäèòü çà ðàìêè îáÿçàòåëüíîé ïðîãðàììû;
íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ñïåöèôèêó èíòåðåñîâ ó÷àùèõñÿ è íå îãðàíè÷èâàòü ñòðåìëå-
íèå èõ ãëóáîêî âíèêàòü â ñóùíîñòü òîé èëè èíîé òåìû. Ïðîãðàììû èõ îáó÷åíèÿ
äîëæíû êà÷åñòâåííî ïðåâîñõîäèòü îáÿçàòåëüíûå, áûòü áîëåå óñëîæíåííûìè, à òåìï
îáó÷åíèÿ äîëæåí áûòü óñêîðåííûì. Â óñëîâèÿõ êëàññíî-óðî÷íîé ñèñòåìû îáó÷åíèÿ
äåòåé â Áåëàðóñè íå îáîéòèñü áåç äèôôåðåíöèàöèè. Äèôôåðåíöèàöèÿ âûñòóïàåò ÷à-
ñòüþ öåëîé ñèñòåìû ôîðìèðîâàíèÿ ëè÷íîñòè íà óðîâíå åå èíäèâèäóàëèçàöèè. Äèô-
ôåðåíöèàöèÿ � ýòî îðãàíèçàöèÿ è ïîäáîð ñïåöèàëüíûõ óñëîâèé äëÿ îáó÷åíèÿ ó÷à-
ùèõñÿ ñ öåëüþ ýôôåêòèâíîãî ðàçâèòèÿ èõ èíäèâèäóàëüíûõ è ëè÷íîñòíûõ êà÷åñòâ.
Ìåæäó ïîíÿòèÿìè ¾èíäèâèäóàëèçàöèÿ¿ è ¾äèôôåðåíöèàöèÿ¿ ñóùåñòâóåò âçàèìî-
ñâÿçü, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì: äèôôåðåíöèàöèÿ îáó÷åíèÿ ó÷àùèõ-
ñÿ ÿâëÿåòñÿ âàæíûì óñëîâèåì èíäèâèäóàëèçàöèè âñåãî ïåäàãîãè÷åñêîãî ïðîöåññà
[63].

Îñîáóþ àêòóàëüíîñòü äèôôåðåíöèàöèÿ ïîëó÷èëà â 50�60 ãã. ÕÕ ñòîëåòèÿ. Ïðè
ýòîì àêöåíòèðîâàëîñü âíèìàíèå íà ñîçäàíèè â ñòàðøèõ êëàññàõ òàêîé ñèñòåìû îáó-
÷åíèÿ, êîòîðàÿ ïîçâîëèëà áû ó÷àùèìñÿ íàðÿäó ñ ïîëó÷åíèåì ñðåäíåãî îáðàçîâàíèÿ,
áîëåå óãëóáëåííî èçó÷àòü ïðåäìåòû â èçáðàííîé èìè îáëàñòè çíàíèé.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ìèðîâîé îáðàçîâàòåëüíîé ïðàêòèêå ñëîæèëîñü 5 ìîäåëåé
äèôôåðåíöèàöèè:

� ñåëåêòèâíî-ïîòî÷íàÿ (òðè ïîòîêà �� îáëåã÷åííûé, îñíîâíîé, ïðîäâèíóòûé. Êëàñ-
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ñû âíóòðè ïîòîêîâ ãîìîãåííûå, ïåðåõîä èç ïîòîêà â ïîòîê âîçìîæåí òîëüêî â
êîíöå ó÷åáíîãî ãîäà);

� ñåëåêòèâíî-óðîâíåâàÿ (âíóòðè êëàññîâ âûäåëÿþòñÿ ãðóïïû îáëåã÷åííîãî îáó-
÷åíèÿ, îñíîâíàÿ è ïðîäâèíóòàÿ: ïåðåõîä èç ãðóïïû â ãðóïïó âîçìîæåí äâà èëè
òðè ðàçà â ãîä. Äîïóñêàåòñÿ íåêîòîðûé âûáîð ïðåäìåòîâ ó÷åíèêàìè, èíîãäà
ãîìîãåííûå ãðóïïû êîìáèíèðóþòñÿ ñ ãåòåðîãåííûìè);

� ñìåøàííûõ ñïîñîáíîñòåé (êëàññû íåìíîãî÷èñëåííû è ãîìîãåííû. Èçó÷åíèå òå-
ìû äåòè íà÷èíàþò âìåñòå, çàòåì ïðîâîäèòñÿ òåñòèðîâàíèå è êëàññ äåëèòñÿ íà
äâà ïîòîêà: â îäíîì îíà èçó÷àåòñÿ íà ïðîäâèíóòîì óðîâíå, à â äðóãîì ïîâòîðÿ-
åòñÿ â îáëåã÷åííîì âàðèàíòå, çàòåì êëàññ ñëèâàåòñÿ äëÿ ðàáîòû ïî ñëåäóþùåé
òåìå);

� èíòåãðàòèâíàÿ (ãðóïïû ñìåøàííûõ ñïîñîáíîñòåé, ðîäñòâåííûå ïðåäìåòû ñãðóï-
ïèðîâàíû è ÷àñòî èíòåãðèðîâàíû â ïðåäìåòíûå îáëàñòè. Ãåòåðîãåííûå ãðóïïû
ïåðåìåííîãî ñîñòàâà, áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ðàçâèòèþ ëè÷íîñòè);

� èííîâàòèâíàÿ (âíóòðè êëàññà èëè ãðóïïû ñóùåñòâóþò ìàëûå àâòîíîìíûå ãðóï-
ïû, ãðàíèöû ïðåäìåòà ðàçìûòû, ïðîãðàììû îáó÷åíèÿ ñîâåðøåíñòâóþòñÿ ñ ó÷å-
òîì ìíåíèÿ ó÷àùèõñÿ) [67].

Âî ìíîãèõ ñòðàíàõ Çàïàäíîé Åâðîïû è ÑØÀ äèôôåðåíöèðîâàííîå îáó÷åíèå
îðãàíèçîâàíî íà îñíîâå ïðèíöèïà ñåëåêöèè ó÷àùèõñÿ ïî ðåçóëüòàòàì òåñòîâûõ èñ-
ñëåäîâàíèé, óðîâíþ óñïåâàåìîñòè, èíòåðåñàì è ïðîôåññèîíàëüíûì íàìåðåíèÿì.

Âíóòðåííÿÿ äèôôåðåíöèàöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçëè÷íîå îáó÷åíèå äåòåé â äî-
ñòàòî÷íî áîëüøîé ãðóïïå ó÷àùèõñÿ (êëàññ), ïîäîáðàííîé ïî ñëó÷àéíûì ïðèçíàêàì.
Ýòà ôîðìà îñíîâàíà íà âîçìîæíî áîëåå ïîëíîì ó÷åòå èíäèâèäóàëüíûõ è ãðóïïîâûõ
îñîáåííîñòåé ó÷àùèõñÿ. Îíà ïðåäïîëàãàåò âàðèàòèâíîñòü òåìïà èçó÷åíèÿ ìàòåðèà-
ëà, äèôôåðåíöèàöèþ ó÷åáíûõ çàäàíèé, âûáîð ðàçíûõ âèäîâ äåÿòåëüíîñòè, îïðåäåëå-
íèå õàðàêòåðà è ñòåïåíè äîçèðîâêè ïîìîùè ñî ñòîðîíû ó÷èòåëÿ. Ïðè ýòîì âîçìîæíî
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ðàçäåëåíèå ó÷àùèõñÿ íà ãðóïïû âíóòðè êëàññà ñ öåëüþ îñóùåñòâëåíèÿ ó÷åáíîé ðà-
áîòû ñ íèìè íà ðàçíûõ óðîâíÿõ è ðàçíûìè ìåòîäàìè. Ýòè ãðóïïû, êàê ïðàâèëî,
ìîáèëüíû, ãèáêè, ïîäâèæíû.

Îñîáåííîñòü âíóòðåííåé äèôôåðåíöèàöèè íà ñîâðåìåííîì ýòàïå � åå íàïðàâ-
ëåííîñòü íà èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé. Âíóòðåííÿÿ äèôôåðåíöèàöèÿ ìî-
æåò îñóùåñòâëÿòüñÿ êàê â òðàäèöèîííîé ôîðìå ó÷åòà èíäèâèäóàëüíûõ îñîáåííîñòåé
ó÷àùèõñÿ (äèôôåðåíöèðîâàííûé ïîäõîä), òàê è â ñèñòåìå óðîâíåâîé äèôôåðåíöè-
àöèè íà îñíîâå ïëàíèðîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ îáó÷åíèÿ.

Ñìûñë óðîâíåâîé äèôôåðåíöèàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû àäàïòèðîâàòü ó÷åá-
íûé ïðîöåññ ê ïîçíàâàòåëüíûì âîçìîæíîñòÿì êàæäîãî ó÷åíèêà, ïðåäúÿâèòü ñîîò-
âåòñòâóþùèå óðîâíþ åãî ðàçâèòèÿ òðåáîâàíèÿ, ïðîãðàììû, ó÷åáíèêè, ìåòîäû è ôîð-
ìû îáó÷åíèÿ. Ïîä óðîâíåâîé äèôôåðåíöèàöèåé ïîíèìàåòñÿ îáó÷åíèå ó÷àùèõñÿ îä-
íîãî è òîãî æå êëàññà íà òðåõ óðîâíÿõ îáó÷åíèÿ: áàçîâîì, ïðîäâèíóòîì è âûñîêîì.
Áàçîâûé óðîâåíü � îïðåäåëåííûé ïðîãðàììîé è ó÷åáíèêîì, ìàêñèìóì çíàíèé è
óìåíèé, äîñòèæåíèå êîòîðîãî îáÿçàòåëüíî ó÷àùèìèñÿ âñåãî êëàññà. Ïðîäâèíóòûé
óðîâåíü � íåêîòîðûå, âûõîäÿùèå çà ðàìêè ïðîãðàììû è ó÷åáíèêà äîïîëíèòåëüíûå
ñâåäåíèÿ (çíàíèÿ) è ôîðìèðîâàíèå ïðî÷íûõ óìåíèé ïî ïðèìåíåíèþ ýòèõ çíàíèé
â ðàçëè÷íûõ ñèòóàöèÿõ. Âûñîêèé óðîâåíü � äîïîëíèòåëüíûå ñâåäåíèÿ, óãëóáëÿþ-
ùèå çíàíèÿ ó÷àùèõñÿ ïî òåìå è ôîðìèðóþùèå óìåíèÿ ðåøàòü çàäà÷è ïîâûøåííîé
ñëîæíîñòè.

Â ïåäàãîãè÷åñêîé òåîðèè è ïðàêòèêå íàðàáîòàí áîëüøîé àðñåíàë ìåòîäîâ è ñðåäñòâ
äèôôåðåíöèàöèè â óñëîâèÿõ óðî÷íûõ (îáùåêëàññíûõ) ôîðì îáó÷åíèÿ. Îíè îòëè÷à-
þòñÿ ïî ñâîåé ñëîæíîñòè è ïðîäóêòèâíîñòè:

� ðàçíîóðîâíåâîå èçëîæåíèå ìàòåðèàëà;

� âíà÷àëå óïðîùåííîå èçëîæåíèå, çàòåì óñëîæíåííîå;

� öåëîñòíîå èçëîæåíèå îñíîâíîãî, çàòåì äåòàëèçàöèÿ è êîíêðåòèçàöèÿ ïî ÷àñòÿì;
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� èñïîëüçîâàíèå íàãëÿäíîñòè â ðàçíûõ âèäàõ, â ðàçëè÷íûõ ñî÷åòàíèÿõ ñî ñëîâîì
(äëÿ äåòåé ñ ðàçíûìè òèïàìè âîñïðèÿòèÿ, ìûøëåíèÿ, âíèìàíèÿ);

� äèôôåðåíöèðîâàííàÿ ðàáîòà ñ ó÷åáíîé ëèòåðàòóðîé;

� äèôôåðåíöèðîâàííûå çàäàíèÿ ñ ó÷åòîì óñïåâàåìîñòè, óðîâíÿ ðàçâèòèÿ, èíòå-
ðåñîâ ó÷àùèõñÿ, öåëåâîé íàïðàâëåííîñòè îáó÷åíèÿ;

� äèôôåðåíöèðîâàííàÿ ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà (ïî èíòåðåñàì, ïî óðîâíþ ñëîæ-
íîñòè, ïðîäóêòèâíîñòè (ïî èíäèâèäóàëüíûì êàðòî÷êàì ñ çàäàíèÿìè ðàçíîé
ñëîæíîñòè; ïî îáðàçöó ðåøåíèÿ, ïîêàçàííîìó ó÷èòåëåì èëè ó÷åíèêîì ó äîñ-
êè; ñ êîììåíòèðîâàííûì óïðàâëåíèåì ñïîñîáîì âûïîëíåíèÿ çàäàíèé: â ïàðå,
ãðóïïå; ïîëíîñòüþ ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà áåç ÷üåé-ëèáî ïîìîùè ñ âûáîðîì
ñïîñîáà âûïîëíåíèÿ);

� ãðóïïîâûå ôîðìû ðàáîòû ñ öåëüþ âçàèìîîáó÷åíèÿ è âçàèìîêîíòðîëÿ, ÊÑÎ,
ðàáîòà â ïàðàõ:

� èíäèâèäóàëüíûé îïðîñ (ïî çàðàíåå äàííûì ó÷åíèêó âîïðîñàì; ïî ïëàíó, äàí-
íîìó ó÷èòåëåì; ïèñüìåííûé îòâåò íà óñòíûå âîïðîñû; ïðåäâàðèòåëüíûé îòâåò
òîâàðèùó èëè â ãðóïïå, à çàòåì ïåðåä êëàññîì; îòâåòû íå íà âñå âîïðîñû ñðà-
çó, à ïî ÷àñòÿì; äîçèðîâàíèå ñëîæíîñòè âîïðîñîâ; èíäèâèäóàëüíûé îòâåò âî
âíåóðî÷íîå âðåìÿ èëè øåïîòîì ó÷èòåëþ â êëàññå);

� äèôôåðåíöèðîâàííûé êîíòðîëü (óðîâíåâûå çàäàíèÿ, çàäàíèÿ ñ âûáîðîì, èí-
äèâèäóàëèçàöèÿ êðèòåðèåâ îöåíêè);

� ïðîãðàììèðîâàííûé êîíòðîëü;

� äèôôåðåíöèàöèÿ òåìïîâ èçó÷åíèÿ.
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Äèôôåðåíöèðîâàííûå ãðóïïû (ïî 2�5 ÷åëîâåê) ìîãóò ôîðìèðîâàòüñÿ ïî ñëåäó-
þùèì ïðèçíàêàì:

� ïî óðîâíþ ðàçâèòèÿ ìûøëåíèÿ, òâîð÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, èíòåðåñîâ;

� ïî íàëè÷èþ áàçîâîé ïîäãîòîâêè;

� ïî ñêëîííîñòÿì, èíòåðåñàì ê îïðåäåëåííîìó âèäó äåÿòåëüíîñòè, âûáîðó âèäà
äåÿòåëüíîñòè. Ãðóïïû ïî ñâîåìó õàðàêòåðó ïîäâèæíû, ó÷àùèåñÿ íà ðàçíûõ
ïðåäìåòàõ ìîãóò ðàáîòàòü â ðàçíûõ ãðóïïàõ [34, 37].

Â îñíîâå òåõíîëîãèè óðîâíåâîé äèôôåðåíöèàöèè ëåæèò ñîçäàíèå ãîìîãåííûõ
ãðóïï, îáúåäèíÿþùèõ ó÷àùèõñÿ, ðàâíûõ ïî óðîâíþ ðàçâèòèÿ, ÷òî î÷åíü âàæíî äëÿ
îáó÷åíèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé.

Öåëåâûå îðèåíòàöèè òåõíîëîãèè óðîâíåâîé äèôôåðåíöèàöèè òàêîâû:

� îáó÷åíèå êàæäîãî íà óðîâíå åãî âîçìîæíîñòåé è ñïîñîáíîñòåé;

� ïðèñïîñîáëåíèå (àäàïòàöèÿ) îáó÷åíèÿ ê îñîáåííîñòÿì ðàçëè÷íûõ ãðóïï ó÷à-
ùèõñÿ.

Í.Ï. Ãóçèê ïðåäëîæèë íà îñíîâå òàêîãî ïðèñïîñîáëåíèÿ ñòðîèòü âåñü ó÷åáíûé
ïðîöåññ. Îí ñ÷èòàåò, ÷òî äî ïîÿâëåíèÿ â êëàññå ó÷èòåëü äîëæåí ïðîâåñòè áîëüøóþ
ïðåäâàðèòåëüíóþ ðàáîòó: ïðîàíàëèçèðîâàòü ìàòåðèàë êóðñà è ñîñòàâèòü òðè òèïà
äèôôåðåíöèðîâàííûõ ïðîãðàìì ðàçíîé ñòåïåíè ñëîæíîñòè, ïðè÷åì â êàæäîé òå-
ìå ñàìîé ïðîñòîé ïðîãðàììû îòîáðàòü òîò ìèíèìóì, êîòîðûé ïîçâîëèò îáåñïå÷èòü
íåðàçðûâíóþ ëîãèêó èçëîæåíèÿ ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà. Í.Ï. Ãóçèê âûäåëèë ïÿòü òè-
ïîâ óðîêîâ è ïðåäëîæèë íà âñåõ óðîêàõ îñóùåñòâëÿòü óðîâíåâóþ äèôôåðåíöèàöèþ.
Ëèøü ïðè ïîâòîðåíèè ìàòåðèàëà îí îòêàçûâàåòñÿ îò ãîìîãåííûõ ãðóïï è äåòÿì
ïðåäîñòàâëÿåò ñâîáîäíûé âûáîð ðàçíîóðîâíåâûõ çàäàíèé [34].

Òåõíîëîãèÿ óðîâíåâîé äèôôåðåíöèàöèè ïîçâîëÿåò â óñëîâèÿõ êëàññíî-óðî÷íîé
ñèñòåìû óäåëèòü äîëæíîå âíèìàíèå èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûì äåòÿì.
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Òåõíîëîãèÿ ïðîáëåìíîãî îáó÷åíèÿ

Ïðîáëåìíîå îáó÷åíèå � îäíà èç ñàìûõ ýôôåêòèâíûõ òåõíîëîãèé îáó÷åíèÿ èí-
òåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé. Îíà áîëåå äðóãèõ ñîîòâåòñòâóåò èõ óìñòâåííûì
ïîòðåáíîñòÿì. Ðàçðàáîòêà óðîêà ïî òåõíîëîãèè ïðîáëåìíîãî îáó÷åíèÿ òðåáóåò îò
ïåäàãîãà ãëóáîêèõ çíàíèé åå òåîðåòè÷åñêèõ îñíîâ, áîëüøîãî ïåäàãîãè÷åñêîãî ìà-
ñòåðñòâà. Ðàññìîòðèì áîëåå äåòàëüíî ñóùíîñòü òåõíîëîãèè ïðîáëåìíîãî îáó÷åíèÿ.

Ïðîáëåìíîå îáó÷åíèå ýòî íå àáñîëþòíî íîâîå ïåäàãîãè÷åñêîå ÿâëåíèå, îíî èìå-
åò äîâîëüíî äðåâíþþ è áîãàòóþ èñòîðèþ. Åãî îñíîâîïîëîæíèêîì ìîæíî íàçâàòü
Ñîêðàòà (469�399 äî í.ý.), øèðîêî ïðèìåíÿâøåãî ýâðèñòè÷åñêèé ìåòîä îáó÷åíèÿ
â âèäå áåñåä, îñîáûõ âîïðîñîâ è ðàññóæäåíèé. Â òðóäàõ ó÷åíûõ, ïèñàòåëåé è ôè-
ëîñîôîâ ýïîõè Âîçðîæäåíèÿ óñìàòðèâàþòñÿ çàðîäûøè ïðîáëåìíîãî îáó÷åíèÿ. Òàê,
Æ.Æ. Ðóññî (1712�1778) ïèñàë: ¾Ïóñòü îí (ó÷àùèéñÿ) äîñòèãàåò çíàíèÿ íå ÷åðåç
âàñ (ó÷èòåëÿ), à ÷åðåç ñàìîãî ñåáÿ, ïóñòü îí íå çàó÷èâàåò íàóêó, à ïîñòèãàåò åå ñàì¿
[5, ñ. 32]. Îí ãîâîðèë î íåîáõîäèìîñòè ñàìîñòîÿòåëüíîñòè è àêòèâíîñòè ó÷àùèõñÿ â
ïðîöåññå îáó÷åíèÿ, à â êà÷åñòâå îñíîâíîé öåëè îáðàçîâàíèÿ âûäåëÿë ðàçâèòèå ñâîèõ
âîñïèòàííèêîâ.

Øâåéöàðñêèé ïåäàãîã È.Ã. Ïåñòàëîööè (1746�1827) ââåë êîíöåïöèþ ýëåìåíòàð-
íîãî îáðàçîâàíèÿ, îñíîâíûìè ïðèíöèïàìè êîòîðîãî áûëè äåÿòåëüíîñòíûé ïîäõîä ê
ïðîöåññó îáó÷åíèÿ è àêòèâíàÿ ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà ó÷àùèõñÿ â ïðîòèâîâåñ êà-
òåõèçèñíîìó (äîãìàòè÷åñêîìó) îáó÷åíèþ. Ðóññêèé ïåäàãîã Ê.Ä. Óøèíñêèé (1824�
1870) îäíîé èç îñíîâíûõ öåëåé îáðàçîâàíèÿ ñ÷èòàë ðàçâèòèå àêòèâíîé è òâîð÷åñêîé
ëè÷íîñòè ó÷àùåãîñÿ. Ïî åãî ìíåíèþ, â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ âàæíî ñîçäàòü àòìîñôåðó
òîâàðèùåñòâà, ñîòðóäíè÷åñòâà ó÷åíèêà è ïåäàãîãà, è íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì ìå-
òîäîì îáó÷åíèÿ ñ÷èòàë ìàéåâòè÷åñêèé ìåòîä Ñîêðàòà. Ê.Ä. Óøèíñêèé ïðèçûâàë
ïåðåäàâàòü ó÷åíèêó íå òîëüêî òå èëè èíûå ïîçíàíèÿ, íî è ðàçâèâàòü â íåì æåëàíèå
è ñïîñîáíîñòü ñàìîñòîÿòåëüíî, áåç ó÷èòåëÿ, ïðèîáðåòàòü íîâûå ïîçíàíèÿ [73].

Ðàçðàáîòêó êîíöåïöèè È.Ã. Ïåñòàëîööè ïðîäîëæèë íåìåöêèé ïåäàãîã À. Äèñòåð-
âåðã (1790�1866), ñôîðìóëèðîâàâ 33 çàêîíà è ïðàâèëà ðàçâèâàþùåãî îáó÷åíèÿ. Îñ-
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íîâíûìè ïðèíöèïàìè ýôôåêòèâíîãî îáó÷åíèÿ îí ñ÷èòàë, â ÷àñòíîñòè, çàèíòåðåñî-
âàííîñòü, ñàìîäåÿòåëüíîñòü è àêòèâíîñòü ó÷àùèõñÿ, ÷òî òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ â
ïðîáëåìíîì îáó÷åíèè. Èìåííî À. Äèñòåðâåðãó ïðèíàäëåæèò èçâåñòíûé àôîðèçì:
¾Ïëîõîé ó÷èòåëü ïðåïîäíîñèò èñòèíó, õîðîøèé � ó÷èò åå íàõîäèòü¿ [5, ñ. 27].

Â ÕÕ-ì âåêå ðàçâèòèå òåîðèè ïðîáëåìíîãî îáó÷åíèÿ ñâÿçàíî, â ïåðâóþ î÷åðåäü,
ñ èìåíåì àìåðèêàíñêîãî ïñèõîëîãà è ïåäàãîãà Äæ. Äüþè (1859�1952). Åãî ïåäàãî-
ãè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëó÷èëà íàçâàíèå èíñòðóìåíòàëüíîé ïåäàãîãèêè èëè ¾îáó÷åíèÿ
ïóòåì äåëàíèÿ¿ è çàêëþ÷àëàñü â òîì, ÷òî ðåáåíîê äîëæåí ïîëó÷àòü îïûò è çíà-
íèÿ â ïðîöåññå ñàìîñòîÿòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ, èçãîòîâëåíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàêåòîâ è
ñõåì, ïðîèçâîäñòâà îïûòîâ, íàõîæäåíèÿ îòâåòîâ íà ñïîðíûå âîïðîñû è òàê äàëåå.
Äæ. Äüþè äåêëàðèðîâàë âàæíîñòü ïðèìåíåíèÿ â ïåäàãîãè÷åñêîì ïðîöåññå èãðîâûõ
è ïðîáëåìíûõ ìåòîäîâ, ðàçðàáîòàë ïðèíöèïû è ìåòîäèêó ôîðìèðîâàíèÿ êðèòè÷å-
ñêîãî ìûøëåíèÿ, ñïîñîáñòâóþùåãî àêòèâíîìó è ñîçíàòåëüíîìó óñâîåíèþ ó÷åáíîãî
ìàòåðèàëà, à òàêæå ðàçðàáîòàë îñíîâíûå ïðàâèëà íîâîãî ñïåöèôè÷åñêîãî ìåòîäà
îáó÷åíèÿ, íàçâàííîãî èññëåäîâàòåëüñêèì, â êîòîðîì îáó÷åíèå âîñïðîèçâîäèò õîä
ðåàëüíûõ ñîáûòèé, èìåâøèõ ìåñòî â íàóêå è òåõíèêå [63].

Â ÑÑÑÐ èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè ïðîáëåìíîãî îáó÷åíèÿ â ïîëíîé ìåðå íà÷àëèñü
â 60-õ ãîäàõ ÕÕ-ãî âåêà. Äèäàêòû Ì.Ë. Äàíèëîâ è Â.Ï. Åñèïîâ ñôîðìóëèðîâàëè
ïðàâèëà àêòèâèçàöèè ïðîöåññà îáó÷åíèÿ, êîòîðûå îòðàæàþò ïðèíöèïû îðãàíèçàöèè
ïðîáëåìíîãî îáó÷åíèÿ:

� âåñòè ó÷àùèõñÿ ê îáîáùåíèþ, à íå äàâàòü èì ãîòîâûå îïðåäåëåíèÿ, ïîíÿòèÿ;

� ýïèçîäè÷åñêè çíàêîìèòü ó÷àùèõñÿ ñ ìåòîäàìè íàóêè;

� ðàçâèâàòü ñàìîñòîÿòåëüíîñòü èõ ìûñëè ñ ïîìîùüþ òâîð÷åñêèõ çàäàíèé.

Èäåè è ïðèíöèïû ïðîáëåìíîãî îáó÷åíèÿ ðàçðàáàòûâàëèñü ñîâåòñêèìè ïñèõîëî-
ãàìè Ñ.Ë. Ðóáèíøòåéíîì, Ä.Í. Áîãîÿâëåíñêèì, Í.À. Ìåí÷èíñêîé, À.Ì. Ìàòþøêè-
íûì, à â ïðèìåíåíèè ê øêîëüíîìó îáó÷åíèþ òàêèìè äèäàêòàìè, êàê Ì.Í. Ñêàòêèí,
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Ò.Â. Êóäðÿâöåâ, Ä.Â. Âèëüêååâ, È.ß. Ëåðíåð, Þ.Ê. Áàáàíñêèé, Ì.È. Ìàõìóòîâ. Èñ-
ñëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè âåäóòñÿ è ñåé÷àñ.

Â ïåäàãîãè÷åñêîé ëèòåðàòóðå äàþòñÿ ðàçëè÷íûå îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ ¾òåõíî-
ëîãèÿ ïðîáëåìíîãî îáó÷åíèÿ¿, â òîé èëè èíîé ìåðå îòðàæàþùèå îòíîøåíèå àâòîðà
ê ïåäàãîãè÷åñêîìó ïðîöåññó. Íàïðèìåð, È.ß. Ëåðíåð, ïîä òåõíîëîãèåé ïðîáëåìíî-
ãî îáó÷åíèÿ ïîäðàçóìåâàåò, òàêîå îáó÷åíèå, ïðè êîòîðîì ó÷àùèåñÿ ñèñòåìàòè÷åñêè
âêëþ÷àþòñÿ â ïðîöåññ ðåøåíèÿ ïðîáëåì è ïðîáëåìíûõ çàäà÷, ïîñòðîåííûõ íà ñîäåð-
æàíèè ïðîãðàììíîãî ìàòåðèàëà [52]. Â. Îêîíü ïîä òåõíîëîãèåé ïðîáëåìíîãî îáó÷å-
íèÿ ïîíèìàåò ñîâîêóïíîñòü òàêèõ äåéñòâèé, êàê îðãàíèçàöèÿ ïðîáëåìíûõ ñèòóàöèé,
ôîðìóëèðîâàíèå ïðîáëåì, îêàçàíèå ó÷àùèìñÿ íåîáõîäèìîé ïîìîùè â ðåøåíèè ïðî-
áëåì, ïðîâåðêà ýòèõ ðåøåíèé è, íàêîíåö, ðóêîâîäñòâî ïðîöåññîì ñèñòåìàòèçàöèè è
çàêðåïëåíèÿ ïðèîáðåòåííûõ çíàíèé [61]. Ä.Â. Âèëüêååâ ïîä ïðîáëåìíûì îáó÷åíèåì
ïîäðàçóìåâàåò òàêîé õàðàêòåð îáó÷åíèÿ, êîòîðûé èìååò íåêîòîðûå ÷åðòû íàó÷íîãî
ïîçíàíèÿ [16]. Ïî ìíåíèþ Ã.Ê. Ñåëåâêî, ïðîáëåìíîå îáó÷åíèå � ýòî òàêàÿ îðãàíè-
çàöèÿ ó÷åáíûõ çàíÿòèé, êîòîðàÿ ïðåäïîëàãàåò ñîçäàíèå ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðåïîäà-
âàòåëÿ ïðîáëåìíûõ ñèòóàöèé è àêòèâíóþ ñàìîñòîÿòåëüíóþ äåÿòåëüíîñòü ó÷àùèõñÿ
ïî èõ ðàçðåøåíèþ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî è ïðîèñõîäèò òâîð÷åñêîå îâëàäåíèå çíàíèÿ-
ìè, íàâûêàìè è óìåíèÿìè è ðàçâèòèå ìûñëèòåëüíûõ ñïîñîáíîñòåé. Ò.Â. Êóäðÿâöåâ
ñóòü ïðîöåññà ïðîáëåìíîãî îáó÷åíèÿ âèäèò â âûäâèæåíèè ïåðåä ó÷àùèìèñÿ äèäàê-
òè÷åñêèõ ïðîáëåì, â èõ ðåøåíèè è îâëàäåíèè ó÷àùèìèñÿ îáîáùåííûìè çíàíèÿìè è
ïðèíöèïàìè ïðîáëåìíûõ çàäà÷ [49]. Òàêîå ïîíèìàíèå èìååòñÿ è â ðàáîòàõ Þ.Ê. Áà-
áàíñêîãî [4].

Ì.È. Ìàõìóòîâ ñ÷èòàåò, ÷òî ¾ïðîáëåìíîå îáó÷åíèå � ýòî òèï ðàçâèâàþùåãî îáó-
÷åíèÿ, â êîòîðîì ñî÷åòàþòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêàÿ ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ïîèñêîâàÿ äåÿòåëü-
íîñòü ó÷àùèõñÿ ñ óñâîåíèåì èìè ãîòîâûõ âûâîäîâ íàóêè, à ñèñòåìà ìåòîäîâ ïî-
ñòðîåíà ñ ó÷åòîì öåëåïîëàãàíèÿ è ïðèíöèïà ïðîáëåìíîñòè; ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ
ïðåïîäàâàíèÿ è ó÷åíèÿ îðèåíòèðîâàí íà ôîðìèðîâàíèå ïîçíàâàòåëüíîé ñàìîñòî-
ÿòåëüíîñòè ó÷àùèõñÿ, óñòîé÷èâîñòè ìîòèâîâ ó÷åíèÿ è ìûñëèòåëüíûõ (âêëþ÷àÿ è
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òâîð÷åñêèå) ñïîñîáíîñòåé â õîäå óñâîåíèÿ èìè íàó÷íûõ ïîíÿòèé è ñïîñîáîâ äåÿ-
òåëüíîñòè, äåòåðìèíèðîâàííûõ ñèñòåìîé ïðîáëåìíûõ ñèòóàöèé¿ [55].

Â íàøåì èññëåäîâàíèè ïîä ïðîáëåìíûì îáó÷åíèåì áóäåì ïîíèìàòü òàêîé òèï
ðàçâèâàþùåãî îáó÷åíèÿ, ñîäåðæàíèå êîòîðîãî ïðåäñòàâëåíî ñèñòåìîé ïðîáëåìíûõ
çàäà÷ ðàçëè÷íîãî óðîâíÿ ñëîæíîñòè, â ïðîöåññå ðåøåíèÿ êîòîðûõ ó÷àùèåñÿ îâëà-
äåâàþò íîâûìè çíàíèÿìè è ñïîñîáàìè äåéñòâèÿ, ÷òî ñïîñîáñòâóåò ôîðìèðîâàíèþ:
ïðîäóêòèâíîãî ìûøëåíèÿ, âîîáðàæåíèÿ, ïîçíàâàòåëüíîé àêòèâíîñòè, ìîòèâàöèè äå-
ÿòåëüíîñòè.

Êàæäîå èç ïðèâåäåííûõ îïðåäåëåíèé ðàñêðûâàåò îäíó èç ñòîðîí ïðîáëåìíîãî
îáó÷åíèÿ, à â ñóììå ïîä÷¼ðêèâàþòñÿ ãëàâíûå ïðèçíàêè, êîòîðûå ëåæàò â îñíîâå
ìîäåëèðîâàíèÿ óðîêîâ â ðåæèìå òåõíîëîãèè ïðîáëåìíîãî îáó÷åíèÿ:

1) ñîçäàíèå ïðîáëåìíûõ ñèòóàöèé;

2) îáó÷åíèå ó÷àùèõñÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ïðîáëåì;

3) ñî÷åòàíèå ïîèñêîâîé äåÿòåëüíîñòè è óñâîåíèÿ çíàíèé â ãîòîâîì âèäå [56].

Ïðîáëåìíîå îáó÷åíèå îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòè òâîð÷åñêîãî ó÷àñòèÿ îáó÷àå-
ìûõ â ïðîöåññå îñâîåíèÿ íîâûõ çíàíèé, ôîðìèðîâàíèå ïîçíàâàòåëüíûõ èíòåðåñîâ
è òâîð÷åñêîãî ìûøëåíèÿ, âûñîêóþ ñòåïåíü îðãàíè÷íîãî óñâîåíèÿ çíàíèé è ìîòè-
âàöèè ó÷àùèõñÿ. Ôàêòè÷åñêè îñíîâîé äëÿ ýòîãî ÿâëÿåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå ðåàëüíîãî
òâîð÷åñêîãî ïðîöåññà çà ñ÷åò ñîçäàíèÿ ïðîáëåìíîé ñèòóàöèè è óïðàâëåíèÿ ïîèñêîì
ðåøåíèÿ ïðîáëåìû. Ïðè ýòîì îñîçíàíèå, ïðèíÿòèå è ðàçðåøåíèå ýòèõ ïðîáëåìíûõ
ñèòóàöèé ïðîèñõîäèò ïðè îïòèìàëüíîé ñàìîñòîÿòåëüíîñòè ó÷àùèõñÿ, íî ïîä îáùèì
íàïðàâëÿþùèì ðóêîâîäñòâîì ïåäàãîãà â õîäå ñîâìåñòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Öåëü ïðîáëåìíîãî îáó÷åíèÿ: óñâîåíèå íå òîëüêî ðåçóëüòàòîâ íàó÷íîãî ïîçíàíèÿ,
íî è ñàìîãî ïóòè, ïðîöåññà ïîëó÷åíèÿ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ; îíà âêëþ÷àåò è ôîðìèðîâà-
íèå ïîçíàâàòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè ó÷åíèêà, è ðàçâèòèå åãî òâîð÷åñêèõ ñïîñîáíîñòåé
(ïîìèìî îâëàäåíèÿ ñèñòåìîé çíàíèé, óìåíèé è íàâûêîâ). Â ïðîáëåìíîì îáó÷åíèè
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àêöåíò äåëàåòñÿ íà ðàçâèòèå ìûøëåíèÿ. Â îñíîâå îðãàíèçàöèè ïðîöåññà ïðîáëåìíîãî
îáó÷åíèÿ ëåæèò ïðèíöèï ïîèñêîâîé ó÷åáíî-ïîçíàâàòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè ó÷àùåãîñÿ
(îñíîâàííîé íà çàêîíîìåðíîñòè ïðîáëåìíîñòè óñâîåíèÿ çíàíèé), òî åñòü îòêðûòèÿ
èì âûâîäîâ íàóêè, ñïîñîáîâ äåéñòâèÿ, ¾èçîáðåòåíèÿ¿ íîâûõ ïðåäìåòîâ èëè ñïîñîáîâ
ïðèëîæåíèÿ çíàíèé ê ïðàêòèêå [49].

Â ïðîáëåìíîì îáó÷åíèè íåñêîëüêî èçìåíÿåòñÿ èåðàðõèÿ îáðàçîâàòåëüíûõ öåëåé:

1) ðàçâèòèå èíòåëëåêòà, ïîçíàâàòåëüíîé ñàìîñòîÿòåëüíîñòè è òâîð÷åñêèõ ñïîñîá-
íîñòåé ó÷àùèõñÿ;

2) óñâîåíèå ó÷àùèìèñÿ ñèñòåìû çíàíèé è ñïîñîáîâ óìñòâåííîé ïðàêòè÷åñêîé äå-
ÿòåëüíîñòè;

3) ôîðìèðîâàíèå âñåñòîðîííå ðàçâèòîé ëè÷íîñòè [4].

Ïðîáëåìíîìó îáðàçîâàíèþ ïðèïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèå ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè:

� âîñïèòàíèå íàâûêîâ òâîð÷åñêîãî óñâîåíèÿ çíàíèé (ïðèìåíåíèå îòäåëüíûõ ëî-
ãè÷åñêèõ ïðèåìîâ è ñïîñîáîâ òâîð÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè);

� âîñïèòàíèå íàâûêîâ òâîð÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ çíàíèé (ïðèìåíåíèå óñâîåííûõ
çíàíèé â íîâîé ñèòóàöèè) è óìåíèå ðåøàòü ó÷åáíûå ïðîáëåìû;

� ôîðìèðîâàíèå è íàêîïëåíèå îïûòà òâîð÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè (îâëàäåíèå ìåòî-
äàìè íàó÷íîãî èññëåäîâàíèÿ è òâîð÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ äåéñòâèòåëüíîñòè);

� ôîðìèðîâàíèå ìîòèâîâ îáó÷åíèÿ, ñîöèàëüíûõ, íðàâñòâåííûõ è ïîçíàâàòåëü-
íûõ ïîòðåáíîñòåé [54].

Ïðè ïðîáëåìíîì îáó÷åíèè ñóùåñòâåííî óñèëèâàåòñÿ ðîëü ñàìîñòîÿòåëüíîãî îáðà-
çîâàíèÿ, èíèöèàòèâíîñòü. Ãðóïïîâàÿ îðãàíèçàöèÿ ðàáîòû ó÷àùèõñÿ â ïðîöåññå ïðî-
áëåìíîãî îáó÷åíèÿ ïðèâîäèò ê óêðåïëåíèþ ìåæëè÷íîñòíûõ îòíîøåíèé, ó÷àùèåñÿ
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ïîëó÷àþò íàâûêè êîëëåãèàëüíîãî ðåøåíèÿ ðàáî÷èõ ïðîáëåì. Ó êàæäîãî èç íèõ åñòü
âîçìîæíîñòü ñàìîðåàëèçàöèè â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ. Ïîñòîÿííàÿ ïîñòàíîâêà è ðåøå-
íèå ïðîáëåìíûõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ïðèåìëåìûìè äëÿ ïîääåðæàíèÿ íåîñëà-
áåâàþùåãî èíòåðåñà è àêòèâíîñòè èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ ó÷àùèõñÿ.

Îñíîâíûìè äîñòîèíñòâàìè ïðîáëåìíîãî îáó÷åíèÿ, ïî íàøåìó ìíåíèþ, ÿâëÿþò-
ñÿ:

1) ñïåöèôè÷åñêàÿ èíòåëëåêòóàëüíàÿ äåÿòåëüíîñòü ó÷àùåãîñÿ ïî ñàìîñòîÿòåëüíî-
ìó óñâîåíèþ íîâûõ ïîíÿòèé ïóòåì ðåøåíèÿ ó÷åáíûõ ïðîáëåì, êîòîðàÿ îáåñïå-
÷èâàåò ñîçíàòåëüíîñòü, ãëóáèíó è ïðî÷íîñòü çíàíèé;

2) àêòèâíîå ðàçâèòèå â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ âñåõ âèäîâ ìûøëåíèÿ (äèâåðãåíòíîãî,
êîíâåðãåíòíîãî, îöåíî÷íîãî, êðèòè÷åñêîãî).

3) ðåàëèçàöèÿ äèäàêòè÷åñêîãî ïðèíöèïà ñâÿçè îáó÷åíèÿ ñ æèçíüþ (âàæíåéøåå
ñðåäñòâî ñîçäàíèÿ ïðîáëåìíûõ ñèòóàöèé è êðèòåðèé îöåíêè ïðàâèëüíîñòè ðå-
øåíèÿ ó÷åáíûõ ïðîáëåì);

4) âîçìîæíîñòü ñî÷åòàíèÿ ðàçíîîáðàçíûõ òèïîâ è âèäîâ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû
ó÷àùèõñÿ, òðåáóþùèõ êàê àêòóàëèçàöèè ðàíåå ïðèîáðåòåííûõ, òàê è óñâîåíèÿ
íîâûõ çíàíèé è ñïîñîáîâ äåÿòåëüíîñòè;

5) âîçìîæíîñòü îñóùåñòâëåíèÿ èíäèâèäóàëüíîãî ïîäõîäà ê êàæäîìó â îáó÷åíèè
(ó÷àùèåñÿ âûäâèãàþò ðàçíîîáðàçíûå ãèïîòåçû è èùóò ïóòè èõ äîêàçàòåëü-
ñòâà);

6) äèíàìè÷íîñòü (îäíà ñèòóàöèÿ ïåðåõîäèò â äðóãóþ åñòåñòâåííûì ïóòåì íà îñíî-
âå äèàëåêòè÷åñêîãî çàêîíà âçàèìîñâÿçè è âçàèìîîáóñëîâëåííîñòè âñåõ âåùåé
è ÿâëåíèé ìàòåðèàëüíîãî ìèðà);
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7) ýìîöèîíàëüíàÿ àêòèâíîñòü ó÷àùèõñÿ (ïðîáëåìíàÿ ñèòóàöèÿ ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íè-
êîì åå âîçáóæäåíèÿ, äåòåðìèíèðóåò àêòèâíîñòü ìûñëèòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè);

8) ïðîáëåìíîå îáó÷åíèå îáåñïå÷èâàåò íîâîå ñîîòíîøåíèå èíäóêöèè è äåäóêöèè
(óñèëåíèå çíà÷åíèÿ âòîðîãî ïóòè ïîçíàíèÿ) è íîâîå ñîîòíîøåíèå ðåïðîäóê-
òèâíîãî è ïðîäóêòèâíîãî, â òîì ÷èñëå òâîð÷åñêîãî, óñâîåíèÿ çíàíèé, ïîâûøàÿ
ðîëü èìåííî òâîð÷åñêîé ïîçíàâàòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè ó÷àùèõñÿ.

Â ïåäàãîãè÷åñêîé ëèòåðàòóðå âûäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèå âèäû ïðîáëåìíîãî îáó÷å-
íèÿ:

1. Ïðîáëåìíîå èçëîæåíèå çíàíèé. Ïðè òàêîì èçëîæåíèè ó÷èòåëü íå òîëüêî ñî-
îáùàåò ó÷àùèìñÿ òå èëè èíûå ïîëîæåíèÿ, íî, ¾ðàññóæäàÿ âñëóõ¿, ñòàâèò ïðî-
áëåìó è ïîêàçûâàåò ïðîöåññ å¼ ðåøåíèÿ. Òàêîå îáúÿñíåíèå ó÷èòåëÿ, ÿâëÿÿñü
áîëåå äîêàçàòåëüíûì, ó÷èò äåòåé ìûñëèòü, âåñòè ïîçíàâàòåëüíûé ïîèñê.

2. Ïðèâëå÷åíèå ó÷àùèõñÿ ê ïîèñêó íà îòäåëüíûõ ýòàïàõ èçëîæåíèÿ çíàíèé. Â
ýòîì ñëó÷àå ó÷èòåëü âûäâèãàåò ïåðåä ó÷àùèìèñÿ ïðîáëåìó, ñàì èçëàãàåò ó÷åá-
íûé ìàòåðèàë, íî â õîäå èçëîæåíèÿ ôîðìóëèðóåò âîïðîñû, êîòîðûå òðåáóþò
îò íèõ âêëþ÷åííîñòè â ïðîöåññ ïîèñêà è ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ òîé èëè
èíîé ïîçíàâàòåëüíîé çàäà÷è.

3. Èññëåäîâàòåëüñêèé ìåòîä îáó÷åíèÿ. Ïðè ðàáîòå ýòèì ìåòîäîì, îñîçíàâ ïî-
ñòàâëåííóþ ïðîáëåìó, ó÷àùèåñÿ ñàìè íàìå÷àþò ïëàí ïîèñêà, ñòðîÿò ïðåäïî-
ëîæåíèÿ, îáäóìûâàþò ñïîñîá èõ ïðîâåðêè, ïðîâîäÿò íàáëþäåíèÿ, îïûòû, ôèê-
ñèðóþò ôàêòû, ñðàâíèâàþò, êëàññèôèöèðóþò, îáîáùàþò, äîêàçûâàþò, äåëàþò
âûâîäû [4, 49, 53].

Ì.È. Ìàõìóòîâ êëàññèôèöèðóåò âèäû ïðîáëåìíîãî îáó÷åíèÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:
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1) íàó÷íîå òâîð÷åñòâî (òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå, òî åñòü ïîèñê è îòêðûòèå
ó÷àùèìèñÿ íîâîãî ïðàâèëà, çàêîíà, òåîðåìû è ò. ä.). Â îñíîâå ýòîãî âèäà ïðî-
áëåìíîãî îáó÷åíèÿ ëåæèò ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå òåîðåòè÷åñêèõ ó÷åáíûõ ïðî-
áëåì;

2) ïðàêòè÷åñêîå òâîð÷åñòâî (ïîèñê ïðàêòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, òî åñòü ïîèñê ñïîñî-
áà ïðèìåíåíèÿ èçâåñòíîãî çíàíèÿ â íîâîé ñèòóàöèè, êîíñòðóèðîâàíèå, èçîáðå-
òåíèå). Â îñíîâå ýòîãî âèäà ïðîáëåìíîãî îáó÷åíèÿ ëåæèò ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå
ïðàêòè÷åñêèõ ó÷åáíûõ ïðîáëåì;

3) õóäîæåñòâåííîå òâîð÷åñòâî (õóäîæåñòâåííîå îòîáðàæåíèå äåéñòâèòåëüíîñòè
íà îñíîâå òâîð÷åñêîãî âîîáðàæåíèÿ, âêëþ÷àþùåå â ñåáÿ ëèòåðàòóðíûå ñî÷è-
íåíèÿ, ðèñîâàíèå, íàïèñàíèå ìóçûêàëüíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, èãðó è ò. ï.) [55].

Êàæäûé âèä ïðîáëåìíîãî îáó÷åíèÿ èìååò ñëîæíóþ ñòðóêòóðó, äàþùóþ â çàâè-
ñèìîñòè îò ìíîæåñòâà ôàêòîðîâ ðàçëè÷íóþ ðåçóëüòàòèâíîñòü îáó÷åíèÿ. Êàæäûé èç
ïåðå÷èñëåííûõ âèäîâ ïðîáëåìíîãî îáó÷åíèÿ ìîæåò ïðîòåêàòü ñ ðàçëè÷íîé ñòåïåíüþ
ïîçíàâàòåëüíîé àêòèâíîñòè ó÷àùåãîñÿ. Ì.È. Ìàõìóòîâ â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà
âçàèìîäåéñòâèÿ ó÷èòåëÿ è ó÷àùèõñÿ óñëîâíî âûäåëÿåò ÷åòûðå óðîâíÿ ïðîáëåìíîãî
îáó÷åíèÿ:

� óðîâåíü íåñàìîñòîÿòåëüíîé àêòèâíîñòè (âîñïðèÿòèå ó÷àùèìèñÿ îáúÿñíåíèÿ
ó÷èòåëÿ, óñâîåíèå îáðàçöà óìñòâåííîãî äåéñòâèÿ â óñëîâèÿõ

� óðîâåíü ïîëóñàìîñòîÿòåëüíîé àêòèâíîñòè (ïðèìåíåíèå ïðåæíèõ çíàíèé â
íîâîé ñèòóàöèè è ó÷àñòèå øêîëüíèêîâ â ïîèñêå ñïîñîáà ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé
ó÷èòåëåì ïðîáëåìû);

� óðîâåíü ñàìîñòîÿòåëüíîé àêòèâíîñòè (âûïîëíåíèå ðàáîòû ðåïðîäóêòèâíî-
ïîèñêîâîãî òèïà; ó÷àùèéñÿ ñàì ïðèìåíÿåò ïðåæíèå çíàíèÿ â íîâîé ñèòóàöèè,
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êîíñòðóèðóåò, ðåøàåò çàäà÷è ñðåäíåãî óðîâíÿ ñëîæíîñòè, äîêàçûâàåò ãèïîòåçû
ñ íåçíà÷èòåëüíîé ïîìîùüþ ó÷èòåëÿ);

� óðîâåíü òâîð÷åñêîé àêòèâíîñòè (âûïîëíåíèå ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû, òðå-
áóþùåé òâîð÷åñêîãî âîîáðàæåíèÿ, ëîãè÷åñêîãî àíàëèçà è äîãàäêè, îòêðûòèÿ
íîâîãî ñïîñîáà ðåøåíèÿ ó÷åáíîé ïðîáëåìû, ñàìîñòîÿòåëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà;
ñàìîñòîÿòåëüíûå âûâîäû è îáîáùåíèÿ, èçîáðåòåíèÿ) [56].

Êàæäûé óðîâåíü ïðîáëåìíîãî îáó÷åíèÿ ìîæåò èìåòü ðàçëè÷íûå âàðèàíòû îðãà-
íèçàöèè, â çàâèñèìîñòè îò ðàçíûõ ôàêòîðîâ ïñèõîëîãî-ïåäàãîãè÷åñêîãî õàðàêòåðà.
Ïåðåâîä ó÷àùèõñÿ ñ ïåðâîãî íà áîëåå âûñîêèé óðîâåíü ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïðî-
áëåìíîãî îáó÷åíèÿ è îäíîâðåìåííî ïðîöåññîì óïðàâëåíèÿ èõ ó÷åáíî-ïîçíàâàòåëüíîé
äåÿòåëüíîñòüþ. Ýòè ïîêàçàòåëè õàðàêòåðèçóþò óðîâåíü èíòåëëåêòóàëüíîãî ðàçâè-
òèÿ ó÷àùèõñÿ è ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ ó÷èòåëåì êàê âèäèìûå ïîêàçàòåëè ïðîäâèæåíèÿ
ó÷àùåãîñÿ â ó÷åáíîì ðàçâèòèè, â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ñîäåðæàíèÿ îáðàòíîé èíôîð-
ìàöèè.

Àíàëèç ïñèõîëîãî-ïåäàãîãè÷åñêîé ëèòåðàòóðû ïî âîïðîñàì ïðîáëåìíîãî îáó÷å-
íèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîáëåìíûì ýòî îáó÷åíèå íàçûâàåòñÿ íå ïîòîìó, ÷òî âåñü ó÷åá-
íûé ìàòåðèàë ó÷àùèåñÿ óñâàèâàþò òîëüêî ïóòåì ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ ïðî-
áëåì è ¾îòêðûòèÿ¿ íîâûõ ïîíÿòèé. Çäåñü ïðèñóòñòâóþò è îáúÿñíåíèÿ ó÷èòåëÿ, è
ðåïðîäóêòèâíàÿ äåÿòåëüíîñòü ó÷àùèõñÿ, è ïîñòàíîâêà çàäà÷, è âûïîëíåíèå ó÷àùè-
ìèñÿ óïðàæíåíèé. Íî îðãàíèçàöèÿ ó÷åáíîãî ïðîöåññà áàçèðóåòñÿ íà ïðèíöèïå ïðî-
áëåìíîñòè, à ñèñòåìàòè÷åñêîå ðåøåíèå ó÷åáíûõ ïðîáëåì � õàðàêòåðíûé ïðèçíàê
ýòîãî òèïà îáó÷åíèÿ. Ïðèíöèï ïðîáëåìíîñòè, ðåàëèçóåòñÿ ÷åðåç ðàçëè÷íûå òèïû
ó÷åáíûõ ïðîáëåì è ÷åðåç ñî÷åòàíèå ðåïðîäóêòèâíîé, ïðîäóêòèâíîé è òâîð÷åñêîé
äåÿòåëüíîñòè ó÷àùåãîñÿ.

Ïðîáëåìíàÿ ñèòóàöèÿ è ó÷åáíàÿ ïðîáëåìà ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè ïîíÿòèÿìè ïðî-
áëåìíîãî îáó÷åíèÿ, êîòîðîå ðàññìàòðèâàåòñÿ íå êàê ìåõàíè÷åñêîå ñëîæåíèå äåÿòåëü-
íîñòè ïðåïîäàâàíèÿ è ó÷åíèÿ, à êàê äèàëåêòè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå è âçàèìîñâÿçü
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ýòèõ äâóõ âèäîâ äåÿòåëüíîñòè.
Ïðîáëåìíîå ïðåïîäàâàíèå îïðåäåëÿåòñÿ êàê äåÿòåëüíîñòü ó÷èòåëÿ ïî ñîçäàíèþ

ñèñòåìû ïðîáëåìíûõ ñèòóàöèé, èçëîæåíèþ ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà ñ åãî (ïîëíûì èëè
÷àñòè÷íûì) îáúÿñíåíèåì è óïðàâëåíèþ äåÿòåëüíîñòüþ ó÷àùèõñÿ, íàïðàâëåííîé íà
îñâîåíèå íîâûõ çíàíèé (êàê òðàäèöèîííûì ïóòåì, òàê è ïóòåì ñàìîñòîÿòåëüíîé
ïîäãîòîâêè ó÷åáíûõ ïðîáëåì è èõ ðåøåíèÿ).

Ïðîáëåìíîå ó÷åíèå � ýòî ó÷åáíî-ïîçíàâàòåëüíàÿ äåÿòåëüíîñòü ó÷àùèõñÿ ïî óñâî-
åíèþ çíàíèé è ñïîñîáîâ äåÿòåëüíîñòè ïóòåì âîñïðèÿòèÿ îáúÿñíåíèé ó÷èòåëÿ â óñëî-
âèÿõ ïðîáëåìíîé ñèòóàöèè, ñàìîñòîÿòåëüíîãî (èëè ñ ïîìîùüþ ó÷èòåëÿ) àíàëèçà ïðî-
áëåìíûõ ñèòóàöèé, ôîðìóëèðîâêè ïðîáëåì è èõ ðåøåíèÿ ïîñðåäñòâîì âûäâèæåíèÿ
ïðåäïîëîæåíèé (ãèïîòåç), èõ îáîñíîâàíèÿ è äîêàçàòåëüñòâà, à òàêæå ïóòåì ïðîâåðêè
ïðàâèëüíîñòè ðåøåíèÿ.

Íåçàâèñèìî âûáîðà ìåòîäà èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà è îðãàíèçàöèè ó÷åáíîãî ïðî-
öåññà, â îñíîâå (ïðè ïðîáëåìíîì îáó÷åíèè) ëåæèò ïîñëåäîâàòåëüíîå è öåëåíàïðàâ-
ëåííîå ñîçäàíèå ïðîáëåìíûõ ñèòóàöèé, ìîáèëèçóþùèõ âíèìàíèå è àêòèâíîñòü ó÷à-
ùèõñÿ. Ôîðìû ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîáëåìíûõ ñèòóàöèé: ó÷åáíûå çàäà÷è è âîïðîñû.
Âìåñòå ñ òåì, åñëè â òðàäèöèîííîì îáó÷åíèè ýòè ñðåäñòâà ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ çàêðåï-
ëåíèÿ ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà è ïðèîáðåòåíèÿ íàâûêîâ, òî â ïðîáëåìíîì îáó÷åíèè îíè
ñëóæàò ïðåäïîñûëêîé äëÿ ïîçíàíèÿ. Çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ ïðîáëåìíîé, åñëè îíà íîñèò
ïîçíàâàòåëüíûé, à íå çàêðåïëÿþùèé, òðåíèðîâî÷íûé õàðàêòåð.

Ì.È. Ìàõìóòîâ îïðåäåëÿåò ïðîáëåìíóþ ñèòóàöèþ êàê èíòåëëåêòóàëüíîå çàòðóä-
íåíèå ÷åëîâåêà, âîçíèêàþùåå â ñëó÷àå, êîãäà îí íå çíàåò, êàê îáúÿñíèòü âîçíèêøåå
ÿâëåíèå, ôàêò, ïðîöåññ äåéñòâèòåëüíîñòè, íå ìîæåò äîñòè÷ü öåëè èçâåñòíûì åìó
ñïîñîáîì, ÷òî ïîáóæäàåò ÷åëîâåêà èñêàòü íîâûé ñïîñîá îáúÿñíåíèÿ èëè íîâûé ñïî-
ñîá äåéñòâèÿ [56].

Ïðîáëåìíîé ìû áóäåì íàçâàòü ñèòóàöèþ, â êîòîðîé ó÷àùèéñÿ íå ìîæåò îáúÿñ-
íèòü äëÿ ñåáÿ îáúåêòèâíî âîçíèêøåå ïðîòèâîðå÷èå, íå ìîæåò äàòü îòâåò íà îáú-
åêòèâíî âîçíèêøèé âîïðîñ, ïîñêîëüêó íè èìåþùèåñÿ çíàíèÿ, íè ñîäåðæàùàÿñÿ â
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ïðîáëåìíîé ñèòóàöèè èíôîðìàöèÿ íå ñîäåðæàò íà íèõ îòâåò è íå ñîäåðæàò ìåòîä
åãî íàõîæäåíèÿ.

Ïðîáëåìíûå ñèòóàöèè ïîäðàçäåëÿþòñÿ ïî íåñêîëüêèì îñíîâàíèÿì: ïî îáëàñòè
íàó÷íûõ çíàíèé èëè ó÷åáíîé äèñöèïëèíå (ôèçèêå, ìàòåìàòèêå è ò. ï.); ïî íàïðàâëåí-
íîñòè íà ïîèñê íåäîñòàþùåãî íîâîãî (íîâûõ çíàíèé, ñïîñîáîâ äåéñòâèÿ, âûÿâëåíèÿ
âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ èçâåñòíûõ çíàíèé è ñïîñîáîâ â íîâûõ óñëîâèÿõ); ïî óðîâ-
íþ ïðîáëåìíîñòè (î÷åíü îñòðûå ïðîòèâîðå÷èÿ, ñðåäíåé îñòðîòû, ñëàáî èëè íåÿâíî
âûðàæåííûå ïðîòèâîðå÷èÿ); ïî òèïó è õàðàêòåðó ñîäåðæàòåëüíîé ñòîðîíû ïðîòè-
âîðå÷èé (íàïðèìåð, ìåæäó æèòåéñêèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè è íàó÷íûìè çíàíèÿìè,
íåîæèäàííûì ôàêòîì è íåóìåíèåì åãî îáúÿñíèòü è ò. ï.). Äèäàêòè÷åñêè è ìåòî-
äè÷åñêè îñíîâàííûå ñïîñîáû ñîçäàíèÿ ïðîáëåìíûõ ñèòóàöèé ìîãóò áûòü íàéäåíû
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ó÷èòåëþ èçâåñòíû îáùèå çàêîíîìåðíîñòè èõ âîçíèêíîâå-
íèÿ.

Â ëèòåðàòóðå ïî ïðîáëåìíîìó îáó÷åíèþ âñòðå÷àþòñÿ ïîïûòêè ñôîðìóëèðîâàòü
ýòè çàêîíîìåðíîñòè â âèäå òèïîâ ïðîáëåìíûõ ñèòóàöèé:

1. Ïðîáëåìíàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò ïðè óñëîâèè, åñëè ó÷àùèéñÿ íå çíàåò ñïîñîá
ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, íå ìîæåò îòâåòèòü íà ïðîáëåìíûé âîïðîñ, äàòü
îáúÿñíåíèå íîâîìó ôàêòó â ó÷åáíîé èëè æèçíåííîé ñèòóàöèè, òî åñòü â ñëó÷àå
îñîçíàíèÿ ó÷àùèìñÿ íåäîñòàòî÷íîñòè ïðåæíèõ çíàíèé äëÿ îáúÿñíåíèÿ íîâîãî
ôàêòà.

2. Ïðîáëåìíàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò ïðè ñòîëêíîâåíèè ó÷àùèõñÿ ñ íåîáõîäèìîñòüþ
èñïîëüçîâàòü ðàíåå óñâîåííûå çíàíèÿ â íîâûõ ïðàêòè÷åñêèõ óñëîâèÿõ.

3. Ïðîáëåìíàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò â òîì ñëó÷àå, åñëè èìååòñÿ ïðîòèâîðå÷èå ìåæ-
äó òåîðåòè÷åñêè âîçìîæíûì ïóòåì ðåøåíèÿ çàäà÷è è ïðàêòè÷åñêîé íåîñóùå-
ñòâèìîñòüþ èçáðàííîãî ñïîñîáà.

4. Ïðîáëåìíàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò òîãäà, êîãäà èìååòñÿ ïðîòèâîðå÷èå ìåæäó
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ïðàêòè÷åñêè äîñòèãíóòûì ðåçóëüòàòîì âûïîëíåíèÿ ó÷åáíîãî çàäàíèÿ è îòñóò-
ñòâèåì ó ó÷àùèõñÿ çíàíèé äëÿ åãî òåîðåòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ [4, 53].

Ñîçäàíèå ïðîáëåìíûõ ñèòóàöèé â ó÷åáíîì ïðîöåññå ïðåñëåäóåò ñëåäóþùèå äè-
äàêòè÷åñêèå öåëè:

� ïðèâëå÷ü âíèìàíèå ó÷àùåãîñÿ ê âîïðîñó, çàäà÷å, ó÷åáíîìó ìàòåðèàëó, âîçáó-
äèòü ó íåãî ïîçíàâàòåëüíûé èíòåðåñ è äðóãèå ìîòèâû äåÿòåëüíîñòè;

� ïðèâëå÷ü âíèìàíèå ó÷àùåãîñÿ ê âîïðîñó, çàäà÷å, ó÷åáíîìó ìàòåðèàëó, âîçáó-
äèòü ó íåãî ïîçíàâàòåëüíûé èíòåðåñ è äðóãèå ìîòèâû äåÿòåëüíîñòè;

� ïîñòàâèòü åãî ïåðåä òàêèì ïîçíàâàòåëüíûì çàòðóäíåíèåì, ïðîäîëæåíèå êîòî-
ðîãî àêòèâèçèðîâàëî áû ìûñëèòåëüíóþ äåÿòåëüíîñòü;

� ïîìî÷ü åìó îïðåäåëèòü â ïîçíàâàòåëüíîé çàäà÷å, âîïðîñå, çàäàíèè îñíîâíóþ
ïðîáëåìó è íàìåòèòü ïëàí ïîèñêà ïóòåé âûõîäà èç âîçíèêøåãî çàòðóäíåíèÿ;
ïîáóäèòü ó÷àùåãîñÿ ê àêòèâíîé ïîèñêîâîé äåÿòåëüíîñòè;

� ïîìî÷ü åìó îïðåäåëèòü ãðàíèöû àêòóàëèçèðóåìûõ ðàíåå óñâîåííûõ çíàíèé è
óêàçàòü íàïðàâëåíèå ïîèñêà íàèáîëåå ðàöèîíàëüíîãî ïóòè âûõîäà èç ñèòóàöèè
çàòðóäíåíèÿ [56].

Äæîí Äüþè ïðåäëàãàë ñëåäóþùèå ñïîñîáû ñîçäàíèÿ ïðîáëåìíûõ ñèòóàöèé: ïîä-
âåäåíèå äåòåé ê ïðîòèâîðå÷èþ è ïðåäëîæåíèå èì ñàìèì íàéòè ðåøåíèå; ñòîëêíîâå-
íèå ïðîòèâîðå÷èé ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè; èçëîæåíèå ðàçëè÷íûõ òî÷åê çðåíèÿ
íà îäèí è òîò æå âîïðîñ; ïðåäëîæåíèå ðàññìîòðåòü ÿâëåíèå ñ ðàçëè÷íûõ ïîçèöèé;
ïîáóæäåíèå äåëàòü ñðàâíåíèÿ, îáîáùåíèÿ, âûâîäû [5]. Â ñîâðåìåííîé òåîðèè ïðî-
áëåìíîãî îáó÷åíèÿ âûäåëÿåòñÿ äåñÿòü äèäàêòè÷åñêèõ ñïîñîáîâ ñîçäàíèÿ ïðîáëåì-
íûõ ñèòóàöèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü âçÿòû ïåäàãîãàìè çà îñíîâó:
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1. Ïîáóæäåíèå ó÷àùèõñÿ ê òåîðåòè÷åñêîìó îáúÿñíåíèþ ÿâëåíèé, ôàêòîâ, âíåø-
íåãî íåñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó íèìè.

2. Èñïîëüçîâàíèå ó÷åáíûõ è æèçíåííûõ ñèòóàöèé, âîçíèêàþùèõ ïðè âûïîëíåíèè
ó÷àùèìèñÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäàíèé â øêîëå, äîìà èëè íà ïðîèçâîäñòâå, â õîäå
íàáëþäåíèé çà ïðèðîäîé è ò. ä. Ïðîáëåìíûå ñèòóàöèè â ýòîì ñëó÷àå âîçíè-
êàþò ïðè ïîïûòêå ñàìîñòîÿòåëüíî äîñòè÷ü ïîñòàâëåííîé ïðàêòè÷åñêîé öåëè.
Îáû÷íî ó÷àùèåñÿ â èòîãå àíàëèçà ñèòóàöèè ñàìè ôîðìóëèðóþò ïðîáëåìó.

3. Ïîñòàíîâêà ó÷åáíûõ ïðîáëåìíûõ çàäàíèé íà îáúÿñíåíèå ÿâëåíèÿ èëè ïîèñê
ïóòåé åãî ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ. Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü ëþáàÿ èñ-
ñëåäîâàòåëüñêàÿ ðàáîòà ó÷àùèõñÿ íà ó÷åáíî-îïûòíîì ó÷àñòêå, â ìàñòåðñêîé,
ëàáîðàòîðèè èëè ó÷åáíîì êàáèíåòå, à òàêæå íà óðîêàõ ïî ãóìàíèòàðíûì ïðåä-
ìåòàì.

4. Ïîáóæäåíèå ó÷àùåãîñÿ ê àíàëèçó ôàêòîâ è ÿâëåíèé äåéñòâèòåëüíîñòè, ïîðîæ-
äàþùåìó ïðîòèâîðå÷èÿ ìåæäó æèòåéñêèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè è íàó÷íûìè ïî-
íÿòèÿìè îá ýòèõ ôàêòàõ.

5. Âûäâèæåíèå ïðåäïîëîæåíèé (ãèïîòåç), ôîðìóëèðîâêà âûâîäîâ è èõ îïûòíàÿ
ïðîâåðêà.

6. Ïîáóæäåíèå ó÷àùèõñÿ ê ñðàâíåíèþ, ñîïîñòàâëåíèþ ôàêòîâ, ÿâëåíèé, ïðàâèë,
äåéñòâèé, â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ âîçíèêàåò ïðîáëåìíàÿ ñèòóàöèÿ.

7. Ïîáóæäåíèå ó÷àùèõñÿ ê ïðåäâàðèòåëüíîìó îáîáùåíèþ íîâûõ ôàêòîâ. Ó÷àùè-
åñÿ ïîëó÷àþò çàäàíèå ðàññìîòðåòü íåêîòîðûå ôàêòû, ÿâëåíèÿ, ñîäåðæàùèåñÿ
â íîâîì äëÿ íèõ ìàòåðèàëå, ñðàâíèòü èõ ñ èçâåñòíûìè è ñäåëàòü ñàìîñòîÿòåëü-
íîå îáîáùåíèå.
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8. Îçíàêîìëåíèå ó÷àùèõñÿ ñ ôàêòàìè, íåñóùèìè êàê áóäòî áû íåîáúÿñíèìûé
õàðàêòåð è ïðèâåäøèìè â èñòîðèè íàóêè ê ïîñòàíîâêå íàó÷íîé ïðîáëåìû.

9. Îðãàíèçàöèÿ ìåæïðåäìåòíûõ ñâÿçåé.

10. Âàðüèðîâàíèå çàäà÷è, ïåðåôîðìóëèðîâàíèå âîïðîñà [4].

Ñèòóàöèè â ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ ñòåïåíüþ ñàìîé ïðîáëåì-
íîñòè. Âûñøàÿ ñòåïåíü ïðîáëåìíîñòè ïðèñóùà òàêîé ó÷åáíîé ñèòóàöèè, â êîòîðîé
ó÷àùèéñÿ:

1) ñàì ôîðìóëèðóåò ïðîáëåìó (çàäà÷ó);

2) ñàì íàõîäèò åå ðåøåíèå;

3) ñàì ðåøàåò;

4) ñàì êîíòðîëèðóåò ïðàâèëüíîñòü ýòîãî ðåøåíèÿ [56].

Â êà÷åñòâå ïðîáëåìíîé ñèòóàöèè íà óðîêå ìîãóò áûòü:

� ïðîáëåìíûå çàäà÷è ñ íåäîñòàþùèìè, èçáûòî÷íûìè, ïðîòèâîðå÷èâûìè äàííû-
ìè, ñ çàâåäîìî äîïóùåííûìè îøèáêàìè;

� ïîèñê èñòèíû (ñïîñîáà, ïðèåìà, ïðàâèëà ðåøåíèÿ);

� ðàçëè÷íûå òî÷êè çðåíèÿ íà îäèí è òîò æå âîïðîñ;

� ïðîòèâîðå÷èÿ ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè.

Ïóòè, êîòîðûìè ó÷èòåëü ìîæåò ïðèâåñòè ó÷åíèêîâ ê ïðîáëåìíîé ñèòóàöèè:

� ïîáóæäàþùèé äèàëîã;
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� ïîäâîäÿùèé äèàëîã;

� ïðèìåíåíèå ìîòèâèðóþùèõ ïðè¼ìîâ.

Îñíîâíûìè óñëîâèÿìè èñïîëüçîâàíèÿ ïðîáëåìíûõ ñèòóàöèé íà óðîêå ìàòåìàòè-
êè ÿâëÿþòñÿ:

Ñî ñòîðîíû ó÷àùèõñÿ:

� íîâàÿ òåìà (¾îòêðûòèå¿ íîâûõ çíàíèé);

� óìåíèå ó÷àùèõñÿ èñïîëüçîâàòü ðàíåå óñâîåííûå çíàíèÿ è ïåðåíîñèòü èõ â íî-
âóþ ñèòóàöèþ;

� óìåíèå îïðåäåëèòü îáëàñòü ¾íåçíàíèÿ¿ â íîâîé çàäà÷å;

� àêòèâíàÿ ïîèñêîâàÿ äåÿòåëüíîñòü.

Ñî ñòîðîíû ó÷èòåëÿ:

� óìåíèå ïëàíèðîâàòü, ñîçäàâàòü íà óðîêå ïðîáëåìíûå ñèòóàöèè è óïðàâëÿòü
ýòèì ïðîöåññîì;

� ôîðìóëèðîâàòü âîçíèêøóþ ïðîáëåìíóþ ñèòóàöèþ ïóòåì óêàçàíèÿ ó÷àùèìñÿ
íà ïðè÷èíû íåâûïîëíåíèÿ ïîñòàâëåííîãî ïðàêòè÷åñêîãî ó÷åáíîãî çàäàíèÿ èëè
íåâîçìîæíîñòè îáúÿñíèòü èì òå èëè èíûå ïðîäåìîíñòðèðîâàííûå ôàêòû [53].

Ïðàâèëà ñîçäàíèÿ ïðîáëåìíûõ ñèòóàöèé:

1. Ïðîáëåìíûå ñèòóàöèè îáÿçàòåëüíî äîëæíû ñîäåðæàòü ïîñèëüíîå ïîçíàâàòåëü-
íîå çàòðóäíåíèå. Ðåøåíèå çàäà÷è, íå ñîäåðæàùåé ïîçíàâàòåëüíîãî çàòðóäíå-
íèÿ, ñïîñîáñòâóåò òîëüêî ðåïðîäóêòèâíîìó ìûøëåíèþ è íå ïîçâîëÿåò äîñòè÷ü
öåëåé, êîòîðûå ñòàâèò ïåðåä ñîáîé ïðîáëåìíîå îáó÷åíèå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
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ïðîáëåìíàÿ ñèòóàöèÿ, èìåþùàÿ ÷ðåçìåðíóþ äëÿ ó÷àùèõñÿ ñëîæíîñòü, íå èìå-
åò ñóùåñòâåííûõ ïîëîæèòåëüíûõ ïîñëåäñòâèé äëÿ èõ ðàçâèòèÿ, â ïåðñïåêòèâå
ñíèæàåò èõ ñàìîñòîÿòåëüíîñòü è ïðèâîäèò ê äåìîòèâàöèè ó÷àùèõñÿ.

2. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïðîáëåìíàÿ ñèòóàöèÿ èìååò àáñòðàêòíóþ öåííîñòü äëÿ
ðàçâèòèÿ òâîð÷åñêèõ ñïîñîáíîñòåé ó÷àùèõñÿ, íàèëó÷øèì âàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ
ñîâìåùåíèå ñ ìàòåðèàëüíûì ðàçâèòèåì � óñâîåíèåì íîâûõ çíàíèé, óìåíèé, íà-
âûêîâ. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòî ñëóæèò íåïîñðåäñòâåííî îáðàçîâàòåëüíûì öåëÿì,
à, ñ äðóãîé ñòîðîíû, áëàãîïðèÿòñòâóåò ìîòèâàöèè ó÷àùèõñÿ, êîòîðûå îñîçíà-
þò, ÷òî èõ óñèëèÿ â èòîãå ïîëó÷èëè îïðåäåëåííîå âûðàæåíèå, áîëåå îñÿçàåìîå,
íåæåëè ïîâûøåíèå òâîð÷åñêîãî ïîòåíöèàëà.

3. Ïðîáëåìíàÿ ñèòóàöèÿ äîëæíà âûçûâàòü èíòåðåñ ó÷àùèõñÿ ñâîåé íåîáû÷íî-
ñòüþ, íåîæèäàííîñòüþ, íåñòàíäàðòíîñòüþ. Òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ýìîöèè, êàê
óäèâëåíèå, èíòåðåñ ñëóæàò áëàãîïðèÿòíûì ïîäñïîðüåì äëÿ îáó÷åíèÿ [56].

Îñíîâíûå ôóíêöèè ó÷åáíîé ïðîáëåìû:

1. Îïðåäåëåíèå íàïðàâëåíèÿ óìñòâåííîãî ïîèñêà, òî åñòü äåÿòåëüíîñòè ó÷àùåãîñÿ
ïî íàõîæäåíèþ ñïîñîáà ðåøåíèÿ ïðîáëåìû.

2. Ôîðìèðîâàíèå ïîçíàâàòåëüíûõ ñïîñîáíîñòåé, èíòåðåñà, ìîòèâîâ äåÿòåëüíîñòè
ó÷åíèêà ïî óñâîåíèþ íîâûõ çíàíèé.

Ê âûäâèãàåìîé ïðîáëåìå ïðåäúÿâëÿþò íåñêîëüêî òðåáîâàíèé:

1. Ïðîáëåìà äîëæíà áûòü äîñòóïíîé ïîíèìàíèþ ó÷àùèõñÿ.

2. Ïðîáëåìà äîëæíà áûòü ïîñèëüíîé ó÷àùèìñÿ.

3. Ïðîáëåìà äîëæíà çàèíòåðåñîâàòü ó÷àùèõñÿ.
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4. Âàæíà åñòåñòâåííîñòü ïîñòàíîâêè ïðîáëåìû.

Ïîñòàíîâêà ó÷åáíîé ïðîáëåìû îñóùåñòâëÿåòñÿ â íåñêîëüêî ýòàïîâ:

a) àíàëèç ïðîáëåìíîé ñèòóàöèè;

b) îñîçíàíèå ñóùíîñòè çàòðóäíåíèÿ � âèäåíèå ïðîáëåìû;

c) ñëîâåñíàÿ ôîðìóëèðîâêà ïðîáëåìû.

Ïðîöåññ ïîñòàíîâêè ó÷åáíîé ïðîáëåìû äîëæåí îñóùåñòâëÿòüñÿ ñ ó÷åòîì îñíîâ-
íûõ ëîãè÷åñêèõ è äèäàêòè÷åñêèõ ïðàâèë:

1) îòäåëåíèå (îãðàíè÷åíèå) èçâåñòíîãî îò íåèçâåñòíîãî;

2) ëîêàëèçàöèÿ (îãðàíè÷åíèå) íåèçâåñòíîãî;

3) îïðåäåëåíèå âîçìîæíûõ óñëîâèé äëÿ óñïåøíîãî ðåøåíèÿ;

4) íàëè÷èå â ôîðìóëèðîâêå ïðîáëåìû íåîïðåäåëåííîñòè.

Ðåøåíèå ëþáîé ïðîáëåìû íà÷èíàåòñÿ ñ åå ïðàâèëüíîé è ÷åòêîé ôîðìóëèðîâêè.
Ïðîöåññ ôîðìóëèðîâêè îçíà÷àåò, ÷òî ó÷àùèéñÿ óæå ïîíèìàåò âîçíèêøóþ ïåðåä íèì
çàäà÷ó è â èçâåñòíîé ìåðå âèäèò, ¾íàùóïûâàåò¿ ïóòè åå ðåøåíèÿ, òî åñòü, ñîñòàâ-
ëÿåò ïëàí ðåøåíèÿ, çàòåì îñóùåñòâëÿåò ïëàí è ¾îãëÿäûâàåòñÿ íàçàä¿ (èçó÷àåò è
àíàëèçèðóåò ïîëó÷åííîå ðåøåíèå).

Ñóùåñòâóåò òðè âèäà ïðîáëåìû â çàâèñèìîñòè îò íàëè÷èÿ ó ðåøàþùåãî îïðåäå-
ëåííîãî îïûòà â îòíîøåíèè äàííîãî êëàññà ïðîáëåìíûõ çàäà÷:

1. Ðåøåíèå çàäà÷, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ó ðåøàþùåãî íåò íèêàêîãî ïðåæíåãî
îïûòà. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ó÷àùèéñÿ èäåò ïóòåì ïðîá è îøèáîê äî òåõ ïîð, ïîêà
îäíà èç ïðîá áîëåå èëè ìåíåå ñëó÷àéíî íå ïðèâåäåò ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû.
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2. Ñèòóàöèè, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ó ó÷àùåãîñÿ èìåþòñÿ â çàïàñå íåêîòîðûå
ôîðìóëû, ñõåìû, äðóãèå âèäû îïûòà. Ðåøåíèå ïðîèñõîäèò â ôîðìå óçíàâàíèÿ
â ïðåäëîæåííîé ñèòóàöèè îäíîé èç èìåþùèõñÿ ñõåì.

3. Ó ó÷àùåãîñÿ èìååòñÿ íåêîòîðûé îïûò, íî îïûò ýòîò âî âñåé åãî ñîâîêóïíîñòè
íå ïîçâîëÿåò ðåøèòü äàííóþ ïðîáëåìó. Ðåøåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà îñíîâå
àíàëèçà óñëîâèÿ çàäà÷è ñîçäàåòñÿ íîâàÿ ñõåìà äåéñòâèé.

Ëîãèêà ðåøåíèÿ ó÷åáíîé ïðîáëåìû:

a) ñîñòàâëåíèå ïëàíà ðåøåíèÿ ïðîáëåìû (îáÿçàòåëüíî ïëàí âêëþ÷àåò â ñåáÿ âû-
áîð âàðèàíòîâ ðåøåíèÿ);

b) âûäâèæåíèå ïðåäïîëîæåíèÿ è îáîñíîâàíèå ãèïîòåçû;

c) äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû;

d) ïðîâåðêà ðåøåíèÿ ïðîáëåìû;

e) àíàëèç ïðîöåññà ðåøåíèÿ ïðîáëåìû.

Ðåøåíèå ïðîáëåìû ìîæåò áûòü ëèáî àíàëèòè÷åñêèì, ëèáî ýâðèñòè÷åñêèì, ëè-
áî ñî÷åòàíèåì òîãî è äðóãîãî. Íà÷àëüíûì ýòàïîì ýâðèñòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïðîáëå-
ìû ÿâëÿåòñÿ âûäâèæåíèå ïåðâîíà÷àëüíîé èäåè, ïðåäïîëîæèòåëüíîãî õîäà ðåøåíèÿ.
Ãèïîòåçà ÿâëÿåòñÿ íåîòúåìëåìûì ýëåìåíòîì ïðîáëåìíîãî îáó÷åíèÿ èìåííî ïîòî-
ìó, ÷òî îíà îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå ïîçíàâàòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè ó÷àùåãîñÿ â ñî-
çäàâøåéñÿ ïðîáëåìíîé ñèòóàöèè. Ïîñòðîåíèå ãèïîòåçû âîçìîæíî òîëüêî íà îñíîâå
òùàòåëüíîãî èçó÷åíèÿ ÿâëåíèé, ôàêòîâ, äàííûõ çàäà÷è. Õîä ìûñëè ïðè ïîñòðîåíèè
ãèïîòåçû èäåò îò ñóæäåíèé î ïåðâîíà÷àëüíûõ, íåÿñíûõ, íå÷åòêèõ ïîíÿòèÿõ è ïðåä-
ñòàâëåíèÿõ ê óìîçàêëþ÷åíèþ. Äàëüíåéøàÿ äåÿòåëüíîñòü òðåáóåò ïðîâåðêè, îáîñíî-
âàíèÿ ïðàâèëüíîñòè âûäâèíóòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ. Ðàçâèòèå ãèïîòåçû äåäóêòèâíûì
ñïîñîáîì ìîæåò èäòè äâóìÿ ïóòÿìè:
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� ïóòåì ïåðåíîñà äåéñòâèÿ îáùèõ çàêîíîâ è ïðèíöèïîâ â êîíêðåòíóþ ñèòóàöèþ;

� ïóòåì àíàëîãèè.

Ïðîöåññ äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì âûâåäåíèÿ èç íåå ñëåä-
ñòâèé, êîòîðûå ïîäâåðãàþòñÿ ïðàêòè÷åñêîé ïðîâåðêå (ïðîâåðÿþòñÿ íà ôàêòàõ èëè
ñîïîñòàâëÿþòñÿ ñ äðóãèìè ïîíÿòèÿìè è çàêîíàìè).

Íà óðîêàõ ìàòåìàòèêè ñêëàäûâàåòñÿ áëàãîïðèÿòíàÿ àòìîñôåðà äëÿ ââåäåíèÿ
ýëåìåíòîâ ïðîáëåìíîãî îáó÷åíèÿ, òàê êàê ïðîáëåìíûì ñïîñîáîì öåëåñîîáðàçíî èçó-
÷àòü òàêîé ìàòåðèàë, êîòîðûé ñîäåðæèò ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûå ñâÿçè è çàâèñèìî-
ñòè, êîòîðûé íàïðàâëåí íà ôîðìèðîâàíèå ïîíÿòèé, çàêîíîâ è òåîðèé [61].

Ïðèìåðíàÿ ñõåìà îðãàíèçàöèè óðîêà ìàòåìàòèêè â ôîðìå ïðîáëåìíîãî îáó÷å-
íèÿ:

1) ñîçäàíèå ó÷åáíîé ïðîáëåìíîé ñèòóàöèè (ðåàëüíîé èëè ôîðìàëèçîâàííîé) ñ öå-
ëüþ âîçáóæäåíèÿ ó ó÷àùèõñÿ èíòåðåñà ê äàííîé ó÷åáíîé ïðîáëåìå è ìîòèâè-
ðîâàíèÿ öåëåñîîáðàçíîñòè åå ðàññìîòðåíèÿ);

2) ïîñòàíîâêà ïîçíàâàòåëüíîé çàäà÷è (èëè çàäà÷), âîçíèêàþùåé èç äàííîé ïðî-
áëåìíîé ñèòóàöèè, ÷åòêàÿ åå ôîðìóëèðîâêà;

3) èçó÷åíèå ðàçëè÷íûõ óñëîâèé, õàðàêòåðèçóþùèõ ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó, îáñóæ-
äåíèå âîçìîæíîñòåé ìîäåëèðîâàíèÿ åå óñëîâèÿ èëè çàìåíû èìåþùåéñÿ ìîäåëè
áîëåå ïðîñòîé è íàãëÿäíîé;

4) ïðîöåññ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è (îáñóæäåíèå çàäà÷è â öåëîì è äåòàëÿõ;
âûÿâëåíèå ïîäçàäà÷ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èõ ðåøåíèÿ; ðàçðàáîòêà âîçìîæíûõ
íàïðàâëåíèé ðåøåíèé îñíîâíîé çàäà÷è; îòáîð, âîñïðîèçâåäåíèå èçâåñòíûõ òåî-
ðåòè÷åñêèõ ïîëîæåíèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â óêàçàííîì íàïðàâ-
ëåíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è; ñðàâíèòåëüíàÿ îöåíêà íàïðàâëåíèÿ ðåøåíèÿ è âûáîð
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îäíîãî èç íèõ; ðàçðàáîòêà ïëàíà ðåøåíèÿ çàäà÷è â âûáðàííîì íàïðàâëåíèè;
äåòàëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ ïëàíà ðåøåíèÿ çàäà÷è è îáîñíîâàíèå ïðàâèëüíîñòè âñåõ
øàãîâ ðåøåíèÿ);

5) èññëåäîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è, îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ, âûÿâëåíèå íîâîãî çíà-
íèÿ;

6) ïðèìåíåíèå íîâîãî çíàíèÿ ïîñðåäñòâîì ðåøåíèÿ ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííûõ ó÷åá-
íûõ çàäà÷ äëÿ åãî óñâîåíèÿ;

7) îáñóæäåíèå âîçìîæíûõ ðàñøèðåíèé è îáîáùåíèé ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è
â ðàìêàõ èñõîäíîé ïðîáëåìíîé ñèòóàöèè;

8) èçó÷åíèå ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è è ïîèñê äðóãèõ áîëåå ýêîíîìè÷íûõ èëè
áîëåå èçÿùíûõ ñïîñîáîâ åå ðåøåíèÿ;

9) ïîäâåäåíèå èòîãîâ ïðîäåëàííîé ðàáîòû, âûÿâëåíèå ñóùåñòâåííîãî â ñîäåðæà-
íèè, ñïîñîáàõ ðåøåíèÿ, ðåçóëüòàòàõ, îáñóæäåíèå âîçìîæíûõ ïåðñïåêòèâ ïðè-
ìåíåíèÿ íîâûõ çíàíèé è îïûòà [4].

Ó÷èòåëþ ðåêîìåíäóåòñÿ îáðàòèòü âíèìàíèå íà:

� òî÷íîå îïðåäåëåíèå îáúåìà è ñîäåðæàíèÿ ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà, ïðåäíàçíà÷åí-
íîãî äëÿ èçó÷åíèÿ íà óðîêå;

� ñèñòåìàòèçàöèþ ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà â ñîîòâåòñòâèè ñ ëîãèêîé ó÷åáíîãî ïðåä-
ìåòà, åãî ñòðóêòóðîé, à òàêæå â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïàìè äèäàêòèêè;

� äåëåíèå ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà íà ëåãêî óñâàèâàåìûå è òåñíî ìåæäó ñîáîé ñâÿ-
çàííûå ÷àñòè;
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� óñâîåíèå ÷àñòåé, ñîïðîâîæäàþùèõñÿ êîíòðîëåì è êîððåêòèðîâàíèåì ðåçóëüòà-
òîâ îáó÷åíèÿ;

� ó÷åò èíäèâèäóàëüíûõ òåìïîâ óñâîåíèÿ ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà øêîëüíèêàìè è
òåìïîâ ðàáîòû ãðóïïû.

Ïðîáëåìíîå îáó÷åíèå ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî ñî÷åòàòü êàê èíäèâèäóàëüíóþ, òàê
è ãðóïïîâóþ ðàáîòó ó÷àùèõñÿ íà óðîêå.

Ñïåöèôèêà öåëåé è ìåòîäîâ ïðîáëåìíîãî îáó÷åíèÿ ñóùåñòâåííî èçìåíÿåò ðîëü
ïðåïîäàâàòåëÿ â ïåäàãîãè÷åñêîì ïðîöåññå è îáóñëàâëèâàåò ïîÿâëåíèå íîâûõ òðåáî-
âàíèé ê ïåäàãîãó. Ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå îñíîâíûå çàäà÷è, êîòîðûå ñòàâèò
ïåðåä ïðåïîäàâàòåëåì ïðîáëåìíîå îáó÷åíèå:

� èíôîðìàòèâíîå îáåñïå÷åíèå;

� íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèÿ;

� èçìåíåíèå ñîäåðæàíèÿ è (èëè) ñòðóêòóðû ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà;

� ïîîùðåíèå ïîçíàâàòåëüíîé àêòèâíîñòè ó÷àùèõñÿ.

Ïîä èíôîðìàòèâíûì îáåñïå÷åíèåì ïîíèìàåòñÿ, êîíå÷íî, íå ïðåäîñòàâëåíèå çíà-
íèé â ãîòîâîì âèäå. Âî-ïåðâûõ, ðå÷ü èäåò î ïîñòàíîâêå ïðîáëåìíûõ ñèòóàöèé, â õî-
äå êîòîðûõ ó÷àùèìñÿ äàåòñÿ òîò ñàìûé ìèíèìóì èíôîðìàöèè, êîòîðûé íåîáõîäèì
äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ ïðîòèâîðå÷èÿ. À âî-âòîðûõ, ðå÷ü èäåò îá èíôîðìàöèè, òðåáóå-
ìîé äëÿ óñïåøíîãî ðåøåíèÿ ïðîáëåìíîé çàäà÷è, êîòîðàÿ íà äàííîì ýòàïå âûõîäèò
çà ðàìêè çîíû áëèæàéøåãî ðàçâèòèÿ ó÷àùåãîñÿ. Ïîèñê âñåé îñòàëüíîé èíôîðìàöèè
îñóùåñòâëÿåòñÿ ó÷àùèìèñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî èëè ïðè ïîìîùè ïåäàãîãà, íî âñå æå â
ðàìêàõ ïîèñêà, à íå óñâîåíèÿ.

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à � íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèÿ � õàðàêòåðèçóåò ïîëîæåíèå ïå-
äàãîãà ïðè ïðîáëåìíîì îáó÷åíèè. Ïåäàãîã ïåðåñòàåò áûòü èñòî÷íèêîì çíàíèé, à
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ñòàíîâèòñÿ ïîìîùíèêîì èëè ðóêîâîäèòåëåì â ïîèñêå ýòèõ çíàíèé, â çàâèñèìîñòè
îò êîíêðåòíîãî ìåòîäà îáó÷åíèÿ è óðîâíÿ ïðîáëåìíîñòè ñèòóàöèè äëÿ ó÷àùèõñÿ.
Îñîáåííîñòü ïðîáëåìíîãî îáó÷åíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïåäàãîã îäíîâðåìåííî
âûñòóïàåò è êàê êîîðäèíàòîð èëè ïàðòíåð (â õîäå êàæäîãî ýòàïà îáó÷åíèÿ), è êàê
ðóêîâîäèòåëü îáó÷åíèÿ (åñëè ðàññìàòðèâàòü îáó÷åíèå êàê åäèíîå öåëîå). Ïåäàãîã
îðãàíèçóåò âåñü ïðîöåññ îáó÷åíèÿ è, â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè, âêëþ÷àåòñÿ â íåãî äëÿ
ïîääåðæàíèÿ ïðîöåññà â òðåáóåìîì ðóñëå. Êðîìå òîãî, ê îòäåëüíîìó àñïåêòó ýòîé
çàäà÷è ïåäàãîãà ìîæíî îòíåñòè îðãàíèçàöèþ è ìåòîäè÷åñêîå îáåñïå÷åíèå âûïîë-
íåíèÿ çàäàíèÿ â êîìàíäå, ãðóïïå ó÷àùèõñÿ, åñëè òàêîå âìåøàòåëüñòâî îáúåêòèâíî
íåîáõîäèìî [4].

Çàäà÷à ïî èçìåíåíèþ ñîäåðæàíèÿ è (èëè) ñòðóêòóðû ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà ñòîèò
íå òîëüêî ïåðåä êîíêðåòíûì ïåäàãîãîì, à ïåðåä âñåé îáðàçîâàòåëüíîé ñèñòåìîé: ïî
ñðàâíåíèþ ñ òðàäèöèîííîé êîíöåïöèåé îáó÷åíèÿ ïðè ïðîáëåìíîì, â ñèëó îáúåêòèâ-
íûõ ïðè÷èí, ìîæåò áûòü èçó÷åí ìåíüøèé îáúåì êîíêðåòíîãî ìàòåðèàëà [49].

Â ñîâðåìåííîé äèäàêòèêå ïðèçíàåòñÿ ïðèîðèòåò èíòåëëåêòóàëüíîé àêòèâíîñòè,
ïðîèñõîäÿùåé îò âíóòðåííåé ìîòèâàöèè ó÷àùèõñÿ, îò îñîçíàííîé ïîòðåáíîñòè â
óñâîåíèè çíàíèé è óìåíèé, ÷òî îáåñïå÷èâàåò áîëüøóþ ýôôåêòèâíîñòü ó÷åáíîãî ïðî-
öåññà. Ïðè ïðîáëåìíîì îáó÷åíèè ìûøëåíèå ó÷àùèõñÿ àêòèâèçèðóåòñÿ ïóòåì ñîçäà-
íèÿ ïðîáëåìíûõ ñèòóàöèé, ôîðìèðîâàíèÿ ïîñòîÿííîãî ïîçíàâàòåëüíîãî èíòåðåñà,
îñâîåíèÿ ó÷àùèìèñÿ íàâûêîâ ðàáîòû ñ íåèçâåñòíûì, ïðîáëåìàìè è ïðîòèâîðå÷èÿ-
ìè, ÷òî â èòîãå ïðè ïðàâèëüíîì ïîäõîäå ôîðìèðóåò îñíîâó ëè÷íîñòè, åñòåñòâåííûì
îáðàçîì çàêðåïëÿåòñÿ â åå õàðàêòåðèñòèêàõ [53].

Îðãàíèçàöèÿ ïðîáëåìíîãî îáó÷åíèÿ òðåáóåò îò ó÷èòåëÿ óìåíèÿ àíàëèçèðîâàòü
ðåàëüíûé õîä ó÷åáíîãî ïðîöåññà è íà ýòîé îñíîâå ñòðîèòü ïðîãíîç åãî äàëüíåéøå-
ãî ðàçâåðòûâàíèÿ, èçìåíÿÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ íèì óñëîâèÿ ó÷åáíîé çàäà÷è. Â òàêèõ
óñëîâèÿõ ïåäàãîã äîëæåí îáëàäàòü ñïîñîáíîñòÿìè ðåôëåêñèè è êðèòè÷åñêèì ìûø-
ëåíèåì [54]. Ïåäàãîã äîëæåí ïðîÿâëÿòü òåðïèìîñòü ê îøèáêàì ó÷àùèõñÿ, êîòîðûå
äîïóñêàþòñÿ èìè ïðè ïîïûòêàõ íàéòè ñîáñòâåííîå ðåøåíèå, à òàêæå ê íåóìåíèþ
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ñôîðìóëèðîâàòü, îáîñíîâàòü è (èëè) çàùèòèòü ñâîþ ïîçèöèþ. Áóäó÷è àïðèîðè àâ-
òîðèòåòíûì â ãëàçàõ ó÷àùèõñÿ, îí ìîæåò ïîâûñèòü èõ ó÷åáíóþ àêòèâíîñòü, åñëè
áóäåò êóëüòèâèðîâàòü è ïîä÷åðêèâàòü ëè÷íóþ çíà÷èìîñòü êàæäîãî, ôîðìèðîâàòü
ó ó÷àùèõñÿ âåðó â ñåáÿ, óâåðåííîñòü â ñâîèõ ñèëàõ. Äëÿ ðàçâèòèÿ òâîð÷åñêîãî ïî-
òåíöèàëà ïåäàãîãó ñëåäóåò ñòèìóëèðîâàòü ñòðåìëåíèå ê ñàìîñòîÿòåëüíîìó âûáîðó
öåëåé, çàäà÷ è ñðåäñòâ èõ ðåøåíèÿ â ñî÷åòàíèè ñ îòâåòñòâåííîñòüþ çà ïðèíÿòûå
ðåøåíèÿ.

Â èòîãå ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðîáëåìíîå îáó÷åíèå, íàöåëåííîå âî ìíîãîì íà ìî-
áèëèçàöèþ òâîð÷åñêèõ ñèë ó÷àùèõñÿ, òðåáóåò â òàêîé æå ñòåïåíè íàëè÷èÿ òâîð÷å-
ñêèõ õàðàêòåðèñòèê è ó ñàìîãî ïåäàãîãà. Â òàêèõ óñëîâèÿõ îáó÷åíèå ïðåïîäàâàòåëåé
ïðîáëåìíûì ìåòîäèêàì, ïî-âèäèìîìó, äîëæíî âåñòèñü òàêæå â ðàìêàõ ïðîáëåìíîãî
îáó÷åíèÿ.

Èòàê, ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðåëè òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû òåõíîëîãèè ïðîáëåìíî-
ãî îáó÷åíèÿ. Ïî íàøåìó ãëóáîêîìó óáåæäåíèþ, ýòó òåõíîëîãèþ äîëæíû âçÿòü íà
âîîðóæåíèå âñå ïåäàãîãè, ðàáîòàþùèå ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè.

Òåõíîëîãèÿ óêðóïíåíèÿ äèäàêòè÷åñêèõ åäèíèö

Òåõíîëîãèÿ óêðóïíåíèÿ äèäàêòè÷åñêèõ åäèíèö ïîçâîëÿåò â ïîëíîé ìåðå ðåàëèçî-
âàòü îñíîâíûå ñòðàòåãèè îáó÷åíèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé �� óñêîðåíèå
è îáîãàùåíèå.

Âñÿ ìàòåìàòèêà, ïî óòâåðæäåíèþ àâòîðà ýòîé òåõíîëîãèè Ï.Ì. Ýðäíèåâà, ñî-
ñòîèò èç êîíòðàñòíûõ ïàðíûõ çíàíèé. Òðàäèöèîííàÿ ñèñòåìà ïðåïîäàâàíèÿ íå ïðè-
äåðæèâàåòñÿ ýòîãî ïðèíöèïà è ñèëüíî îáåäíÿåò ëîãè÷åñêîå ìûøëåíèå ó÷àùèõñÿ.
Îáû÷íî ïðÿìûå è îáðàòíûå îïåðàöèè (ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå, óìíîæåíèå è äåëåíèå,
ïîêàçàòåëüíàÿ è ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèè, äèôôåðåíöèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå
è äð.) ðàçâîäÿòñÿ ïî âðåìåíè, èíîãäà èõ ðàçäåëÿþò äåñÿòêè ñòðàíèö ó÷åáíèêà, à
÷àùå, ê ñîæàëåíèþ, îíè ðàçáðîñàíû ïî ó÷åáíèêàì ðàçíûõ êëàññîâ [79].
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Ïî ñèñòåìå ÓÄÅ ó÷åáíûé ìàòåðèàë ïîäàåòñÿ êðóïíûìè áëîêàìè. Äåòÿì, à èí-
òåëëåêòóàëüíî îäàðåííûì â îñîáåííîñòè, èíòåðåñíåå öåëîñòíûå çíàíèÿ, ÷åì ýëåìåí-
òàðíî ïðîñòûå. Ïîíÿòèÿ, îòíîøåíèÿ, îïåðàöèè ñâîäÿòñÿ â ïàðû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
áåðåòñÿ êàê îäíà è òà æå óêðóïíåííàÿ äèäàêòè÷åñêàÿ åäèíèöà. Ïî ìíåíèþ àâòîðà,
ÓÄÅ �� ýòî òåõíîëîãèÿ îáó÷åíèÿ, îáåñïå÷èâàþùàÿ ñàìîâîçðàñòàíèå çíàíèé ó÷àùå-
ãîñÿ áëàãîäàðÿ àêòèâèçàöèè ó íåãî ïîäñîçíàòåëüíûõ ìåõàíèçìîâ ïåðåðàáîòêè èí-
ôîðìàöèè ïîñðåäñòâîì ñáëèæåíèÿ âî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå âçàèìîäåéñòâóþùèõ
êîìïîíåíòîâ äîêàçàòåëüíîé ëîãèêè è ïîëîæèòåëüíûõ ýìîöèé [79].

Ïîíÿòèå ¾óêðóïíåíèå åäèíèöû óñâîåíèÿ¿ äîñòàòî÷íî îáùåå, åãî àâòîð ïðåäñòàâ-
ëÿåò òåõíîëîãèþ ÓÄÅ êàê èíòåãðàöèþ êîíêðåòíûõ ïîäõîäîâ ê îáó÷åíèþ:

� ñîçäàíèå áëîêîâ èçó÷àåìîãî ìàòåðèàëà, ñîäåðæàùèõ áîëüøîé îáúåì èíôîðìà-
öèè;

� ñîâìåñòíîå è îäíîâðåìåííîå èçó÷åíèå âçàèìîñâÿçàííûõ äåéñòâèé, îïåðàöèé,
ôóíêöèé, òåîðåì è ò. ï. (â ÷àñòíîñòè, âçàèìíî îáðàòíûõ);

� îáåñïå÷åíèå åäèíñòâà ïðîöåññîâ ñîñòàâëåíèÿ è ðåøåíèÿ çàäà÷ (óðàâíåíèé, íåðà-
âåíñòâ è ò. ï.);

� ðàññìîòðåíèå âî âçàèìîïåðåõîäàõ îïðåäåëåííûõ è íåîïðåäåëåííûõ çàäàíèé (â
÷àñòíîñòè, äåôîðìèðîâàííûõ óïðàæíåíèé);

� îáðàùåíèå ñòðóêòóðû óïðàæíåíèÿ êàê ñîçäàíèå óñëîâèÿ äëÿ ïðîòèâîïîñòàâ-
ëåíèÿ èñõîäíîãî è ïðåîáðàçîâàííîãî çàäàíèé;

� âûÿâëåíèå ñëîæíîé ïðèðîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî çíàíèÿ, äîñòèæåíèå ñèñòåìíî-
ñòè çíàíèé;
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� îñóùåñòâëåíèå ïðèíöèïà äîïîëíèòåëüíîñòè â ñèñòåìå óïðàæíåíèé (äîñòèæå-
íèå ïîíèìàíèÿ â ðåçóëüòàòå ìåæêîäîâûõ ïåðåõîäîâ îáðàçíîãî è ëîãè÷åñêîãî
ìûøëåíèÿ, ñîçíàòåëüíîãî è ïîäñîçíàòåëüíîãî êîìïîíåíòîâ) [67].

Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûå çàêîíîìåðíîñòè ìûøëåíèÿ (âêóïå îï-
òèìèçèðóþùèå ïîçíàâàòåëüíûé ïðîöåññ): çàêîí åäèíñòâà è áîðüáû ïðîòèâîïîëîæíî-
ñòåé; ïåðåìåæàþùååñÿ ïðîòèâîïîñòàâëåíèå êîíòðàñòíûõ ðàçäðàæèòåëåé (È.Ï. Ïàâ-
ëîâ); ïðèíöèï îáðàòíûõ ñâÿçåé, ñèñòåìíîñòè è öèêëè÷íîñòè ïðîöåññîâ (Ï.Ê. Àíî-
õèí); îáðàòèìîñòè îïåðàöèé (Æ. Ïèàæå); ïåðåõîä ê ñâåðõñèìâîëàì, òî åñòü îïåðèðî-
âàíèå áîëåå äëèííûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ñèìâîëîâ (êèáåðíåòè÷åñêèé àñïåêò).

Óêðóïíåííàÿ äèäàêòè÷åñêàÿ åäèíèöà (ÓÄÅ) � ýòî ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà ïîíÿòèé,
îáúåäèíåííûõ íà îñíîâå èõ ñìûñëîâûõ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçåé è îáðàçóþùèõ öåëîñòíî
óñâàèâàåìóþ åäèíèöó èíôîðìàöèè. Öåëîñòíûì îáðàçàì, ôîðìèðóþùèìñÿ â ïðîöåñ-
ñå îáó÷åíèÿ, ïðåäøåñòâóåò ñòàäèÿ àíàëèçà, âûäåëåíèÿ â âîñïðèíèìàåìîì îáúåêòå
åãî ýëåìåíòîâ è èõ âçàèìîîòíîøåíèé.

Îáó÷åíèå ñòðîèòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:

� ñòàäèÿ óñâîåíèÿ íåäèôôåðåíöèðîâàííîãî öåëîãî â åãî ïåðâîì ïðèáëèæåíèè;

� âûäåëåíèå â öåëîì ýëåìåíòîâ è èõ âçàèìîîòíîøåíèé;

� ôîðìèðîâàíèå íà áàçå óñâîåííûõ ýëåìåíòîâ è èõ âçàèìîîòíîøåíèé áîëåå ñî-
âåðøåííîãî è òî÷íîãî öåëîñòíîãî îáðàçà.

Ó÷àùèìñÿ ïðåäëàãàåòñÿ:

� èçó÷àòü îäíîâðåìåííî âçàèìíî îáðàòíûå äåéñòâèÿ è îïåðàöèè: ñëîæåíèå è âû-
÷èòàíèå, óìíîæåíèå è äåëåíèå, âîçâåäåíèå â ñòåïåíü è èçâëå÷åíèå êîðíÿ, çà-
êëþ÷åíèå â ñêîáêè è ðàñêðûòèå ñêîáîê, ëîãàðèôìèðîâàíèå è ïîòåíöèðîâàíèå
è ò. ï.;
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� ñðàâíèâàòü ïðîòèâîïîëîæíûå ïîíÿòèÿ, ðàññìàòðèâàÿ èõ îäíîâðåìåííî: ïðÿ-
ìàÿ è îáðàòíàÿ òåîðåìû; ïðÿìàÿ è ïðîòèâîïîëîæíàÿ òåîðåìû; ïðÿìàÿ è îá-
ðàòíàÿ ôóíêöèè; ïåðèîäè÷åñêèå è íåïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè; âîçðàñòàþùèå
è óáûâàþùèå ôóíêöèè; íåîïðåäåëåííûå è ¾îïðåäåëåííûå¿ óðàâíåíèÿ; íåïðî-
òèâîðå÷èâûå è ïðîòèâîðå÷èâûå óðàâíåíèÿ, íåðàâåíñòâà; ïðÿìûå è îáðàòíûå
çàäà÷è âîîáùå;

� ñîïîñòàâëÿòü ðîäñòâåííûå è àíàëîãè÷íûå ïîíÿòèÿ: óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà,
àðèôìåòè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå ïðîãðåññèè, îäíîèìåííûå çàêîíû, ñâîéñòâà
äåéñòâèé ïåðâîé è âòîðîé ñòåïåíè; îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà ñèíóñà è êîñèíóñà,
ñâîéñòâà ïðÿìîé è îáðàòíîé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè è ò. ä.;

� ñîïîñòàâëÿòü ýòàïû ðàáîòû íàä óïðàæíåíèåì, ñïîñîáû ðåøåíèÿ, íàïðèìåð:
ãðàôè÷åñêîå è àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé; àíàëèòè÷åñêèé è
ñèíòåòè÷åñêèé ñïîñîáû äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì (ðåøåíèÿ çàäà÷); ãåîìåòðè÷å-
ñêîå è àíàëèòè÷åñêîå (÷åðåç êîîðäèíàòû) îïðåäåëåíèå âåêòîðà; äîêàçàòåëüñòâî
¾ðàññóæäåíèåì¿ è ñ ïîìîùüþ ãðàô-ñõåìû è ò. ï.

Òàêèì îáðàçîì, ãëàâíîé îñîáåííîñòüþ ñîäåðæàíèÿ òåõíîëîãèè Ï.Ì. Ýðäíèåâà
ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòðîéêà òðàäèöèîííîé äèäàêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû ìàòåðèàëà âíóòðè
ó÷åáíûõ ïðåäìåòîâ, à â ðÿäå ñëó÷àåâ è âíóòðè áëîêà ðîäñòâåííûõ ó÷åáíûõ ïðåäìå-
òîâ. Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ýëåìåíòà ìåòîäè÷åñêîé ñòðóêòóðû âçÿòî ïîíÿòèå ¾ìàòå-
ìàòè÷åñêîå óïðàæíåíèå¿ â ñàìîì øèðîêîì çíà÷åíèè ýòîãî ñëîâà, êàê ñîåäèíÿþùåå
äåÿòåëüíîñòü ó÷åíèêà è ó÷èòåëÿ, êàê ýëåìåíòàðíóþ öåëîñòíîñòü äâóåäèíîãî ïðîöåñ-
ñà ¾ó÷åíèÿ � îáó÷åíèÿ¿ [79].

Êëþ÷åâîé ýëåìåíò èäåè ÓÄÅ �� ýòî óïðàæíåíèå-òðèàäà, ýëåìåíòû êîòîðîé ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ íà îäíîì çàíÿòèè:

a) èñõîäíàÿ çàäà÷à;
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b) åå îáðàùåíèå;

c) îáîáùåíèå.

Â ðàáîòå íàä ìàòåìàòè÷åñêèì óïðàæíåíèåì (çàäà÷åé) îò÷åòëèâî âûäåëÿþòñÿ ÷åòûðå
ïîñëåäîâàòåëüíûõ è âçàèìîñâÿçàííûõ ýòàïà: ñîñòàâëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî óïðàæíå-
íèÿ; âûïîëíåíèå óïðàæíåíèÿ; ïðîâåðêà îòâåòà (êîíòðîëü); ïåðåõîä ê ðîäñòâåííîìó,
íî áîëåå ñëîæíîìó óïðàæíåíèþ. Òðàäèöèîííîå æå îáó÷åíèå îãðàíè÷èâàåòñÿ áîëü-
øåé ÷àñòüþ âòîðûì èç óêàçàííûõ ýòàïîâ.

Îäíîé èç õàðàêòåðíûõ îñîáåííîñòåé ñèñòåìû óêðóïíåíèÿ çíàíèé âûñòóïàåò ïðè-
ìåíåíèå ¾ìåòîäà îáðàòíûõ çàäà÷¿. Ýòîò ìåòîä îçíà÷àåò, ÷òî ðàáîòó íàä çàäà÷åé
íåöåëåñîîáðàçíî çàâåðøàòü ïîëó÷åíèåì îòâåòà ê íåé; íàäî ïðèåìîì îáðàùåíèÿ ñî-
ñòàâëÿòü è ðåøàòü â ñðàâíåíèè ñ èñõîäíîé (ïðÿìîé) çàäà÷åé íîâóþ, îáðàòíóþ çà-
äà÷ó, èçâëåêàÿ òåì ñàìûì äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ, çàêëþ÷àþùóþñÿ â ñâÿçÿõ
ìåæäó âåëè÷èíàìè ðåøåííîé èñõîäíîé çàäà÷è. Äëÿ ýòîãî â óñëîâèå èñõîäíîé çàäà÷è
ââîäèòñÿ åå îòâåò, à íåêîòîðûå ÷èñëà èç óñëîâèÿ ïåðåâîäÿòñÿ â ðàçðÿä èñêîìûõ. Â
çàäà÷å öåëåñîîáðàçíî ðàçëè÷àòü òðè ýëåìåíòà: ñþæåòíóþ ñòîðîíó (íàïðèìåð, çàäà÷è
íà äâèæåíèå); ÷èñëîâûå äàííûå; ìàòåìàòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè è äåéñòâèÿ, ïîñðåä-
ñòâîì êîòîðûõ ðåøàåòñÿ çàäà÷à. Ñóùåñòâåííûì ýëåìåíòîì, îò êîòîðîãî çàâèñèò â
îñíîâíîì òèï (âèä) çàäà÷è, ñëîæíîñòü åå ðåøåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ òðåòèé ýëåìåíò. Ïðè
ïîäáîðå óïðàæíåíèé â ó÷åáíèêàõ ïî êàêîé-ëèáî òåìå âàðüèðóþò îáû÷íî ñþæåòû è
÷èñëà, ñîõðàíÿÿ íåèçìåííûìè ìàòåìàòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó,
÷òî â òîé èëè èíîé ãðóïïå çàäà÷, ðàññìàòðèâàåìûõ ñîâîêóïíî âî ¾âðåìåíè è ïðî-
ñòðàíñòâå¿, îêàçûâàþòñÿ òîëüêî îäíîòèïíûå; ñòðóêòóðíî ïðîòèâîïîëîæíûå çàäà÷è
çà÷àñòóþ ðàññìàòðèâàþòñÿ îòäåëüíî äðóã îò äðóãà, ðàçäåëüíî ïî âðåìåíè, íåðåäêî
â âèäå îñîáîé òåìû. Ìåæäó òåì, îáðàùåíèå çàäàíèÿ ïîçâîëÿåò ñðàâíèòü ïðÿìóþ è
îáðàòíóþ çàäà÷è â ïðåäåëàõ åäèíîãî óêðóïíåííîãî çàäàíèÿ. Ïðèçíàííûé ó÷èòåëÿìè
èíòåðåñ äåòåé ê ïðèåìó ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è â çàäà÷ó îáðàòíîé ñòðóê-
òóðû îáúÿñíÿåòñÿ ïðåæäå âñåãî òåì, ÷òî òàêîé ïóòü óñòàíàâëèâàåò ðàçíîîáðàçèå
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ñâÿçåé, çàêëþ÷åííûõ â ñîäåðæàíèè èçó÷àåìîãî ìàòåðèàëà.

Â ïðîöåññå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è â îáðàòíóþ ó÷àùèéñÿ âûÿâëÿåò è èñ-
ïîëüçóåò âçàèìíî îáðàòíûå ñâÿçè ìåæäó âåëè÷èíàì çàäà÷è: åñëè â ïðÿìîé çàäà÷å,
ñêàæåì, îïðåäåëÿëàñü ñòîèìîñòü ïî öåíå òîâàðà è åãî êîëè÷åñòâó, òî â îáðàòíîé çà-
äà÷å îïðåäåëÿåòñÿ öåíà èëè êîëè÷åñòâî òîâàðà. Ðåøàÿ îáðàòíóþ çàäà÷ó, ó÷àùèåñÿ
ñàìîñòîÿòåëüíî ïåðåñòðàèâàþò ñóæäåíèÿ è óìîçàêëþ÷åíèÿ, èñïîëüçîâàííûå ïðè ðå-
øåíèè ïðÿìîé çàäà÷è. Ïðè ýòîì îíè îâëàäåâàþò ïðàêòè÷åñêè êàê íîâûìè ñâÿçÿìè
ìåæäó èçâåñòíûìè èì ìûñëÿìè, òàê è íîâûìè, áîëåå ñëîæíûìè ôîðìàìè ðàññóæäå-
íèé. Òàêèì îáðàçîì, öåííû äëÿ ðàçâèòèÿ ìûøëåíèÿ íå ïðÿìûå è îáðàòíûå çàäà÷è,
âçÿòûå êàê òàêîâûå ñàìè ïî ñåáå; íàèáîëåå âàæíûé ïîçíàâàòåëüíûé ýëåìåíò çà-
êëþ÷àåòñÿ çäåñü â ïðîöåññå ïðåîáðàçîâàíèÿ îäíîé çàäà÷è â äðóãóþ, òî åñòü â òåõ
¾íåâèäèìûõ¿ è òðóäíîóëîâèìûõ ïðè ëîãè÷åñêîì àíàëèçå ýëåìåíòàõ ìûñëè, êîòîðûå
ñâÿçûâàþò ïðîöåññû ðåøåíèÿ îáåèõ çàäà÷. Áëàãîäàðÿ ýòîé îñîáåííîñòè ìåòîä îáðàò-
íûõ çàäà÷ âûïîëíÿåò íàèáîëåå ñëîæíóþ è öåííóþ ôóíêöèþ îáó÷åíèÿ, ñîäåéñòâóÿ
ñòàíîâëåíèþ çà÷àòêîâ äèàëåêòè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ ó÷àùèõñÿ.

Âàæíî îòìåòèòü è äðóãóþ ñòðóêòóðíóþ îñîáåííîñòü ïîäîáíûõ óêðóïíåííûõ óïðà-
æíåíèé: ñîâîêóïíîñòü ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷, êàæäàÿ èç êîòîðûõ åñòü, ñêàæåì,
çàäà÷à â 2�3 äåéñòâèÿ, â äèäàêòè÷åñêîì ïëàíå åñòü íå òîëüêî âñåãî ëèøü äâå îòäåëü-
íûå çàäà÷è â 2�3 äåéñòâèÿ; ïî ñóùåñòâó, ýòî äâóåäèíîå, êà÷åñòâåííî íîâîå óïðàæíå-
íèå â 4�6 äåéñòâèé; âòîðàÿ ÷àñòü òàêîãî ñëîæíîãî óïðàæíåíèÿ öåëèêîì âûñòóïàåò
ïðîäóêòîì òâîð÷åñòâà ó÷àùèõñÿ, áóäó÷è ëîãè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ïåðâîé ÷àñòè.
Ïðèåì ñîñòàâëåíèÿ íîâûõ çàäà÷, îáðàòíûõ äàííûì, ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè óíèâåðñàëüíûì:
îí ïðèìåíèì äëÿ ëþáûõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè, è âñåãäà ïðèâîäèò ó÷åíèêà ê ïîñòà-
íîâêå íîâûõ ïðîáëåì, ïîëó÷åíèþ ñóùåñòâåííî èíûõ ðàçíîâèäíîñòåé çàäà÷. Óìåíèå
ðåøàòü ïðÿìóþ è îáðàòíóþ çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ âàæíûì êðèòåðèåì äîñòèãíóòîé ó÷å-
íèêîì ãëóáèíû ïîíèìàíèÿ èçó÷àåìîãî ðàçäåëà ìàòåìàòèêè. Èìååò ïîýòîìó ñìûñë
ðàññìàòðèâàòü â ìåòîäèêå ìàòåìàòèêè ñîñòàâëåíèå è ðåøåíèå îáðàòíûõ çàäà÷ êàê
äîñòàòî÷íî ïðîñòîé è óäîáíûé êðèòåðèé ðàçâèòèÿ òâîð÷åñêîãî ìûøëåíèÿ, êàê îäèí
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èç ïóòåé ñàìîðàçâèòèÿ óìà ó÷àùèõñÿ.
Îïûò îáó÷åíèÿ íà îñíîâå óêðóïíåíèÿ åäèíèö óñâîåíèÿ ïîêàçàë, ÷òî îñíîâíîé

ôîðìîé óïðàæíåíèÿ äîëæíî ñòàòü ìíîãîêîìïîíåíòíîå çàäàíèå, îáðàçóþùååñÿ èç
íåñêîëüêèõ ëîãè÷åñêè ðàçíîðîäíûõ, íî ïñèõîëîãè÷åñêè îáúåäèíåííûõ â íåêîòîðóþ
öåëîñòíîñòü ÷àñòåé, íàïðèìåð:

a) ðåøåíèå îáû÷íîé ¾ãîòîâîé¿ çàäà÷è;

b) ñîñòàâëåíèå îáðàòíîé çàäà÷è è åå ðåøåíèå;

c) ñîñòàâëåíèå àíàëîãè÷íîé çàäà÷è ïî äàííîé ôîðìóëå (òîæäåñòâó) èëè óðàâíå-
íèþ è ðåøåíèå åå;

d) ñîñòàâëåíèå çàäà÷è ïî íåêîòîðûì ýëåìåíòàì, îáùèì ñ èñõîäíîé çàäà÷åé;

e) ðåøåíèå èëè ñîñòàâëåíèå çàäà÷è, îáîáùåííîé ïî òåì èëè èíûì ïàðàìåòðàì ïî
îòíîøåíèþ ê èñõîäíîé çàäà÷å [79].

Êàê ýòî àêòóàëüíî â ïëàíå ðàçâèòèÿ ìûøëåíèÿ! Ðàçóìååòñÿ, âíà÷àëå â óêðóï-
íåííîå óïðàæíåíèå ìîãóò âîéòè ëèøü íåêîòîðûå èç óêàçàííûõ âàðèàöèé. Ëåéòìî-
òèâîì óðîêà, ïîñòðîåííîãî ïî ñèñòåìå ÓÄÅ, ñëóæèò ïðàâèëî: íå ïîâòîðåíèå, îòëî-
æåííîå íà ñëåäóþùèå óðîêè, à ïðåîáðàçîâàíèå âûïîëíåííîãî çàäàíèÿ, îñóùåñòâëÿ-
åìîå íåìåäëåííî íà ýòîì óðîêå, ÷åðåç íåñêîëüêî ñåêóíä èëè ìèíóò ïîñëå èñõîäíîãî,
÷òîáû ïîçíàòü îáúåêò â åãî ðàçâèòèè, ïðîòèâîïîñòàâèòü èñõîäíóþ ôîðìó çíàíèÿ
âèäîèçìåíåííîé. Ìåòîäû îáó÷åíèÿ ðåàëèçóþòñÿ ïóòåì âûïîëíåíèÿ óïðàæíåíèé è
îáúåêòèâèðóþòñÿ â çíàíèÿõ. Ïðè ýòîì íå îäíî òîëüêî êîëè÷åñòâåííîå ðàçíîîáðàçèå
ìåòîäîâ è óïðàæíåíèé âàæíî ñàìî ïî ñåáå. Ëèøü íàáîð îïðåäåëåííûõ óïðàæíåíèé,
ñêîíñòðóèðîâàííûõ íà îñíîâå ïðèíöèïà óêðóïíåíèÿ, â ÷åòêîé èõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè îáåñïå÷èâàåò ïðî÷íîñòü è ñîçíàòåëüíîñòü óñâîåíèÿ çíàíèé. Òàêèì îáðàçîì, ÓÄÅ
ïîçâîëÿåò:
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� ïðèìåíÿòü îáîáùåíèå â òåêóùåé ó÷åáíîé ðàáîòå íà êàæäîì óðîêå;

� óñòàíàâëèâàòü áîëüøå ëîãè÷åñêèõ ñâÿçåé â ìàòåðèàëå;

� âûäåëÿòü ãëàâíîå è ñóùåñòâåííîå â áîëüøîé äîçå ìàòåðèàëà;

� ïîíèìàòü çíà÷åíèå ìàòåðèàëà â îáùåé ñèñòåìå ÇÓÍ;

� âûÿâèòü áîëüøå ìåæïðåäìåòíûõ ñâÿçåé;

� áîëåå ýìîöèîíàëüíî ïîäàòü ìàòåðèàë;

� ñäåëàòü áîëåå ýôôåêòèâíûì çàêðåïëåíèå ìàòåðèàëà [79].

Óðîê ìàòåìàòèêè, ïîñòðîåííûé ñîçíàòåëüíî íà íåîáõîäèìîñòè óêðóïíåíèÿ çíà-
íèé, çàáîòèòñÿ îá îêðóæåíèè îñíîâíîãî ïîíÿòèÿ, î íàðàùèâàíèè çíàíèé âîêðóã ëî-
ãè÷åñêîãî ÿäðà óðîêà, î ïîâòîðåíèè ìàòåðèàëà ÷åðåç åãî ðàçâèòèå, ïðåîáðàçîâàíèå.
Èäåÿìè ÓÄÅ ïîä÷åðêèâàåòñÿ íåîáõîäèìîñòü èçó÷åíèÿ íå âñåãî ïîíåìíîãó, à ìíî-
ãîãî îá îäíîì, î ãëàâíîì, ïîñòèãàÿ ìíîãîîáðàçèå â åäèíîì, â öåëîì! Àâòîð òåõ-
íîëîãèè ðåêîìåíäóåò ñíà÷àëà ðàññêàçàòü ïëàí âñåé òåìû, çàòåì ïîñòîÿííî ê íåìó
âîçâðàùàòüñÿ, òî÷íî óêàçûâàÿ ìåñòî, â êîòîðîì ìû íàõîäèìñÿ. Ïîíèìàíèå êîíêðåò-
íîãî òåîðåòè÷åñêîãî âîïðîñà âîçìîæíî òîëüêî â êîíòåêñòå, ïî÷òè âñåãäà îáÿçàòåëåí
âçãëÿä íàçàä. Óðîêè, ãäå èçó÷àåòñÿ òðóäíûé äëÿ ïîíèìàíèÿ ìàòåðèàë, öåëåñîîá-
ðàçíî âåñòè êàê äèàëîã ñ ìíîæåñòâîì ïðîâîöèðóþùèõ âîïðîñîâ. Èäåè òåõíîëîãèè
óêðóïíåíèÿ äèäàêòè÷åñêèõ åäèíèö àêòóàëüíû â àñïåêòå îáó÷åíèÿ èíòåëëåêòóàëüíî
îäàðåííûõ äåòåé.

Èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè è äèñòàíöèîííîå îáó÷åíèå

Âñå èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè ñâÿçàíû ñ êîìïüþòåðíûì îáó÷åíèåì. Â Ðåñ-
ïóáëèêå Áåëàðóñü àêòèâíî îñóùåñòâëÿåòñÿ èíôîðìàòèçàöèÿ ïðîöåññà îáó÷åíèÿ è



105

âîñïèòàíèÿ; ñîçäàåòñÿ íàöèîíàëüíàÿ èíôîðìàöèîííàÿ ñðåäà, â êîòîðóþ èíòåãðèðó-
þòñÿ âñå ó÷ðåæäåíèÿ îáðàçîâàíèÿ; ñîçäàåòñÿ åäèíàÿ ñèñòåìà äèñòàíöèîííîãî îáðà-
çîâàíèÿ. Íàøà ñòðàíà ïðèíèìàåò àêòèâíîå ó÷àñòèå â ìåæäóíàðîäíûõ ïðîãðàììàõ,
ñâÿçàííûõ ñ íîâûìè èíôîðìàöèîííûìè òåõíîëîãèÿìè â îáðàçîâàíèè.

Èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè ñïîñîáñòâóþò ôîðìèðîâàíèþ åäèíîãî îáðàçîâà-
òåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà â ðàìêàõ âñåãî ìèðîâîãî ñîîáùåñòâà. Îíè îêàçûâàþò ñî-
öèàëèçèðóþùåå âîçäåéñòâèå íà ëè÷íîñòü, ñïîñîáñòâóþò ðàçâèòèþ ñàìîðåãóëÿöèè,
ñòèìóëèðóþò öåëåïîðîæäàþùóþ äåÿòåëüíîñòü èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðàêòè÷åñêè ó êàæäîãî èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííîãî ðåáåíêà
åñòü êîìïüþòåð, à, çíà÷èò, è âûõîä â Èíòåðíåò. Èíòåðíåò ïðåäñòàâëåí ñïåöèàëèçèðî-
âàííûìè ñàéòàìè, ìàòåðèàëàìè ýëåêòðîííûõ êîíôåðåíöèé, âîçìîæíîñòüþ ó÷àñòâî-
âàòü â äèñòàíöèîííûõ îëèìïèàäàõ è äð. Èíòåðíåò äàåò âîçìîæíîñòü ó÷àùèìñÿ ïî-
ëó÷èòü ëþáóþ èíòåðåñóþùóþ èõ èíôîðìàöèþ èç ñàìûõ ðàçíûõ èñòî÷íèêîâ íà ñâîé
ýëåêòðîííûé àäðåñ. Îñîáåííî ïðèâëåêàòåëüíû äëÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ ó÷à-
ùèõñÿ âèðòóàëüíûå èíòåëëåêòóàëüíûå êëóáû, ïîçâîëÿþùèå îáùàòüñÿ è îáñóæäàòü
ðàçíîîáðàçíûé ñïåêòð âîïðîñîâ è ïðîáëåì ñ ñàìûì øèðîêèì êðóãîì ó÷àñòíèêîâ,
òåì ñàìûì ðàçâèâàòü ñâîé óìñòâåííûé ïîòåíöèàë, óäîâëåòâîðÿòü ïîçíàâàòåëüíûå
çàïðîñû.

Â ïîñëåäíèå ãîäû âñå áîëüøèé èíòåðåñ ó÷èòåëåé, ðàáîòàþùèõ ñ èíòåëëåêòóàëüíî
îäàðåííûìè äåòüìè, âûçûâàþò äèñòàíöèîííûå ôîðìû îáó÷åíèÿ. Ýòè ôîðìû ðàáî-
òû ïðèâëåêàòåëüíû â ñèñòåìàõ îáðàçîâàíèÿ ìíîãèõ ñòðàí. Ê ïðèìåðó, â Ðîññèè ñ
1995 ãîäà ðàçðàáàòûâàåòñÿ ñèñòåìà äèñòàíöèîííîãî îáðàçîâàíèÿ (ÑÄÎ), êîòîðàÿ äî-
ïîëíÿåò çàî÷íóþ è î÷íóþ ôîðìû îáó÷åíèÿ. Ðîññèÿ ÿâëÿåòñÿ èíèöèàòîðîì è ðàçðà-
áîò÷èêîì ìåæäóíàðîäíîé ïðîãðàììû ¾Îòêðûòàÿ îáðàçîâàòåëüíàÿ ñèñòåìà ÕÕI âå-
êà¿, îäèí èç ïðîåêòîâ êîòîðîé � ¾Äèñòàíöèîííîå îáðàçîâàíèå â íîâîé èíôîðìàöè-
îííîé ñðåäå (DESCOP)¿.

Â 2001 ãîäó íà áàçå Áåëîðóññêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà îòêðûëñÿ ïåð-
âûé â Áåëàðóñè ðåñïóáëèêàíñêèé öåíòð Ôåäåðàöèè Èíòåðíåò-îáðàçîâàíèÿ, êîòîðûé
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ñòàë áàçîé äëÿ îáó÷åíèÿ Èíòåðíåò � òåõíîëîãèÿì ó÷èòåëåé âñåé ðåñïóáëèêè. Íà áàçå
ÁÃÓ ôóíêöèîíèðóåò î÷íî-çàî÷íàÿ øêîëà ïî ìàòåìàòèêå äëÿ ó÷àùèõñÿ 5�11 êëàñ-
ñîâ îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ øêîë ðåñïóáëèêè. Ñ 2001 ãîäà âñå ó÷àùèåñÿ î÷íî-çàî÷íîé
øêîëû ïîëüçóþòñÿ ñèñòåìîé äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ.

Äèñòàíöèîííîå îáó÷åíèå â ðàáîòå ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè ìî-
æåò âûñòóïàòü êàê ñîñòàâíàÿ ÷àñòü ïðîöåññà îáó÷åíèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ äèôôåðåí-
öèðîâàòü äîëþ ïðÿìîãî îáó÷åíèÿ è ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû. Áåëîðóññêàÿ ñèñòåìà
äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé íóæäàåòñÿ â õîðîøåì
äèäàêòè÷åñêîì îáåñïå÷åíèè. Íà ñîâðåìåííîì ýòàïå íåîáõîäèì êîìïëåêñ âçàèìîñâÿ-
çàííûõ, ïåäàãîãè÷åñêè öåëåñîîáðàçíûõ èíôîðìàöèîííûõ ïðîäóêòîâ, íàïðàâëåííûõ
íà ðàçâèòèå èíòåëëåêòóàëüíûõ ñïîñîáíîñòåé ó÷àùèõñÿ (âîçìîæíî äàæå ñîçäàíèå
ñïåöèàëüíûõ ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèõ êîìïëåêñîâ).

Äèñòàíöèîííîå îáó÷åíèå ìîæåò èíäèâèäóàëèçèðîâàòü ðàáîòó ñ èíòåëëåêòóàëüíî
îäàðåííûìè äåòüìè, ïðèâëå÷ü èõ ê ðàáîòå â êîìàíäå íàä êàêèì-ëèáî èíòåðåñíûì
ïðîåêòîì, ìîæåò ñòàòü ìîùíûì ñðåäñòâîì ðàçâèòèÿ. Ñåãîäíÿ íåò ñîìíåíèÿ, ÷òî
ñîâñåì ñêîðî â Áåëàðóñè äèñòàíöèîííîå îáó÷åíèå èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé
çàéìåò äîñòîéíîå ìåñòî â ñèñòåìå îáðàçîâàíèÿ.

Èòàê, ìû ðàññìîòðåëè òåîðåòè÷åñêèå àñïåêòû òåõíîëîãèé, êîòîðûå, íà íàø âçãëÿä,
íàèáîëåå îïòèìàëüíû ïðè îáó÷åíèè èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé. Îíè ëó÷øå
äðóãèõ âïèñûâàþòñÿ â ó÷åáíûé ïðîöåññ â óñëîâèÿõ êëàññíî-óðî÷íîé ñèñòåìû îáó-
÷åíèÿ, ñïîñîáñòâóþò ðàçâèòèþ ìûøëåíèÿ ó÷àùèõñÿ. Ê ñîæàëåíèþ, â ìåòîäè÷åñêîé
ëèòåðàòóðå íåäîñòàòî÷íî ïðàêòè÷åñêèõ ðàçðàáîòîê äëÿ ó÷èòåëåé ïî èñïîëüçîâàíèþ
òåõíîëîãèè ïðîáëåìíîãî îáó÷åíèÿ è ÓÄÅ. Âìåñòå ñ òåì, èñïîëüçîâàíèå äàæå îò-
äåëüíûõ èõ èäåé ìîæåò ïîëîæèòåëüíûì îáðàçîì ñêàçàòüñÿ íà ðàçâèòèè óìñòâåííûõ
ñïîñîáíîñòåé ó÷àùèõñÿ.
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Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêàÿ ðàáîòà

Îäíî èç âàæíåéøèõ íàïðàâëåíèé ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè �
íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêàÿ äåÿòåëüíîñòü. Ïðàêòèêà ïîäòâåðæäàåò, ÷òî îäàðåííûé
øêîëüíèê ìîæåò è äîëæåí çàíèìàòüñÿ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòîé. Îí ñïî-
ñîáåí ôîðìóëèðîâàòü èññëåäîâàòåëüñêèå âîïðîñû, ïîíèìàòü, ñòðîèòü è ðàçâèâàòü,
àíàëèçèðîâàòü ëîãè÷åñêè íåïðîòèâîðå÷èâûå íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèå ìîäåëè. Èí-
òåëëåêòóàëüíî îäàðåííûé øêîëüíèê ìîæåò îòñëåæèâàòü çàêîíîìåðíîñòè, äåëàòü
îáîáùåíèÿ è âûâîäû, ïðîãíîçèðîâàòü è íàõîäèòü ïðèëîæåíèÿ. Òâîð÷åñêèå ðàáîòû
ó÷àùèõñÿ äîëæíû áûòü âûïîëíåíû ñ ïîìîùüþ êîððåêòíîé ñ íàó÷íîé òî÷êè çðåíèÿ
ìåòîäèêè, èìåòü ñîáñòâåííûé ýêñïåðèìåíòàëüíûé ìàòåðèàë.

Ìîæíî íà÷àòü îáó÷åíèå ñ íåáîëüøèõ ôðàãìåíòîâ:

� äèñêóññèÿ ïî âûáðàííîé òåìå èññëåäîâàíèÿ;

� ïîäáîð ëèòåðàòóðû;

� îñìûñëåíèå ñîáðàííîãî íàó÷íîãî ìàòåðèàëà;

� ðàçðàáîòêà öåëåé, çàäà÷ è ïëàíà èññëåäîâàíèÿ;

� ðàçðàáîòêà è çàùèòà ãèïîòåç;

� ðàçðàáîòêà ïëàíà èññëåäîâàíèÿ;

� êîëëåêòèâíàÿ èññëåäîâàòåëüñêàÿ äåÿòåëüíîñòü;

� îôîðìëåíèå ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ;

� ïðåçåíòàöèÿ ðàáîòû (óñòíûé äîêëàä);

� âûñòàâêà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ðàáîò.
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Òåìà íàó÷íîãî èññëåäîâàíèÿ ó÷àùåãîñÿ âõîäèò â êðóã åãî èíòåðåñîâ è âûòåêà-
åò, êàê ïðàâèëî, èç àíàëèçà ìàòåðèàëà, èìåþùåãîñÿ â ëèòåðàòóðå, âîçìîæíîñòåé è
ãîòîâíîñòè ó÷àùåãîñÿ ðåøèòü èññëåäîâàòåëüñêóþ çàäà÷ó. Àêòóàëüíîñòü âûáîðà òå-
ìû èññëåäîâàíèÿ îáîñíîâûâàåòñÿ ñ ïîçèöèè òîãî, íàñêîëüêî îíà îòâå÷àåò èíòåðåñàì
øêîëüíîé ïðàêòèêè. Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ � ýòî ïîëå íàó÷íûõ ïîèñêîâ ó÷àùåãî-
ñÿ, à ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ � ýòî êîíêðåòíàÿ ïðîáëåìà â ñàìîé òåìå. Â ôîðìó-
ëèðîâêå òåìû èññëåäîâàíèÿ âàæíî îòðàçèòü ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ. Íåïðàâèëüíîå
ôîðìóëèðîâàíèå òåìû èññëåäîâàíèÿ âåäåò ê ïðîèçâîëüíîìó òîëêîâàíèþ ïðîáëåìû
è èíîãäà ñòèõèéíîìó ñáîðó íàó÷íûõ ôàêòîâ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåìîé âûäâèãàþòñÿ
öåëü è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ. Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ øêîëüíèêîâ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå
íîâûõ çíàíèé, ïðîâåðêà èõ íà íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ñóùåñòâóþùèì ïðåäñòàâëåíè-
ÿì è îôîðìëåíèå èõ â âèäå òîé èëè èíîé ñèñòåìû. Ãèïîòåçà � ýòî äîïóùåíèå èëè
ïðåäïîëîæåíèå, èñòèíà êîòîðîãî åùå íå äîêàçàíà, íî âåðîÿòíà. Ãèïîòåçà âûñòóïà-
åò èñõîäíûì ýëåìåíòîì ïîèñêà èñòèíû, êîòîðûé ïîìîãàåò ñóùåñòâåííî ýêîíîìèòü
âðåìÿ è ñèëû, öåëåíàïðàâëåííî ñîáðàòü íåîáõîäèìûå ôàêòû. Îñíîâíîå òðåáîâàíèå ê
ãèïîòåçå ó÷åíè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ � åå ëîãè÷íîñòü, îïîðà íà èìåþùèåñÿ ñâåäåíèÿ,
ôàêòû, íàáëþäåíèÿ, ëàêîíè÷íîñòü. Ãèïîòåçà îïðåäåëÿåò ñòðàòåãèþ èññëåäîâàòåëü-
ñêîãî ïîèñêà, ýòî ñâîåîáðàçíûé ïðîîáðàç áóäóùåé ðàáîòû. Ñ ó÷åòîì öåëè, çàäà÷ è
ãèïîòåçû îñóùåñòâëÿåòñÿ ïëàíèðîâàíèå íàó÷íîãî èññëåäîâàíèÿ ó÷àùåãîñÿ. Ó÷èòåëü
ðåêîìåíäóåò ïîðÿäîê èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà, çíàêîìèò ñ ïðàâèëàìè îôîðìëåíèÿ ðà-
áîòû (òèòóëüíûé ëèñò, îãëàâëåíèå, ââåäåíèå, îñíîâíàÿ ÷àñòü ðàáîòû, çàêëþ÷åíèå,
ñïèñîê èñïîëüçîâàííîé ëèòåðàòóðû). Îí ïîäñêàçûâàåò ó÷àùèìñÿ êàê ëó÷øå ïðåä-
ñòàâèòü ñâîþ èññëåäîâàòåëüñêóþ ðàáîòó íà êîíôåðåíöèè èëè êîíêóðñå [46].

Óäîáíåå âñåãî îñóùåñòâëÿòü ïðåçåíòàöèþ ïî ñëåäóþùåìó ïëàíó:

� àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ;

� öåëü è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ;

� ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ;
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� ñóòü èññëåäîâàíèÿ;

� ðåçóëüòàòû è âûâîäû.

Âûñòóïàÿ ñ äîêëàäîì, ó÷àùèåñÿ íå äîëæíû çà÷èòûâàòü ðàáîòó, ïåðåãðóæàòü åå
ïåðå÷èñëåíèÿìè è öèôðàìè. Âñÿ öèôðîâàÿ èíôîðìàöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
ñ ïîìîùüþ ìóëüòèìåäèà-ñðåäñòâ. Ó÷àùèåñÿ äîëæíû áûòü èíôîðìèðîâàíû è î êðè-
òåðèÿõ îöåíèâàíèÿ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ðàáîò. Ïðè îöåíèâàíèè ó÷èòûâàåòñÿ:
ãðàìîòíîñòü ôîðìóëèðîâêè òåìû, àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ, ñòåïåíü íîâèç-
íû, ñòåïåíü ñàìîñòîÿòåëüíîñòè âûïîëíåíèÿ ðàáîòû, ãëóáèíà èçëîæåíèÿ òåîðèè âî-
ïðîñà, êà÷åñòâî âûïîëíåíèÿ ïðàêòè÷åñêîé ÷àñòè, âûâîäîâ, ñîáëþäåíèå òðåáîâàíèé
ê îôîðìëåíèþ ðàáîòû.

Çàíÿòèÿ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòîé ðàçâèâàþò îáùèé èíòåëëåêòóàëüíûé
ïîòåíöèàë îäàð¼ííîãî ðåá¼íêà. Ïðè ýòîì ïîâûøàåòñÿ êà÷åñòâî ìîòèâàöèîííîé ñî-
ñòàâëÿþùåé åãî äåÿòåëüíîñòè, ôîðìèðóþòñÿ è ñîâåðøåíñòâóþòñÿ óìåíèÿ è íàâû-
êè èññëåäîâàòåëüñêîé, òâîð÷åñêîé ðàáîòû, à òàêæå îáùèå âîëåâûå õàðàêòåðèñòèêè
ëè÷íîñòè. Ýòè çàíÿòèÿ ðàçâèâàþò ñàìîñòîÿòåëüíîñòü è ïîòðåáíîñòü â öåëåâîé èí-
òåëëåêòóàëüíîé äåÿòåëüíîñòè. Çäåñü ñëèâàþòñÿ âîåäèíî öåëè îáðàçîâàíèÿ è âîñïè-
òàíèÿ. Çàíÿòèÿ íàóêîé ïîìîãàþò âûÿâèòü äîìèíèðóþùóþ êîìïîíåíòó îäàðåííîñòè
ïîñðåäñòâîì òîãî, ÷òî øêîëüíèê ïðîáóåò ñåáÿ è â åñòåñòâåííî-ìàòåìàòè÷åñêèõ, è â
ãóìàíèòàðíûõ íàóêàõ, ðàáîòàÿ êàê èíäèâèäóàëüíî, òàê è â êîëëåêòèâå. Ðàííåå âûÿâ-
ëåíèå äîìèíàíòû îäàð¼ííîñòè ïîçâîëÿåò ñâîåâðåìåííî ñîçäàòü àäåêâàòíûå óñëîâèÿ
äëÿ å¼ ðàçâèòèÿ è ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ñïîñîáñòâóåò äîñòàòî÷-
íî ðàííåé è îáîñíîâàííîé ñàìîèäåíòèôèêàöèè ëè÷íîñòè. Ó÷àùèéñÿ ìîæåò ðàíüøå
ñäåëàòü ñâîé ãëàâíûé âûáîð è ïðèíåñòè íàèáîëüøóþ ïîëüçó ñåáå è îáùåñòâó. Ïðè
ýòîì ðåàëèçóåòñÿ ïðèíöèï: íå ïîòåðÿòü îäàð¼ííîñòè, íå ðàññåÿòü áóäóùèé èíòåëëåê-
òóàëüíûé êàïèòàë îáùåñòâà, à ïî âîçìîæíîñòè, ñîõðàíèòü åãî è ïðèóìíîæèòü.

Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêàÿ ðàáîòà ó÷àùèõñÿ â øêîëå óñòàíàâëèâàåò ïðååìñòâåí-
íîñòü è ¾íåïðåðûâíîñòü¿ íàóêè â öåïî÷êå: øêîëà � âóç � îáùåñòâî. Òåì ñàìûì



110

ñîçäàþòñÿ îïòèìàëüíûå óñëîâèÿ ýôôåêòèâíîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ íàó÷íîãî ïîòåí-
öèàëà îáùåñòâà. Íàóêà â ñîâðåìåííîé øêîëå çàêëàäûâàåò äîáðîòíóþ îñíîâó è ôóí-
äàìåíò íîîñôåðû îáùåñòâà XXI âåêà. È øèðîêàÿ, ðàçíîîáðàçíàÿ íàó÷íàÿ òåìàòèêà
îòâå÷àåò ýòèì öåëÿì, îòâå÷àåò ñâîáîäíî ðàçâèâàþùåìóñÿ èíòåëëåêòó îäàð¼ííîãî
ðåá¼íêà, ìûøëåíèå êîòîðîãî íå çàêðåïîùåíî íèêàêèìè äîãìàìè, óñëîâíîñòÿìè è
ñòåðåîòèïàìè ñ íåèçáåæíîñòüþ, ïðèñóùèìè âçðîñëîìó. È â áóäóùåì, âçðàù¼ííûé
òàêèì îáðàçîì èíòåëëåêòóàë, áóäåò â ñîñòîÿíèè ñäåëàòü òî, ÷òî ñåãîäíÿ ñ÷èòàåòñÿ
íåâîçìîæíûì, ïàðàäîêñàëüíûì èëè ïðîòèâîðå÷àùèì çäðàâîìó ñìûñëó. Íàêîíåö,
íàóêà â øêîëå íåïîñðåäñòâåííûì è îïîñðåäîâàííûì îáðàçîì âëèÿåò íà âåñü ó÷åáíî-
âîñïèòàòåëüíûé ïðîöåññ, ïîäíèìàåò âñå åãî ïàðàìåòðû íà áîëåå âûñîêèé óðîâåíü.
Ðåçóëüòàòàìè òàêîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ çàìåòêè, ñòàòüè, äîêëàäû è ñîîáùåíèÿ íà âñÿ-
êîãî ðîäà êîíôåðåíöèÿõ, ïðåäñòàâëåíèÿõ è êîíêóðñàõ, îò øêîëüíîãî äî ìåæäóíà-
ðîäíîãî óðîâíåé. Ïðè ýòîì îöåíêàìè ðàáîò ñëóæàò îöåíêè ñïåöèàëèñòîâ, ðàçëè÷íîãî
ðîäà ¾ðåéòèíãîâûå¿ áàëëû, äèïëîìû, ìåñòà, ñåðòèôèêàòû è ò. ï.

Âñå òâîð÷åñêèå ðàáîòû ó÷àùèõñÿ ìîæíî ðàçäåëèòü íà ðåôåðàòèâíûå, ïîçíàâà-
òåëüíûå, ïîèñêîâî-ïðîáëåìíûå, íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèå è ïðî÷èå. Òâîð÷åñêîé ÿâ-
ëÿåòñÿ ðàáîòà, âûïîëíåííàÿ ó÷åíèêîì ñàìîñòîÿòåëüíî, â êîòîðîé áûëà äîñòèãíóòà
ïîñòàâëåííàÿ öåëü, â êîòîðîé áûëè èñïîëüçîâàíû ðàçëè÷íûå ëèòåðàòóðíûå èñòî÷-
íèêè, èçëîæåíû îðèãèíàëüíûå àâòîðñêèå èäåè. Ýòî çàêîí÷åííîå è öåëüíîå ïðîèçâå-
äåíèå, îôîðìëåííîå íàäëåæàùèì îáðàçîì. Ðåôåðàòèâíàÿ ðàáîòà ñîåäèíÿåò â ñåáå
óæå èçâåñòíûå çíàíèÿ, âûñòðîåííûå â ñèñòåìó ïîä çàäàííûì ó÷åáíûì ïðîöåññîì
óãëîì çðåíèÿ. Ðåôåðàò ìîæåò ñîäåðæàòü ñëåäóþùèå ðàçäåëû:

1. Ââåäåíèå (îáîñíîâàíèå òåìû, åå àêòóàëüíîñòü ñ ïîçèöèè íàóêè è ñîöèàëüíûõ
çàïðîñîâ îáùåñòâà).

2. Ãëàâà 1. Èñòîðèÿ è òåîðèÿ ïðîáëåìû. Äàííàÿ ãëàâà äîëæíà ñîäåðæàòü îòâåòû
íà ñëåäóþùèå âîïðîñû:
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� êòî èç ó÷åíûõ ïðîøëîãî çàíèìàëñÿ äàííîé ïðîáëåìîé, êàêèå èäåè âûñêà-
çàë?

� â ÷åì ñóùíîñòü ïðîáëåìû?

� êàêîâû ïîáóäèòåëüíûå ôàêòîðû, îáóñëîâëèâàþùèå ðàçâèòèå èçó÷àåìîãî
ÿâëåíèÿ èëè ïðîöåññà?

� êàêèå ïóòè ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ðàñêðûâàëèñü ó÷åíûìè?

� êàêèå àñïåêòû ïðîáëåìû ñëàáî ðàçðàáîòàíû è ïî÷åìó?

3. Ãëàâà 2. Ðåøåíèå ïðîáëåìû â ñîâðåìåííûõ óñëîâèÿõ. Â ýòîé ãëàâå ïðèâîäèòñÿ:

� àíàëèç ïðîöåññà èëè ÿâëåíèÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ;

� ôàêòîëîãèÿ ñîñòîÿíèÿ ïðîáëåìû â íàñòîÿùåå âðåìÿ;

� òðàêòîâêà äðóãèõ âçãëÿäîâ èëè ïîçèöèé ïî ïðîáëåìå;

� íàó÷íûé àíàëèç ïðàêòèêè, èìåþùåé îòíîøåíèå ê ïðîáëåìå.

4. Çàêëþ÷åíèå (îñíîâíûå âûâîäû, èäåè ìûñëè ó÷àùåãîñÿ, åãî ïðåäëîæåíèÿ).

5. Ëèòåðàòóðà (ñïèñîê èñïîëüçîâàííîé ëèòåðàòóðû, îôîðìëåííûé íàäëåæàùèì
îáðàçîì).

Ïîçíàâàòåëüíàÿ ðàáîòà íîñèò îáðàçîâàòåëüíûé õàðàêòåð, âûõîäÿ, îäíàêî, çà ðàì-
êè òðåáîâàíèé ñòàíäàðòíîãî ó÷åáíîãî ïðîöåññà. Óñòàíàâëèâàåò ñèñòåìó èçâåñòíûõ
çíàíèé, èñõîäÿ èç öåëåé ñàìîãî èññëåäîâàòåëÿ. Ðàáîòà ïîèñêîâî-ïðîáëåìíîãî õàðàê-
òåðà ïðåñëåäóåò öåëüþ âûÿâëåíèå êàêîãî-ëèáî ðîäà çíàíèé â âèäå ñâÿçàííîé ñèñòåìû
ôàêòîâ, óñòàíîâëåíèå ïðîòèâîðå÷èÿ ìåæäó èìåþùèìèñÿ çíàíèÿìè è ñâÿçàííûìè ñ
íèìè ôàêòàìè, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü îáúÿñíåíû íà îñíîâå ýòèõ çíàíèé. Ðåçóëü-
òàòîì òàêîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòàíîâêà âîïðîñîâ, íà êîòîðûå, ïî èìåþùåéñÿ ó
èññëåäîâàòåëÿ èíôîðìàöèè, åù¼ íåò îòâåòîâ.
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Èññëåäîâàíèå � ýòî ïðîöåññ è ðåçóëüòàò âûÿâëåíèÿ èçâåñòíûõ èëè ïðåäïîëà-
ãàåìûõ ôàêòîâ (çíàíèé) ïîä òåì èëè èíûì óãëîì çðåíèÿ (ãèïîòåçà) äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ íîâûõ çíàíèé è óìåíèé. Èññëåäîâàíèå ñ÷èòàåòñÿ íàó÷íûì, åñëè ïîëó÷åíû íî-
âûå çíàíèÿ íà óðîâíå äîïîëíåíèé, îáúÿñíåíèé, ôàêòîâ, òåíäåíöèé, çàêîíîâ è çà-
êîíîìåðíîñòåé, êîòîðûå äîêàçàíû òåîðåòè÷åñêè è ïîäòâåðæäåíû ýêñïåðèìåíòàëü-
íî. Ýòè çíàíèÿ äîëæíû èìåòü ñàìîñòîÿòåëüíîå çíà÷åíèå è âîñòðåáîâàííîñòü ïðè
ïîëó÷åíèè íîâûõ çíàíèé è óìåíèé â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíî-
ñòè. Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêàÿ ðàáîòà ïîíèìàåòñÿ êàê ðàçíîâèäíîñòü òâîð÷åñêîé
ðàáîòû, êîòîðàÿ èìååò ôîðìó èññëåäîâàíèÿ ñî âñåìè ïðèñóùèìè åìó àòðèáóòàìè
íàó÷íîñòè. Ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü ñëåäóþùèé ïëàí (ïîðÿäîê) îôîðìëåíèÿ íàó÷íî-
èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòû:

1. Ââåäåíèå.

2. Òåìà, àêòóàëüíîñòü, öåëü, ãèïîòåçà, çàäà÷è è ýòàïû èññëåäîâàíèÿ.

3. Îñíîâíàÿ ÷àñòü:

� îïðåäåëåíèÿ, ôóíêöèè è ñâÿçè ïðåäìåòà èññëåäîâàíèÿ;

� ñîñòîÿíèå ïðåäìåòà èññëåäîâàíèÿ íà äàííûé ìîìåíò;

� ìåòîäèêà òåîðåòè÷åñêîé è ýêñïåðèìåíòàëüíîé ÷àñòè (ìîäåëü èññëåäîâà-
íèÿ);

� ðàçâèòèå ñòðóêòóðû ìîäåëè èññëåäîâàíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñòàâëåííû-
ìè öåëÿìè è çàäà÷àìè;

� àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è âûÿâëåííûõ çàêîíîìåðíîñòåé.

4. Âûâîäû (îáîáùåíèå ðåçóëüòàòîâ, âûäâèæåíèå ïåðñïåêòèâíûõ âîïðîñîâ è ïðî-
ãíîçèðîâàíèå, ïðàêòè÷åñêèå ðåêîìåíäàöèè).
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5. Ïðèëîæåíèÿ (ãðàôèêè, äèàãðàììû, àëãîðèòìû è ò. ï.).

6. Ëèòåðàòóðà.

Ôàêóëüòàòèâíûå êóðñû

Íà ôàêóëüòàòèâíûõ çàíÿòèÿõ øêîëüíèêè èìåþò âîçìîæíîñòü óãëóáèòü è ðàñ-
øèðèòü çíàíèÿ, ïîëó÷àåìûå íà óðîêàõ, ïðèîáðåñòè óìåíèÿ ðåøàòü áîëåå òðóäíûå è
ðàçíîîáðàçíûå çàäà÷è. Ôàêóëüòàòèâíûå êóðñû äîëæíû ó÷èòûâàòü ðàçëè÷èÿ â âîç-
ìîæíîñòÿõ è ïîòðåáíîñòÿõ ó÷àùèõñÿ, îòëè÷àòüñÿ ïî ñîäåðæàòåëüíîìó íàïîëíåíèþ.

Â ñðåäíåì çâåíå öåëåñîîáðàçíî èçó÷åíèå â äîñòóïíîé, çàíèìàòåëüíîé ôîðìå ðàç-
ëè÷íûõ òåì (íå îáÿçàòåëüíî âçàèìîñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé), èìåþùèõ âíóòðèïðåä-
ìåòíóþ è ïðèêëàäíóþ çíà÷èìîñòü. Ïðè ýòîì ôàêóëüòàòèâíîå çàíÿòèå äîëæíî áûòü
îáåñïå÷åíî êà÷åñòâåííûìè ñîäåðæàòåëüíûìè çàäà÷àìè. Â ñòàðøèõ êëàññàõ ðàáîòà
íà ôàêóëüòàòèâàõ ïðåñëåäóåò äâå îñíîâíûå öåëè: ïîäãîòîâêà ê ïðîäîëæåíèþ îá-
ðàçîâàíèÿ è ê öåíòðàëèçîâàííîìó òåñòèðîâàíèþ. Íàðÿäó ñ óãëóáëåíèåì îñíîâíîãî
êóðñà ìàòåìàòèêè öåëåñîîáðàçíî è îïðåäåëåííîå åãî ðàñøèðåíèå â îñíîâíîì ïî ëè-
íèè àêòóàëüíûõ ïðèëîæåíèé.

Ðàáîòà íà ôàêóëüòàòèâíûõ çàíÿòèÿõ ïî âñåì îñíîâíûì íàïðàâëåíèÿì (óãëóáëå-
íèå îñíîâíîãî êóðñà, ðàçâèòèå èíòåðåñà ê ìàòåìàòèêå, ðàñøèðåíèå êðóãîçîðà è ôîð-
ìèðîâàíèå ìèðîâîççðåíèÿ, ðàñêðûòèå ïðèêëàäíûõ àñïåêòîâ ìàòåìàòèêè, ïðîôîðè-
åíòàöèÿ) äîëæíà áûòü îáåñïå÷åíà íå îäíîé, à íåñêîëüêèìè ïðîãðàììàìè. Ïåäàãî-
ãàì, ðàáîòàþùèì ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè, ñëåäóåò ïðåäóñìîòðåòü
óñëîæíåíèå ñîäåðæàíèÿ ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè çà ñ÷åò óãëóáëåíèÿ è áîëüøåé àá-
ñòðàêòíîñòè ïðåäëàãàåìîãî ìàòåðèàëà. Ýòî ïðîäèêòîâàíî òåì, ÷òî èíòåëëåêòóàëüíî
îäàðåííûå äåòè èìåþò áîëåå âûñîêèé óðîâåíü ðàçâèòèÿ ïðîäóêòèâíîãî ìûøëåíèÿ.
Ïîýòîìó ó÷åáíûé ìàòåðèàë äîëæåí îáëàäàòü îòíîñèòåëüíî âûñîêîé ñòåïåíüþ àá-
ñòðàêòíîñòè è ãëóáèíîé.

Ïðè îòáîðå çàäà÷ íåîáõîäèìî îòäàâàòü ïðåäïî÷òåíèå òåì çàäàíèÿì, êîòîðûå
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ñïîñîáñòâóþò ðàçâèòèþ äèâåðãåíòíîãî ìûøëåíèÿ, ïðåäïîëàãàþùåãî, ÷òî íà îäèí
âîïðîñ ìîæåò áûòü íåñêîëüêî, à òî è ìíîæåñòâî ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ. Ýòîò òèï
ìûøëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøèì ýëåìåíòîì òâîð÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè. Ïîäàâëÿþ-
ùåå áîëüøèíñòâî ðåøàåìûõ â øêîëå çàäà÷ íàïðàâëåíî íà ðàçâèòèå êîíâåðãåíòíîãî
ìûøëåíèÿ (çàäà÷è, èìåþùèå åäèíñòâåííî ïðàâèëüíûé îòâåò). Ýòî, ñêîðåé âñåãî,
îïðàâäàííî ïðè îáó÷åíèè äåòåé, îáëàäàþùèõ ¾ñðåäíèìè¿ ñïîñîáíîñòÿìè.

Ðàçðàáîòêà ñîäåðæàíèÿ ôàêóëüòàòèâîâ, îðèåíòèðîâàííûõ íà îáó÷åíèå èíòåëëåê-
òóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé, äîëæíà ñòðîèòüñÿ èíà÷å � çàäà÷è äèâåðãåíòíîãî òèïà
äîëæíû äîìèíèðîâàòü. Ñîäåðæàíèå ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà äîëæíî áûòü îðèåíòèðî-
âàíî íà ñîâåðøåíñòâîâàíèå ñïîñîáíîñòåé ñàìîñòîÿòåëüíîãî ïðèîáðåòåíèÿ çíàíèé, à
íå íà îáúåì. Ó÷åáíàÿ äåÿòåëüíîñòü íà ôàêóëüòàòèâàõ äîëæíà ñòðîèòüñÿ òàê, ÷òî-
áû ðåáåíîê èìåë âîçìîæíîñòè ñàìîâûðàæåíèÿ, ïðîÿâëåíèÿ ñâîèõ âîçìîæíîñòåé;
âàæíîå çíà÷åíèå èìååò ñòèìóëèðîâàíèå äåÿòåëüíîñòè èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ
äåòåé, ðàçâèòèå ìîòèâàöèè óãëóáëåíèÿ çíàíèé.

Êðóæêîâàÿ ðàáîòà

Ìàòåìàòè÷åñêèé êðóæîê � îäíà èç íàèáîëåå äåéñòâåííûõ è ýôôåêòèâíûõ ôîðì
ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè. Â îñíîâå êðóæêîâîé ðàáîòû ëåæèò
ïðèíöèï äîáðîâîëüíîñòè. Êàê ïðàâèëî, çàíÿòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî êðóæêà ïîñåùàþò
òå øêîëüíèêè, êîòîðûå èñïûòûâàþò íåïîääåëüíûé èíòåðåñ ê ìàòåìàòèêå. Çàíÿòèÿ
êðóæêà ïðîâîäÿòñÿ îäèí ðàç â íåäåëþ. Òåìàòèêà êðóæêîâûõ çàíÿòèé â ñîâðåìåí-
íûõ îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ ó÷ðåæäåíèÿõ ñàìàÿ ðàçíîîáðàçíàÿ. Çäåñü íàõîäÿò ìåñòî
âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ èñòîðèåé ìàòåìàòèêè, æèçíüþ è äåÿòåëüíîñòüþ èçâåñòíûõ
ìàòåìàòèêîâ, ìåòîäàìè ðåøåíèÿ îëèìïèàäíûõ çàäà÷ è äð. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìà-
òåìàòè÷åñêèå êðóæêè äëÿ øêîëüíèêîâ âåäóò íå òîëüêî ó÷èòåëÿ, íî ïðåïîäàâàòåëè
âóçîâ. Ñóùåñòâóåò òàêæå íåìàëîå êîëè÷åñòâî ìàòåìàòè÷åñêèõ êðóæêîâ, çàíÿòèÿ â
êîòîðûõ ïðîâîäÿòñÿ äèñòàíöèîííî. Â ðàìêàõ ìàòåìàòè÷åñêèõ êðóæêîâ ïðîâîäÿòñÿ



115

ñîðåâíîâàíèÿ, òóðíèðû, áîè è îëèìïèàäû.
Áîëüøîé ïîïóëÿðíîñòüþ ó øêîëüíèêîâ ïîëüçóþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå êðóæêè, ôóíê-

öèîíèðóþùèå ïðè âóçàõ. Íà çàíÿòèÿõ òàêèõ êðóæêîâ ïðîôåññîðà è äîöåíòû äëÿ
ó÷àùèõñÿ ÷èòàþò îáçîðíûå ëåêöèè, ïðîâîäÿò ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ ïî ðåøåíèþ
íåñòàíäàðòíûõ çàäà÷.

Îñíîâíûå öåëè è çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî êðóæêà � ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêîãî
ìûøëåíèÿ, ïðîñòðàíñòâåííîãî âîîáðàæåíèÿ, èññëåäîâàòåëüñêèõ íàâûêîâ; ñîçäàíèå
ñðåäû, ñïîñîáñòâóþùåé ðàñêðûòèþ ñïîñîáíîñòåé, ïîáóæäåíèå øêîëüíèêîâ ê ñàìî-
ñòîÿòåëüíûì çàíÿòèÿì.

Óïðàâëÿåìàÿ ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà

Ðîëü ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé â èõ ïîçíàâà-
òåëüíîé äåÿòåëüíîñòè ÷ðåçâû÷àéíî âåëèêà. Îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ øêîëû ÿâëÿ-
åòñÿ âîñïèòàíèå ñîçíàòåëüíîãî îòíîøåíèÿ ó÷àùèõñÿ ê îâëàäåíèþ òåîðåòè÷åñêèìè è
ïðàêòè÷åñêèìè çíàíèÿìè, ïðèâèòèå èì ïðèâû÷êè ê íàïðÿæåííîìó èíòåëëåêòóàëü-
íîìó òðóäó. Âàæíî, ÷òîáû èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûå äåòè íå ïðîñòî ïðèîáðåòàëè
çíàíèÿ, íî è îâëàäåâàëè ñïîñîáàìè èõ äîáûâàíèÿ, òî åñòü íåîáõîäèìî íàó÷èòü ýòèõ
äåòåé ó÷èòüñÿ, ÷òî ÷àñòî áûâàåò âàæíåå, ÷åì âîîðóæèòü êîíêðåòíûìè îïðåäåëåí-
íûìè çíàíèÿìè.

Ó÷èòåëü ñîçäàåò òàêèå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûé ó÷à-
ùèéñÿ çíàåò êàêèå çíàíèÿ è çà÷åì åìó íóæíû, êàê èõ ìîæíî ïðèîáðåñòè. Ïåäàãîãè-
÷åñêàÿ öåííîñòü óïðàâëÿåìîé ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â îáåñïå÷åíèè
àêòèâíîé ïîçíàâàòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè. Çàäà÷è óïðàâëÿåìîé ñàìîñòîÿòåëüíîé ðà-
áîòû:

� ñîâåðøåíñòâîâàíèå óìåíèé è íàâûêîâ, â òîì ÷èñëå èññëåäîâàòåëüñêèõ;

� ïîïîëíåíèå è ðàñøèðåíèå çíàíèé.
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Ðîëü ó÷èòåëÿ ïðè îðãàíèçàöèè óïðàâëÿåìîé ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû èíòåëëåê-
òóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òîáû ïîäîáðàòü èíäèâèäóàëüíûå çà-
äàíèÿ; îáåñïå÷èòü íåîáõîäèìîé ëèòåðàòóðîé; ïîäñêàçàòü áîëåå ðàöèîíàëüíûé ïóòü
âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ; ïðîâåñòè êîíñóëüòàöèþ. Âàæíî ïðîäóìàòü è ðàçíîîáðàçíûå
âèäû çàäàíèé, ñïîñîáñòâóþùèõ ôîðìèðîâàíèþ óìåíèé è íàâûêîâ ñàìîñòîÿòåëüíîé
ðàáîòû. Ê ïðèìåðó, ïðè ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòå ñ ëèòåðàòóðîé ó÷àùåìóñÿ ìîæíî
äàòü çàäàíèå: âûäåëèòü ãëàâíûå ìûñëè; ÷òî-òî îáîñíîâàòü, ñîîáùèòü, îïèñàòü, îõà-
ðàêòåðèçîâàòü, îïðåäåëèòü, îáñóäèòü, îáúÿñíèòü, ñðàâíèòü; ñäåëàòü âûâîäû. Òàêèå
çàäàíèÿ îáó÷àþò ðàáîòå ñ ëèòåðàòóðîé, ïîâûøàþò âíèìàíèå ó÷àùèõñÿ, ðàçâèâàþò
ìûøëåíèå.

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ òâîð÷åñêèõ óñëîâèé ñàìîñòîÿòåëüíîé ïîçíàâàòåëüíîé äåÿòåëü-
íîñòè íåîáõîäèìî:

� ïðèó÷àòü èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé ê ðàáîòå ñ ïåðâîèñòî÷íèêàìè, íà-
ó÷íûìè ñòàòüÿìè;

� íàó÷èòü ïðèåìàì ïðîñìîòðîâîãî ÷òåíèÿ äëÿ áûñòðîãî íàõîæäåíèÿ íóæíîé èí-
ôîðìàöèè;

� ïðîâîäèòü äèñêóññèè, êðóãëûå ñòîëû, ñîçäàâàÿ â äîáðîæåëàòåëüíîé îáñòàíîâêå
âîçìîæíîñòü ñâîáîäû îáìåíà ìíåíèÿìè, ÷òî ðàçâèâàåò âîîáðàæåíèå, ãèáêîñòü
è äèâåðãåíòíîñòü ìûøëåíèÿ.

Ðåçóëüòàòû óïðàâëÿåìîé ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû äîëæíû áûòü âîñòðåáîâàíû è
îöåíåíû.
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1.6. Îñîáåííîñòè ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè â
ñîâðåìåííûõ îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ ó÷ðåæäåíèÿõ

Ïîääåðæêà èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøèì ïðèîðèòåòîì
ãîñóäàðñòâåííîé ïîëèòèêè Ðåñïóáëèêè Áåëàðóñü. Ñ 1996 ãîäà ôóíêöèîíèðóåò Ñïå-
öèàëüíûé ôîíä Ïðåçèäåíòà, êîòîðûé âûäåëÿåò ñòèïåíäèè äëÿ ëó÷øèõ ñòóäåíòîâ ãî-
ñóäàðñòâåííûõ âóçîâ; ïðåìèè è ñòèïåíäèè ïîáåäèòåëÿì ìåæäóíàðîäíûõ îëèìïèàä
è êîíêóðñîâ ó÷àùèõñÿ è ñòóäåíòîâ; ïðåìèè ïîáåäèòåëÿì ðåñïóáëèêàíñêèõ îëèìïèàä
è êîíêóðñîâ ó÷àùèõñÿ è ñòóäåíòîâ; ïðåìèè ïðåïîäàâàòåëÿì è ó÷åíûì, êîòîðûå äî-
áèëèñü âûñîêèõ ïîêàçàòåëåé â ðàáîòå ñ îäàðåííûìè ó÷àùèìèñÿ è ñòóäåíòàìè. Ôîíä
îêàçûâàåò ôèíàíñîâóþ ïîääåðæêó òâîð÷åñêèì îáúåäèíåíèÿì ó÷àùèõñÿ è ñòóäåíòîâ,
äîñòèãøèì â ñâîåé ðàáîòå âûñîêèõ ïîêàçàòåëåé, êîòîðûå ïîëó÷èëè îáùåñòâåííîå
ïðèçíàíèå. Â ðåñïóáëèêå ñîçäàí áàíê îäàðåííîé ìîëîäåæè, â êîòîðîì íà ñåãîäíÿø-
íèé äåíü áîëåå 18 000 ôàìèëèé.

Ãîñóäàðñòâåííûå ïðîãðàììû ¾Îäàðåííûå äåòè¿ è ¾Ìîëîäûå òàëàíòû Áåëàðóñè¿
ïðåäóñìàòðèâàþò:

� ðàçðàáîòêó ìåòîäèêè ïî âûÿâëåíèþ îäàðåííûõ äåòåé;

� ñîçäàíèå öåíòðîâ ðàçâèòèÿ ðåáåíêà;

� îñóùåñòâëåíèå äèôôåðåíöèðîâàííîãî îáó÷åíèÿ;

� îòêðûòèå ëèöååâ è ãèìíàçèé;

� ñîâåðøåíñòâîâàíèå ïðàêòèêè ïðîâåäåíèÿ îëèìïèàä, êîíêóðñîâ, êîíôåðåíöèé;

� ðàçðàáîòêó è èçäàíèå ñïåöèàëüíîé ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîé ëèòåðàòóðû, èñïîëü-
çóåìîé â ðàáîòå ñ îäàðåííûìè äåòüìè;

� ñîòðóäíè÷åñòâî ó÷ðåæäåíèé îáðàçîâàíèÿ;
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� ìîðàëüíóþ è ìàòåðèàëüíóþ ïîääåðæêó îäàðåííûõ äåòåé è ïðåïîäàâàòåëåé,
ðàáîòàþùèõ ñ íèìè.

Â ñòðàíå ïðîâîäÿòñÿ êîíêóðñû, èíòåëëåêòóàëüíûå òóðíèðû è áîè, ïðåäìåòíûå
îëèìïèàäû. Ðåñïóáëèêàíñêàÿ îëèìïèàäà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ ïðåñòèæíûõ è
ìàññîâûõ èíòåëëåêòóàëüíûõ ñîñòÿçàíèé ó÷àùèõñÿ. Îëèìïèàäà ïðîâîäèòñÿ â òå÷åíèå
ó÷åáíîãî ãîäà â ÷åòûðå ýòàïà. Ïåðâûé ýòàï � ýòî øêîëüíàÿ îëèìïèàäà, êîòîðàÿ ïðî-
âîäèòñÿ â íîÿáðå ïî òåêñòàì, ñîñòàâëåííûì ó÷èòåëÿìè. Ïðèíèìàþò â íåé ó÷àñòèå âñå
æåëàþùèå èç 5�11 êëàññîâ. Âòîðîé ýòàï � ðàéîííûå (ãîðîäñêèå) îëèìïèàäû. Ïðîâî-
äÿòñÿ â äåêàáðå. Ïîáåäèòåëè ðåêîìåíäóþòñÿ ê ó÷àñòèþ â òðåòüåì ýòàïå � îáëàñòíîé
îëèìïèàäå, êîòîðàÿ ïðîâîäèòñÿ â ÿíâàðå ïî òåêñòàì Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ. Èç
ïîáåäèòåëåé ôîðìèðóåòñÿ êîìàíäà îáëàñòè äëÿ ó÷àñòèÿ â çàêëþ÷èòåëüíîì ÷åòâåð-
òîì ýòàïå � ðåñïóáëèêàíñêîé îëèìïèàäå, êîòîðàÿ ïðîâîäèòñÿ â ìàðòå. Èíòåëëåêòó-
àëüíî îäàðåííûå äåòè Áåëàðóñè ïðèíèìàþò ó÷àñòèå â ìåæäóíàðîäíûõ îëèìïèàäàõ,
ãäå íåîäíîêðàòíî ñòàíîâèëèñü ïîáåäèòåëÿìè. Ïîáåäû áåëîðóññêèõ øêîëüíèêîâ íà
ìåæäóíàðîäíûõ îëèìïèàäàõ ñïîñîáñòâóþò óêðåïëåíèþ àâòîðèòåòà íàøåé ñòðàíû
íà ìèðîâîé àðåíå.

Åæåãîäíî â ðåñïóáëèêå ïðîâîäÿòñÿ êîíêóðñû èññëåäîâàòåëüñêèõ ðàáîò ïî ìà-
òåìàòè÷åñêèì, åñòåñòâåííîíàó÷íûì, îáùåñòâåííî-ãóìàíèòàðíûì ó÷åáíûì êóðñàì è
ïðåäìåòàì. Â Áåëàðóñè ðàáîòàþò ðåñïóáëèêàíñêàÿ ëåòíÿÿ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêàÿ
øêîëà ó÷àùèõñÿ è ó÷èòåëåé, ðåñïóáëèêàíñêàÿ çàî÷íàÿ øêîëà, ëåòíèå îçäîðîâèòåëü-
íûå ïðîôèëüíûå ëàãåðÿ äëÿ îäàðåííûõ äåòåé, øêîëû þíûõ ìàòåìàòèêîâ, ôèçèêîâ,
ôèëîëîãîâ è äð.

Èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûå äåòè èç ðàçëè÷íûõ øêîë ñòðàíû îõîòíî ó÷àñòâóþò â
ìåæäóíàðîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé èãðå ¾Êåíãóðó¿, êîòîðàÿ ïðîâîäèòñÿ äëÿ ó÷àùèõ-
ñÿ 2�11 êëàññîâ. Î ïîïóëÿðíîñòè ýòîé èãðû ñâèäåòåëüñòâóåò ðîñò ÷èñëà ó÷àñòíè-
êîâ. Åñëè â 1994 ãîäó èõ áûëî âñåãî 100 ÷åëîâåê, òî â ïîñëåäíèå ãîäû ýòà öèôðà
ïðèáëèæàåòñÿ ê 100 000, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî êîíêóðñ ïðîâîäèòñÿ çà ñ÷åò âçíîñîâ
ó÷àñòíèêîâ.
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Â òå÷åíèå 2003�2007 ãîäîâ íàìè èçó÷àëèñü âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ îñîáåííîñòÿìè
îáó÷åíèÿ è âîñïèòàíèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàð¼ííûõ äåòåé â îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ
ó÷ðåæäåíèÿõ Áðåñòñêîé îáëàñòè. Îáúåêòàìè íàáëþäåíèÿ âûñòóïàëè: äèàãíîñòèêà
îäàð¼ííîñòè, ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû, óñëîâèÿ æèçíåäåÿòåëüíîñòè îäàð¼ííûõ äåòåé,
ïðîöåññ èõ îáó÷åíèÿ, âíåêëàññíàÿ è âíåóðî÷íàÿ ðàáîòà ïî ìàòåìàòèêå, ðåçóëüòàòû
ó÷àñòèÿ â îëèìïèàäàõ, êîíêóðñàõ, èòîãè âûïóñêíûõ ýêçàìåíîâ è âñòóïèòåëüíûõ
èñïûòàíèé.

Íàìè âûÿâëåí ðÿä ïðîòèâîðå÷èé, ñóùåñòâóþùèõ ïðè îðãàíèçàöèè ðàáîòû ñ èí-
òåëëåêòóàëüíî îäàð¼ííûìè äåòüìè. Ýòî ïðîòèâîðå÷èÿ:

� ìåæäó âîçðîñøåé ïîòðåáíîñòüþ îáùåñòâà â ðàçâèòèè ïðèðîäíûõ çàäàòêîâ, ñïî-
ñîáíîñòåé äåòåé è îòñóòñòâèåì ó ïåäàãîãîâ óìåíèÿ ñîçäàòü äëÿ ýòîãî îïòèìàëü-
íûå óñëîâèÿ;

� ìåæäó çàèíòåðåñîâàííûì îòíîøåíèåì ó÷àùèõñÿ, èõ ðîäèòåëåé ê ïðîáëåìå ëè÷-
íîñòíîãî ðàçâèòèÿ, ñàìîðàçâèòèÿ, ñàìîðåàëèçàöèè ëè÷íîñòè è íåâîçìîæíî-
ñòüþ ñîçäàòü äëÿ ýòîãî áëàãîïðèÿòíóþ ñðåäó â ó÷ðåæäåíèè îáðàçîâàíèÿ (îñî-
áåííî ÿðêî äàííîå ïðîòèâîðå÷èå ïðîÿâëÿåòñÿ â ñåëüñêèõ øêîëàõ);

� ìåæäó íåîáõîäèìîñòüþ öåëåíàïðàâëåííîé ñèñòåìíîé ðàáîòû â íàïðàâëåíèè
ðàçâèòèÿ îäàð¼ííîé ëè÷íîñòè è ôðàãìåíòàðíîñòüþ å¼ îñóùåñòâëåíèÿ â îáùå-
îáðàçîâàòåëüíûõ ó÷ðåæäåíèÿõ.

Àíêåòèðîâàíèå, ïðîâåä¼ííîå ñðåäè ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè, ïîçâîëÿåò êîíñòàòèðî-
âàòü âûñîêèé èíòåðåñ ïåäàãîãîâ ê îðãàíèçàöèè ýôôåêòèâíîé ðàáîòû ñ èíòåëëåêòó-
àëüíî îäàð¼ííûìè äåòüìè, ìåòîäèêå å¼ ïðîâåäåíèÿ. Îá ýòîì ñâèäåòåëüñòâóþò 98%
óòâåðäèòåëüíûõ îòâåòîâ íà âîïðîñ àíêåòû. Â òî æå âðåìÿ â õîäå èññëåäîâàíèÿ âû-
ÿâëåíî, ÷òî ïåäàãîãàì íå õâàòàåò ñïåöèàëüíûõ òåîðåòè÷åñêèõ çíàíèé ïî ïðåäìåòó è
ìåòîäèêå, ïî ïñèõîëîãèè (86% îïðîøåííûõ); èñïûòûâàþò çàòðóäíåíèÿ ïðè ìîäåëè-
ðîâàíèè îáðàçîâàòåëüíîãî ïîëÿ äëÿ îäàð¼ííûõ äåòåé � 75% ðåñïîíäåíòîâ; â îòáîðå
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ñîäåðæàíèÿ îáó÷åíèÿ � 62%; â óñòàíîâëåíèè êîíñòðóêòèâíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ¾íà-
ó÷íûì ìèðîì¿ � 68%. Óáåæäåíû â íåîáõîäèìîñòè ñïåöèàëüíîé ïîäãîòîâêè ê ðàáîòå
ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàð¼ííûìè äåòüìè 100% îïðîøåííûõ ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè.

Íàìè âûÿâëåíî, ÷òî èíòåëëåêòóàëüíî îäàð¼ííûå äåòè â ó÷ðåæäåíèÿõ îáðàçîâà-
íèÿ çà÷àñòóþ îñòàþòñÿ áåç äîëæíîãî âíèìàíèÿ ïåäàãîãîâ (ýòî ñëåäóåò èç îòâåòîâ
øêîëüíèêîâ íà âîïðîñû àíêåòû), íå èìåþò íåîáõîäèìîé ïåäàãîãè÷åñêîé ïîääåðæ-
êè è ñîïðîâîæäåíèÿ. Óðîâåíü îðãàíèçàöèè ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàð¼ííûìè
äåòüìè â ñåëüñêèõ øêîëàõ îñòà¼òñÿ íèçêèì. Íåäîñòàòî÷íûé ïñèõîëîãè÷åñêèé óðî-
âåíü ïîäãîòîâêè ïåäàãîãîâ äëÿ ðàáîòû ñ äåòüìè, ïðîÿâëÿþùèìè íåñòàíäàðòíîñòü
â ïîâåäåíèè è ìûøëåíèè, ïðèâîäèò ê íåàäåêâàòíîé îöåíêå èõ ëè÷íîñòíûõ êà÷åñòâ
è âñåé èõ äåÿòåëüíîñòè. Ìíîãèå òàëàíòëèâûå ïåäàãîãè îòêàçûâàþòñÿ ïðîâîäèòü çà-
íÿòèÿ ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè èç ðàçíûõ øêîë (ìåæøêîëüíûå ôà-
êóëüòàòèâû), ìîòèâèðóÿ ýòî íåæåëàíèåì ðàáîòàòü çà äðóãèõ è ãîòîâèòü êîíêóðåíòîâ
ñâîèì äåòÿì.

Âàæíåéøèìè öåëÿìè è çàäà÷àìè, ïîñòàâëåííûìè Ìèíèñòåðñòâîì îáðàçîâàíèÿ
Ðåñïóáëèêè Áåëàðóñü ïåðåä ïåäàãîãàìè, ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå:

� ïîâûøåíèå êà÷åñòâà çíàíèé, ñîõðàíåíèå è óêðåïëåíèå çäîðîâüÿ ó÷àùèõñÿ, óäî-
âëåòâîðåíèå èõ îáðàçîâàòåëüíûõ çàïðîñîâ ñ ó÷¼òîì ñïîñîáíîñòåé è âîçìîæíî-
ñòåé;

� ñîçäàíèå îïòèìàëüíûõ óñëîâèé äëÿ ðàçâèòèÿ ëè÷íîñòè êàæäîãî ó÷àùåãîñÿ;

� îáíîâëåíèå ñîäåðæàíèÿ îáðàçîâàíèÿ;

� âíåäðåíèå ñîâðåìåííûõ îáðàçîâàòåëüíûõ òåõíîëîãèé â ó÷åáíî-âîñïèòàòåëüíûé
ïðîöåññ;

� ïîâûøåíèå ïðîôåññèîíàëèçìà ïåäàãîãîâ.
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Ïîñëåäèïëîìíîå îáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøåé ÷àñòüþ åäèíîé ñèñòåìû íåïðå-
ðûâíîãî îáðàçîâàíèÿ ïåäàãîãîâ, âêëþ÷àþùåé ïðîôåññèîíàëèçàöèþ, ïîâûøåíèå ðî-
ëè ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû. Ñîâðåìåííûé ïåäàãîã äîëæåí óìåòü àäàïòèðîâàòüñÿ ê
ñêëàäûâàþùèìñÿ ýêîíîìè÷åñêèì, ñîöèîêóëüòóðíûì óñëîâèÿì, áûòü ãèáêèì â ñâîåé
ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè. Îí äîëæåí áûòü çíàêîì ñ íîâåéøèìè òåõíîëîãèÿ-
ìè, óìåòü ïîëüçîâàòüñÿ êîìïüþòåðîì, áàçàìè è áàíêàìè äàííûõ, îáîáùàþùèìè âåñü
ìèðîâîé îïûò, ðàçâèâàòü â ñåáå ÷åðòû òâîð÷åñêîé ëè÷íîñòè, ôîðìèðîâàòü íàâûêè
èññëåäîâàòåëÿ.

Îãðîìíóþ ðîëü â ïîâûøåíèè êà÷åñòâà ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè
äåòüìè â íàøåé ñòðàíå èãðàåò ìåòîäè÷åñêàÿ ðàáîòà. Îñíîâíûå çàäà÷è ìåòîäè÷åñêîé
ðàáîòû:

� ôîðìèðîâàíèå êîíöåïòóàëüíûõ âîççðåíèé ïåäàãîãîâ ñ ó÷¼òîì äîñòèæåíèé ñî-
âðåìåííûõ íàóê;

� ïðèðàùåíèå òåîðåòè÷åñêèõ çíàíèé, ïðàêòè÷åñêèõ óìåíèé è íàâûêîâ ïî îñíîâ-
íûì àñïåêòàì ðàáîòû ñ îäàðåííûìè äåòüìè;

� âûðàáîòêà ïîòðåáíîñòè â ðåôëåêñèè, ñàìî- è âçàèìîêîððåêöèè äåÿòåëüíîñòè,
ïðåîäîëåíèè ñòåðåîòèïîâ â ïîäõîäàõ ê îðãàíèçàöèè ó÷åáíîãî ïðîöåññà;

� ôîðìèðîâàíèå óìåíèé ðåøàòü ó÷åáíûå è ïåäàãîãè÷åñêèå çàäà÷è;

� ñòèìóëèðîâàíèå òâîð÷åñòâà ïåäàãîãîâ.

Ñ öåëüþ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ ïðîâîäÿòñÿ êóðñû ïîâûøåíèÿ êâàëèôèêà-
öèè, ðàáîòàþò òâîð÷åñêèå ãðóïïû, ìåòîäè÷åñêèå îáúåäèíåíèÿ ó÷èòåëåé-ïðåäìåòíèêîâ,
ïåäàãîãè âåäóò àêòèâíûé ñàìîñòîÿòåëüíûé ïîèñê ïî ñîâåðøåíñòâîâàíèþ ôîðì è ìå-
òîäîâ ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè.
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Ïî ìíîãèì ïàðàìåòðàì ýôôåêòèâíîñòü ðàáîòû ñ îäàðåííûìè äåòüìè çàâèñèò îò
ïîçèöèè îòäåëîâ îáðàçîâàíèÿ. Â Áðåñòñêîé îáëàñòè íàèáîëåå ýôôåêòèâíà äåÿòåëü-
íîñòü Ëåíèíñêîãî, Ìîñêîâñêîãî è Áàðàíîâè÷ñêîãî îòäåëîâ, â êîòîðûõ, âî-ïåðâûõ,
ïðîñëåæèâàåòñÿ ñèñòåìíîñòü â îðãàíèçàöèè âñåõ âèäîâ ðàáîòû ñ îäàðåííûìè äåòüìè
è, âî-âòîðûõ, âèäíû ðåàëüíûå ðåçóëüòàòû (ïîáåäû ó÷àùèõñÿ íà ðàçëè÷íûõ êîíêóð-
ñàõ, îëèìïèàäàõ). Êàê ïðàâèëî, çà âñåì ýòèì ñòîèò ëè÷íîñòü îïðåäåëåííîãî ÷åëîâå-
êà, îáëàäàþùåãî õîðîøèìè îðãàíèçàòîðñêèìè ñïîñîáíîñòÿìè è êà÷åñòâåííî âûïîë-
íÿþùåãî ñâîþ ðàáîòó. Òàê, â Ëåíèíñêîì îòäåëå îáðàçîâàíèÿ ã. Áðåñòà íà ïðîòÿæåíèè
ìíîãèõ ëåò ðàáîòà ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè â øêîëàõ îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïîä ðóêîâîäñòâîì Ãàëèíû Âàñèëüåâíû Ñêîêîâåö. Ãàëèíà Âàñèëüåâíà ñîçäàëà ñâîþ
îðèãèíàëüíóþ ñèñòåìó ðàáîòû â ó÷ðåæäåíèÿõ îáðàçîâàíèÿ ðàéîíà è îñîáóþ ñðåäó
äëÿ ðàçâèòèÿ èíòåëëåêòóàëüíîãî ïîòåíöèàëà øêîëüíèêîâ, ïîâûøåíèÿ ìàñòåðñòâà
ðàáîòû ó÷èòåëåé. Ïðè÷åì, õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ íå íà-
ëè÷èå êàêèõ-ëèáî ðàçðîçíåííûõ ðàçîâûõ ìåðîïðèÿòèé, à ïðîäóìàííûé îïòèìàëü-
íûé èõ íàáîð. Ðàéîí èçâåñòåí ñâîèìè òðàäèöèÿìè è èííîâàöèÿìè, ïåäàãîãè÷åñêàÿ
ðàáîòà çäåñü íàñûùåíà è ýôôåêòèâíà. Îòäåëîì îáðàçîâàíèÿ ñèñòåìàòè÷åñêè ïðîâî-
äÿòñÿ êîíñóëüòàöèè ïî ïðîáëåìàì ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè,
ðàáîòàþò òâîð÷åñêèå ãðóïïû ó÷èòåëåé-ïðåäìåòíèêîâ. Ïåäàãîãè ðàéîíà èìåþò âîç-
ìîæíîñòü íà ñåìèíàðàõ îáñóäèòü âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ îáó÷åíèåì è âîñïèòàíèåì
îäàð¼ííûõ äåòåé, âûðàáîòàòü ñòðàòåãè÷åñêèå ïîäõîäû è ïðèñòóïèòü ê èõ ðåàëèçà-
öèè.

Îòäåë îáðàçîâàíèÿ àäìèíèñòðàöèè Ëåíèíñêîãî ðàéèñïîëêîìà òåñíî ñîòðóäíè-
÷àåò ñ âûñøèìè ó÷åáíûìè çàâåäåíèÿìè ã. Áðåñòà. Ïðåäñòàâèòåëè âûñøåé øêîëû
âåäóò ñïåöêóðñû è ôàêóëüòàòèâû â îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ ó÷ðåæäåíèÿõ, ðóêîâîäÿò
íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòüþ øêîëüíèêîâ, ó÷àñòâóþò â ðåøåíèè âîïðî-
ñîâ ïîâûøåíèÿ ïðîôåññèîíàëèçìà ó÷èòåëåé. Íà ñåìèíàðàõ, ïîñâÿù¼ííûõ îðãàíèçà-
öèè ðàáîòû ñ îäàð¼ííûìè äåòüìè, ïåäàãîãè ðàéîíà èìåëè âîçìîæíîñòü ãëóáæå ïî-
çíàêîìèòüñÿ ñ òåìàìè, íåîáõîäèìûìè äëÿ ïîäãîòîâêè ó÷àùèõñÿ ê îëèìïèàäàì âûñî-
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êîãî óðîâíÿ. Çàíÿòèÿ äëÿ ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè ïî äàííîé òåìàòèêå áûëè ïðîâåäåíû
ïðåïîäàâàòåëÿìè Áðåñòñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. À.Ñ. Ïóøêèíà. Â
ðàéîíå íàëàæåíî òåñíîå ñîòðóäíè÷åñòâî ñ ÃÓÎ ¾Ëèöåé ÁÃÓ¿ (ã. Ìèíñê). Òàòüÿíà
Ïåòðîâíà Áàõòèíà � ïðåïîäàâàòåëü ýòîãî ëèöåÿ, àâòîð èçâåñòíûõ êíèã: ¾Ðàç çà-
äà÷êà, äâà çàäà÷êà¿, ¾Ìàòåìàòèêîí 7¿, ¾Ìàòåìàòèêîí 8¿ è äð. íåîäíîêðàòíî âñòðå-
÷àëàñü ñ ó÷èòåëÿìè ìàòåìàòèêè ðàéîíà, äåëèëàñü ñ íèìè ñâîèìè ìåòîäè÷åñêèìè
íàõîäêàìè. ×ëåíàìè ðàéîííîé òâîð÷åñêîé ãðóïïû ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè ðàçðàáîòàí
ðÿä èíòåðåñíûõ ïðîåêòîâ ïî îðãàíèçàöèè ðàáîòû ñ îäàð¼ííûìè äåòüìè. Øêîëüíè-
êè ðàéîíà àêòèâíî ó÷àñòâóþò â êîíêóðñå ¾Êåíãóðó¿, ìàòåìàòè÷åñêèõ òóðíèðàõ è
áîÿõ, íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ êîíôåðåíöèÿõ, îëèìïèàäàõ (ðåñïóáëèêàíñêîé è çà-
î÷íûõ).

Â Ëåíèíñêîì ðàéîíå ñîçäàíà è ýôôåêòèâíî ôóíêöèîíèðóåò ðàçâåòâë¼ííàÿ ìå-
òîäè÷åñêàÿ ñåòü, âêëþ÷àþùàÿ ðàéîííîå ìåòîäîáúåäèíåíèå ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè,
øêîëó ïåðåäîâîãî îïûòà, øêîëó ìîëîäîãî ó÷èòåëÿ, ðàáîòàþò òâîð÷åñêèå ãðóïïû è
ëàáîðàòîðèè ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè, ïîñòîÿííî äåéñòâóþùèå ñåìèíàðû. Îòäåëîì îá-
ðàçîâàíèÿ ïðîäåëàíà çíà÷èòåëüíàÿ ðàáîòà ïî ñîçäàíèþ îáùåñòâåííî-ïåäàãîãè÷åñêîé
ñðåäû, ñòèìóëèðóþùåé è îáåñïå÷èâàþùåé ïîòðåáíîñòè ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè â ïðî-
ôåññèîíàëüíîì ñîâåðøåíñòâîâàíèè, èííîâàöèîííîé è èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíî-
ñòè, ñîäåéñòâóþùåé ñîâåðøåíñòâîâàíèþ ïðîôåññèîíàëèçìà ïåäàãîãîâ (ïî âîïðîñàì
îïòèìèçàöèè ó÷åáíî-âîñïèòàòåëüíîãî ïðîöåññà, âíåäðåíèþ ñîâðå-ìåííûõ îáðàçîâà-
òåëüíûõ òåõíîëîãèé â ó÷åáíûé ïðîöåññ).

Â ðàéîíå ñèñòåìàòè÷åñêè ïðîâîäÿòñÿ çàíÿòèÿ ìåæøêîëüíîãî ôàêóëüòàòèâà ïî
ðàçáîðó ðåøåíèé çàäàíèé íåïðåðûâíîé îëèìïèàäû, ðàáîòàåò ðàéîííàÿ øêîëà þíî-
ãî ìàòåìàòèêà. Äëÿ ó÷àùèõñÿ 5�7 êëàññîâ åæåãîäíî ïðîâîäÿòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå
îëèìïèàäû, êîíêóðñû ñìåêàëèñòûõ, êîíêóðñû íà ëó÷øèé ðåôåðàò ïî ìàòåìàòèêå
ïî òåìàì: ¾Âêëàä áåëîðóññêèõ ó÷¼íûõ â ðàçâèòèå ìàòåìàòèêè¿, ¾Èñòîðè÷åñêèé ìà-
òåðèàë ïðè èçó÷åíèè ìàòåìàòèêè¿ è äð. Îòäåë îáðàçîâàíèÿ èçó÷àåò ýôôåêòèâíîñòü
ïåäàãîãè÷åñêîé ïðàêòèêè â ðàéîíå, ðàñïðîñòðàíÿåò îïûò ðàáîòû ëó÷øèõ ó÷èòåëåé,



124

ïîñòîÿííî îðãàíèçóåò âçàèìîïîñåùåíèÿ óðîêîâ, ñòèìóëèðóåò òâîð÷åñòâî ïåäàãîãîâ,
ïîìîãàåò â àäàïòàöèè ìîëîäûì ñïåöèàëèñòàì.

Â ãèìíàçèè � 1 ã. Áðåñòà ìíîãîå äåëàåòñÿ äëÿ ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïî-
ñîáíîñòåé ó÷àùèõñÿ. Îñîáîé îöåíêè çàñëóæèâàåò íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêàÿ ðàáîòà
ó÷àùèõñÿ, ðàáîòà íàó÷íîãî îáùåñòâà. Èññëåäîâàòåëüñêèå ðàáîòû ó÷àùèõñÿ õàðàêòå-
ðèçóþòñÿ àêòóàëüíîñòüþ, íîâèçíîé è ïðàêòè÷åñêîé íàïðàâëåííîñòüþ. Ó÷ðåæäåíèåì
îáðàçîâàíèÿ íàêîïëåí öåííûé îïûò ïî ñîçäàíèþ è èñïîëüçîâàíèþ ìóëüòèìåäèéíûõ
ïðåçåíòàöèé íà óðîêàõ ìàòåìàòèêè è âî âíåóðî÷íîé ðàáîòå, ñîçäàíà áîãàòåéøàÿ
ìåäèàòåêà. Âñå âûïóñêíèêè ãèìíàçèè óñïåøíî ñäàëè âñòóïèòåëüíûå èñïûòàíèÿ ïî
ìàòåìàòèêå â âûñøèå ó÷åáíûå çàâåäåíèÿ íå òîëüêî Áåëàðóñè, íî áëèæíåãî è äàëüíå-
ãî çàðóáåæüÿ. Ýòîìó ñïîñîáñòâîâàëè íå òîëüêî ýôôåêòèâíàÿ ðàáîòà íà óðîêàõ, íî è
íà ôàêóëüòàòèâàõ, èíäèâèäóàëüíûå çàíÿòèÿ è äèôôåðåíöèðîâàííûé ïîäõîä ê ó÷à-
ùèìñÿ. Ó÷èòåëÿ ìàòåìàòèêè ãèìíàçèè (Ë.È. Äîëæåíêîâà, Â.È. Ðå÷êèíà, Î.Ï. Áóðäà
è äð.) òâîð÷åñêè ïîäõîäÿò ê îðãàíèçàöèè ó÷åáíîãî ïðîöåññà.

Íàó÷íîå îáùåñòâî ó÷àùèõñÿ â ÑØ � 9 ã. Áðåñòà ñîçäàíî ñ öåëüþ ðàçâèòèÿ ïðè-
ðîäíûõ çàäàòêîâ ó÷àùèõñÿ, àññîöèàòèâíîãî ìûøëåíèÿ è ïðîäóêòèâíîãî âîîáðàæå-
íèÿ, ôîðìèðîâàíèÿ èññëåäîâàòåëüñêîé êóëüòóðû. Åæåãîäíî ïðîâîäèòñÿ â øêîëå êîí-
ôåðåíöèÿ ó÷åíè÷åñêèõ èññëåäîâàòåëüñêèõ ðàáîò ¾Ìàòåìàòèêà âîêðóã íàñ¿. Çäåñü æå
âåä¼òñÿ öåëåíàïðàâëåííàÿ ðàáîòà ïî ðàííåìó âûÿâëåíèþ îäàð¼ííûõ äåòåé, èíäèâè-
äóàëèçàöèè èõ îáó÷åíèÿ è âîñïèòàíèÿ.

Ó÷èòåëÿ ìàòåìàòèêè ÑØ � 9 àêòèâíî ïîâûøàþò ñâîé ïðîôåññèîíàëüíûé óðî-
âåíü íà êóðñàõ, ÷åðåç ðàáîòó â ìåòîäè÷åñêèõ îáúåäèíåíèÿõ, ñàìîîáðàçîâàíèå. Êàæ-
äûì ìàòåìàòèêîì âûáðàíà àêòóàëüíàÿ ìåòîäè÷åñêàÿ òåìà, ïîñòîÿííî ïîïîëíÿþòñÿ
ïàïêè ïî ñàìîîáðàçîâàíèþ (ïîðòôîëèî ó÷èòåëÿ). Ñðåäè èçó÷àåìûõ ñàìîñòîÿòåëü-
íî òåì, òàêèå êàê èíäèâèäóàëüíî-äèôôåðåíöèðîâàííûé ïîäõîä â îáó÷åíèè ìàòå-
ìàòèêå; íîâûå ïåäàãîãè÷åñêèå òåõíîëîãèè íà óðîêàõ ìàòåìàòèêè; ìåòîäû ðåøåíèÿ
¾ñëîæíûõ¿ çàäà÷; îðãàíèçàöèÿ óïðàâëÿåìîé ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ó÷àùèõñÿ; ñè-
ñòåìíûé ïîäõîä â îðãàíèçàöèè ðàáîòû ñ îäàðåííûìè äåòüìè; òåõíîëîãèè îáó÷åíèÿ
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ìàòåìàòèêå êàê ñðåäñòâî ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà çíàíèé ó÷àùèõñÿ; ðàçâèòèå ìîòèâà-
öèè ó÷àùèõñÿ; ðàçíîóðîâíåâûå çàäàíèÿ êàê ôîðìà êîíòðîëÿ çíàíèé; ýôôåêòèâíûå
ìåòîäû îñóùåñòâëåíèÿ êîíòðîëÿ çà ðåçóëüòàòàìè äåÿòåëüíîñòè ó÷àùèõñÿ íà ðàçëè÷-
íûõ ýòàïàõ óðîêà; äèàãíîñòèêà è èññëåäîâàíèå â ñèñòåìå ðàáîòû ó÷èòåëÿ ìàòåìàòè-
êè. Íåñêîëüêî ëåò ïîäðÿä íà áàçå ÑØ � 9 ðàáîòàåò ëåòíèé ëàãåðü äëÿ îäàð¼ííûõ
äåòåé.

Èíòåðåñíûé îïûò ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè íàêîïëåí è â
ãèìíàçèè ãîðîäà Äðîãè÷èíà. Êàôåäðà ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè, ôèçèêè è èíôîðìàòè-
êè ðàáîòàåò íàä ïðîáëåìîé: ïðàêòè÷åñêîå ñîâåðøåíñòâîâàíèå ïåäàãîãè÷åñêîé äåÿ-
òåëüíîñòè, íàïðàâëåííîé íà ñîçäàíèå áëàãîïðèÿòíûõ óñëîâèé äëÿ ðàñêðûòèÿ è ïðî-
ÿâëåíèÿ òâîð÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ó÷àùèõñÿ è ðàçâèòèå èõ ëîãè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ.

Â ïëàíå ðàáîòû êàôåäðû: âûÿâëåíèå îäàðåííûõ ó÷àùèõñÿ; ïëàíèðîâàíèå èíäè-
âèäóàëüíîé ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè; ðàçðàáîòêà òåì íàó÷íî-
èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòû ó÷àùèõñÿ; îðãàíèçàöèÿ ðàáîòû ãðóïï èíòåíñèâà ïî ïîäãî-
òîâêå ó÷àùèõñÿ ê îëèìïèàäàì; îðãàíèçàöèÿ èíäèâèäóàëüíîé ðàáîòû èíòåëëåêòóàëü-
íî îäàðåííûõ ó÷àùèõñÿ ñ äîïîëíèòåëüíîé ëèòåðàòóðîé; îðãàíèçàöèÿ è ïðîâåäåíèå
âíóòðèãèìíàçè÷åñêèõ îëèìïèàä; èíäèâèäóàëüíûå êîíñóëüòàöèè äëÿ èíòåëëåêòóàëü-
íî îäàðåííûõ ó÷àùèõñÿ; ïîäãîòîâêà ó÷àùèõñÿ ê êîíêóðñó ¾Êåíãóðó¿; ïîäãîòîâêà è
ó÷àñòèå â çàî÷íûõ îëèìïèàäàõ ïðè âóçàõ è äð. Ìíîãèå ó÷àùèåñÿ ãèìíàçèè ã. Äðî-
ãè÷èíà çàíèìàþòñÿ â î÷íî-çàî÷íîé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå ïðè ÁÃÓ.

Ïåäàãîãè ãèìíàçèè ÿâëÿþòñÿ ó÷àñòíèêàìè èññëåäîâàíèÿ ïî òåìå: ¾Ñîçäàíèå îï-
òèìàëüíûõ óñëîâèé äëÿ èíòåëëåêòóàëüíîãî ðàçâèòèÿ êàæäîãî ðåáåíêà¿, ïîääåðæè-
âàþò òåñíóþ ñâÿçü ñ äðóãèìè îáùåîáðàçîâàòåëüíûìè ó÷ðåæäåíèÿìè (ãèìíàçèåé � 1
ã. Ïèíñêà, ãèìíàçèåé ã. Ãàíöåâè÷è, ÑØ� 3 ã. Ìàëîðèòà, ëèöååì � 1 ã. Áðåñòà), ñ âûñ-
øèìè ó÷åáíûìè çàâåäåíèÿìè ðåñïóáëèêè (ÁðÃÓ èì. À.Ñ. Ïóøêèíà, ÀÏÎ, ÌÝÓ).
Â ó÷ðåæäåíèè îáðàçîâàíèÿ ðàáîòàåò íàó÷íîå ãèìíàçè÷åñêîå îáùåñòâî, èíòåëëåêòó-
àëüíûé êëóá ¾Ñîâà¿, åæåãîäíî ïîâîäÿòñÿ èíòåëëåêòóàëüíûå èãðû ¾Óìíèêè è óì-
íèöû¿, ¾Áðåéí-ðèíã¿, ¾×òî? Ãäå? Êîãäà?¿, ¾Ñ÷àñòëèâûé ñëó÷àé¿, ¾Çâåçäíûé ÷àñ¿,
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¾Êîíêóðñ ýðóäèòîâ¿, ¾Èíòåëëåêò-øîó¿. Óðîêè ìàòåìàòèêè, ôèçèêè, èíôîðìàòè-
êè ïðîâîäÿòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òàêèõ òåõíîëîãèé, êàê ïðîåêòíîå îáó÷åíèå, ÊÑÎ,
ïåäàãîãè÷åñêèõ ìàñòåðñêèõ, ìîäóëüíîãî îáó÷åíèÿ, ïðîáëåìíîãî îáó÷åíèÿ, Äàëüòîí-
òåõíîëîãèè. Ïåäàãîãè àêòèâíî îáìåíèâàþòñÿ îïûòîì (ñèñòåìàòè÷åñêè ïðîâîäÿòñÿ
çàñåäàíèÿ êàôåäðû, âçàèìîïîñåùåíèÿ è îáñóæäåíèÿ óðîêîâ).

Çàñëóæèâàåò âíèìàíèÿ îïûò ðàáîòû ó÷èòåëÿ ìàòåìàòèêè âûñøåé êàòåãîðèè ëè-
öåÿ ã. Áàðàíîâè÷è Òàìàðû Èâàíîâíû Õàÿðîâîé. Åå ñèñòåìà ïðåïîäàâàíèÿ ïðèáëè-
æåíà ê âóçîâñêîé. Ó÷èòåëü ñ÷èòàåò, ÷òî â øêîëå ó÷àùåìóñÿ äîëæíî áûòü èíòåðåñíî,
à äëÿ ýòîãî íàäî èìåòü âîçìîæíîñòè ¾ïðîãðàììíîé ñâîáîäû¿, êîòîðàÿ äîñòèãàåòñÿ
çà ñ÷åò ïîäà÷è ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà êðóïíûìè áëîêàìè è áûñòðûì òåìïîì. Ïåäàãîã
óâåðåí, ÷òî ðàñòÿíóòîå âî âðåìåíè îáó÷åíèå íå ñïîñîáñòâóåò ðàçâèòèþ èíòåëëåêòó-
àëüíûõ ñïîñîáíîñòåé ó÷àùèõñÿ.

Ò.È. Õàÿðîâà ðàáîòàåò êàê áû â ðåæèìå îïåðåæåíèÿ, íî çàòî ïîòîì, âîçâðàùà-
ÿñü ê ïðîéäåííûì òåìàì, ó÷èòåëü è åå ó÷åíèêè ïîãðóæàþòñÿ â íèõ î÷åíü ãëóáîêî,
íàñëàæäàÿñü íîâîé òåîðèåé è êóïàÿñü â îáèëèè çàäà÷. Ïîä åå ðóêîâîäñòâîì â ëè-
öåå ðàáîòàåò èíòåëëåêòóàëüíûé êëóá ¾Àïîãåé¿, åå ó÷àùèåñÿ ïîñòîÿííî ïðèíèìàþò
ó÷àñòèå â Ìîñêîâñêîì èíòåëëåêòóàëüíîì ìàðàôîíå, ïðè÷åì íåîäíîêðàòíî ñòàíî-
âèëèñü ïðèçåðàìè. Ó÷èòåëü è åå ó÷åíèêè ó÷àñòâîâàëè â ìàòåìàòè÷åñêèõ êîíêóðñàõ,
êîòîðûå ïðîõîäèëè â Òóðöèè èÞãîñëàâèè. Ó÷åíèêè Õàÿðîâîé �� ïîñòîÿííûå ó÷àñò-
íèêè ¾Òóðíèðà ãîðîäîâ¿. Ìåñòíîå òåëåâèäåíèå è ïðåññà øèðîêî îñâåùàþò ïîáåäû
þíûõ èíòåëëåêòóàëîâ, ïðîïàãàíäèðóþò ïðåñòèæ èíòåëëåêòóàëüíîé äåÿòåëüíîñòè.
Ñ ãîðäîñòüþ ó÷èòåëü ðàññêàçûâàåò î ñâîèõ ïîäîïå÷íûõ, êîòîðûå ñòàëè ïðèçåðàìè
ìåæäóíàðîäíîé îëèìïèàäû ïî ìàòåìàòèêå â Âàøèíãòîíå è Ãëàçãî.

Òàìàðà Èâàíîâíà êðîïîòëèâî âçðàùèâàåò ó÷àñòíèêîâ îëèìïèàä. Åå ðàáîòà â ýòîì
íàïðàâëåíèè ñîñòîèò èç òðåõ ýòàïîâ:

1) âîñïèòàíèå èíòåðåñà ê ïðåäìåòó;

2) âûÿâëåíèå îäàðåííûõ äåòåé;
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3) èíäèâèäóàëèçèðîâàííîå îáó÷åíèå íàèáîëåå ñïîñîáíûõ.

Â îñíîâå ðàáîòû ñ îäàðåííûìè äåòüìè ëåæèò ïàðíûé ïðèíöèï: äåìîêðàòèçì è
ýëèòàðíîñòü. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ó÷èòåëü ñòðåìèòñÿ äàòü âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü ïîë-
íîöåííîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáðàçîâàíèå âñåì äåòÿì, íà âñåõ ýòàïàõ îáó÷åíèÿ, îñòàâ-
ëÿÿ äâåðè îòêðûòûìè äëÿ òàëàíòëèâûõ äåòåé. À ñ äðóãîé ñòîðîíû, îáåñïå÷èâàåò
âûñîêèé óðîâåíü ïîäãîòîâêè îäàðåííûõ äåòåé, òåì ñàìûì ñîçäàåò íàó÷íóþ ýëèòó.

Ò.È. Õàÿðîâà âåäåò â ëèöåå ïîñòîÿííî äåéñòâóþùèé ñåìèíàð ¾Îëèìïèàäíûå çà-
äà÷è¿. Çàäà÷è ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàä ó÷èòåëü íàõîäèò â ñïåöèàëüíûõ
èçäàíèÿõ, ãàçåòàõ, íà ñàéòàõ. Îáùåëèöåéñêàÿ îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå ïðîâîäèòñÿ
â ñåíòÿáðå, åå ïîáåäèòåëè èìåþò ïðàâî ñâîáîäíîãî ïîñåùåíèÿ óðîêîâ. Îíè â îñíîâ-
íîì ðàáîòàþò â êàáèíåòå ìàòåìàòèêè ïî èíäèâèäóàëüíûì ïðîãðàììàì, à íåïðî-
ôèëüíûå ïðåäìåòû ñäàþò ýêñòåðíîì (â âèäå çà÷åòîâ, ðåôåðàòîâ èëè äîêëàäîâ). Âñå
ýòî ñîçäàåò ðåçåðâ âðåìåíè è âîçìîæíîñòü óãëóáëåíèÿ â ïðåäìåò, îáîãàùåíèÿ ñîäåð-
æàíèÿ îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå è ñïîñîáñòâóåò òâîð÷åñêîìó ðîñòó îäàðåííûõ äåòåé.

Ñëåäóþùèé ïàðíûé ïðèíöèï ðàáîòû Òàìàðû Èâàíîâíû Õàÿðîâîé ñ îäàðåííû-
ìè äåòüìè � êîìôîðòíîñòü è ìíîãîñòóïåí÷àòîñòü. Ñèñòåìà îëèìïèàä, ÿâëÿþùàÿñÿ
âàæíåéøèì ýëåìåíòîì ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè, äà è ñàì ïðî-
öåññ îáó÷åíèÿ íåðåäêî îáðàçóþò æåñòêóþ êîíêóðåíòíóþ ñðåäó. È ýòà ñðåäà ìîæåò
ñàìûì ãóáèòåëüíûì îáðàçîì âîçäåéñòâîâàòü íà õðóïêóþ ïñèõèêó ðåáåíêà (äóøà
îäàðåííîãî ðåáåíêà î÷åíü ðàíèìà). Ïîýòîìó ïåäàãîã ñ÷èòàåò ñâîèì äîëãîì îïðåäå-
ëèòü äëÿ êàæäîãî ðåáåíêà òó ñòóïåíü, íà êîòîðîé îí ñìîæåò êîìôîðòíî ðàáîòàòü.
Ñëèøêîì âûñîêèé óðîâåíü ìîæåò îêàçàòüñÿ ïðîñòî íåïîñèëüíûì äëÿ ó÷åíèêà, è îí
ïîòåðÿåò âåðó â ñåáÿ, â ñâîè ñèëû. Îäíîâðåìåííî íåëüçÿ îäàðåííîìó øêîëüíèêó çà-
äåðæèâàòüñÿ è íà íèçêîì óðîâíå. Îñîáåííî ÷åòêî ýòó ìíîãîñòóïåí÷àòîñòü ïåäàãîã
ïðîñëåæèâàåò â ñèñòåìå îëèìïèàä, ãäå ðàçðûâ ìåæäó øêîëüíîé è ìåæäóíàðîäíîé
îëèìïèàäîé îãðîìåí.

Ò.È. Õàÿðîâà ïðèçûâàåò ñâîèõ ó÷åíèêîâ îñòîðîæíî îòíîñèòüñÿ ê óñïåõàì íà
îëèìïèàäàõ, öèòèðóÿ ïðè ýòîì ñëîâà À.Í. Êîëìîãîðîâà: ¾Ó÷àñòèå â øêîëüíûõ ìàòå-
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ìàòè÷åñêèõ êðóæêàõ è îëèìïèàäàõ ìîæåò ïîìî÷ü êàæäîìó îöåíèòü ñâîè ñîáñòâåí-
íûå ñïîñîáíîñòè, ñåðüåçíîñòü è ïðî÷íîñòü ñâîåãî óâëå÷åíèÿ ìàòåìàòèêîé. Ïóòè ê
ñåðüåçíîé ðàáîòå â îáëàñòè ìàòåìàòèêè ðàçíîîáðàçíû. Îäíèì ëåã÷å äàåòñÿ ðåøåíèå
çàìûñëîâàòûõ çàäà÷, äðóãèå âíà÷àëå íå âûäåëÿþòñÿ íà ýòîì ïîïðèùå, íî, äâèãà-
ÿñü ìåäëåííî, îâëàäåâàþò ãëóáîêî è ñåðüåçíî òåîðèåé è íåñêîëüêî ïîçäíåå íàó÷àòñÿ
ðàáîòàòü ñàìîñòîÿòåëüíî. Â êîíå÷íîì èòîãå ïðè âûáîðå ìàòåìàòèêè êàê ïðåäìåòà
îñíîâíîãî èíòåðåñà è ðàáîòû íà áóäóùåå, êàæäûé äîëæåí ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ ñîá-
ñòâåííîé ñàìîîöåíêîé, à íå ÷èñëîì íàãðàä . . . ¿ [76, ñ. 22].

Ëèöåé ã. Áàðàíîâè÷è ïîääåðæèâàåò òåñíóþ ñâÿçü ñî øêîëîé-èíòåðíàòîì èìåíè
À.Í. Êîëìîãîðîâà, ÑÓÍÖåì ïðè ÌÃÓ, ïðàêòèêóþòñÿ òâîð÷åñêèå îáìåíû ó÷èòåëÿìè
è ó÷àùèìèñÿ. Î÷åíü ðàäóåò, ÷òî áàðàíîâè÷ñêèå ëèöåèñòû íåîäíîêðàòíî âûèãðûâàëè
â ìàòåìàòè÷åñêèõ ðåãàòàõ è áîÿõ ó ìîñêîâñêèõ øêîëüíèêîâ, ó êîìàíäû Àíè÷êîâà
ëèöåÿ èç Ñàíêò-Ïåòåðáóðãà. Èìåÿ áîãàòûé îïûò îáùåíèÿ ñ ïåäàãîãàìè è îäàðåí-
íûìè äåòüìè èç ðàçíûõ ñòðàí, Òàìàðà Èâàíîâíà Õàÿðîâà ñðàâíèâàåò ðàçëè÷íûå
ñèñòåìû ðàáîòû. Ïî åå ìíåíèþ, ðàáîòà ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè â íà-
øåé ñòðàíå ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò àíàëîãè÷íîé ðàáîòû â äðóãèõ ñòðàíàõ. Íàïðèìåð,
â ÑÓÍÖå ïðè ÌÃÓ, øêîëàõ ÑØÀ (Õàÿðîâà íåîäíîêðàòíî ïîñåùàëà ýòó ñòðàíó) íà-
ïîëíÿåìîñòü êëàññîâ â äâà ðàçà ìåíüøå, ÷åì ó íàñ, è òàì ðàáîòàþò îäíîâðåìåííî
äâà ó÷èòåëÿ, îäèí èç êîòîðûõ ïðîâîäèò îñíîâíóþ ëèíèþ óðîêà, è îáà âìåñòå íåïî-
ñðåäñòâåííî çà ðàáî÷èìè ìåñòàìè ñâîèõ ó÷åíèêîâ, ðàçúÿñíÿþò íåïîíÿòíûå ìåñòà,
êîíñóëüòèðóþò. Ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðåäìåòîâ â ÑÓÍÖå òðè � àëãåáðà, ãåîìåòðèÿ è
ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç, íà èçó÷åíèå êîòîðûõ îòâîäèòñÿ îò 9 äî 14 ÷àñîâ â íåäåëþ.
Â àòòåñòàò âûíîñÿòñÿ îöåíêè çà êàæäûé èç ýòèõ ïðåäìåòîâ. Îáùåå ïðîÿâëÿåòñÿ,
ïðåæäå âñåãî, â ñòðåìëåíèè ñäåëàòü ó÷åíèå áîëåå èíòåðåñíûì, âñÿ øêîëüíàÿ æèçíü
è òàì è çäåñü ïðîíèçàíà ðåøåíèåì çàäà÷, îáñóæäåíèåì ðåøåíèé: îáû÷íûå çàíÿòèÿ,
êîíòðîëüíûå ðàáîòû, çà÷åòû, ýêçàìåíû, òåñòèðîâàíèÿ, îëèìïèàäû, êîíêóðñû, ìàòå-
ìàòè÷åñêèå áîè è ñîáñòâåííûå èññëåäîâàíèÿ øêîëüíèêîâ.
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Âîïðîñû äëÿ îáñóæäåíèÿ

1. Ãîñóäàðñòâåííûå ïðîãðàììû è ïðîåêòû ïî ðàçâèòèþ èíòåëëåêòóàëüíîé îäà-
ðåííîñòè.

2. Ôèëîñîôñêèé àñïåêò èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè. Îïðåäåëåíèå ïîíÿòèé ¾îäà-
ðåííîñòü¿, ¾îäàðåííûå äåòè¿, ¾èíòåëëåêò¿, ¾èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûå äå-
òè¿.

3. Èñòîðè÷åñêèé îáçîð ñòàíîâëåíèÿ çíàíèÿ îá èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè.

4. Áèîëîãè÷åñêèé, ïñèõîëîãè÷åñêèé, ïåäàãîãè÷åñêèé è ñîöèàëüíûé àñïåêòû èí-
òåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè.

5. Îñîáåííîñòè ðàçâèòèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé.

6. Îñîáåííîñòè âîñïèòàíèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé.

7. Ìåòîäû äèàãíîñòèêè èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè.

8. Êîíöåïòóàëüíûå ìîäåëè èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè.

9. Îñíîâíûå ñòðàòåãèè îáó÷åíèÿ è âîñïèòàíèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé.

10. Ó÷èòåëü äëÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé.
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ÃËÀÂÀ 2

Îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî

îäàðåííûìè äåòüìè

2.1. Ìîäåëü îðãàíèçàöèè ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè

Ðèñ. 2.1. Ñòðóêòóðà ìîäåëè îðãàíèçàöèè ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè
äåòüìè

Ìîäåëü îðãàíèçàöèè ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè ñîñòîèò èç
÷åòûðåõ áëîêîâ.

Òåîðåòè÷åñêèé áëîê ìîäåëè âêëþ÷àåò íåîáõîäèìûå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ (ñóù-
íîñòü ôåíîìåíà èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè, ïñèõîëîãî-ïåäàãîãè÷åñêèå õàðàêòå-
ðèñòèêè èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé, îñíîâíûå ñòðàòåãèè äèàãíîñòèêè, îáó-
÷åíèÿ è âîñïèòàíèÿ); ïðèíöèïû îðãàíèçàöèè ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè
äåòüìè; öåëü è çàäà÷è.
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Àíàëèòèêî-ïðîãíîñòè÷åñêèé áëîê îðèåíòèðóåò íà äèàãíîñòèêó è àíàëèç ðàáîòû
ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè, ïëàíèðîâàíèå è ïðîãíîç, êîððåêöèþ äåÿ-
òåëüíîñòè.

Òåõíîëîãè÷åñêèé áëîê ïðåäïèñûâàåò ó÷¼ò ïðèðîäíûõ çàäàòêîâ, èíòåðåñîâ ëè÷-
íîñòè èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííîãî ó÷àùåãîñÿ, ïåäàãîãè÷åñêèõ âîçìîæíîñòåé ó÷ðå-
æäåíèÿ îáðàçîâàíèÿ è ðåãèîíà; ñîçäàíèå ðàçâåòâë¼ííîé ñèñòåìû ñâÿçåé è âçàèìî-
äåéñòâèé â íàïðàâëåíèè ðàçâèòèÿ óìñòâåííîãî ïîòåíöèàëà èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåí-
íûõ ó÷àùèõñÿ; âûáîð îïòèìàëüíûõ âèäîâ äåÿòåëüíîñòè è ñîäåðæàíèÿ äåÿòåëüíîñòè,
àäåêâàòíîãî ïîòðåáíîñòÿì èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé.

Óïðàâëåí÷åñêèé áëîê çàäàåò àëãîðèòì óïðàâëåí÷åñêèõ äåéñòâèé ïî îðãàíèçàöèè
ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè è òðåáóåò èíòåãðàöèè âñåõ áëîêîâ â
öåëîñòíóþ ñèñòåìó.

Â ðàçðàáîòêå ìîäåëè îðãàíèçàöèè ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè
ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå ïðèîðèòåòíûå íàïðàâëåíèÿ: ñïåöèàëüíóþ ïîäãîòîâêó
ïåäàãîãîâ ê ðàáîòå ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè; äèàãíîñòèêó èíòåëëåê-
òóàëüíîé îäàðåííîñòè; ìîäåëèðîâàíèå îáðàçîâàòåëüíîãî ïîëÿ äëÿ èíòåëëåêòóàëüíî
îäàðåííûõ äåòåé (èíäèâèäóàëüíîé òðàåêòîðèè èõ ðàçâèòèÿ, èíäèâèäóàëüíîé ðàç-
âèâàþùåé ñðåäû, ïåäàãîãè÷åñêîé ïîääåðæêè è ñîïðîâîæäåíèÿ); èñïîëüçîâàíèå ýô-
ôåêòèâíûõ îáðàçîâàòåëüíûõ òåõíîëîãèé íà óðîêàõ; âíåêëàññíóþ è âíåóðî÷íóþ äåÿ-
òåëüíîñòü (ôàêóëüòàòèâû, íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêóþ ðàáîòó, îëèìïèàäû, èíòåëëåê-
òóàëüíûå êîíêóðñû è ñîðåâíîâàíèÿ, äèñòàíöèîííûå ôîðìû îáó÷åíèÿ, óïðàâëÿåìóþ
ñàìîñòîÿòåëüíóþ ðàáîòó); âîñïèòàíèå èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé.

Â êà÷åñòâå öåëè ñïåöèàëüíûì îáðàçîì îðãàíèçîâàííîé ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëü-
íî îäàðåííûìè äåòüìè ìîæåò áûòü âçÿòî ïîâûøåíèå óäîâëåòâîðåííîñòè èíòåëëåê-
òóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé, èõ ðîäèòåëåé, ïåäàãîãîâ, îáùåñòâà ïðîöåññîì è ðåçóëüòà-
òîì îáó÷åíèÿ è âîñïèòàíèÿ, óñëîâèÿìè äëÿ ëè÷íîñòíîãî ðàçâèòèÿ.

Îñíîâíûìè êîìïîíåíòàìè ñèñòåìû ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè
ÿâëÿþòñÿ:
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1) ñóáúåêòû ñèñòåìû (èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûå äåòè; ïåäàãîãè, âçàèìîäåéñòâó-
þùèå ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè; ðîäèòåëè);

2) äèàãíîñòèêà èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè;

3) ñðåäà îáó÷åíèÿ è âîñïèòàíèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé;

4) ñîäåðæàíèå îáó÷åíèÿ è âîñïèòàíèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé;

5) òåõíîëîãèè îáó÷åíèÿ è âîñïèòàíèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé;

6) êðèòåðèè è ïîêàçàòåëè ýôôåêòèâíîñòè îáó÷åíèÿ è âîñïèòàíèÿ èíòåëëåêòóàëü-
íî îäàðåííûõ äåòåé.

Ôàêòîðàìè, îïòèìèçèðóþùèìè ïðîöåññ îáó÷åíèÿ è âîñïèòàíèÿ èíòåëëåêòóàëü-
íî îäàðåííûõ äåòåé, âûñòóïàþò: ðàííÿÿ äèàãíîñòèêà; óñêîðåííîå è îáîãàùåííîå îáó-
÷åíèå, ïðèìåíåíèå ýôôåêòèâíûõ ïåäàãîãè÷åñêèõ òåõíîëîãèé; âîçìîæíîñòü ìåòîäîâ
ìàòåìàòèêè, ôèçèêè, èíôîðìàòèêè è äð. â ðàçâèòèè ìûøëåíèÿ, ôîðìèðîâàíèè èí-
äèâèäóàëüíîãî ñòèëÿ ó÷åáíî-ïîçíàâàòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè; îáðàçîâàòåëüíàÿ ñðåäà,
àäåêâàòíàÿ èíòåëëåêòóàëüíûì ïîòðåáíîñòÿì ó÷àùèõñÿ; ïåäàãîãè÷åñêàÿ ïîääåðæêà
è ñîïðîâîæäåíèå; ðåàëèçàöèÿ ñèñòåìíîãî ïîäõîäà â îðãàíèçàöèè èõ îáó÷åíèÿ è âîñ-
ïèòàíèÿ.

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî êàæäûé èç áëîêîâ, ïðåäñòàâëåííîé ìîäåëè îðãàíè-
çàöèè ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè.

Òåîðåòè÷åñêèé áëîê ìîäåëè îðãàíèçàöèè ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè
äåòüìè

Ïðè ðàçðàáîòêå ìîäåëè îðãàíèçàöèè ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè
íàìè ñîáëþäàëèñü ñëåäóþùèå ïðèíöèïû:
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1. Ïðèíöèï íàó÷íîñòè (îïîðà íà íàó÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ î ñóùíîñòè, çàêîíîìåð-
íîñòÿõ, ìåõàíèçìàõ ðàçâèòèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííîé ëè÷íîñòè).

2. Ïðèíöèï ñèñòåìíîñòè (îðãàíèçàöèÿ ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè
äåòüìè � ñëîæíàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç ñîâîêóïíîñòè âçàèìîñâÿçàííûõ è
âçàèìîäåéñòâóþùèõ êîìïîíåíòîâ).

3. Ïðèíöèï àòòðàêòèâíîñòè (ìîäåëü îðãàíèçàöèè ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî
îäàðåííûìè äåòüìè äîëæíà áûòü ïðèâëåêàòåëüíîé äëÿ ñóáúåêòîâ).

4. Ïðèíöèï öåëåñîîáðàçíîñòè (ìîäåëü äîëæíà ñîîòâåòñòâîâàòü ïîñòàâëåííûì öå-
ëÿì, áûòü ðåàëüíîé, ïðàêòè÷åñêè ïîëåçíîé).

5. Ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè (âûáîð íàèëó÷øåãî âàðèàíòà îðãàíèçàöèè ðàáîòû ñ
èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè â óñëîâèÿõ ðåãèîíà).

6. Ïðèíöèï ìîáèëüíîñòè (ìîäåëü äîëæíà áûòü ãèáêîé, ñïîñîáíîé ê êîððåêòè-
ðîâêå).

7. Ïðèíöèï ðàçâèòèÿ (â õîäå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ìîäåëè äîëæåí îñóùåñòâëÿòüñÿ
ïåðåõîä ñ îäíîãî óðîâíÿ ðàçâèòèÿ íà äðóãîé, áîëåå âûñîêèé).

Öåëü îðãàíèçàöèè ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè: ñîçäàòü îï-
òèìàëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ðàçâèòèÿ ëè÷íîñòè êàæäîãî èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííîãî
ó÷àùåãîñÿ. Èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûå äåòè, ðàáîòà ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííû-
ìè äåòüìè � ñëîæíîîðãàíèçîâàííûå ñèñòåìû. Ýòèì äåòÿì íåîáõîäèì ïóòü ðàçâèòèÿ,
êîòîðûé áëèçîê èõ âíóòðåííèì ïîòðåáíîñòÿì, çíà÷èì äëÿ íèõ.

Ìîäåëü îðãàíèçàöèè ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè ïðåäïîëà-
ãàåò:
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1) àíàëèòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå: àíàëèç îðãàíèçàöèè ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî
îäàðåííûìè äåòüìè â êîíêðåòíîì ó÷ðåæäåíèè îáðàçîâàíèÿ; äèàãíîñòèêó ñïî-
ñîáíîñòåé, âîçìîæíîñòåé ó÷àùèõñÿ; âûÿâëåíèå èõ èíòåðåñîâ; àíàëèç ïåäàãîãè-
÷åñêèõ âîçìîæíîñòåé ó÷ðåæäåíèÿ îáðàçîâàíèÿ è ðåãèîíà;

2) ìîäåëèðîâàíèå îáðàçîâàòåëüíîé ñðåäû äëÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé;

3) ïîäãîòîâêó ïåäàãîãîâ ê ðàáîòå ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè;

4) îðãàíèçàöèþ âçàèìîäåéñòâèÿ ñóáúåêòîâ äëÿ ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåí-
íûìè äåòüìè;

5) îðãàíèçàöèþ äåÿòåëüíîñòè èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé;

6) ñîçäàíèå óñëîâèé äëÿ îáåñïå÷åíèÿ êà÷åñòâà ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåí-
íûìè äåòüìè.

Âàæíåéøèì êîìïîíåíòîì ðàçðàáîòàííîé íàìè ìîäåëè îðãàíèçàöèè ðàáîòû ñ èí-
òåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè ÿâëÿåòñÿ ïåäàãîã. Ïåäàãîãè îáëàäàþò îãðîìíûì
êðåàòèâíûì ïîòåíöèàëîì è ñïîñîáíû îðãàíèçîâàòü ïðîñòðàíñòâî, ïîçâîëÿþùåå èí-
òåëëåêòóàëüíî îäàðåííûì ó÷àùèìñÿ óäîâëåòâîðèòü ñâîè óìñòâåííûå çàïðîñû è ïî-
òðåáíîñòè, ðàçâèòü ëó÷øèå ÷åëîâå÷åñêèå êà÷åñòâà. Îäíàêî îíè äîëæíû áûòü ïîä-
ãîòîâëåíû ê ðàáîòå ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè. Ýòó ðàáîòó íåîáõîäèìî
íà÷èíàòü íà ïåäàãîãè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòÿõ â âóçå êàê ìîæíî ðàíüøå.

Áóäóùèå ó÷èòåëÿ äîëæíû èìåòü íå òîëüêî õîðîøóþ ïîäãîòîâêó ïî ïðåäìåòó
ñâîåé ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè, íî è çíàòü ïñèõîëîãèþ èíòåëëåêòóàëüíî îäà-
ðåííûõ äåòåé, ìåòîäèêó îðãàíèçàöèè ðàáîòû ñ íèìè. Èìååò ñìûñë ïðîâîäèòü äèô-
ôåðåíöèàöèþ ñòóäåíòîâ íà ïðåäìåò âîçìîæíîñòè â áóäóùåì ðàáîòàòü ñ íàçâàííîé
âûøå êàòåãîðèåé äåòåé. Ãîòîâíîñòü ïåäàãîãà ê âñòðå÷å ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåí-
íûì ðåáåíêîì òðåáóåò è çíàíèé, è ìàñòåðñòâà, è ñïîñîáíîñòè íàéòè íåñòàíäàðòíûå
ðåøåíèÿ ðàçëè÷íîãî ðîäà ïðîáëåì, âîçíèêàþùèõ â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ è âîñïèòàíèÿ.
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Óæå íà 3-ì êóðñå ìîæíî ïðåäëîæèòü ñòóäåíòàì òåìû äëÿ êóðñîâûõ ðàáîò:

1. Ïñèõîëîãè÷åñêèé ïîðòðåò èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííîãî ðåáåíêà (ìëàäøåãî øêî-
ëüíèêà, ïîäðîñòêà, âûïóñêíèêà).

2. Ìåòîäû äèàãíîñòèêè èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè.

3. Ïðîáëåìû èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé.

4. Òâîð÷åñêèé ïîòåíöèàë ëè÷íîñòè.

5. Êîíöåïòóàëüíûå ìîäåëè îáó÷åíèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé.

6. Òåõíîëîãèè îáó÷åíèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé.

7. Òåõíîëîãèÿ ïðîáëåìíîãî îáó÷åíèÿ.

8. Òåõíîëîãèÿ óêðóïíåíèÿ äèäàêòè÷åñêèõ åäèíèö.

9. Äàëüòîí-òåõíîëîãèÿ.

10. Òåõíîëîãèÿ îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå íà îñíîâå ñèñòåìû ýôôåêòèâíûõ óðîêîâ.

11. Òåõíîëîãèÿ îáó÷åíèÿ êàê ó÷åáíîãî èññëåäîâàíèÿ.

12. Òåõíîëîãèÿ îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå íà îñíîâå ðåøåíèÿ çàäà÷.

13. Îñîáåííîñòè ðàçâèòèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé.

14. Ðîëü ñðåäû â ðàçâèòèè èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè.

15. Èíòåëëåêòóàëüíàÿ îäàðåííîñòü â ïåäàãîãè÷åñêîé ëèòåðàòóðå.

16. Âíåêëàññíàÿ è âíåøêîëüíàÿ ðàáîòà ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè.
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17. Ôàêóëüòàòèâû äëÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé.

18. Ìåòîäè÷åñêèå àñïåêòû ïîäãîòîâêè èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé ê îëèì-
ïèàäàì ðàçëè÷íîãî óðîâíÿ.

19. Îðãàíèçàöèÿ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííû-
ìè äåòüìè.

20. Òâîð÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé.

21. Ñîöèàëèçàöèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé.

22. Èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûé ðåáåíîê êàê íåñòàíäàðòíîå ÿâëåíèå â øêîëå.

23. Ìåòîäû èíäèâèäóàëüíîãî, ãðóïïîâîãî è êîëëåêòèâíîãî îáó÷åíèÿ èíòåëëåêòó-
àëüíî îäàðåííûõ äåòåé.

24. Îñîáåííîñòè îáó÷åíèÿ è ðàçâèòèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé â ñåëü-
ñêîé øêîëå.

25. Êîíñòðóèðîâàíèå çàäà÷ òâîð÷åñêîãî õàðàêòåðà äëÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåí-
íûõ äåòåé.

26. Ó÷èòåëü äëÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé.

27. Ìîäåëü îðãàíèçàöèè ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè â óñëîâèÿõ
ñåëüñêîé øêîëû.

28. Ìîäåëü îðãàíèçàöèè ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè â óñëîâèÿõ
ðàéîííîãî öåíòðà.

29. Ìîäåëü îðãàíèçàöèè ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè â óñëîâèÿõ
îáëàñòíîãî öåíòðà.
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30. Èçó÷åíèå îïûòà ðàáîòû ó÷èòåëåé, ðàáîòàþùèõ ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè
äåòüìè.

31. Ìåíòîðñòâî â ðàáîòå ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè.

32. Ñåìüÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííîãî ðåáåíêà.

33. Èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè â ðàçâèòèè èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè.

34. Äèñòàíöèîííîå îáó÷åíèå â ðàçâèòèè èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè.

35. Óïðàâëÿåìàÿ ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà â ðàçâèòèè èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííî-
ñòè.

36. Îðãàíèçàöèÿ è ñîäåðæàíèå êëóáíûõ ôîðì ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåí-
íûìè äåòüìè.

37. Ïðåäìåòíîå íàïðàâëåíèå â ëåòíåì ëàãåðå äëÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äå-
òåé.

38. Ôîðìû âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ñåìüåé èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííîãî ó÷àùåãîñÿ.

39. Ïåäàãîãè÷åñêàÿ ïîääåðæêà è ñîïðîâîæäåíèå èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äå-
òåé.

40. Ãîñóäàðñòâåííûå ïðîãðàììû è ïðîåêòû ïî ðàçâèòèþ èíòåëëåêòóàëüíîé îäà-
ðåííîñòè.

41. Ãîñóäàðñòâåííàÿ ïîääåðæêà èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé.

42. Ïðîáëåìû ïðîôåññèîíàëüíîãî ñàìîîïðåäåëåíèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ
äåòåé.
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43. Ôîðìû âçàèìîäåéñòâèÿ øêîëû è ñåìüè èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííîãî ðåáåíêà.

44. Ïðèíöèïû ìîäåëèðîâàíèÿ îáðàçîâàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ èíòåëëåêòóàëü-
íî îäàðåííûõ äåòåé.

45. Òåîðåòè÷åñêèå ïîäõîäû ê èññëåäîâàíèþ òâîð÷åñòâà è îäàðåííîñòè â ïñèõîëîãî-
ïåäàãîãè÷åñêîé ëèòåðàòóðå.

Öåëåñîîáðàçíî ïðîâåäåíèå ñïåöêóðñà äëÿ ñòóäåíòîâ ðàçëè÷íûõ ñïåöèàëüíîñòåé,
îðèåíòèðîâàííûõ íà ðàáîòó ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè. Â ñîäåðæàíèå
ñïåöêóðñà íåîáõîäèìî âêëþ÷èòü èçó÷åíèå ìåæäèñöèïëèíàðíîé ïðîáëåìàòèêè èí-
òåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè è òåì, ïðåäóñìàòðèâàþùèõ îâëàäåíèå ñïîñîáàìè ðå-
øåíèÿ êîìïëåêñíûõ çàäà÷ ïåäàãîãè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè. Áóäóùåìó ïåäàãîãó íåîá-
õîäèìî çíàòü, êàê îñóùåñòâëÿòü äèàãíîñòèêó, ñòàâèòü öåëè è äîñòèãàòü èõ â ïðîöåññå
îáó÷åíèÿ è âîñïèòàíèÿ, ïðîâîäèòü îòáîð ñîäåðæàíèÿ îáó÷åíèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäà-
ðåííûõ äåòåé, êàê ìîäåëèðîâàòü îáðàçîâàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî, âçàèìîäåéñòâîâàòü
ñ ñåìüåé è äð.

Öåëü ñïåöêóðñà � ïîäãîòîâèòü ñòóäåíòîâ ê ðåàëèçàöèè èõ ïðîôåññèîíàëüíîãî,
ëè÷íîñòíîãî è òâîð÷åñêîãî ïîòåíöèàëà â ðàáîòå ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè
äåòüìè (ðàçâèòèè, îáó÷åíèè, âîñïèòàíèè).

Çàäà÷è ñïåöêóðñà:

� ñôîðìèðîâàòü ïðåäñòàâëåíèå î ôåíîìåíå èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè;

� àêòóàëèçèðîâàòü çíà÷èìîñòü ýôôåêòèâíîé ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè ñ
èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè;

� î÷åðòèòü êðóã ïñèõîëîãî-ïåäàãîãè÷åñêèõ è ñîöèàëüíûõ ïðîáëåì ðàçâèòèÿ èí-
òåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè;

� èçó÷èòü êîíöåïòóàëüíûå ìîäåëè îáó÷åíèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé;
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� èçó÷èòü ïðèíöèïû ìîäåëèðîâàíèÿ îòêðûòîé îáðàçîâàòåëüíîé ñðåäû äëÿ èí-
òåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé;

� ñôîðìèðîâàòü óñòàíîâêó íà èñïîëüçîâàíèå ñèñòåìíîãî ïîäõîäà ïðè îáó÷åíèè
è âîñïèòàíèè èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé;

� ñîäåéñòâîâàòü ïðîôåññèîíàëüíîìó ðàçâèòèþ áóäóùèõ ïåäàãîãîâ.

Ñïåöêóðñ ïîçâîëèò ñòóäåíòàì èçó÷èòü îäíî èç ñàìûõ ïðèîðèòåòíûõ íàïðàâëå-
íèé ïåäàãîãè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè, ñôîðìèðîâàòü ïðåäñòàâëåíèå îá èíòåëëåêòóàëü-
íîé îäàðåííîñòè, óâèäåòü ïðîáëåìû, îïðåäåëèòü ñïîñîáû äîñòèæåíèÿ ðåçóëüòàòîâ.
Íà íàø âçãëÿä, ðàçðàáîòàííàÿ íàìè ïðîãðàììà ñïåöêóðñà, áóäåò ñïîñîáñòâîâàòü
ðàçâèòèþ ïðîôåññèîíàëüíîé êîìïåòåíöèè áóäóùèõ ó÷èòåëåé ïî ïðîáëåìàòèêå èí-
òåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè äåòåé.

Ïðîãðàììà ñïåöêóðñà ïî ïðîáëåìàòèêå èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè

I. Âûÿâëåíèå è îáó÷åíèå èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé êàê îäíî èç íàïðàâ-
ëåíèé Ãîñóäàðñòâåííîé ïîëèòèêè â Ðåñïóáëèêå Áåëàðóñü.

II. Ôåíîìåí èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè

1. Ôèëîñîôñêèé àñïåêò èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè. Îïðåäåëåíèå ïîíÿ-
òèé ¾îäàðåííîñòü¿ ¾îäàðåííûå äåòè¿ ¾èíòåëëåêò¿, ¾èíòåëëåêòóàëüíî îäà-
ðåííûå äåòè¿.

2. Èñòîðè÷åñêèé îáçîð ñòàíîâëåíèÿ çíàíèÿ îá èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííî-
ñòè.

3. Áèîëîãè÷åñêèé, ïñèõîëîãè÷åñêèé, ïåäàãîãè÷åñêèé è ñîöèàëüíûé àñïåêòû
èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè.
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4. Îñîáåííîñòè ðàçâèòèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé.

5. Îñîáåííîñòè âîñïèòàíèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé.

6. Ìåòîäû äèàãíîñòèêè èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè.

7. Ìåòîäû äèàãíîñòèêè òâîð÷åñêèõ ñïîñîáíîñòåé.

III. Êîíöåïòóàëüíûå ìîäåëè èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè

1. Ôàêòîðíûå ìîäåëè èíòåëëåêòà.

2. Êîíöåïöèÿ òâîð÷åñêîé îäàðåííîñòè.

3. Êîíöåïöèÿ Ì.À. Õîëîäíîé.

4. Ëîíãèòþäíûå èññëåäîâàíèÿ òâîð÷åñòâà è îäàðåííîñòè.

IV. Ïîäõîäû è òåõíîëîãèè îáó÷åíèÿ è âîñïèòàíèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ
äåòåé

1. Äåÿòåëüíîñòíûé ïîäõîä â ðàçâèòèè èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè.

2. Ñèñòåìíûé ïîäõîä â îðãàíèçàöèè ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè
äåòüìè.

3. Èíäèâèäóàëèçàöèÿ è äèôôåðåíöèàöèÿ â îáó÷åíèè èíòåëëåêòóàëüíî îäà-
ðåííûõ äåòåé.

4. Òåõíîëîãèè îáó÷åíèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé.

5. Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêàÿ äåÿòåëüíîñòü èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äå-
òåé.

6. Ìåòîäèêà îðãàíèçàöèè óïðàâëÿåìîé ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû.

7. Îðãàíèçàöèÿ è ïðîâåäåíèå âíåêëàññíîé ðàáîòû ïî ïðåäìåòó ñ èíòåëëåê-
òóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè.
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8. Ìîäåëèðîâàíèå îòêðûòîãî îáðàçîâàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ èíòåëëåê-
òóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé.

9. Âçàèìîäåéñòâèÿ â íàïðàâëåíèè ðàçâèòèÿ îäàðåííîñòè (ñ ñåìüåé, ïåäàãî-
ãàìè, ïñèõîëîãàìè, ó÷ðåæäåíèÿìè îáðàçîâàíèÿ, âóçàìè).

10. Ñîäåðæàíèå è ìåòîäèêà ïîäãîòîâêè ê îëèìïèàäàì ïî ïðåäìåòó.

11. Ïðîôåññèîíàëüíî-ëè÷íîñòíàÿ ïîçèöèÿ ïåäàãîãà.

12. Ýôôåêòèâíàÿ ïåäàãîãè÷åñêàÿ ïðàêòèêà ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäà-
ðåííûìè äåòüìè.

Ñîäåðæàíèå ïðîãðàììû

I. Âûÿâëåíèå è îáó÷åíèå èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé êàê îäíî èç íàïðàâ-
ëåíèé Ãîñóäàðñòâåííîé ïîëèòèêè â Ðåñïóáëèêå Áåëàðóñü.

Ãîñóäàðñòâåííûå ïðîãðàììû ¾Îäàðåííûå äåòè¿ è ¾Ìîëîäûå òàëàíòû Áåëàðóñè¿.
Ïîëèòèêà ãîñóäàðñòâà â îòíîøåíèè îäàðåííûõ äåòåé. Ãîñóäàðñòâåííàÿ ïîääåðæêà
òàëàíòëèâûõ è îäàðåííûõ äåòåé.

II. Ôåíîìåí èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè

1. Ôèëîñîôñêèé àñïåêò èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè. Îïðåäåëåíèå ïîíÿ-
òèé ¾îäàðåííîñòü¿, ¾îäàðåííûå äåòè¿, ¾èíòåëëåêò¿.

Èíòåëëåêò êàê ôèëîñîôñêàÿ êàòåãîðèÿ. Ðàçíîîáðàçèå îïðåäåëåíèé ¾îäàðåííî-
ñòè¿, ¾îäàðåííûå äåòè¿. Çàäàòêè, ñïîñîáíîñòè, ìûøëåíèå, âîîáðàæåíèå. Òèïî-
ëîãèè îäàðåííûõ äåòåé. Ìåòîäîëîãè÷åñêèå ïîäõîäû è îñíîâàíèÿ ê èññëåäîâà-
íèþ è îðãàíèçàöèè ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè. Äåÿòåëü-
íîñòü êàê óñëîâèå ðàçâèòèÿ îäàðåííîñòè.
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2. Èñòîðè÷åñêèé îáçîð ñòàíîâëåíèÿ çíàíèÿ îá èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííî-
ñòè. Îäàðåííîñòü â íàó÷íîé è õóäîæåñòâåííîé ëèòåðàòóðå. Ýòàïû èññëåäî-
âàíèÿ îäàðåííîñòè. Èçó÷åíèå óðîâíÿ êîãíèòèâíûõ ïðîöåññîâ, äèàãíîñòèêà
óðîâíÿ èíòåëëåêòà, èññëåäîâàíèå ñïîñîáíîñòåé è òâîð÷åñêîãî ïîòåíöèàëà.

3. Áèîëîãè÷åñêèé, ïñèõîëîãè÷åñêèé, ïåäàãîãè÷åñêèé è ñîöèàëüíûé àñïåê-
òû èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè. Áèîãåíåòè÷åñêèå è ñîöèîãåíåòè÷åñêèå
òåîðèè ðàçâèòèÿ. Ðîëü çàäàòêîâ è ñïîñîáíîñòåé â ðàçâèòèè ÷åëîâåêà. Ãå-
òåðîõðîííîñòü ñîçðåâàíèÿ ïîëóøàðèé ãîëîâíîãî ìîçãà. Ïñèõîãåíåòèêà îá-
ùèõ è ñïåöèàëüíûõ ñïîñîáíîñòåé. Âçàèìîäåéñòâèå ãåíîòèïà è ñðåäû. Ïñè-
õîãåíåòèêà èíòåëëåêòà. Ïñèõîãåíåòèêà êðåàòèâíîñòè. Ðîëü îáó÷åíèÿ è ñðå-
äû â ðàçâèòèè çàäàòêîâ.

4. Îñîáåííîñòè ðàçâèòèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé.

Îòëè÷èòåëüíûå ÷åðòû èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé (â ïîçíàâàòåëüíîé è
ñîöèàëüíîé ñôåðàõ, â ôèçè÷åñêîì ðàçâèòèè). Îñîáåííîñòè óìñòâåííîãî ðàçâè-
òèÿ. Óâëå÷åííîñòü. Òâîð÷åñêèé ïîòåíöèàë.

5. Îñîáåííîñòè âîñïèòàíèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé.

Êîíôîðìíîñòü, ïîãðóæåíèå â ôèëîñîôñêèå ïðîáëåìû, íåñîîòâåòñòâèå ìåæ-
äó ôèçè÷åñêèì, èíòåëëåêòóàëüíûì è ñîöèàëüíûì ðàçâèòèåì, ïåðôåêöèîíèçì,
÷óâñòâî íåóäîâëåòâîðåííîñòè, ñâåðõ÷óâñòâèòåëüíîñòü, íåòåðïèìîñòü, ïîòðåá-
íîñòü âî âíèìàíèè âçðîñëûõ. Ïðåîäîëåíèå ñòåðåîòèïîâ.

6. Ìåòîäû äèàãíîñòèêè èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè.

Ïîäõîäû ê óñòàíîâëåíèþ îäàðåííîñòè. Ïðîÿâëÿþùàÿñÿ è ïîòåíöè-àëüíàÿ èí-
òåëëåêòóàëüíàÿ îäàðåííîñòü. Ïðèçíàêè îäàðåííîñòè, ñòåïåíü èõ âûðàæåííî-
ñòè. Òðåáîâàíèÿ ê äîñòîâåðíîñòè è îáúåêòèâíîñòè ïðîöåññà ðàñïîçíàâàíèÿ èí-
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òåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé. Äèàãíîñòèêà èíòåëëåêòà. Ñèñòåìà êîìïëåêñ-
íîé îöåíêè.

7. Ìåòîäû äèàãíîñòèêè òâîð÷åñêèõ ñïîñîáíîñòåé.

Òâîð÷åñêèå ñïîñîáíîñòè. Ïàðàìåòðû òâîð÷åñêîãî ïîòåíöèàëà. Òâîð÷åñêîå ñà-
ìîâûðàæåíèå. Îöåíêà òâîð÷åñêèõ ñïîñîáíîñòåé. Òåñòû.

III. Êîíöåïòóàëüíûå ìîäåëè èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè

1. Ôàêòîðíûå ìîäåëè èíòåëëåêòà. Ìîäåëè Ä. Ãèëôîðäà, Ð. Êåòòåëëà, ×. Ñïèð-
ìåíà, Ë. Ñòðåíáåðãà, Ë. Òåðñòîóíà. Ñâîáîäíûé è êðèñòàëëèçîâàííûé èí-
òåëëåêò. Òåñòèðîâàíèå èíòåëëåêòà.

2. Êîíöåïöèÿ òâîð÷åñêîé îäàðåííîñòè. Êîíöåïöèÿ îäàðåííîñòè Ï. Òîððåíñà.
Èäåè Ä.Á. Áîãîÿâëåíñêîé, À.Ì. Ìàòþøêèíà, ß.À. Ïîíàìîðåâà. Êðåàòèâ-
íîñòü è åå äèàãíîñòèêà. ×åðòû òâîð÷åñêèõ ëþäåé (íåçàâèñèìîñòü, îòêðû-
òîñòü, òîëåðàíòíîñòü, ñòðåìëåíèå ê ïðåêðàñíîìó).

3. Êîíöåïöèÿ Ì.À. Õîëîäíîé. Èíòåëëåêòóàëüíàÿ îäàðåííîñòü êàê ïðîÿâëå-
íèå ñâîåîáðàçèÿ èíäèâèäóàëüíîãî ìåíòàëüíîãî îïûòà. Ìåíòàëüíûé îïûò
(êîãíèòèâíûé îïûò, ìåòàêîãíèòèâíûé îïûò, èíòåíöèîíàëüíûé îïûò), èí-
òåëëåêòóàëüíàÿ çðåëîñòü. Òåíäåíöèè ðàçâèòèÿ ñèñòåìû îáðàçîâàíèÿ è çà-
äà÷è èíòåëëåêòóàëüíîãî âîñïèòàíèÿ ó÷àùèõñÿ.

4. Ëîíãèòþäíûå èññëåäîâàíèÿ òâîð÷åñòâà è îäàðåííîñòè. Ëîíãèòþäíîå èñ-
ñëåäîâàíèå Ë. Òåðìåíà (ïîäòâåðæäåíèå óñòîé÷èâîñòè ðàíî ïðîÿâëÿþùåé-
ñÿ âûñîêîé îäàðåííîñòè). Ìþíõåíñêàÿ ìîäåëü îäàðåííîñòè. Ëîíãèòþäíîå
èññëåäîâàíèå Òýïëèî (òâîð÷åñêàÿ âíåøêîëüíàÿ àêòèâíîñòü êàê ïðîãíîñòè-
÷åñêèé ïðèçíàê âûñîêèõ ïðîôåññèîíàëüíûõ äîñòèæåíèé). Ìåòîäû îïðîñà
è íàáëþäåíèÿ.
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IV. Ïîäõîäû è òåõíîëîãèè îáó÷åíèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé

1. Äåÿòåëüíîñòíûé ïîäõîä â ðàçâèòèè èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè. Âå-
äóùàÿ äåÿòåëüíîñòü (äåÿòåëüíîñòü, êîòîðàÿ â ãëàâíîì è îñíîâíîì îïðå-
äåëÿåò ðàçâèòèå ðåáåíêà). Àêòèâíîå âçàèìîäåéñòâèå ñî ñðåäîé. Ïîçíàâà-
òåëüíàÿ äåÿòåëüíîñòü. Òèïû òâîð÷åñòâà (Ä.Á. Áîãîÿâëåíñêàÿ). Âçàèìî-
äåéñòâèå êîãíèòèâíîé è àôôåêòèâíîé ñôåð. Äåÿòåëüíîñòíûé ïîäõîä, ðàñ-
ñìàòðèâàþùèé ÷åëîâåêà êàê îáúåêòà è ñóáúåêòà îáùåñòâåííûõ îòíîøå-
íèé è äåÿòåëüíîñòè (Ë.È. Íîâèêîâà, Ì.Ì. Ïîòàøíèê, Ñ.Ë. Ðóáèíøòåéí,
Í.Ë. Ñåëèâàíîâà è äð.).

2. Ñèñòåìíûé ïîäõîä â îðãàíèçàöèè ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè
äåòüìè. Ñïîñîá îðãàíèçàöèè äåÿòåëüíîñòè è âîñïèòàíèÿ èíòåë-ëåêòóàëüíî
îäàðåííûõ äåòåé, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé öåëîñòíóþ è óïîðÿäî÷åííóþ ñî-
âîêóïíîñòü âçàèìîäåéñòâóþùèõ êîìïîíåíòîâ, ñïîñîáñòâóþùèõ ðàçâèòèþ
ïðèðîäíûõ çàäàòêîâ, ñïîñîáíîñòåé.

3. Èíäèâèäóàëèçàöèÿ è äèôôåðåíöèàöèÿ â îáó÷åíèè èíòåëëåêòóàëüíî îäà-
ðåííûõ äåòåé. Îðãàíèçàöèÿ ó÷åáíîãî ïðîöåññà, ïðè êîòîðîì âûáîð ñïîñî-
áîâ, ïðèåìîâ, òåìïà îáó÷åíèÿ, ó÷èòûâàåò èíäèâèäóàëüíûå ðàçëè÷èÿ ó÷à-
ùèõñÿ, óðîâåíü ðàçâèòèÿ èõ ñïîñîáíîñòåé ê îáó÷åíèþ. Âíåøíÿÿ è âíóò-
ðåííÿÿ óðîâíåâàÿ äèôôåðåíöèàöèÿ. Èíäèâèäóàëèçèðîâàííûå ïðîãðàììû
îáó÷åíèÿ. Êîíñòðóèðîâàíèå çàäàíèé äëÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äå-
òåé.

4. Ýôôåêòèâíûå òåõíîëîãèè îáó÷åíèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé.
Ðàöèîíàëüíàÿ îðãàíèçàöèÿ äåÿòåëüíîñòè èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äå-
òåé. Òåõíîëîãèÿ ïðîáëåìíîãî îáó÷åíèÿ. Òåõíîëîãèÿ óêðóïíåíèÿ äèäàêòè-
÷åñêèõ åäèíèö. Äàëüòîí-òåõíîëîãèÿ. Òåõíîëîãèÿ îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå íà
îñíîâå ñèñòåìû ýôôåêòèâíûõ óðîêîâ. Òåõíîëîãèÿ îáó÷åíèÿ êàê ó÷åáíîãî
èññëåäîâàíèÿ. Èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè. Äèñòàíöèîííîå îáó÷åíèå.
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5. Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêàÿ äåÿòåëüíîñòü èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äå-
òåé. Ôîðìû íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè. Ìåòîäèêà îðãàíèçà-
öèè íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè. Òðåáîâàíèÿ, ïðåäúÿâëÿåìûå
ê íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèì ðàáîòàì ó÷àùèõñÿ. Íàó÷íûå êîíôåðåíöèè,
ñåìèíàðû, ¾êðóãëûå ñòîëû¿.

6. Ìåòîäèêà îðãàíèçàöèè óïðàâëÿåìîé ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû. Ñóùíîñòü
è íàçíà÷åíèå óïðàâëÿåìîé ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû. Äåÿòåëüíîñòü ïåäà-
ãîãà ïî îðãàíèçàöèè óïðàâëÿåìîé ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû. Äåÿòåëüíîñòü
ó÷àùèõñÿ ïî ðåàëèçàöèè ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû.

7. Îðãàíèçàöèÿ è ïðîâåäåíèå âíåêëàññíîé ðàáîòû ïî ïðåäìåòó ñ èíòåëëåê-
òóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè. Ôàêóëüòàòèâû, êîíêóðñû, îëèìïèàäû, òóð-
íèðû, êîìàíäíûå ñîðåâíîâàíèÿ. Ìåòîäèêà ïîäãîòîâêè.

8. Ìîäåëèðîâàíèå îòêðûòîãî îáðàçîâàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ èíòåëëåê-
òóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé. Ìîäåëèðîâàíèå ñèñòåìû ðàáîòû ñ èíòåëëåêòó-
àëüíî îäàðåííûìè äåòüìè. Îïòèìàëüíûé áàëàíñ � ñîîòíîøåíèå âçàèìíî
ñâÿçàííûõ âèäîâ äåÿòåëüíîñòè. Îïðåäåëåíèå êîíêðåòíîãî ïîëÿ âîçìîæ-
íîñòåé ó÷ðåæäåíèÿ îáðàçîâàíèÿ, ðåãèîíà, ïîçâîëÿþùèõ èíòåëëåêòóàëüíî
îäàðåííûì ó÷àùèìñÿ óäîâëåòâîðèòü ñâîè îáðàçîâàòåëüíûå çàïðîñû. Èí-
äèâèäóàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ ðàçâèòèÿ. Êîîðäèíàöèÿ äåÿòåëüíîñòè. Ñòðàòå-
ãèè îáó÷åíèÿ. Ïåðñïåêòèâû ðàçâèòèÿ ðåáåíêà. Íåîáõîäèìîñòü òâîð÷åñêîãî
ïîâåäåíèÿ çíà÷èìûõ âçðîñëûõ.

9. Âçàèìîäåéñòâèÿ â íàïðàâëåíèè ðàçâèòèÿ îäàðåííîñòè (ñ ñåìüåé, ïåäàãîãà-
ìè, ïñèõîëîãàìè, ó÷ðåæäåíèÿìè îáðàçîâàíèÿ, âóçàìè). Êîììóíèêàöèîí-
íàÿ äåÿòåëüíîñòü â íàïðàâëåíèè ðàçâèòèÿ èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè.
Ïåäàãîãè÷åñêàÿ ïîääåðæêà è ñîïðîâîæäåíèå èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ
äåòåé. Ìåíòîðñòâî. Ñòðàòåãèÿ ðîäèòåëüñêîãî ïîâåäåíèÿ è âîñïèòàíèÿ. Ïî-
çèòèâíàÿ ñåìåéíàÿ ïåäàãîãèêà.
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10. Ñîäåðæàíèå è ìåòîäèêà ïîäãîòîâêè ê îëèìïèàäàì ïî ïðåäìåòó. Îëèìïè-
àäíîå äâèæåíèå. Òèïû îëèìïèàäíûõ çàäà÷ è ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ. Íåïðå-
ðûâíûå îëèìïèàäû, ðåñïóáëèêàíñêàÿ îëèìïèàäà. Èòîãè îëèìïèàä.

11. Ïðîôåññèîíàëüíî-ëè÷íîñòíàÿ ïîçèöèÿ ïåäàãîãà. Õàðàêòåðèñòèêà òèïîâ
ó÷èòåëåé. Êà÷åñòâà, íåîáõîäèìûå ó÷èòåëþ äëÿ ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî
îäàðåííûìè äåòüìè. Äåÿòåëüíîñòü ïåäàãîãà ïî îáîãàùåíèþ îáðàçîâàòåëü-
íîãî ïðîñòðàíñòâà, ïî ïîçíàíèþ ïñèõîëîãè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé

12. Ýôôåêòèâíàÿ ïåäàãîãè÷åñêàÿ ïðàêòèêà ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäà-
ðåííûìè äåòüìè. Ïåðåäîâîé ïåäàãîãè÷åñêèé îïûò. Ìåòîäû ðàáîòû ó÷èòåëåé-
ïðàêòèêîâ ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè. Ðåàëüíûå ïðîáëåìû è
ïóòè èõ ïðåîäîëåíèÿ.

Ñîäåðæàùèåñÿ â ïðîãðàììå âîïðîñû, öåëåñîîáðàçíî îáñóæäàòü è íà öåëåâûõ êóð-
ñàõ ïîâûøåíèÿ êâàëèôèêàöèè è íà çàñåäàíèÿõ ìåòîäè÷åñêèõ îáúåäèíåíèé ó÷èòåëåé.

Äëÿ áóäóùèõ ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè íà ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå Áðåñòñêîãî
ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè À.Ñ. Ïóøêèíà ÷èòàåòñÿ äèñöèïëèíà ïî âûáî-
ðó ¾Ìåòîäû ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ îëèìïèàäíûõ çàäà÷¿.

Òàáëèöà 2.1. Ïðèìåðíûé òåìàòè÷åñêèé ïëàí äëÿ ñïåöèàëüíîñòè 1-02 05 03 Ìàòåìà-
òèêà. Äîïîëíèòåëüíàÿ ñïåöèàëüíîñòü (1-02 05 03-02 Ìàòåìàòèêà. Èíôîðìàòèêà)

� ï/ï Íàèìåíîâàíèå òåìû
Êîëè÷åñòâî ÷àñîâ

Âñåãî Ëåêö. Ïðàêò.

1.
Èñòîðèÿ ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ
îëèìïèàä. Ñòàðèííûå îëèìïèàäíûå
çàäà÷è

2 2

2.
Óðàâíåíèÿ è ñèñòåìû óðàâíåíèé, ìå-
òîäû èõ ðåøåíèÿ

6 2 4



147

Òàáëèöà 2.1 (ïðîäîëæåíèå)

� ï/ï Íàèìåíîâàíèå òåìû
Êîëè÷åñòâî ÷àñîâ

Âñåãî Ëåêö. Ïðàêò.

3.
Íåðàâåíñòâà è ñèñòåìû íåðàâåíñòâ,
ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ

6 2 4

4.
Öåëûå ÷èñëà. ×åòíîñòü è íå÷åòíîñòü.
Äåëèìîñòü è îñòàòêè

4 2 2

5.
Ìíîãî÷ëåíû è òðèãîíîìåòðè÷åñêèå
ïîëèíîìû

4 2 2

6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 4 2 2

7.
Ãðàôû è îòíîøåíèÿ, ñòðàòåãèè è àë-
ãîðèòìû

6 4 2

8.
Ñèñòåìàòèçàöèÿ îñíîâíûõ ìåòîäîâ,
ïðèíöèïîâ è èäåé ðåøåíèÿ àëãåáðà-
è÷åñêèõ îëèìïèàäíûõ çàäà÷

2 2

Âñåãî ÷àñîâ 34 18 16

Öåëü äèñöèïëèíû ïî âûáîðó � óãëóáëåíèå ïðîôåññèîíàëüíîé ïîäãîòîâêè ñòóäåí-
òîâ ê ïðåäñòîÿùåé ðàáîòå ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè (â àñïåêòå îâëàäå-
íèÿ ìåòîäàìè ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ îëèìïèàäíûõ çàäà÷). Äèñöèïëèíà ïî âûáîðó
¾Ìåòîäû ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ îëèìïèàäíûõ çàäà÷¿ âêëþ÷àåò: çíàêîìñòâî ñ èñ-
òîðèåé ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàä; ñèñòåìàòèçàöèþ çíàíèé ñòóäåíòîâ îá îñíîâíûõ
òèïàõ àëãåáðàè÷åñêèõ îëèìïèàäíûõ çàäà÷; íàó÷íîå îáîñíîâàíèå ìåòîäîâ, ïðèíöè-
ïîâ, èäåé ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ îëèìïèàäíûõ çàäà÷; àíàëèç ëèòåðàòóðû ïî ìå-
òîäàì ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ îëèìïèàäíûõ çàäà÷; óñòàíîâëåíèå ìåæïðåäìåòíûõ
ñâÿçåé (øêîëüíûé êóðñ ìàòåìàòèêè è êóðñû âóçîâñêîé àëãåáðû è òåîðèè ÷èñåë).
Â ðåçóëüòàòå èçó÷åíèÿ äèñöèïëèíû ïî âûáîðó ¾Ìåòîäû ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ
îëèìïèàäíûõ çàäà÷¿ ñòóäåíò äîëæåí îâëàäåòü ñëåäóþùèìè çíàíèÿìè è óìåíèÿìè:
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çíàòü òèïû àëãåáðàè÷åñêèõ îëèìïèàäíûõ çàäà÷; çíàòü îñíîâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ
àëãåáðàè÷åñêèõ îëèìïèàäíûõ çàäà÷, óìåòü èìè ïîëüçîâàòüñÿ.

Ïðè êàôåäðå àëãåáðû è ãåîìåòðèè ðàáîòàåò òâîð÷åñêàÿ ãðóïïà ñòóäåíòîâ ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà íàä òåìîé ¾Ýôôåêòèâíûå òåõíîëîãèè îáó÷åíèÿ èíòåëëåê-
òóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé¿. Ñòóäåíòû ïðîâîäÿò èññëåäîâàíèÿ ïî íàçâàííîé âûøå
òåìàòèêå, âî âðåìÿ ïåäàãîãè÷åñêîé ïðàêòèêè âíåäðÿþò íàðàáîòêè â ðåàëüíûé ó÷åá-
íûé ïðîöåññ, ãîòîâÿò ïóáëèêàöèè.

Êàôåäðà àëãåáðû è ãåîìåòðèè ðàáîòàåò íàä òåìîé ¾Ñèñòåìà ðàáîòû ñ èíòåëëåê-
òóàëüíî îäàðåííîé ó÷àùåéñÿ è ñòóäåí÷åñêîé ìîëîäåæüþ¿. Ýòî îäíà èç òåì êàôåä-
ðû, ïðîøåäøàÿ ãîñóäàðñòâåííóþ ðåãèñòðàöèþ. Îñíîâíûå çàäà÷è è èñõîäíûå äàííûå
äëÿ âûïîëíåíèÿ ÍÈÐ ñëåäóþùèå: ðàçðàáîòêà òåîðåòè÷åñêîé ìîäåëè è ìåòîäè÷åñêèõ
îñíîâàíèé ñèñòåìû ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííîé ó÷àùåéñÿ è ñòóäåí÷åñêîé
ìîëîäåæüþ; âûÿâëåíèå ïåäàãîãè÷åñêèõ óñëîâèé ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ìîäåëè; îïðåäå-
ëåíèå è îáîñíîâàíèå êðèòåðèåâ è ïîêàçàòåëåé ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòû ñ èíòåëëåê-
òóàëüíî îäàðåííîé ó÷àùåéñÿ è ñòóäåí÷åñêîé ìîëîäåæüþ. Ó÷èòåëü äëÿ èíòåëëåêòó-
àëüíî îäàðåííûõ äåòåé äîëæåí áûòü õîðîøî ïîäãîòîâëåí ê âñòðå÷å ñ íèìè. Èíòåë-
ëåêòóàëüíî îäàðåííûå äåòè îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà è ñòåïåíüþ îäàðåííîñòè è
ïîçíàâàòåëüíûì ñòèëåì è ñôåðàìè èíòåðåñîâ. Íåïîäãîòîâëåííûå ó÷èòåëÿ ÷àñòî íå
ìîãóò âûÿâèòü îäàðåííûõ äåòåé (îíè ïðîñòî íå çíàþò èõ îñîáåííîñòåé), íå ìîãóò
èõ ïîíÿòü, èíîãäà âðàæäåáíî ê íèì íàñòðîåíû (òàêèå äåòè èì ìåøàþò íà óðîêå),
èñïîëüçóþò íåýôôåêòèâíûå ìåòîäû â ðàáîòå. Êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòèêà, èññëåäî-
âàíèÿ ó÷åíûõ, � èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûå äåòè íóæäàþòñÿ â îñîáîì ó÷èòåëå.
Êàêèìè êà÷åñòâàìè äîëæåí îáëàäàòü ýòîò ó÷èòåëü? Ó÷èòåëü äëÿ èíòåëëåêòóàëüíî
îäàðåííûõ äåòåé äîëæåí: èìåòü âûñîêèé óðîâåíü ñîáñòâåííîãî èíòåëëåêòóàëüíîãî
ðàçâèòèÿ; îáëàäàòü âûñîêèì óðîâíåì êðåàòèâíîñòè; çíàòü ïñèõîëîãè÷åñêèå îñîáåí-
íîñòè èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé; çíàòü êîíöåïòóàëüíûå ìîäåëè îáó÷åíèÿ
èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé; âëàäåòü òåõíîëîãèÿìè îáó÷åíèÿ èíòåëëåêòóàëü-
íî îäàðåííûõ äåòåé; áûòü öåëåóñòðåìëåííûì è íàñòîé÷èâûì, îáëàäàòü êà÷åñòâàìè
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ëèäåðà; îáëàäàòü ïîçèòèâíîé ß-êîíöåïöèåé; áûòü âûñîêî äóõîâíûì ÷åëîâåêîì; áûòü
÷óòêèì è âíèìàòåëüíûì ê äåòÿì, òîëåðàíòíûì, ïðîôåññèîíàëüíî ãèáêèì; îáëàäàòü
âûñîêîé ñòåïåíüþ àëüòðóèçìà; èìåòü õîðîøèå êîììóíèêàòèâíûå íàâûêè; îáëàäàòü
÷óâñòâîì þìîðà; áûòü ãîòîâûì ê ïîñòîÿííîìó ñàìîñîâåðøåíñòâîâàíèþ.

Òåîðåòè÷åñêèé áëîê ðàçðàáîòàííîé íàìè ìîäåëè, âêëþ÷àåò íåîáõîäèìûå òåîðå-
òè÷åñêèå ñâåäåíèÿ (ñóùíîñòü ôåíîìåíà èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè, ïñèõîëîãî-
ïåäàãîãè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé, îñíîâíûå ñòðà-
òåãèè äèàãíîñòèêè, îáó÷åíèÿ è âîñïèòàíèÿ). Ýòè ñâåäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî èç-
ëîæåíû â ïåðâîé ãëàâå.

Âåäóùèìè ïðèíöèïàìè ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè â îáùåîá-
ðàçîâàòåëüíûõ ó÷ðåæäåíèÿõ ÿâëÿþòñÿ: ñî÷åòàíèå îáÿçàòåëüíûõ è îñóùåñòâëÿåìûõ
ïî âûáîðó ñîäåðæàíèÿ, ôîðì, ìåòîäîâ è ïðèåìîâ îáó÷åíèÿ; ïðèíöèï èíäèâèäóàëü-
íîãî ïîäõîäà ê êàæäîìó èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííîìó ðåáåíêó; ïðèíöèï îáîãàùåíèÿ
ìîòèâàöèè äåÿòåëüíîñòè; èñòîðèêî-êóëüòóðíûé ñèíòåç â îòáîðå ñîäåðæàíèÿ îáó÷å-
íèÿ.

Àíàëèòèêî-ïðîãíîñòè÷åñêèé áëîê ìîäåëè îðãàíèçàöèè ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî
îäàðåííûìè äåòüìè

Àíàëèòèêî-ïðîãíîñòè÷åñêèé áëîê îðèåíòèðóåò íà äèàãíîñòèêó è àíàëèç ðàáîòû
ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè, ïëàíèðîâàíèå è ïðîãíîç, êîððåêöèþ äåÿ-
òåëüíîñòè. Ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå îñíîâíûå êîìïîíåíòû ýòîãî áëîêà:

1. Äèàãíîñòèêà èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè.

2. Ïëàíèðîâàíèå ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè.

3. Àíàëèç ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè.

Íàìè ðàçðàáîòàí ðÿä ïðîñòûõ äèàãíîñòè÷åñêèõ êîìïëåêñîâ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ
ìîæíî êîíñòàòèðîâàòü èíòåëëåêòóàëüíóþ îäàðåííîñòü ó ðåáåíêà. Ïåðâûé êîìïëåêñ
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ìîæíî ïðèìåíÿòü â äîøêîëüíîì è ìëàäøåì øêîëüíîì âîçðàñòå (òàáë. 2.2). Îí ïî-
ìîæåò îöåíèòü íàëè÷èå è ñòåïåíü ðàçâèòîñòè îñíîâíûõ èíòåëëåêòóàëüíûõ ñïîñîáíî-
ñòåé. Ïåäàãîãó èëè ðîäèòåëþ íàäî âíèìàòåëüíî ïðèñìîòðåòüñÿ ê ðåáåíêó, îáðàòèòü
âíèìàíèå íà ðÿä åãî êà÷åñòâ è îöåíèòü èõ (îáúåêòèâíî). Ñòåïåíü âûðàæåííîñòè
êà÷åñòâ îöåíèâàåòñÿ ïî ñëåäóþùåé øêàëå:

5 � îöåíèâàåìîå ñâîéñòâî ëè÷íîñòè ðàçâèòî õîðîøî, ÷åòêî âûðàæåíî, ïðîÿâëÿ-
åòñÿ ÷àñòî â ðàçëè÷íûõ âèäàõ äåÿòåëüíîñòè è ïîâåäåíèÿ.

4 � ñâîéñòâî çàìåòíî âûðàæåíî, íî ïðîÿâëÿåòñÿ íåïîñòîÿííî, ïðè ýòîì è ïðîòè-
âîïîëîæíîå åìó ïðîÿâëÿåòñÿ î÷åíü ðåäêî.

3 � îöåíèâàåìîå è ïðîòèâîïîëîæíîå ñâîéñòâà ëè÷íîñòè âûðàæåíû íå÷åòêî, â
ïðîÿâëåíèÿõ ðåäêè, â ïîâåäåíèè è äåÿòåëüíîñòè óðàâíîâåøèâàþò äðóã äðóãà.

2 � áîëåå ÿðêî âûðàæåíî è ÷àùå ïðîÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî ëè÷íîñòè, ïðîòèâîïîëîæ-
íîå îöåíèâàåìîìó.

1 � ÷åòêî âûðàæåíî è ÷àñòî ïðîÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî ëè÷íîñòè, ïðîòè-âîïîëîæíîå
îöåíèâàåìîìó, îíî ôèêñèðóåòñÿ â ïîâåäåíèè è âî âñåõ âèäàõ äåÿòåëüíîñòè.

0 � ñâåäåíèé äëÿ îöåíêè äàííîãî êà÷åñòâà íåò (íå èìåþ).
Åñëè â ñóììå ïîëó÷èòñÿ 48�50 áàëëîâ, çíà÷èò, ðåáåíîê îáëàäàåò ïðåêðàñíûìè

èíòåëëåêòóàëüíûìè ñïîñîáíîñòÿìè.

Òàáëèöà 2.2. Äèàãíîñòèêà èíòåëëåêòóàëüíûõ ñïîñîáíîñòåé äåòåé äîøêîëüíîãî âîç-
ðàñòà

Êà÷åñòâà Ïðîÿâëåíèÿ êà÷åñòâ Áàëëû

1. Ëþáîçíàòåëüíîñòü
Çàäàåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî âîïðî-
ñîâ, ìíîãî ÷èòàåò

2. Ïàìÿòü
Äîëãî óäåðæèâàåò â ïàìÿòè ðàçëè÷-
íóþ èíôîðìàöèþ

3. Âíèìàíèå Çàìå÷àåò âñå âîêðóã
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Òàáëèöà 2.2 (ïðîäîëæåíèå)

textitÊà÷åñòâà Ïðîÿâëåíèÿ êà÷åñòâ Áàëëû
4. Ïðîäóêòèâíîñòü
ìûøëåíèÿ

Ãåíåðèðóåò ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ
èäåé

5. Àíàëèç è ñèíòåç
Ðàññóæäàåò êàê âçðîñëûé, àðãóìåí-
òèðóåò ñâîè âûñêàçûâàíèÿ

6. Âîîáðàæåíèå Ïðèäóìûâàåò ðàçëè÷íûå èñòîðèè
7. Ïåðôåêöèîíèçì Ñòàðàòåëüíî âûïîëíÿåò ëþáûå äåëà

8. Óâëå÷åííîñòü
Äîëãî ìîæåò çàíèìàòüñÿ èíòåðåñ-
íûì äëÿ íåãî äåëîì

9. Ãèáêîñòü ìûøëå-
íèÿ

Áûñòðî íàõîäèò ïðàâèëüíûé âûõîä
èç ëþáîé ñèòóàöèè

10. Îðèãèíàëüíîñòü
ìûøëåíèÿ

Âûäâèãàåò íåñòàíäàðòíûå èäåè

Âòîðàÿ äèàãíîñòèêà â áîëüøåé ñòåïåíè àäðåñîâàíà ïåäàãîãàì (òàáë. 2.3). Ìå-
òîäèêà íàïðàâëåíà íà òî, ÷òîáû ïîìî÷ü ïåäàãîãàì ñèñòåìàòèçèðîâàòü ñîáñòâåííûå
ïðåäñòàâëåíèÿ îá óìñòâåííûõ ñïîñîáíîñòÿõ äåòåé.

Òàáëèöà 2.3. Äèàãíîñòèêà èíòåëëåêòóàëüíûõ ñïîñîáíîñòåé äåòåé øêîëüíîãî âîçðàñ-
òà

Ñôåðà Êà÷åñòâà Ïðîÿâëåíèå êà÷åñòâ
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Òàáëèöà 2.3 (ïðîäîëæåíèå)

Ñôåðà Êà÷åñòâà Ïðîÿâëåíèå êà÷åñòâ

Ìûøëåíèå

Îðèãèíàëüíîñòü ìûøëåíèÿ
(ñïîñîáíîñòü âûäâèãàòü íîâûå
íåîæèäàííûå èäåè, îòëè÷àþ-
ùèåñÿ îò øèðîêî èçâåñòíûõ,
îáùåïðèíÿòûõ)

Ïðîÿâëÿåòñÿ â ìûø-
ëåíèè è ïîâåäåíèè
ðåáåíêà, â îáùåíèè
ñî ñâåðñòíèêàìè è
âçðîñëûìè âî âñåõ
âèäàõ åãî äåÿòåëüíî-
ñòè

Ãèáêîñòü ìûøëåíèÿ (ñïîñîá-
íîñòü áûñòðî íàõîäèòü íîâûå
ñòðàòåãèè ðåøåíèÿ, óñòàíàâëè-
âàòü àññîöèàòèâíûå ñâÿçè è ïå-
ðåõîäèòü (â ìûøëåíèè è ïîâå-
äåíèè) îò ÿâëåíèé îäíîãî êëàñ-
ñà ê äðóãèì)

Ïðîÿâëÿåòñÿ â
óìåíèè íàõîäèòü
àëüòåðíàòèâíûå
ñòðàòåãèè ðåøåíèÿ
ïðîáëåì, îïåðàòèâíî
ìåíÿòü íàïðàâëåíèå
ïîèñêà ðåøåíèÿ
ïðîáëåìû

Ïðîäóêòèâíîñòü (áåãëîñòü
ìûøëåíèÿ, ñïîñîáíîñòü ê ãå-
íåðèðîâàíèþ áîëüøîãî ÷èñëà
èäåé)

Ïðîÿâëÿåòñÿ è ìî-
æåò îöåíèâàòüñÿ
ïî êîëè÷åñòâó è
êà÷åñòâó âàðèàíòîâ
ðåøåíèÿ ðàçíîîá-
ðàçíûõ ïðîáëåì è
çàäà÷
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Òàáëèöà 2.3 (ïðîäîëæåíèå)

Ñôåðà Êà÷åñòâà Ïðîÿâëåíèå êà÷åñòâ

Ñïîñîáíîñòü ê àíàëèçó è ñèí-
òåçó

Íàèáîëåå ÿðêî
ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè
ðåøåíèè ëîãè÷åñêèõ
çàäà÷. Ýòî êà÷åñòâî
ìîæåò áûòü âûÿâ-
ëåíî ïðàêòè÷åñêè â
ëþáîì âèäå äåÿòåëü-
íîñòè ðåáåíêà

Ñïîñîáíîñòü ê êëàññèôèêàöèè
è êàòåãîðèçàöèè

Ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè ðå-
øåíèè ñïåöèàëüíûõ
ëîãè÷åñêèõ çàäà÷, â
ðàçíûõ âèäàõ äåÿ-
òåëüíîñòè ðåáåíêà
(êîëëåêöèîíèðîâà-
íèè, ñèñòåìàòèçàöèè
ìàòåðèàëà)

Âíèìàíèå
Âûñîêàÿ êîíöåíòðàöèÿ âíèìà-
íèÿ

Ïðîÿâëÿåòñÿ â
ñêëîííîñòè ê ñëîæ-
íûì è äîëãîâðåìåí-
íûì çàíÿòèÿì îäíèì
äåëîì
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Òàáëèöà 2.3 (ïðîäîëæåíèå)

Ñôåðà Êà÷åñòâà Ïðîÿâëåíèå êà÷åñòâ

Ïàìÿòü

Ñïîñîáíîñòü çàïîìèíàòü ôàê-
òû, ñîáûòèÿ, àáñòðàêòíûå
ñèìâîëû, ðàçëè÷íûå çíàêè (è â
íóæíîé ñèòóàöèè ïîëüçîâàòüñÿ
èìè)

Ïðîÿâëåíèå ðàçëè÷-
íûõ âèäîâ ïàìÿòè
ìîæíî îáíàðóæèòü â
ïðîöåññå îáùåíèÿ ñ
ðåáåíêîì

Èíòåðåñû
Óâëå÷åííîñòü ïðåäìåòîì è
øèðîòà èíòåðåñîâ

Ïðîÿâëÿåòñÿ â
äåÿòåëüíîñòè è ïî-
âåäåíèè ðåáåíêà;
â ñòðåìëåíèè çà-
íèìàòüñÿ ñàìûìè
ðàçíûìè, íåïîõîæè-
ìè äðóã íà äðóãà,
âèäàìè äåÿòåëü-
íîñòè, â æåëàíèè
ïîïðîáîâàòü ñåáÿ â
ñàìûõ ðàçíûõ ñôå-
ðàõ. Äîìèíèðóþùàÿ
ìîòèâàöèÿ ìîæåò
âûÿâëÿòüñÿ ïóòåì
íàáëþäåíèÿ è áåñåä
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Òàáëèöà 2.3 (ïðîäîëæåíèå)

Ñôåðà Êà÷åñòâà Ïðîÿâëåíèå êà÷åñòâ

Ëè÷íîñòíîå
ðàçâèòèå

Ïåðôåêöèîíèçì(õàðàêòåðèçóåòñÿ
ñòðåìëåíèåì äîâîäèòü ïðîäóê-
òû ñâîåé äåÿòåëüíîñòè äî
ñîîòâåòñòâèÿ èõ ñàìûì âûñî-
êèì òðåáîâàíèÿì)

Ïðîÿâëÿåòñÿ â ñà-
ìûõ ðàçíûõ âèäàõ
äåÿòåëüíîñòè, âûðà-
æàåòñÿ â óïîðíîì
ñòðåìëåíèè äåëàòü
è ïåðåäåëûâàòü äî
ñîîòâåòñòâèÿ ñàìûì
âûñîêèì ëè÷íûì
ñòàíäàðòàì

Ñîöèàëüíàÿ àâòîíîìíîñòü
(ñïîñîáíîñòü è ñòðåìëåíèå
ïðîòèâîñòîÿòü ìíåíèþ áîëü-
øèíñòâà)

Ïðîÿâëÿåòñÿ â ãî-
òîâíîñòè îòñòàèâàòü
ñîáñòâåííóþ òî÷êó
çðåíèÿ, äàæå åñëè
îíà ïðîòèâîñòîèò
ìíåíèþ áîëüøèí-
ñòâà, â ñòðåìëåíèè
äåéñòâîâàòü è ïîñòó-
ïàòü íåòðàäèöèîííî,
îðèãèíàëüíî

Ëèäåðñòâî (äîìèíèðîâàíèå â
ìåæëè÷íîñòíûõ îòíîøåíèÿõ)

Ïðîÿâëÿåòñÿ â ñîâ-
ìåñòíûõ èãðàõ è äå-
ÿòåëüíîñòè äåòåé
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Òàáëèöà 2.3 (ïðîäîëæåíèå)

Ñôåðà Êà÷åñòâà Ïðîÿâëåíèå êà÷åñòâ

Ñêëîííîñòü ê êîíêóðåíòíûì
ôîðìàì âçàèìîäåéñòâèÿ

Ïðîÿâëÿåòñÿ â
ñêëîííîñòè ëèáî
íåæåëàíèè ó÷àñòâî-
âàòü â äåÿòåëüíîñòè,
ïðåäïîëàãàþùåé
êîíêóðåíòíûå ôîð-
ìû âçàèìîäåéñòâèÿ

×óâñòâî þìîðà
Ïðîÿâëÿåòñÿ â îáùå-
íèè è äåÿòåëüíîñòè

Ïîãðóæåíèå â ôèëîñîôñêèå
ïðîáëåìû

Ïðîÿâëÿåòñÿ â èíäè-
âèäóàëüíûõ áåñåäàõ

Êàæäîå êà÷åñòâî ìîæíî îöåíèòü ïî ïÿòèáàëëüíîé øêàëå:
5 � îöåíèâàåìîå ñâîéñòâî ëè÷íîñòè ðàçâèòî õîðîøî, ÷åòêî âûðàæåíî, ïðîÿâëÿ-

åòñÿ ÷àñòî â ðàçëè÷íûõ âèäàõ äåÿòåëüíîñòè è ïîâåäåíèÿ.
4 � ñâîéñòâî çàìåòíî âûðàæåíî, íî ïðîÿâëÿåòñÿ íåïîñòîÿííî, ïðè ýòîì è ïðîòè-

âîïîëîæíîå åìó ïðîÿâëÿåòñÿ î÷åíü ðåäêî.
3 � îöåíèâàåìîå è ïðîòèâîïîëîæíîå ñâîéñòâà ëè÷íîñòè âûðàæåíû íå÷åòêî, â

ïðîÿâëåíèÿõ ðåäêè, â ïîâåäåíèè è äåÿòåëüíîñòè óðàâíîâåøèâàþò äðóã äðóãà.
2 � áîëåå ÿðêî âûðàæåíî è ÷àùå ïðîÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî ëè÷íîñòè, ïðîòèâîïîëîæ-

íîå îöåíèâàåìîìó.
1 � ÷åòêî âûðàæåíî è ÷àñòî ïðîÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî ëè÷íîñòè, ïðîòè-âîïîëîæíîå

îöåíèâàåìîìó, îíî ôèêñèðóåòñÿ â ïîâåäåíèè è âî âñåõ âèäàõ äåÿòåëüíîñòè.
0 � ñâåäåíèé äëÿ îöåíêè äàííîãî êà÷åñòâà íåò (íå èìåþ).
Ðåçóëüòàò áóäåò áîëåå îáúåêòèâíûì, åñëè ïðèâëå÷ü ê âûñòàâëåíèþ îòìåòîê äðó-

ãèõ ïåäàãîãîâ è ðîäèòåëåé, õîðîøî çíàþùèõ ýòèõ äåòåé.
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Ïàðàìåòðû, ïî êîòîðûì ïðîâîäèòñÿ îöåíêà, õàðàêòåðèçóþò îñíîâíûå ìûñëèòåëü-
íûå îïåðàöèè è ìûøëåíèå â öåëîì.

Âàæíî òàêæå ïîëó÷èòü öåëîñòíîå ïðåäñòàâëåíèå î ëè÷íîñòè îäàðåííîãî ðåáåí-
êà. Ýòîìó ìîæåò ñïîñîáñòâîâàòü ðàçðàáîòàííûé íàìè äèàãíîñòè÷åñêèé êîìïëåêñ
(òàáë. 2.4).

Òàáëèöà 2.4. Äèàãíîñòè÷åñêèé êîìïëåêñ, ôîðìèðóþùèé öåëîñòíîå ïðåäñòàâëåíèå î
ëè÷íîñòè ó÷àùåãîñÿ

Ñòðóêòóðíûé
êîìïîíåíò

Öåëü Ìåòîäèêà

1 2 3

Ó÷åáíûå âîç-
ìîæíîñòè

Ñàìîîïðåäåëåíèå ïóòåé èíòåë-
ëåêòóàëüíîãî ðàçâèòèÿ â ó÷åá-
íîé äåÿòåëüíîñòè

Øêîëüíûé òåñò
óìñòâåííîãî ðàç-
âèòèÿ � ØÒÓÐ
(àâòîðû: Ê.Ì. Ãóðå-
âè÷ è äð.)

Îïðåäåëåíèå óðîâíÿ ó÷åáíîé
ìîòèâàöèè, å¼ èñòî÷íèêà è íà-
ïðàâëåííîñòè

Ìîòèâû ó÷åá-
íîé äåÿòåëüíîñòè
(À.Ê. Ìàðêîâà)

Îïðåäåëåíèå óìñòâåííûõ ñïî-
ñîáíîñòåé ó÷àùèõñÿ

ÒÓÑ (Ð. Àìòõàóýð)

Ïñèõîôèçèî-
ëîãè÷åñêîå
ðàçâèòèå

Âûÿâëåíèå ñòåïåíè óòîìëåíèÿ
èëè íàïðÿæåíèÿ ôèçèîëîãè÷å-
ñêèõ ñèñòåì

Îïðåäåëåíèå âåãå-
òàòèâíîãî èíäåêñà
Êåðäî (Ã.Â. Áîðîä-
êèíà,Ã.È. Áîãðàø è
äð.)
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Òàáëèöà 2.4 (ïðîäîëæåíèå)

1 2 3

Îöåíêà ñàìî÷óâñòâèÿ

Îïðîñíèê ñóáú-
åêòèâíûõ æàëîá
(Ã.Â. Áîðîäêèíà,
Ã.È. Áîãðàø è äð.)

Èçó÷åíèå ðåæèìà äíÿ

Ñáîðíèê ¾Ìåäèêî-
ïñèõîëîãè÷åñêîå
îáåñïå÷åíèå ó÷åá-
íîãî ïðîöåññà¿
(Ã.Â. Áîðîäêèíà,
Ã.È. Áîãðàø è äð.)
ÍÌÖ ¾ÄÀÐ¿ èìåíè
Ë.Ñ. Âûãîòñêîãî

Ñàìîîöåíêà ïñèõè÷åñêèõ ñîñòî-
ÿíèé: âûÿâëåíèå óðîâíÿ òðå-
âîæíîñòè, ôðóñòàöèè, àãðåññèâ-
íîñòè, ðèãèäíîñòè

Ìåòîäèêà Ã. Àéçåíêà

Îïðåäåëåíèå ïðåîáëàäàþùåãî
òèïà òåìïåðàìåíòà

Ìåòîä èäåíòèôèêà-
öèè ïî À. Áåëîâó

Îïðåäåëåíèå ïåðåæèâàíèÿ ñî-
öèàëüíîãî ñòðåññà, ïðîáëåì è
ñòðàõîâ â îòíîøåíèè ñ ó÷èòåëÿ-
ìè. Îïðåäåëåíèå ïîêàçàòåëÿ îá-
ùåé òðåâîæíîñòè

Òåñò øêîëüíîé òðå-
âîæíîñòè Ôèëèïñà
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Òàáëèöà 2.4 (ïðîäîëæåíèå)

1 2 3

Ñîöèàëüíî-
ïñèõîëîãè÷åñêèå
îñîáåííîñòè

Ïîçíàíèå ñ ïîìîùüþ ïñèõîëî-
ãà ñëàáûõ è ñèëüíûõ ñòîðîí
ñâîåãî õàðàêòåðà, ñ ïîñëåäó-
þùåé âûðàáîòêîé ñîöèàëüíî-
ïñèõîëîãè÷åñêîé ïîçèöèè â
ñòðóêòóðå âçàèìîîòíîøåíèé

Ìåòîäèêà ýêñïðåññ-
äèàãíîñòèêè
õàðàêòåðîëî-
ãè÷åñêèõ îñîáåí-
íîñòåé ëè÷íîñòè
(Ã. Àéçåíê)

Îïðåäåëåíèå óðîâíÿ ñàìîîöåí-
êè

Òåñò ¾Ñàìîîöåíêà¿
(Â.ß. Íàçìóòäèíîâ)

Îïðåäåëåíèå ñîöèîìåòðè÷åñêî-
ãî ñòàòóñà êàæäîãî èíòåëëåêòó-
àëüíî îäàðåííîãî ó÷àùåãîñÿ â
êëàññå

Ìåòîä ñîöèîìåòðè-
÷åñêèõ èçìåðåíèé

Îöåíêà ïñèõîëîãè÷åñêîé àòìî-
ñôåðû â êëàññíîì êîëëåêòèâå

Ìåòîäèêà À.Ô. Ôèä-
ëåðà

Ðåéòèíã ó÷èòåëåé, âûÿâëåíèå
ñëàáûõ è ñèëüíûõ ñòîðîí äåÿ-
òåëüíîñòè ó÷èòåëÿ ñ òî÷êè çðå-
íèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííî-
ãî ó÷àùåãîñÿ

Àíêåòà ¾Ó÷èòåëü
ãëàçàìè ó÷àùèõñÿ¿

Ñàìîïîçíàíèå è ñàìîàíàëèç
Ìèíè-ñî÷èíåíèå
¾Êòî ÿ? Êàêîé ÿ?¿
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Òàáëèöà 2.4 (ïðîäîëæåíèå)

1 2 3
Âûÿâëåíèå îáëàñòè íàèáîëåå
öåëåñîîáðàçíîãî ïðèìåíåíèÿ
ñèë èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåí-
íûõ ó÷àùèõñÿ â áóäóùåì,
ïñèõîëîãè÷åñêèå òèïû ïðîôåñ-
ñèé

Äèôôåðåíöèàëüíî-
äèàãíîñòè÷åñêèé
îïðîñíèê ¾ß ïðåä-
ïî÷òåíèé¿ (ÄÄÎ)
(Å.À. Êëèìîâ)

Îïðåäåëåíèå õàðàêòåðèñòèê ñî-
öèàëüíîé àäàïòàöèè èíòåëëåê-
òóàëüíî îäàðåííûõ ó÷àùèõñÿ

Îïðîñíèê ÑÏÀ
(Ê. Ðîäæåðñ, Ð. Äàé-
ìîíä)

Âûÿâëåíèå îòíîøåíèé èíòåë-
ëåêòóàëüíî îäàðåííûõ ó÷àùèõ-
ñÿ ê ìàòåðè è îòöó. Èçó÷åíèå
óñòàíîâîê ïîâåäåíèÿ è ìåòîäîâ
âîñïèòàíèÿ ðîäèòåëåé ãëàçàìè
äåòåé

Òåñò ¾ADOR �� ïîä-
ðîñòêè î ðîäèòåëÿõ¿
(Ï.È. Âàññåðìàí è
äð.)

Îïðåäåëåíèå êîììóíèêàòèâíûõ
è îðãàíèçàòîðñêèõ ñêëîííîñòåé
èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ
ó÷àùèõñÿ

ÊÎÑ-2, ÊÎÑ
(À.À. Äåðêà÷)

Îïðåäåëåíèå ïðîôåññèîíàëü-
íûõ óñòàíîâîê èíòåëëåêòóàëü-
íî îäàðåííûõ ó÷àùèõñÿ

ÎÏÓÏ (È.Ì. Êîíäà-
êîâ)
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Òàáëèöà 2.4 (ïðîäîëæåíèå)

1 2 3

Îêàçàíèå ïîìîùè â âûáîðå ïðî-
ôåññèè

Òåñò ¾Îïðîñíèê
ïðîôåññèîíàëü-
íûõ ïðåäïî÷òåíèé¿
(Ä. Õîëëàíä)

Ñîñòîÿíèå çäî-
ðîâüÿ

Èçó÷åíèå ôèçè÷åñêîãî çäîðî-
âüÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåí-
íûõ ó÷àùèõñÿ

Èçó÷åíèå ìåäêàðò,
áåñåäà ñ ó÷àùèìèñÿ
è èõ ðîäèòåëÿìè

Êðóã èíòåðå-
ñîâ

Èçó÷åíèå çàïðîñîâ, ïîòðåáíî-
ñòåé, èíòåðåñîâ èíòåëëåêòóàëü-
íî îäàðåííûõ ó÷àùèõñÿ

Áåñåäà, îïðîñ, àíêå-
òèðîâàíèå

Ïðè îòáîðå äåòåé â ëèöåè è ãèìíàçèè, ìû ðåêîìåíäóåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå
ìîäåëè.

Ìîäåëü 1. Ñóòü ýòîé ìîäåëè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ïðîâîäèòñÿ êîíêóðñíûé
ïèñüìåííûé ýêçàìåí ïî ïðåäìåòó è îáÿçàòåëüíîå ñîáåñåäîâàíèå ñ òåì, ÷òîáû ïî-
ñòóïàþùèé ìîã ïðîÿâèòü ñâîè òâîð÷åñêèå ñïîñîáíîñòè. Ïðèäàåòñÿ áîëüøîå çíà-
÷åíèå ïîäáîðó ñàìèõ ýêçàìåíàòîðîâ. Â êîìèññèþ, êðîìå ó÷èòåëåé-ïðåäìåòíèêîâ
íåîáõîäèìî âêëþ÷èòü íàó÷íûõ ðàáîòíèêîâ (ïðàâèëüíî îöåíèâàòü òâîð÷åñêèå äà-
ðîâàíèÿ ìîæåò òîëüêî àêòèâíî ðàáîòàþùèé íàó÷íûé ðàáîòíèê).

Äëÿ êàæäîãî èç ïîñòóïàþùèõ, ïîëó÷èâøèõ, ïî êðàéíåé ìåðå, óäîâëåòâîðèòåëü-
íóþ îòìåòêó ïî ïèñüìåííîìó ýêçàìåíó, ðåøàþùèì ýêçàìåíàöèîííûì èñïûòàíè-
åì ÿâëÿåòñÿ ñîáåñåäîâàíèå ñ ãðóïïîé èç äâóõ-òðåõ ýêçàìåíàòîðîâ. Ñîáåñåäîâàíèå
èìååò öåëüþ âûÿâèòü ñòåïåíü ðàçâèòèÿ ïîñòóïàþùåãî, õàðàêòåð ñïîñîáíîñòåé, óðî-
âåíü ìûøëåíèÿ è åãî ñêëîííîñòü ê íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòå. Ñîáåñåäîâàíèå
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äîëæíî íîñèòü íåïðèíóæäåííûé õàðàêòåð, ÷òîáû çàñòåí÷èâîñòü è íåðâîçíîñòü íå
ìåøàëè ïðîÿâèòüñÿ èíäèâèäóàëüíîñòè ýêçàìåíóþùåãîñÿ.

Ìîäåëü 2. Óñòíûé ýêçàìåí. Îñíîâíàÿ çàäà÷à ýòîãî ýêçàìåíà � âûÿâèòü íå
êîëè÷åñòâî íàêîïëåííûõ ó÷àùèìñÿ çíàíèé, à òî, êàê îí óìååò ïîëüçîâàòüñÿ ïðè-
îáðåòåííûìè çíàíèÿìè. Îñîáåííîñòü ýêçàìåíà â òîì, ÷òî ó÷àùåìóñÿ çàäàþòñÿ
çàäà÷è è âîïðîñû, ýêçàìåíóþùèéñÿ ïåðåä îòâåòîì èìååò ïðàâî ïîëüçîâàòüñÿ êíè-
ãàìè, æóðíàëàìè, çàïèñêàìè è äàæå êîíñóëüòàöèÿìè. Ïðè îòâåòå îò ó÷àùåãîñÿ
òðåáóåòñÿ ÷åòêîå ïîíèìàíèå äàííîé îáëàñòè ìàòåìàòèêè èëè ôèçèêè, íóæíîå
äëÿ óìåíèÿ ïîëüçîâàòüñÿ ñâîèìè çíàíèÿìè ïðè ðåøåíèè çàäà÷.

Çàäà÷è íå ñîâñåì îáû÷íîãî òèïà: â íèõ çàäàíèå ñòàâèòüñÿ â áîëåå îáùåé ôîðìå
è, ãëàâíîå, îò ó÷àùåãîñÿ òðåáóåòñÿ óêàçàòü ïóòü ðåøåíèÿ è äàòü êîëè÷åñòâåííóþ
îöåíêó èñêîìîãî ðåøåíèÿ. Íà ýêçàìåíå ó÷àùåìóñÿ ïðåäîñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü
îòâåòèòü íà âîïðîñ ïî åãî ñîáñòâåííîìó âûáîðó. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî âûÿñíèòü,
íàñêîëüêî ó÷àùèéñÿ ñïîñîáåí ñàìîñòîÿòåëüíî èíòåðåñîâàòüñÿ òîé èëè èíîé òåìîé è
íàñêîëüêî ãëóáîêî ìîæåò â íåé ðàçáèðàòüñÿ.

Àíàëèòèêî-ïðîãíîñòè÷åñêèé áëîê ðàçðàáîòàííîé íàìè ìîäåëè íàöåëèâàåò ïåäà-
ãîãîâ íà ñèñòåìàòè÷åñêóþ àíàëèòè÷åñêóþ äåÿòåëüíîñòü, íàïðàâëåííóþ íà îáåñïå÷å-
íèå êà÷åñòâà ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè.

Òåõíîëîãè÷åñêèé áëîê ìîäåëè îðãàíèçàöèè ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè
äåòüìè

Òåõíîëîãè÷åñêèé áëîê ïðåäïèñûâàåò ó÷¼ò ïðèðîäíûõ çàäàòêîâ, èíòåðåñîâ ëè÷-
íîñòè èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííîãî ó÷àùåãîñÿ, ïåäàãîãè÷åñêèõ âîçìîæíîñòåé ó÷ðå-
æäåíèÿ îáðàçîâàíèÿ è ðåãèîíà; ñîçäàíèå ðàçâåòâë¼ííîé ñèñòåìû ñâÿçåé è âçàèìî-
äåéñòâèé â íàïðàâëåíèè ðàçâèòèÿ óìñòâåííîãî ïîòåíöèàëà èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåí-
íûõ ó÷àùèõñÿ; âûáîð îïòèìàëüíûõ âèäîâ äåÿòåëüíîñòè è ñîäåðæàíèÿ äåÿòåëüíîñòè,
àäåêâàòíîãî ïîòðåáíîñòÿì èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé.
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Ìîäåëèðîâàíèå îáðàçîâàòåëüíîãî ïîëÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííîãî ó÷àùåãîñÿ.
Âàæíî ñîçäàòü óñëîâèÿ äëÿ ðàçâèòèÿ ïðèðîäíûõ çàäàòêîâ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåí-
íûõ äåòåé, èñïîëüçóÿ âîçìîæíîñòè íå òîëüêî ñâîåé øêîëû, íî è ðàéîíà, îáëàñòè
è ðåñïóáëèêè. Ê ïðèìåðó, èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûé ó÷àùèéñÿ ìîæåò ïîâûøàòü
ñâîé óðîâåíü çíàíèé íà óðîêàõ ìàòåìàòèêè, ôàêóëüòàòèâàõ. Â øêîëå îí ìîæåò ïîñå-
ùàòü êðóæîê ïî ðåøåíèþ çàäà÷ ïîâûøåííîé òðóäíîñòè, ïðèíèìàòü ó÷àñòèå â íåïðå-
ðûâíîé çàî÷íîé ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäå, çàíèìàòüñÿ ñàìîîáðàçîâàíèåì, ó÷àñò-
âîâàòü â åæåãîäíîé øêîëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäå.

Â ðàéîíå ìîæíî ñîçäàòü ìåæøêîëüíûé ôàêóëüòàòèâ ïî ìàòåìàòèêå è ïîðó÷èòü
ïðîâåäåíèå çàíÿòèé òàëàíòëèâîìó ó÷èòåëþ, êîòîðûé õîðîøî ðåøàåò íåñòàíäàðòíûå
îëèìïèàäíûå çàäà÷è. Ó÷àùèéñÿ ìîæåò ó÷àñòâîâàòü â ðàáîòå ìåæøêîëüíîãî ôàêóëü-
òàòèâà, â ðàéîííîé îëèìïèàäå. Åæåãîäíî äëÿ îäàð¼ííûõ äåòåé ðàáîòàþò ëåòíèå
ëàãåðÿ, â êîòîðûõ çàíÿòèÿ ïðîâîäÿò, íàðÿäó ñî øêîëüíûìè ó÷èòåëÿìè, è ïðåïîäà-
âàòåëè âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé. À äëÿ ïîáåäèòåëåé îáëàñòíîé îëèìïèàäû íà áàçå
âóçîâ ïðîâîäÿòñÿ íåäåëüíûå ñáîðû ïî ïîäãîòîâêå ê ðåñïóáëèêàíñêîé îëèìïèàäå.

Â ñîçäàíèè óñëîâèé äëÿ ðàçâèòèÿ, ñàìîðàçâèòèÿ è ñàìîðåàëèçàöèè èíòåëëåêòó-
àëüíî îäàð¼ííîãî ó÷àùåãîñÿ çàäåéñòâîâàíû ðåñïóáëèêàíñêèå, îáëàñòíûå, ðàéîííûå
ñòðóêòóðû óïðàâëåíèÿ îáðàçîâàíèåì, ïðåïîäàâàòåëè âóçîâ, àäìèíèñòðàöèÿ øêîëû,
ïåäàãîãè è ðîäèòåëè (ðèñ. 2.2).

Íà êàæäîé ñòóïåíè îáó÷åíèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé ïåäàãîãàì íåîá-
õîäèìî ôîðìèðîâàòü êîíöåïöèþ (ñèñòåìó âçãëÿäîâ íà îáó÷åíèå è âîñïèòàíèå èíòåë-
ëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé) (òàáë. 2.5).

Òàáëèöà 2.5. Ïåäàãîãè÷åñêàÿ êîíöåïöèÿ îðãàíèçàöèè ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäà-
ðåííûìè äåòüìè

1 2
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Òàáëèöà 2.5 (ïðîäîëæåíèå)

1 2

Ïðèíöèïû ìî-
äåëèðîâàíèÿ
ðàáîòû ñ èí-
òåëëåêòóàëüíî
îäàðåííûìè
äåòüìè

1. Ïðèíöèï íàó÷íîñòè
2. Ïðèíöèï ñèñòåìíîñòè
3. Ïðèíöèï àòòðàêòèâíîñòè
4. Ïðèíöèï öåëåñîîáðàçíîñòè
5. Ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè
6. Ïðèíöèï ìîáèëüíîñòè
7. Ïðèíöèï ðàçâèòèÿ

Âåäóùèå ïåäà-
ãîãè÷åñêèå èäåè

Èäåè, èçëîæåííûå â òðóäàõ Á.Ã. Àíàíüåâà,
Ø.À. Àìîíàøâèëè, À. Áèíå, Á. Áëóìà, Ä.Á. Áîãîÿâ-
ëåíñêîé, Ð. Êåòòåëëà, Í.C. Ëåéòåñà, À.Ì. Ìàòþø-
êèíà, Äæ. Ðåíçóëëè, Ã.Ñ. Cóõîáñêîé, Á.Ì. Òåïëîâà,
Ï. Òîððåíñà, Ì.À. Õîëîäíîé, Â.Ñ. Þðêåâè÷ è äð.

Öåëü

Ðàçâèòèå ëè÷íîñòè êàæäîãî èíòåëëåêòóàëüíî îäà-
ðåííîãî ó÷àùåãîñÿ, åãî èíäèâèäóàëüíîñòè, êóëüòóðû,
òâîð÷åñêèõ ñïîñîáíîñòåé; ïîâûøåíèå óðîâíÿ âîñïè-
òàííîñòè.

Ïåäàãîãè÷åñêèå
òåîðèè

Òåîðèè îáó÷åíèÿ è âîñïèòàíèÿ îäàðåííûõ äåòåé, ïå-
äàãîãèêà ãóìàíèçìà; ïåäàãîãèêà ñîòðóäíè÷åñòâà; ïå-
äàãîãèêà îáùåé çàáîòû; òåîðèÿ âîñïèòàòåëüíûõ ñè-
ñòåì.
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Òàáëèöà 2.5 (ïðîäîëæåíèå)

1 2
Îáðàçîâàòåëüíîå
ïîëå èíòåë-
ëåêòóàëüíî
îäàðåííûõ
äåòåé

Îáðàçîâàòåëüíîå (èíôîðìàöèîííîå, êóëüòóðíîå, ñî-
öèàëüíîå, ïðèðîäíîå) ïîëå.

Ñóáúåêòû îá-
ðàçîâàòåëüíîãî
ïîëÿ

Ó÷àùèåñÿ, èõ ðîäèòåëè, ïåäàãîãè; ðóêîâîäèòåëè
êðóæêîâ; èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûå ñâåðñòíèêè;
ïðåïîäàâàòåëè âóçîâ, èíòåëëåêòóàëüíûå êëóáû.

Îòíîøåíèÿ
Ñîòðóäíè÷åñòâî, ñîðåâíîâàòåëüíîñòü, ñîâìåñòíàÿ äå-
ÿòåëüíîñòü, ñîòâîð÷åñòâî.

Äåÿòåëüíîñòü

Äèàãíîñòè÷åñêàÿ, ó÷åáíî�ïîçíàâàòåëüíàÿ, èíòåë-
ëåêòóàëüíàÿ, íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêàÿ, îáùå-
ñòâåííî�ïîëåçíàÿ, öåííîñòíî�îðèåíòèðîâî÷íàÿ,
òðóäîâàÿ, ñïîðòèâíî�îçäîðîâèòåëüíàÿ, õóäî-
æåñòâåííî�òâîð÷åñêàÿ, êîððåêöèîííàÿ, ðåôëåê-
ñèâíàÿ.

Òåõíîëîãèè,
ìåòîäèêè

Ïðîáëåìíîå îáó÷åíèå, òåõíîëîãèÿ óðîâíåâîé äèôôå-
ðåíöèàöèè, òåõíîëîãèÿ óêðóïíåíèÿ äèäàêòè÷åñêèõ
åäèíèö, ìåòîä ïðîåêòîâ, òåõíîëîãèÿ îáó÷åíèÿ ìàòå-
ìàòèêå íà îñíîâå ðåøåíèÿ çàäà÷, ìåòîäèêà êîëëåê-
òèâíîé òâîð÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè.

Ýòà ñèñòåìà âçãëÿäîâ ðåàëèçóåòñÿ â ïðîãðàììå ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäà-
ðåííûìè äåòüìè. Â ïðîãðàììå äîëæíû áûòü îòðàæåíû öåëè è ïðèîðèòåòíûå íà-
ïðàâëåíèÿ ó÷åáíî-ïîçíàâàòåëüíîé, èíòåëëåêòóàëüíîé è âîñïèòàòåëüíîé ðàáîòû, çà-
äà÷è íà îïðåäåë¼ííîì ýòàïå îáó÷åíèÿ è âîñïèòàíèÿ, êîíêðåòíûå ôîðìû ðàáîòû ñ
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Ðèñ. 2.2. Ìîäåëü îáðàçîâàòåëüíîãî ïîëÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííîãî ó÷àùåãîñÿ

èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè è åå ñîäåðæàíèå.

Íà âñåõ óðîâíÿõ ñèñòåìû îáðàçîâàíèÿ íåîáõîäèìî îñóùåñòâëÿòü ìîíèòîðèíã êà-
÷åñòâà ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè, ñâîåâðåìåííî âíîñèòü êîð-
ðåêòèâû. Èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûå äåòè � ãëàâíîå äîñòîÿíèå íàøåé ñòðàíû. È
ðàçâèòèå ýòèõ äåòåé çíà÷èòåëüíî âûèãðûâàåò îò äîñòóïà èõ ê îáðàçîâàòåëüíîé ñè-
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ñòåìå, ñîîòâåòñòâóþùåé èõ åñòåñòâåííûì è óíèêàëüíûì ñïîñîáíîñòÿì. Âàæíî íå
ïðîïóñòèòü, íå ïðîãëÿäåòü íè îäíîãî ðåáåíêà.

Óïðàâëåí÷åñêèé áëîê ìîäåëè îðãàíèçàöèè ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè
äåòüìè

Óïðàâëåí÷åñêèé áëîê, ðàçðàáîòàííîé íàìè ìîäåëè, çàäàåò àëãîðèòì óïðàâëåí÷å-
ñêèõ äåéñòâèé ïî îðãàíèçàöèè ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè, òðåáó-
åò èíòåãðàöèè âñåõ áëîêîâ â öåëîñòíóþ ñèñòåìó ñ öåëüþ å¼ ðàçâèòèÿ è ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ñîâîêóïíîñòü òð¼õ âçàèìîñâÿçàííûõ ïðîöåññîâ � ïåäàãîãè÷åñêîãî ðóêîâîäñòâà,
ñàìîîðãàíèçàöèè, ñàìîðåãóëÿöèè (òàáë. 2.6).

Òàáëèöà 2.6. Óïðàâëåí÷åñêèé áëîê ìîäåëè

Ïåäàãîãè÷åñêîå ðóêîâîäñòâî
Ñàìîîðãàíèçàöèÿ è ñàìîðåãó-
ëÿöèÿ

Îðãàíèçàöèÿ äåÿòåëüíîñòè èíòåë-
ëåêòóàëüíî îäàðåííûõ ó÷àùèõñÿ ïî
îïðåäåëåíèþ öåëåé è çàäà÷ îáó÷åíèÿ
è âîñïèòàíèÿ

Îñìûñëåíèå öåëåé è çàäà÷

Ñòèìóëèðîâàíèå ýìîöèîíàëüíîãî îò-
íîøåíèÿ ê ïîçíàâàòåëüíîé è èíòåë-
ëåêòóàëüíîé äåÿòåëüíîñòè

Ðàçâèòèå è óãëóáëåíèå ïîòðåá-
íîñòåé è ìîòèâîâ

Îïðåäåëåíèå ñîäåðæàíèÿ ïîçíàâà-
òåëüíîé, èíòåëëåêòóàëüíîé è âîñïè-
òûâàþùåé äåÿòåëüíîñòè

Âîñïðèÿòèå, îñìûñëåíèå ñîäåð-
æàíèÿ ïîçíàâàòåëüíîé, èíòåë-
ëåêòóàëüíîé è âîñïèòûâàþùåé
äåÿòåëüíîñòè
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Òàáëèöà 2.6 (ïðîäîëæåíèå)

Ïåäàãîãè÷åñêîå ðóêîâîäñòâî
Ñàìîîðãàíèçàöèÿ è ñàìîðåãó-
ëÿöèÿ

Îðãàíèçàöèÿ ëè÷íîñòíî è îáùåñòâåí-
íî çíà÷èìîé äåÿòåëüíîñòè ó÷àùèõñÿ
ïî äîñòèæåíèþ öåëåé

Ïðîÿâëåíèå ëè÷íîñò-
íî�ñìûñëîâîãî îòíîøåíèÿ
ê èíòåëëåêòóàëüíîé äåÿòåëü-
íîñòè è âîëåâûõ óñèëèé â
ïðîöåññå ýòîé äåÿòåëüíîñòè

Êîíòðîëü, ðåãóëèðîâàíèå è êîððåê-
öèÿ îáðàçîâàòåëüíîãî ïðîöåññà

Ñàìîêîíòðîëü è ñàìîêîððåê-
öèÿ èíòåëëåêòóàëüíîé äåÿòåëü-
íîñòè

Ðåôëåêñèÿ ðåçóëüòàòîâ ïîçíàâàòåëü-
íîé, èíòåëëåêòóàëüíîé è âîñïèòûâà-
þùåé äåÿòåëüíîñòè ó÷àùèõñÿ è ïåäà-
ãîãè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè

Ðåôëåêñèÿ ðåçóëüòàòîâ ïîçíà-
âàòåëüíîé, èíòåëëåêòóàëüíîé
äåÿòåëüíîñòè, âîñïèòàòåëüíîãî
ïðîöåññà è ñåáÿ â í¼ì

Ïåäàãîãè÷åñêîå ðóêîâîäñòâî îðãàíèçàöèåé ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííû-
ìè äåòüìè âêëþ÷àåò ïëàíèðîâàíèå, îðãàíèçàöèþ, êîíòðîëü, êîððåêöèþ, ñîïðîâîæ-
äåíèå è îñíîâûâàåòñÿ íà âçàèìîäåéñòâèè è îáùåíèè ñóáúåêòîâ. Îñíîâó ïåäàãîãè-
÷åñêîãî ðóêîâîäñòâà äåÿòåëüíîñòüþ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé ñîñòàâëÿþò
ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ ïåäàãîãà: ïîìîùü, ñîâåò, ñîòðóäíè÷åñòâî, ñîòâîð÷åñòâî, ïîä-
äåðæêà.

Ëè÷íîñòü èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííîãî ó÷àùåãîñÿ � ñóáúåêò óïðàâëåíèÿ, è ýô-
ôåêòèâíîñòü óïðàâëåíèÿ âî ìíîãîì çàâèñèò îò òîãî, íàñêîëüêî ó íåãî ñôîðìèðîâàíû
ìåõàíèçìû ñàìîóïðàâëåíèÿ ñîáñòâåííîé äåÿòåëüíîñòüþ. Îäíèì èç òàêèõ ìåõàíèç-
ìîâ ÿâëÿåòñÿ ñàìîðåãóëÿöèÿ, îñíîâàííàÿ íà ðåôëåêñèè ñîáñòâåííûõ äåéñòâèé (ñà-
ìîàíàëèçå, ñàìîîöåíêå ñ ó÷¼òîì îöåíîê äðóãèõ).

Óïðàâëåíèå êà÷åñòâîì ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè åñòü ìîäå-
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ëèðîâàíèå ïåäàãîãè÷åñêîãî ïðîöåññà, êîòîðîå íåìèíóåìî ïðèâîäèò ê çàäà÷àì èçìå-
ðåíèÿ îïðåäåëåííûõ åãî ñòîðîí. Óìåíèå ïåäàãîãîâ ïðàâèëüíî îöåíèâàòü êà÷åñòâåí-
íûå õàðàêòåðèñòèêè, îïðåäåëÿþùèå óðîâåíü ðàçâèòèÿ ìûøëåíèÿ øêîëüíèêà, ïîçâî-
ëÿåò áûñòðî è íàó÷íî îáîñíîâàííî ïîäáèðàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ðåæèìû îðãàíèçàöèè
è óïðàâëåíèÿ ó÷åáíî-ïîçíàâàòåëüíîé äåÿòåëüíîñòüþ íà âñåõ ýòàïàõ îáó÷åíèÿ.

Ðàññìàòðèâàÿ îðãàíèçàöèþ ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè ñ ïî-
çèöèè ñèñòåìíîãî ïîäõîäà, ñëåäóåò îòìåòèòü âàæíîå ïîëîæåíèå: óïðàâëåíèå äåÿ-
òåëüíîñòüþ îáó÷àåìîãî ñî ñòîðîíû ïåäàãîãà ñòðîèòñÿ ñ ó÷åòîì ðàññîãëàñîâàíèÿ ìåæ-
äó öåëÿìè, êîòîðûå ñòàâÿòñÿ ïåäàãîãîì íà êàæäîì ýòàïå îáó÷åíèÿ è ðåàëüíûìè ðå-
çóëüòàòàìè äåÿòåëüíîñòè øêîëüíèêà. Íàëè÷èå òàêîãî òèïà ðàññîãëàñîâàíèé âåäåò
ê òîìó, ÷òî ïåäàãîã äîëæåí îñóùåñòâëÿòü êîððåêöèþ â óïðàâëåíèè äåÿòåëüíîñòüþ
èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííîãî ó÷àùåãîñÿ, ìåíÿÿ èëè óñèëèâàÿ ðàçëè÷íûå ôîðìû, ìå-
òîäû è ñðåäñòâà âîçäåéñòâèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, çíàíèå ðåçóëüòàòîâ äåÿòåëüíîñòè èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ
äåòåé íà ðàçëè÷íûõ ýòàïàõ, ïîçâîëÿåò ïåäàãîãàì íå òîëüêî îñóùåñòâëÿòü óïðàâëåíèå
èõ èíòåëëåêòóàëüíîé äåÿòåëüíîñòüþ, íî, ãëàâíîå, ïîñëåäîâàòåëüíî ôîðìèðîâàòü ó
íèõ ñîîòâåòñòâóþùèå ñîöèàëüíî-ïñèõîëîãè÷åñêèå è ëè÷íîñòíûå êà÷åñòâà.

Îáîáùåíèå ðåçóëüòàòîâ öåëîãî ðÿäà íàó÷íûõ ðàáîò â îáëàñòè ïåäàãîãèêè è ïñè-
õîëîãèè ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î âîçìîæíîñòè ìîäåëèðîâàíèÿ èëè êîëè÷åñòâåííîé èí-
òåðïðåòàöèè ìíîãèõ àñïåêòîâ, êàñàþùèõñÿ ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè
äåòüìè. Ïðè÷åì ýòî íàïðàâëåíèå äåÿòåëüíîñòè òðåáóåò ïåðåõîäà ê ëîêàëüíûì è ïðî-
ìåæóòî÷íûì ìîäåëÿì â ðàìêàõ ìîíèòîðèíãîâûõ èññëåäîâàíèé (òàáë. 2.7).

Òàáëèöà 2.7. Ìîíèòîðèíã êà÷åñòâà ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè

Îáðàçîâàòåëüíîå
ïîëå

Äåÿòåëü-
íîñòü

Ðåçóëüòàòû
äåÿòåëüíîñòè

Àíàëèç äåÿ-
òåëüíîñòè

Âûâîäû, ðå-
êîìåíäàöèè

1. Óðîêè
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Òàáëèöà 2.7 (ïðîäîëæåíèå)

Îáðàçîâàòåëüíîå
ïîëå

Äåÿòåëü-
íîñòü

Ðåçóëüòàòû
äåÿòåëüíîñòè

Àíàëèç äåÿ-
òåëüíîñòè

Âûâîäû, ðå-
êîìåíäàöèè

2. Ôàêóëüòàòè-
âû
3. Óïðàâëÿåìàÿ
ñàìîñòîÿòåëü-
íàÿ ðàáîòà
4. Îëèìïèàäû
5. Íàó÷íî-
èññëåäîâàòåëü-
ñêàÿ ðàáîòà
6.Âíåêëàññíàÿ
ðàáîòà ïî
ïðåäìåòó
7. Âçàèìîäåé-
ñòâèå ñ âóçàìè

Ïåäàãîãàì íåîáõîäèìî îöåíèâàòü êà÷åñòâî çíàíèé èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ
ó÷àùèõñÿ. Äëÿ ýòîãî öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ó÷åáíîé
äåÿòåëüíîñòè (ïî ïîëó÷åííûì îòìåòêàì) ïðè ïðîõîæäåíèè ðàçëè÷íûõ òåì. Ïîëåç-
íà è ìåòîäèêà Ã.Í. Ïåòðîâñêîãî (âû÷èñëåíèå àáñîëþòíîãî êîýôôèöèåíòà äèíàìèêè
èòîãîâ êîíòðîëüíûõ ðàáîò) [62]. Ñóòü ìåòîäèêè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Ââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèå âåëè÷èíà Ê, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

K =
1

m

m∑
i=1

√
10− pp =

1

m

(√
10− p1 +

√
10− p2 + . . .

√
10− pn

)
,

ãäå m � êîëè÷åñòâî ó÷àùèõñÿ êëàññà; pi - îòìåòêà ïî êîíòðîëüíîé ðàáîòå. K1 �
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âåëè÷èíà, ïîäñ÷èòàííàÿ ïî ïðåäûäóùåé êîíòðîëüíîé ðàáîòå, à ïî ïîñëåäíåé � K2.
Àáñîëþòíûì êîýôôèöèåíòîì äèíàìèêè èòîãîâ êîíòðîëüíûõ ðàáîò íàçûâàþò âåëè-
÷èíó Äàáñ., âû÷èñëÿåìóþ ïî ôîðìóëå: Äàáñ. = K1 −K2. Âåëè÷èíà Ä õàðàêòåðèçóåò
äèíàìèêó êà÷åñòâà çíàíèé ó÷àùèõñÿ (åñëè ýòà âåëè÷èíà ïîëîæèòåëüíàÿ, òî êà÷åñòâî
óëó÷øàåòñÿ, à åñëè îòðèöàòåëüíàÿ, òî óõóäøàåòñÿ).

Îá îïðåäåëåííîì óðîâíå ñôîðìèðîâàííîñòè ó ó÷àùåãîñÿ òîãî èëè èíîãî ïðèå-
ìà ìûøëåíèÿ (àíàëèç, ñèíòåç, îáîáùåíèå, àáñòðàãèðîâàíèå è äð.) ñóäÿò ïî òîìó,
êàê îí óìååò ïîëüçîâàòüñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ìûñëèòåëüíîé îïåðàöèåé. Ïåäàãîãàì
íåîáõîäèìî îáðàùàòü ñàìîå ïðèñòàëüíîå âíèìàíèå íà êà÷åñòâî ðåøåíèÿ ó÷àùèìèñÿ
ðàçëè÷íûõ ïðîáëåìíûõ çàäà÷ (íà ëîãè÷íîå, îáîñíîâàííîå, äîêàçàòåëüíîå èçëîæåíèå
ñâîåé òî÷êè çðåíèÿ íà òó èëè èíóþ ó÷åáíóþ ïðîáëåìó).

Â õîäå ó÷åáíîé ðàáîòû ó÷àùèåñÿ óñâàèâàþò ïðèåìû ìûñëèòåëüíîé äåÿòåëüíî-
ñòè, ñàìîñòîÿòåëüíî èõ ïðèìåíÿþò è ïåðåíîñÿò íà íîâûå ó÷åáíûå ñèòóàöèè. Â ðà-
áîòå ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàíèå ìåòîäèêè
(òàáë. 2.8), äàþùåé ïðåäñòàâëåíèÿ î äèíàìèêå ðàçâèòèÿ èõ óìñòâåííûõ ñïîñîáíî-
ñòåé.

Ïàðàìåòðû, ïî êîòîðûì ïðîâîäèòñÿ îöåíêà, õàðàêòåðèçóþò îñíîâíûå ìûñëèòåëü-
íûå îïåðàöèè è ìûøëåíèå â öåëîì, íàáëþäàåìûå â õîäå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ó÷àùè-
ìèñÿ.

Òàáëèöà 2.8. Îñíîâíûå ïîêàçàòåëè óìñòâåííûõ ñïîñîáíîñòåé

Êà÷åñòâà Ïðîÿâëåíèå êà÷åñòâ
1. Îðèãèíàëüíîñòü ìûøëåíèÿ (ñïî-
ñîáíîñòü âûäâèãàòü íîâûå íåîæèäàí-
íûå èäåè, îòëè÷àþùèåñÿ îò øèðîêî
èçâåñòíûõ, îáùåïðèíÿòûõ)

Ïðîÿâëÿåòñÿ â ìûøëåíèè è ïî-
âåäåíèè ó÷àùåãîñÿ, â îáùåíèè
ñî ñâåðñòíèêàìè è âçðîñëûìè
âî âñåõ âèäàõ åãî äåÿòåëüíîñòè
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Òàáëèöà 2.8 (ïðîäîëæåíèå)

Êà÷åñòâà Ïðîÿâëåíèå êà÷åñòâ
2. Ãèáêîñòü ìûøëåíèÿ (ñïîñîáíîñòü
áûñòðî íàõîäèòü íîâûå ñòðàòåãèè
ðåøåíèÿ, óñòàíàâëèâàòü àññîöèàòèâ-
íûå ñâÿçè è ïåðåõîäèòü (â ìûøëåíèè
è ïîâåäåíèè) îò ÿâëåíèé îäíîãî êëàñ-
ñà ê äðóãèì, ÷àñòî äàëåêèì ïî ñîäåð-
æàíèþ)

Ïðîÿâëÿåòñÿ â óìåíèè íàõîäèòü
àëüòåðíàòèâíûå ñòðàòåãèè ðå-
øåíèÿ ïðîáëåì, îïåðàòèâíî ìå-
íÿòü íàïðàâëåíèå ïîèñêà ðåøå-
íèÿ ïðîáëåìû

3. Ïðîäóêòèâíîñòü (áåãëîñòü ìûø-
ëåíèÿ, ñïîñîáíîñòü ê ãåíåðèðîâàíèþ
áîëüøîãî ÷èñëà èäåé)

Ïðîÿâëÿåòñÿ è ìîæåò îöåíè-
âàòüñÿ ïî êîëè÷åñòâó è êà÷å-
ñòâó âàðèàíòîâ ðåøåíèÿ ðàçíî-
îáðàçíûõ ïðîáëåì è çàäà÷

4. Ñïîñîáíîñòü ê àíàëèçó è ñèíòåçó

Íàèáîëåå ÿðêî ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè
ðåøåíèè ëîãè÷åñêèõ çàäà÷. Ýòî
êà÷åñòâî ìîæåò áûòü âûÿâëåíî
ïðàêòè÷åñêè â ëþáîì âèäå äåÿ-
òåëüíîñòè ó÷àùåãîñÿ

5. Ñïîñîáíîñòü ê êëàññèôèêàöèè è
êàòåãîðèçàöèè

Ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè ðåøåíèè çà-
äà÷, ïðè ñèñòåìàòèçàöèè ó÷åá-
íîãî ìàòåðèàëà

Ïîëó÷åííûå â õîäå íàáëþäåíèÿ çà èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè äàííûå
(çà ïåðèîä èçó÷åíèÿ îïðåäåëåííîé òåìû), çàíîñÿò â òàáëèöó, ïîëó÷àÿ âàðèàöèîí-
íûé ðÿä (òàáë. 2.9). Ïî äàííûì òàáëèö, ñîñòàâëåííûõ â êîíöå èçó÷åíèÿ êàæäîé
òåìû, öåëåñîîáðàçíî âû÷èñëèòü îòíîøåíèå ÷àñòîòû ïðîÿâëåíèÿ êàæäîãî êà÷åñòâà
ó îòäåëüíî âçÿòîãî ó÷àùåãîñÿ ê îáùåìó êîëè÷åñòâó ó÷àùèõñÿ âñåé âûáîðêè. Òà-
êèì ñïîñîáîì ìîæíî íàéòè îòíîñèòåëüíóþ ÷àñòîòó ïðîÿâëåíèÿ êàæäîãî êà÷åñòâà
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ìûøëåíèÿ ó êîíêðåòíîãî ó÷àùåãîñÿ.

Òàáëèöà 2.9. Ïðîÿâëåíèÿ óìñòâåííûõ ñïîñîáíîñòåé ó÷àùèõñÿ (çà ïåðèîä èçó÷åíèÿ
òåìû)

� Ó÷àùèåñÿ Êà÷åñòâà ìûøëåíèÿ (÷àñòîòà ïðîÿâëåíèé)
1
2
3
4
5

Äëÿ íàãëÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êà÷åñòâ ìûøëå-
íèÿ îòäåëüíî âçÿòîãî èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííîãî ó÷àùåãîñÿ (çà ïåðèîä èçó÷åíèÿ
òåìû) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå (ïîëèãîí). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ïîëèãîíà íà îñè àáñöèññ ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò îòêëàäûâàþò çíà÷å-
íèÿ ïðèçíàêà (íîìåðà êà÷åñòâ ìûøëåíèÿ), â íèõ âîññòàíàâëèâàþò ïåðïåíäèêóëÿ-
ðû, äëèíû êîòîðûõ ïðîïîðöèîíàëüíû ÷àñòîòàì ïðîÿâëåíèÿ êà÷åñòâ, à çàòåì êîíöû
ñîñåäíèõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ ñîåäèíÿþò îòðåçêàìè ïðÿìûõ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ
çàìêíóòàÿ ôèãóðà â âèäå ìíîãîóãîëüíèêà, êîòîðóþ â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå
íàçûâàþò ïîëèãîíîì. Ñîïîñòàâèâ ïîñòðîåííûå ïî ðÿäó òåì ïîëèãîíû, ìîæíî îòñëå-
æèâàòü äèíàìèêó ìûñëèòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè êàæäîãî ó÷àùåãîñÿ, âíîñèòü êîððåê-
òèâû â ðàáîòó (íàïðàâëÿÿ ïåäàãîãè÷åñêèå óñèëèÿ íà ðàçâèòèå òåõ èëè èíûõ êà÷åñòâ
ìûøëåíèÿ ó÷àùåãîñÿ).

Âûÿâëåíèþ êà÷åñòâåííûõ è êîëè÷åñòâåííûõ ïåäàãîãè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé
îáó÷åíèÿ è âîñïèòàíèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé âî ìíîãîì ñïîñîáñòâóåò
ñîçäàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé (èíôîðìàöèîííî-ëîãè÷åñêîé ìîäåëè ñîäåðæàíèÿ
îáó÷åíèÿ; ñòðóêòóðíî-ôóíêöèîíàëüíîé ìîäåëè ñîäåðæàíèÿ îáó÷åíèÿ; ñòðóêòóðíî-
ôóíêöèîíàëüíîé ìîäåëè óïðàâëåíèÿ äåÿòåëüíîñòüþ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äå-
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òåé).
Áëàãîäàðÿ ÝÂÌ, ñåãîäíÿ çíà÷èòåëüíî ðàñøèðåíû ãðàíèöû äîñòóïà ê ëþáîé èí-

ôîðìàöèè, åå îïåðàòèâíîìó èñïîëüçîâàíèþ â ðåøåíèè çàäà÷ îáó÷åíèÿ è âîñïèòàíèÿ
èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé. ÝÂÌ ñåé÷àñ àêòèâíî âíåäðÿåòñÿ â ñôåðó íàó÷íîé
äåÿòåëüíîñòè ïåäàãîãîâ-èññëåäîâàòåëåé. È ìû íàäååìñÿ, ÷òî â ñêîðîì âðåìåíè øè-
ðîêèé êðóã ïñèõîëîãî-ïåäàãîãè÷åñêèõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ îáó÷åíèåì è âîñïèòàíèåì
èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé (ìíîãîñòîðîííèé ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç, ìîäå-
ëèðîâàíèå îòäåëüíûõ ïåäàãîãè÷åñêèõ, ïñèõîëîãè÷åñêèõ, äèäàêòè÷åñêèõ ñèòóàöèé;
ñîçäàíèå îïòèìàëüíûõ ó÷åáíûõ ïðîãðàìì, ó÷åáíèêîâ, ïëàíîâ), áóäåò îñóùåñòâëÿòü-
ñÿ ñ ïîìîùüþ ÝÂÌ.

Íà äàííîì ýòàïå ðàçâèòèÿ ñèñòåìû îáðàçîâàíèÿ ýôôåêòèâíîñòü ðàáîòû ñ èí-
òåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè îïðåäåëÿåòñÿ êà÷åñòâîì ïîçèòèâíûõ èçìåíåíèé,
ïðîèñõîäÿùèõ â âîñïèòàííèêàõ è èõ äåÿòåëüíîñòè ïîä âëèÿíèåì âíåøíèõ (îáðà-
çîâàòåëüíîå ïîëå, ñðåäà îáó÷åíèÿ è âîñïèòàíèÿ) è âíóòðåííèõ (ãåíîòèï ÷åëîâåêà,
ñîáñòâåííûé ïîçíàâàòåëüíûé îïûò) ôàêòîðîâ. Îñíîâíûìè ïîêàçàòåëÿìè èíòåëëåê-
òóàëüíîãî ðàçâèòèÿ ëè÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ:

� ñàìîñòîÿòåëüíîñòü ìûøëåíèÿ;

� ïðî÷íîñòü óñâîåíèÿ ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà;

� ãèáêîñòü ìûñëèòåëüíûõ ïðîöåññîâ;

� ãëóáèíà çíàíèé;

� êðèòè÷íîñòü óìà;

� âëàäåíèå øèðîêèì ñïåêòðîì óìñòâåííûõ äåéñòâèé;

� óñïåøíîñòü â èíòåëëåêòóàëüíîé äåÿòåëüíîñòè.
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2.2. Òåõíîëîãèè è ìåòîäû îáó÷åíèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé

Óðîê � ýòî ëîãè÷åñêè çàêîí÷åííûé, öåëîñòíûé, îãðàíè÷åííûé îïðåäåëåííûìè
âðåìåííûìè ðàìêàìè ýòàï ó÷åáíî-âîñïèòàòåëüíîãî ïðîöåññà. Ìîäåëèðóÿ óðîê, ó÷è-
òåëþ íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü íå òîëüêî êàêèå çíàíèÿ è íà êàêîì óðîâíå äîëæíû áûòü
óñâîåíû ó÷àùèìèñÿ, íå òîëüêî îïðåäåëèòü ñòðóêòóðó óðîêà, íå òîëüêî ïðàâèëüíî
ñôîðìóëèðîâàòü öåëè è çàäà÷è, íî è ñàìîå ïðèñòàëüíîå âíèìàíèå óäåëèòü ðàçâè-
âàþùåìó è âîñïèòàòåëüíîìó àñïåêòàì. Îãðîìíûì ïîòåíöèàëîì â ïëàíå ðàçâèòèÿ
ìûøëåíèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé îáëàäàþò òàêèå øêîëüíûå ïðåäìåòû
êàê ìàòåìàòèêà, ôèçèêà, õèìèÿ è èíôîðìàòèêà.

Ìàòåìàòèêà çàíèìàåò îñîáîå ìåñòî ñðåäè øêîëüíûõ ïðåäìåòîâ. Èìåííî ýòîò
ïðåäìåò ïîìîãàåò óñâàèâàòü øêîëüíèêàì îáùåíàó÷íûå ïðèåìû è ìåòîäû àíàëèçà,
ñèíòåçà, èíäóêöèè, àíàëîãèè, îáîáùåíèÿ, êîíêðåòèçàöèè, àáñòðàãèðîâàíèÿ, äåäóê-
öèè. Íà óðîêàõ ìàòåìàòèêè ó øêîëüíèêîâ çàêëàäûâàþòñÿ îñíîâû îïûòà òâîð÷åñêîé
äåÿòåëüíîñòè: îíè çíàêîìÿòñÿ ñ ìåòîäàìè íàó÷íîãî ïîçíàíèÿ, óñâàèâàþò ýâðèñòè÷å-
ñêèå ïðèåìû, ôîðìèðóþò óìåíèÿ îòñëåæèâàòü çàêîíîìåðíîñòè, ðàçâèâàþò ïðîöåñ-
ñóàëüíûå ÷åðòû, õàðàêòåðíûå äëÿ òâîð÷åñòâà. Íàäî îòäàòü äîëæíîå ñîâðåìåííûì
àâòîðàì, â ó÷åáíûõ ïîñîáèÿõ êîòîðûõ ïðèîðèòåòíîå ìåñòî îòâåäåíî ðàçâèâàþùåé
êîìïîíåíòå. Â íèõ ñîäåðæèòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî çàäà÷, êîòîðûå íàïðàâëåíû íà
ðàçâèòèå ëîãèêè ðàññóæäåíèé è ñîîáðàçèòåëüíîñòè, îâëàäåíèå íîâûìè ìåòîäàìè ðå-
øåíèÿ. Èñïîëüçóÿ áîãàòûé çàäà÷íûé ìàòåðèàë ó÷åáíûõ ïîñîáèé, ó÷èòåëþ íåò íåîá-
õîäèìîñòè òðàòèòü âðåìÿ íà ïîèñê çàäàíèé äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ óðîâíåâîé äèôôå-
ðåíöèàöèè.

Òàê, â ó÷åáíîì ïîñîáèè àâòîðîâ Ë.À. Ëàòîòèíà è Á.Ä. ×åáîòàðåâñêîãî ¾Ìàòåìà-
òèêà, 5¿ ïðåäñòàâëåíû çàäà÷è ïîâûøåííîé òðóäíîñòè, êîòîðûå öåëåñîîáðàçíî ïðåä-
ëàãàòü íà óðîêàõ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûì äåòÿì äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ,
ïðè÷åì ðåøàòü èõ íåîáõîäèìî àðèôìåòè÷åñêèìè ìåòîäàìè.

Ïðèìåð 1. Â ó÷åáíèêå 296 ñòðàíèö. Ñêîëüêî öèôð íóæíî çàïèñàòü, ÷òîáû èõ
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ïðîíóìåðîâàòü? Ñêîëüêî ðàç áóäåò èñïîëüçîâàíà êàæäàÿ èç öèôð?

Ðåøåíèå.
Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ïåðåáîðà. Çàìå÷àåì, ÷òî äëÿ íóìåðàöèè ñòðàíèö èñ-

ïîëüçóþò 9 îäíîçíà÷íûõ ÷èñåë, 90 � äâóçíà÷íûõ è 197 � òðåõçíà÷íûõ. Îáùåå êî-
ëè÷åñòâî öèôð: 9 + 2 · 90 + 3 · 197 = 780.

Îïðåäåëèì, ñêîëüêî ðàç áóäåò èñïîëüçîâàíà êàæäàÿ öèôðà. Íà÷íåì ñ íóëÿ. Â
äâóçíà÷íûõ ÷èñëàõ ñîäåðæèòñÿ 9 íóëåé, â òðåõçíà÷íûõ � 40. Çíà÷èò, öèôðà 0 èñ-
ïîëüçîâàíà 49 ðàç. Öèôðà 1 èñïîëüçîâàíà 160 ðàç; öèôðà 2 � 157 ðàç; öèôðà 3 �
60 ðàç; öèôðà 4 � 60 ðàç; öèôðà 5 � 60 ðàç; öèôðà 6 � 60 ðàç; öèôðà 7 � 59 ðàç;
öèôðà 8 � 59 ðàç; öèôðà 9 � 56 ðàç.

Ïðèìåð 2. Ïåðåä ñîðåâíîâàíèåì ïî ïëàâàíèþ ÷åòûðå ó÷àñòíèêà äàëè èíòåð-
âüþ. Àëåñü ñêàçàë: ¾ß áóäó ïåðâûì¿, Áîãäàí: ¾ß íå áóäó ïîñëåäíèì¿, Âèòàëèé:
¾ß íå áóäó íè ïåðâûì, íè ïîñëåäíèì¿, Ãëåá: ¾ß áóäó ïîñëåäíèì¿. Ïîñëå çàïëûâà
âûÿñíèëîñü, ÷òî òîëüêî îäèí èç ó÷àñòíèêîâ áûë íåòî÷íûì. Êòî îøèáñÿ?

Ðåøåíèå.
Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíîãî çàïîëíåíèÿ òàáëèö (ìàòðè÷íûé ìå-

òîä).
Ñèòóàöèÿ 1. Ðàñïðåäåëåíèå ìåñò ñàìèìè ó÷àñòíèêàìè:

1 2 3 4
Àëåñü +
Áîãäàí + + +
Âèòàëèé + +
Ãëåá +

Ñèòóàöèÿ 2. Ðàñïðåäåëåíèå ìåñò ïðè óñëîâèè, ÷òî îøèáñÿ Ãëåá:
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1 2 3 4
Àëåñü +
Áîãäàí + + +
Âèòàëèé + +
Ãëåá + + +

Íåâîçìîæíàÿ ñèòóàöèÿ.
Ñèòóàöèÿ 3. Ðàñïðåäåëåíèå ìåñò ïðè óñëîâèè, ÷òî îøèáñÿ Âèòàëèé:

1 2 3 4
Àëåñü +
Áîãäàí + + +
Âèòàëèé + +
Ãëåá +

Íåâîçìîæíàÿ ñèòóàöèÿ.
Ñèòóàöèÿ 4. Ðàñïðåäåëåíèå ìåñò ïðè óñëîâèè, ÷òî îøèáñÿ Áîãäàí:

1 2 3 4
Àëåñü +
Áîãäàí +
Âèòàëèé + +
Ãëåá +

Íåâîçìîæíàÿ ñèòóàöèÿ.
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Ñèòóàöèÿ 5. Ðàñïðåäåëåíèå ìåñò ïðè óñëîâèè, ÷òî îøèáñÿ Àëåñü:

1 2 3 4
Àëåñü + + +
Áîãäàí + + +
Âèòàëèé + +
Ãëåá +

Åäèíñòâåííî âîçìîæíàÿ ñèòóàöèÿ, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ìåñòà ëåãêî ðàñïðåäå-
ëÿþòñÿ ìåæäó âñåìè ó÷àñòíèêàìè ñîðåâíîâàíèé.

Ïðèìåð 3. Äåòè ñëîæèëè èç êóáèêîâ òàêóþ ôèãóðó, ÷òî åñëè ïîñìîòðåòü íà
íåå ñïåðåäè, òî âèäíî 10 êóáèêîâ, à åñëè ñáîêó � 7 (ðèñ. 2.3).

Ðèñ. 2.3

Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî êóáèêîâ ìîãëî áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ òàêîé ôè-
ãóðû? Êàêîå íàèìåíüøåå? Ñêîëüêî êóáèêîâ ìîæåò ñîäåðæàòü ýòà ôèãóðà? Îòâåò
çàïèøèòå äâîéíûì íåðàâåíñòâîì.

Îòâåò: íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî êóáèêîâ � 10, à íàèáîëüøåå � 26.
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Ïðèìåð 4. Î äàòå Ãðþíâàëüäñêîé áèòâû èçâåñòíî ñëåäóþùåå. Êîëè÷åñòâî
ñòîëåòèé â ãîäó âäâîå áîëüøå ïîðÿäêîâîãî íîìåðà ìåñÿöà, â êîòîðîì îíà ïðîèçî-
øëà, è íà åäèíèöó ìåíüøå ÷èñëà ýòîãî ìåñÿöà. ×èñëî, êîãäà ïðîèçîøëà áèòâà, íà
5 áîëüøå êîëè÷åñòâà ëåò îò íà÷àëà ñòîëåòèÿ. Êðîìå òîãî, òðåòüÿ ÷àñòü ÷èñëà
ðàâíà ïîëîâèíå êîëè÷åñòâà ëåò îò íà÷àëà ñòîëåòèÿ. Êîãäà ïðîèçîøëà Ãðþíâàëüä-
ñêàÿ áèòâà?

Ðåøåíèå.
×èñëî: 2X + 1
Íîìåð ìåñÿöà:X
×èñëî ñòîëåòèé:2X
Ïî óñëîâèþ çàäà÷è íå áîëüøå 10 è 2X + 1 äåëèòñÿ íà 3. Çíà÷èò, ìîæåò áûòü

ðàâíûì 4, 7, 10. Ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëî ðàâíî: 9, 15 èëè 21 è êîëè÷åñòâî ëåò îò íà-
÷àëà ñòîëåòèÿ ñîîòâåòñòâåííî: 4, 10, 16. Â óñëîâèè çàäà÷è ñêàçàíî, ÷òî òðåòüÿ ÷àñòü
÷èñëà ðàâíà ïîëîâèíå êîëè÷åñòâà ëåò îò íà÷àëà ñòîëåòèÿ. Ýòîìó óñëîâèþ óäîâëå-
òâîðÿþò ÷èñëà 15 è 10. Çíà÷èò, áèòâà ïðîèçîøëà 15 ÷èñëà, à îò íà÷àëà ñòîëåòèÿ �
10 ëåò. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî 2X+1 = 15 è X = 7. Ñåäüìîé ìåñÿö � èþëü, ÷èñëî ñòîëåòèé
2 · 7 = 14. Ïîëó÷àåì, 15.07.1410.

Ïðèìåð 5. Ìåæäó öèôðàìè ¾1 2 3 4 5 6 7 8 9¿ â îïðåäåëåííûõ ìåñòàõ íóæíî
ïîñòàâèòü çíàêè ¾+¿ èëè ¾ − ¿ òàê, ÷òîáû â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëîñü âûðàæåíèå
ñî çíà÷åíèåì 100. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè âû ìîæåòå ýòî ñäåëàòü?

Ðåøåíèå.
Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è:

1 + 23− 4 + 5 + 6 + 78− 9 = 100,

123 + 4− 5 + 67− 89 = 100,

123− 45− 67 + 89 = 100.
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Ïðèìåð 6. Òðè ÷åëîâåêà ñìîãëè ïåðåïðàâèòüñÿ ÷åðåç ðåêó, õîòÿ ëîäêà, êîòî-
ðóþ îíè èñïîëüçîâàëè, âìåùàåò òîëüêî îäíîãî. Êàê ìîãëî òàêîå ïðîèçîéòè?

Ðåøåíèå.
Òàêîå ìîãëî ïðîèçîéòè, åñëè áû äâîå è ëîäêà îêàçàëèñü íà îäíîì áåðåãó, à òðåòèé

÷åëîâåê � íà äðóãîì.

Ïðèìåð 7. Èç 4-õ ìîíåò � îäíà ôàëüøèâàÿ. Îíà îòëè÷àåòñÿ îò îñòàëüíûõ
òîëüêî âåñîì. Êîãäà äâå ìîíåòû ïîëîæèëè íà ÷àøå÷íûå âåñû, òî:

a) èõ ðàâíîâåñèå íàðóøèëîñü. Êàê ñ ïîìîùüþ åùå îäíîãî âçâåøèâàíèÿ íàéòè
ôàëüøèâóþ ìîíåòó?

b) âåñû îñòàëèñü â ðàâíîâåñèè. Êàê ñ ïîìîùüþ åùå îäíîãî âçâåøèâàíèÿ íàéòè,
êàêàÿ èç ìîíåò ôàëüøèâàÿ?

Ðåøåíèå.

a) òàê êàê ðàâíîâåñèå âåñîâ íàðóøèëîñü, çíà÷èò îäíà èç ìîíåò íà âåñàõ ôàëüøè-
âàÿ. Ñíèìåì îäíó èç ìîíåò ñ âåñîâ è ïîëîæèì âìåñòî íåå ëþáóþ äðóãóþ èç
îñòàëüíûõ, íå ëåæàâøèõ íà âåñàõ. Åñëè âåñû îêàæóòñÿ â ðàâíîâåñèè, çíà÷èò,
ñíÿòàÿ ìîíåòà � ôàëüøèâàÿ; åñëè æå ðàâíîâåñèå âåñîâ íàðóøèòñÿ, òî ôàëü-
øèâîé ÿâëÿåòñÿ ìîíåòà, êîòîðàÿ âñå âðåìÿ ëåæàëà íà âåñàõ;

b) òàê êàê âåñû íàõîäÿòñÿ â ðàâíîâåñèè, òî îáå ìîíåòû íå ÿâëÿþòñÿ ôàëüøèâûìè.
Ñíèìåì îäíó èç ìîíåò è ïîëîæèì âìåñòî íåå äðóãóþ èõ òåõ, ÷òî íå ëåæàëè
íà âåñàõ. Åñëè âåñû îñòàíóòñÿ â ðàâíîâåñèè, òî ôàëüøèâàÿ ìîíåòà � ìîíåòà,
êîòîðàÿ íå ó÷àñòâîâàëà âî âçâåøèâàíèè; åñëè æå ðàâíîâåñèå âåñîâ íàðóøèëîñü,
òî ôàëüøèâàÿ òà ìîíåòà, êîòîðóþ ìû òîëüêî ÷òî ïîëîæèëè íà âåñû.

Ïðèìåð 8. Òðè ïîíåäåëüíèêà ïðèøëèñü íà ÷åòíûå ÷èñëà. Êàêèì äíåì íåäåëè
áûëî 19 ÷èñëî ýòîãî ìåñÿöà?
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Ðåøåíèå.
Íàèáîëüøåå ÷èñëî ïîíåäåëüíèêîâ â îäíîì ìåñÿöå � 5. Åñëè ïîíåäåëüíèêè ïðè-

øëèñü íà ÷èñëà: 1, 8,15, 22, 29, òî âèäíî, ÷òî çäåñü òîëüêî äâà ÷åòíûõ ÷èñëà (íå
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è). Ðàññìîòðèì ÷èñëà: 2, 9, 16, 23, 30. Çäåñü òðè ÷åò-
íûõ ÷èñëà, ÷òî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è. Ðàññìîòðèì åùå ÷èñëà: 3, 10, 17, 24,
31 � íå ïîäõîäèò; 4, 11, 18, 25 � íå ïîäõîäèò (âñå ïîñëåäóþùèå ìíîæåñòâà áóäóò
ñîäåðæàòü ïî äâà ÷åòíûõ è äâà íå÷åòíûõ ÷èñëà). Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèþ çàäà÷è
óäîâëåòâîðÿåò òîëüêî îäíà ñèòóàöèÿ, êîãäà ïîíåäåëüíèêè ïðèõîäèëèñü íà 2, 9, 16,
23 è 30 ÷èñëà. Çíà÷èò, 19-îå ÷èñëî � ÷åòâåðã.

Ïðèìåð 9. Îäèí ÷åëîâåê êóïèë 30 ïòèö çà 30 ìîíåò. Èç ýòèõ ïòèö çà êàæ-
äûõ òðåõ âîðîáüåâ óïëà÷åíà îäíà ìîíåòà, çà êàæäûå äâå ãîðëèöû � òàêæå îäíà
ìîíåòà è çà êàæäîãî ãîëóáÿ � ïî äâå ìîíåòû. Ñêîëüêî áûëî ïòèö êàæäîãî âèäà?

Ðåøåíèå.
Ñàìûå äîðîãèå ïòèöû â çàäà÷å � ãîëóáè, èõ ìîæíî êóïèòü ìåíüøå, ÷åì 15 øòóê.

Ó ÷åëîâåêà 30 ìîíåò. Åñëè îí êóïèò 14 ãîëóáåé (çà 28 ìîíåò), òî ñìîæåò çà äâå
îñòàâøèåñÿ ìîíåòû êóïèòü åùå 5 ïòèö. Òîãäà â ñóììå îí áóäåò èìåòü 19 ïòèö, ÷òî íå
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è. Åñëè ãîëóáåé êóïèò 13, òî ó íåãî îñòàíåòñÿ 4 ìîíåòû,
çà êîòîðûå ìîæíî êóïèòü ëèáî 6 âîðîáüåâ è 4 ãîðëèöû, ëèáî 3 âîðîáüÿ è 6 ãîðëèö,
ëèáî 9 âîðîáüåâ è 2 ãîðëèöû. Â ñóììå ïîëó÷èòñÿ ëèáî 23, ëèáî 22, ëèáî 24, ÷òî íå
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è. Îñóùåñòâëÿÿ òàêèì îáðàçîì ïåðåáîð, íàéäåì, ÷òî
áûëî êóïëåíî 11 ãîëóáåé, 9 âîðîáüåâ è 10 ãîðëèö. Êîíå÷íî, ýòó çàäà÷ó ëåãêî ìîæíî
ðåøèòü ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû óðàâíåíèé, íî â 5 êëàññå ïðè ðåøåíèè òåêñòîâûõ çàäà÷
èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî àðèôìåòè÷åñêèå ìåòîäû.

Ïðèìåð 10. Â ñåìüå ÷åòâåðî äåòåé, êîòîðûì 5, 8, 13 è 15 ëåò. Èõ çîâóò Àëëà,
Áîðèñ, Âåðà è Ãàëÿ. Ñêîëüêî ëåò êàæäîìó, åñëè îäíà äåâî÷êà õîäèò â äåòñêèé ñàä,
Àëëà ñòàðøå Áîðèñà, à ñóììà âîçðàñòîâ Àëëû è Âåðû äåëèòñÿ íà 3?
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Ðåøåíèå.
Âîçìîæíà òîëüêî ñëåäóþùàÿ ñèòóàöèÿ:

1 2 3 4
Àëëà +
Áîðèñ +
Âåðà +
Ãàëÿ +

Â õîäå îáó÷åíèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé íåîáõîäèìî óäåëÿòü îñîáîå
âíèìàíèå ðàçâèòèþ äèâåðãåíòíîãî, êîíâåðãåíòíîãî è îöåíî÷íîãî âèäîâ ìûøëåíèÿ.
Äèâåðãåíòíîå ìûøëåíèå ïðîÿâëÿåòñÿ â çàäà÷àõ, èìåþùèõ íåñêîëüêî ïðàâèëüíûõ
îòâåòîâ, à êîíâåðãåíòíîå � â çàäà÷àõ, èìåþùèõ åäèíñòâåííî ïðàâèëüíûé îòâåò.
Îöåíî÷íîå ìûøëåíèå ïîçâîëÿåò àíàëèçèðîâàòü óñëîâèå, õîä è ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ
çàäà÷è, ôîðìóëèðîâàòü ñîáñòâåííûå ñóæäåíèÿ è óìîçàêëþ÷åíèÿ. Ðàçâèòèþ äèâåð-
ãåíòíîãî ìûøëåíèÿ ñïîñîáñòâóþò çàäà÷è ñ ïàðàìåòðîì, çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, òî
åñòü çàäà÷è, îõâàòûâàþùèå ðàçëè÷íûå ñèòóàöèè è âîçìîæíîñòè. Ðàññìîòðèì ðÿä
ïðèìåðîâ.

Ïðèìåð 11. Ðåøèòå óðàâíåíèå (a+ 5)x = a− 1

Ðåøåíèå.
Ïðåæäå, ÷åì ðåøèòü äàííîå óðàâíåíèå, ó÷àùèìñÿ íåîáõîäèìî îòâåòèòü íà âî-

ïðîñû:

1. Êàêèì äåéñòâèåì íàõîäèì çíà÷åíèå ïåðåìåííîé x? (äåëåíèåì)

2. Ïðè êàêîì óñëîâèè âûïîëíèìî äåëåíèå? (ïðè a 6= −5 x = a−1
a+5

)

3. Êàêîé âèä ïðèìåò óðàâíåíèå ïðè a = −5? (0 · x = −6)
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4. Èìååò ëè êîðíè ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå? (êîðíåé íåò)

Îòâåò: ïðè a = −5 êîðíåé íåò; ïðè a 6= −5 x = a−1
a+5

.
Íà íà÷àëüíîì ýòàïå îáó÷åíèÿ ðåøåíèþ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðîì âàæíî îáðàòèòü âíè-

ìàíèå ó÷àùèõñÿ íà ñëåäóþùèå àñïåêòû:

1. Ïàðàìåòð èãðàåò ðîëü êîýôôèöèåíòà.

2. Àíàëèç óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ âûïîëíèìî òî èëè èíîå äåéñòâèå.

3. Ôîðìà çàïèñè îòâåòà.

Ïðèìåð 12. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå

x2 − (5a− 6)· | x | +4a2 − 6a = 0

èìååò ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ? Â îòâåòå óêàçàòü ïÿòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ öå-
ëûõ çíà÷åíèé a.

Ðåøåíèå.
Îáîçíà÷èì |x| = y, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

y2 − (5a− 6) · y + 4a2 − 6a = 0,

êîòîðîå èìååò ÷åòûðå ðåøåíèÿ ïðè óñëîâèè, åñëè y1, y2 � ïîëîæèòåëüíû. Íàéäÿ
äèñêðèìèíàíò, ïîëó÷èì, ÷òî

y1 = 4a− 6, y2 = a.

Ýòîò æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü è ïî òåîðåìå Âèåòà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

y1 > 0, y2 > 0, y1 6= y2

Èòàê, 4a−6 > 0, a > 0, D 6= 0. Çíà÷èò, a ïðèíàäëåæèò îáúåäèíåíèþ ïðîìåæóòêîâ
(1, 5; 2) è (2;∞).

Îòâåò: íàïðèìåð, 3, 4, 5, 6, 7.
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Ïðèìåð 13. Äâà ñàìîëåòà, íàõîäÿùèåñÿ â äàííûé ìîìåíò íà âûñîòå h1 è h2
íàä çåìëåé, íàáèðàþò âûñîòó ñî ñêîðîñòÿìè v1 è v2 . Â êàêîå âðåìÿ îíè íàõîäÿòñÿ
íà îäíîé âûñîòå íàä çåìëåé?

Ðåøåíèå.
Îáîçíà÷èì èñêîìîå âðåìÿ ÷åðåç x. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå:

h1 + x · v1 = x · v2 + h2

Èç ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

x = (h2 − h1)/(v1 − v2), v1 6= v2

Ïðîâåäåì èññëåäîâàíèå ðåøåíèÿ:

1. Ïðè h2 > h1 è v1 > v2 ïåðâûé ñàìîëåò äîãîíèò âòîðîé, íàõîäÿùèéñÿ â äàííûé
ìîìåíò íà áîëüøåé âûñîòå, íî äâèæóùèéñÿ ñ ìåíüøåé ñêîðîñòüþ.

2. Ïðè h2 < h1 è v1 < v2 âòîðîé ñàìîëåò äîãîíèò ïåðâûé.

3. Ïðè h2 > h1 è v1 < v2 ïåðâûé ñàìîëåò, èìåÿ ìåíüøóþ ñêîðîñòü, íå äîãîíèò
âòîðîé, íàõîäÿùèéñÿ íà áîëüøåé âûñîòå. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ñàìîëåòû íàõîäèëèñü íà îäíîé âûñîòå åùå äî äàííîãî ìîìåíòà.

4. Ïðè h2 < h1 è v1 > v2 îáúÿñíåíèå àíàëîãè÷íîå.

5. Ïðè h2 = h1 è v1 6= v2 ñàìîëåòû òîëüêî â äàííûé ìîìåíò íàõîäÿòñÿ íà îäíîé
âûñîòå.

6. Ïðè h2 = h1 è v1 = v2 ñàìîëåòû â ëþáîé ìîìåíò íàõîäÿòñÿ íà îäíîé âûñîòå.
Çàäà÷à èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé.
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7. Ïðè h2 6= h1 è v1 = v2 ñàìîëåòû íèêîãäà íå áóäóò íà îäíîé âûñîòå, òàê êàê â
äàííûé ìîìåíò îíè íàõîäÿòñÿ íà ðàçíûõ âûñîòàõ è äâèæóòñÿ ñ îäèíàêîâûìè
ñêîðîñòÿìè.

Ïðèìåð 14. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå çíà÷åíèÿ b, ïðè êîòîðûõ êâàäðàòíûé òð¼õ-
÷ëåí 2x2 + bx − 7 èìååò äâà êîðíÿ, îäèí èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì
÷èñëîì, à äðóãîé � îòðèöàòåëüíûì?

Ïðèìåð 15. Óãëîì êàêîé ÷åòâåðòè ÿâëÿåòñÿ óãîë α, åñëè

sinα · cosα · tgα · ctgα > 0?

Ïðèìåð 16. Èç âñåõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, ñóììà êàòåòîâ êîòîðûõ
ðàâåí t ñì, âûäåëèòå òðåóãîëüíèê ñ íàèáîëüøåé ïëîùàäüþ.

Ïðèìåð 17. Ïî ãðàôèêó ôóíêöèè y = ax2 + bx+ c îïðåäåëèòå çíàêè êîýôôèöè-
åíòîâ a, b è c.

Ðèñ. 2.4
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Ïðèìåð 18. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå çíà÷åíèÿ c, ÷òî ìíîæåñòâîì ðåøåíèé
íåðàâåíñòâà 2x2 − 12x+ c < 0 ÿâëÿåòñÿ:

a) ÷èñëîâîé ïðîìåæóòîê (2; 4);

b) ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñåë?

Ïðèìåð 19. Âåðíî ëè, ÷òî ôóíêöèÿ y = 1, 8(x − a)2 ïðè ëþáîì a óáûâàåò â
ïðîìåæóòêå (−∞;−10] è âîçðàñòàåò â ïðîìåæóòêå[−10;∞)?

Ïðèìåð 20. Ìîæåò ëè êîðåíü óðàâíåíèÿ 3(x− 4)− b = x− 11 ÿâëÿòüñÿ ïîëî-
æèòåëüíûì ÷èñëîì? Ïðè êàêîì óñëîâèè?

Ïðèìåð 21. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå çíà÷åíèÿ a, ÷òî óðàâíåíèå (a2 + a− 2)x =
a− 1 íå èìååò êîðíåé?

Ïðèìåð 22. Âåðíî ëè, ÷òî ïðè ëþáîì çíà÷åíèè k ñèñòåìà óðàâíåíèé{
x2 + y2 = 9
x− y = k

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå?

Ïðèìåð 23. Ìîãóò ëè íå ïåðåñåêàòüñÿ ãðàôèêè ôóíêöèé y = ax2 + 3x − 4 è
y = ax− 5?

Ïðèìåð 24. Ìîãóò ëè ÷èñëà a, b è c áûòü îäíîâðåìåííî ïîñëåäîâà-òåëüíûìè
÷ëåíàìè àðèôìåòè÷åñêîé è ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèé?

Ïðèìåð 25. Èçâåñòíî, ÷òî ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ
ïðîãðåññèþ. Îáðàçóþò ëè âûñîòû ýòîãî òðåóãîëüíèêà ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåñ-
ñèþ?
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Ïðèìåð 26. Èçâåñòíî, ÷òî y = f(x) � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ è x1, x2, x3, . . . �
àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. ßâëÿåòñÿ ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f(x1), f(x2), f(x3), . . . àðèôìåòè÷åñêîé
ïðîãðåññèåé?

Ïðèìåð 27. Êàê èçìåíÿåòñÿ ñòîðîíà AB òðåóãîëüíèêà ABC, åñëè óãîë C
âîçðàñòàåò, îñòàâàÿñü îñòðûì, à äëèíû ñòîðîí AC è C îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèé?

Ïðèìåð 28. Óãîë ìåæäó íåðàâíûìè áèññåêòðèñàìè ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëü-
íèêà ðàâåí α. Áèññåêòðèñà, ïðîâåäåííàÿ èç âåðøèíû äàííîãî òðåóãîëüíèêà, ðàâíà
1. Óñòàíîâèòå çàâèñèìîñòü ìåæäó áèññåêòðèñàìè ýòîãî òðåóãîëüíèêà.

Ðàçâèòèþ äèâåðãåíòíîãî ìûøëåíèÿ ñïîñîáñòâóþò è çàäà÷è, â êîòîðûõ íå ñôîð-
ìóëèðîâàí âîïðîñ. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

Ïðèìåð 29. Èç A â B âûåõàë âåëîñèïåäèñò. Åñëè áû îí åõàë ñî ñêîðîñòüþ íà
3 êì/÷ áîëüøåé, òî çàòðàòèë áû íà âåñü ïóòü íà îäèí ÷àñ ìåíüøå, à åñëè áû ñî
ñêîðîñòüþ íà 3 êì/÷ ìåíüøå, òî íà âåñü ïóòü îí çàòðàòèë áû íà îäèí ÷àñ áîëüøå.

Âîçìîæíûå âîïðîñû:

1. Êàêîâî ðàññòîÿíèå îò A äî B?

2. Êàêîâà ñêîðîñòü âåëîñèïåäèñòà â ïåðâîì ñëó÷àå?

3. Ñêîëüêî âðåìåíè çàòðàòèë âåëîñèïåäèñò íà ïóòü îò A äî B?

Ïðèìåð 30. Îñíîâàíèÿ ïðÿìîóãîëüíîé òðàïåöèè îòíîñÿòñÿ êàê 2 : 5, à ìåíü-
øàÿ äèàãîíàëü ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé óãëà ïðè ìåíüøåì îñíîâàíèè è ðàâíà 3.

Âîçìîæíûå âîïðîñû:

1. Íàéòè ïëîùàäü òðàïåöèè.
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2. Íàéòè îñíîâàíèÿ òðàïåöèè.

3. Íàéòè óãëû òðàïåöèè.

4. Íàéòè áîëüøóþ äèàãîíàëü òðàïåöèè.

5. Íàéòè óãîë ìåæäó äèàãîíàëÿìè òðàïåöèè.

Ïðèìåð 31. Áîêîâûå ðåáðà òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû.
Ñòîðîíû îñíîâàíèÿ ðàâíû

√
37, 4

√
3,
√

13.

Âîçìîæíûå âîïðîñû:

1. Íàéòè îáúåì ïèðàìèäû.

2. Íàéòè ðàäèóñ øàðà, îïèñàííîãî îêîëî ïèðàìèäû.

3. Íàéòè ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè ïèðàìèäû.

Öåëåñîîáðàçíî íà óðîêàõ ìàòåìàòèêè ïðåäëàãàòü èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûì ó÷à-
ùèìñÿ çàäà÷è ñ íåäîñòàþùèìè äàííûìè.

Ïðèìåð 32. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD äèàãîíàëè ïåðïåíäèêóëÿðíû
è ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O òàê, ÷òî 4AO : OC = 2 : 1 è BO : OD = 1 : 3. ×åðåç
âåðøèíó Â ïàðàëëåëüíî CD ïðîâåäåí îòðåçîê BK (K ïðèíàäëåæèò AD). Íàéòè
ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCK.

Â õîäå àíàëèçà óñëîâèÿ çàäà÷è âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî íåäîñòàòî÷íî äàííûõ äëÿ ïîëó-
÷åíèÿ ðåøåíèÿ. Âîçíèêàþò âîïðîñû:

� ¾Êàêóþ èíôîðìàöèþ ìîæíî èçâëå÷ü èç èìåþùèõñÿ äàííûõ?¿,

� ¾Êàêèõ äàííûõ íå õâàòàåò, ÷òîáû ïîëó÷èòü îòâåò?¿,
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� ¾Êàê ðåøèòü çàäà÷ó, åñëè ââåñòè â óñëîâèå çíà÷åíèå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà
COD?¿ è äð.

Ïðèìåð 33. Ïëîùàäü îñíîâàíèÿ ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû ðàâíà 300
√

3.
Íàéòè âûñîòó ïèðàìèäû. (Ìîæíî äëÿ ïîëó÷åíèÿ îòâåòà ââåñòè çíà÷åíèå âïèñàí-
íîãî â ïèðàìèäó øàðà, íàïðèìåð,r = 6)

Ïðèìåð 34. Ïî êðóãîâîé äîðîãå âåëîäðîìà åäóò äâà âåëîñèïåäèñòà ñ ïîñòîÿí-
íîé ñêîðîñòüþ. Êîãäà îíè åäóò â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ, òî âñòðå÷àþò-
ñÿ ÷åðåç êàæäûå 10 ñåêóíä; êîãäà æå åäóò â îäíîì íàïðàâëåíèè, òî îäèí íàñòèãàåò
äðóãîãî ÷åðåç êàæäûå 170 ñåêóíä. Êàêîâà ñêîðîñòü êàæäîãî âåëîñèïåäèñòà? (Äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è íàäî çíàòü, ê ïðèìåðó, äëèíó êðóãîâîé äîðîãè.)

Îñîáóþ çíà÷èìîñòü â ïëàíå ðàçâèòèÿ äèâåðãåíòíîãî è êîíâåðãåíòíîãî òèïîâ
ìûøëåíèÿ èìåþò çàäà÷è ñ íåñêîëüêèìè ðåøåíèÿìè. Òàêèå çàäà÷è çàñòàâëÿþò ó÷à-
ùèõñÿ ïåðåêëþ÷àòüñÿ îò îäíîé ìûñëèòåëüíîé îïåðàöèè ê äðóãîé, îò îäíîãî ñïîñîáà
äåéñòâèÿ ê äðóãîìó.

Ýòè çàäà÷è òðåíèðóþò ãèáêîñòü ìûñëèòåëüíûõ ïðîöåññîâ èíòåëëåêòóàëüíî îäà-
ðåííûõ äåòåé.

Îñíîâíûìè ïîêàçàòåëÿìè ãèáêîñòè ìûøëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ:

� öåëåñîîáðàçíîå âàðüèðîâàíèå ñïîñîáàìè äåéñòâèÿ;

� ëåãêîñòü ïåðåñòðîéêè çíàíèé, íàâûêîâ è èõ ñèñòåì â ñîîòâåòñòâèè ñ èçìåíåí-
íûìè óñëîâèÿìè;

� ëåãêîå ïåðåêëþ÷åíèå îò îäíîãî ñïîñîáà äåéñòâèÿ ê äðóãîìó.

Ïðèìåð 35. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî óïëàòèòü 170 òûñÿ÷ ðóáëåé, èìåÿ
äåíåæíûå êóïþðû äîñòîèíñòâîì 10 è 20 òûñÿ÷?
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Ðèñ. 2.5

Ïðèìåð 36. Íàéòè ïëîùàäü ðàâíîáîêîé òðàïåöèè, ó êîòîðîé îñíîâàíèÿ ðàâíû
12 è 20 ñì, à äèàãîíàëè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû.

Ðåøåíèå.
1 ñïîñîá.Ïðîâåäåì âûñîòó òðàïåöèè ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé [ðèñ. 2.5].

Òàê êàê òðàïåöèÿ ðàâíîáîêàÿ, òî ïðîâåäåííàÿ âûñîòà ÿâëÿåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè.
Óãîë AOM ðàâåí óãëó DON (ïî 45◦), AM = 10 ñì, DN = 6 ñì. Òðåóãîëüíè-
êè AOM è DON ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîóãîëüíûìè è ðàâíîáåäðåííûìè. Çíà÷èò, âûñîòà
MN = 10 + 6 = 16 (ñì).

S =
12 + 20

2
· 16 = 256(ñì2)

2 ñïîñîá. ×åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ïðîâåäåì âûñîòó òðàïåöèè MN . Èç
òîãî, ÷òî òðàïåöèÿ ABCD ðàâíîáîêàÿ, ñëåäóåò, ÷òî òðåóãîëüíèêè AOB è DOC �
ðàâíîáåäðåííûå. Íî ïîñêîëüêó îíè ê òîìó æå è ïðÿìîóãîëüíûå, òî OM = 0,5AB,
ON = 0,5DC. Ñëîæèâ ýòè ðàâåíñòâà ïî÷ëåííî, ïîëó÷èì:

MN = 0,5(AB +DC) = 0,5(12 + 20) = 16(ñì).
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Çíà÷èò, SABCD = MN2 = 162 = 256(ñì2).
3 ñïîñîá. Òàê êàê äèàãîíàëè òðàïåöèè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû, òî ñóììû êâàä-

ðàòîâ ïðîòèâîëåæàùèõ ñòîðîí ðàâíû, òî åñòü 122+202 = 2a2, ãäå a � äëèíà áîêîâîé
ñòîðîíû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî a2 = 544 : 2 = 272.

Ïðîâåäåì âûñîòó DK è ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ADK. AK =
(20 − 12) : 2 = 4. Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà:DK2 = 272 − 16 = 256, DK = 16. Äàëåå
íàõîäèì ïëîùàäü ïî èçâåñòíîé ôîðìóëå.

Ïðèìåð 37. Íà âûñîòå ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC(AB = BC) BB1

âçÿòà òî÷êà D. Äîêàçàòü, ÷òî 4ADB1 = 4DB1C.

Ðåøåíèå.
1 ñïîñîá. 4ADB1 = 4DB1C, òàê êàê AD = DB1. DB1 � îáùàÿ ñòîðîíà, óãîë

ADB1 ðàâåí óãëó B1DC , òàê êàê ñìåæíûå ñ íèìè óãëû ADB è BDC ðàâíû.
2 ñïîñîá. Òðåóãîëüíèê ADC � ðàâíîáåäðåííûé, òàê êàê AD = DC, DB1 � åãî

âûñîòà, çíà÷èò, è áèññåêòðèñà óãëà ADC. Òîãäà 4ADB1 = 4DB1C ïî äâóì ñòîðî-
íàì è óãëó ìåæäó íèìè.

3 ñïîñîá. Â Òðåóãîëüíèêå ABC âûñîòà BB1 ÿâëÿåòñÿ è ìåäèàíîé. Çíà÷èò, AB1 =
B1C è óãîë ADB1 ðàâåí óãëó DB1C è ðàâåí 90◦. DB1 � îáùàÿ ñòîðîíà. Ñëåäîâà-
òåëüíî, 4ADB1 = 4DB1C.

4 ñïîñîá. 4ADC � ðàâíîáåäðåííûé, AD = DC; DB1 � åãî ìåäèàíà, çíà÷èò,
AD = DC è óãîë DAC ðàâåí óãëó DCA (êàê óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíîáåäðåííîãî
òðåóãîëüíèêà. Ñëåäîâàòåëüíî, 4ADB1 = 4DB1C.

Ñïîñîáíîñòü ïåðåêëþ÷åíèÿ îò îäíîé óìñòâåííîé îïåðàöèè ê äðóãîé ýôôåêòèâíî
ðàçâèâàåòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñ ìåíÿþùèìñÿ ñîäåðæàíèåì. Òàêèå çàäà÷è ñòðîÿòñÿ
ïî ñëåäóþùåìó ïðèíöèïó: äàíà èñõîäíàÿ çàäà÷à, êîòîðóþ ðåøàåò ó÷åíèê; çàòåì
â èñõîäíîé çàäà÷å èçìåíÿåòñÿ îäèí èç ýëåìåíòîâ. Ó÷àùèéñÿ äîëæåí ïåðåñòðîèòü
ñîäåðæàíèå ñâîèõ äåéñòâèé ñ ó÷åòîì èçìåíèâøèõñÿ óñëîâèé.
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Ïðèìåð 38. Êóñîê ñïëàâà çîëîòà è ñåðåáðà ìàññîé 5 êã ñîäåðæèò 60% ñåðåá-
ðà. Ñêîëüêî íàäî äîáàâèòü ñåðåáðà, ÷òîáû ïîëó÷åííûé íîâûé ñïëàâ ñîäåðæàë 80%
ñåðåáðà?

Ðåøåíèå.
Íàéäåì ìàññó ñåðåáðà, ñîäåðæàùåãîñÿ â 60%-ì ñïëàâå ìàññîé 5 êã: 5

100%
·60% = 3.

Ïóñòü x � ìàññà ñåðåáðà, êîòîðîå íàäî äîáàâèòü â ñïëàâ, ÷òîáû ïîëó÷èòü 80% ñîñòàâ
ñåðåáðà. Òîãäà èìååì óðàâíåíèå:

3 + x

5 + x
· 100% = 80%,

îòêóäà x = 5.
Îòâåò: 5 êã.

Ïðèìåð 39. Êóñîê ñïëàâà çîëîòà è ñåðåáðà ìàññîé 5 êã ñîäåðæèò 60% ñåðåá-
ðà. Ñêîëüêî íàäî äîáàâèòü çîëîòà, ÷òîáû ïîëó÷åííûé íîâûé ñïëàâ ñîäåðæàë 80%
çîëîòà?

Ðåøåíèå.
Ñ ó÷åòîì ïðåäûäóùåé çàäà÷è, ñïëàâ ñîäåðæèò 2 êã çîëîòà. Ïóñòü y � ìàññà

çîëîòà, êîòîðîå íàäî äîáàâèòü â ñïëàâ, ÷òîáû ïîëó÷èòü 80% ñîñòàâ çîëîòà. Òîãäà
èìååì óðàâíåíèå:

2 + y

5 + y
· 100% = 80%,

2 + y

5 + y
=

4

5
,

10 + 5y = 20 + 4y,

y = 10.

Îòâåò: 10 êã.
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Ïðèìåð 40. Â áàññåéí ïðîâåäåíû äâå òðóáû. Ïåðâàÿ íàïîëíÿåò áàññåéí çà x
÷àñîâ, à âòîðàÿ � çà y ÷àñîâ. ×åðåç ñêîëüêî ÷àñîâ íàïîëíèòñÿ ïóñòîé áàññåéí,
åñëè îáå òðóáû áóäóò îòêðûòû îäíîâðåìåííî?

Ïðèìåð 41. Â áàññåéí ïðîâåäåíû äâå òðóáû. Ïåðâàÿ íàïîëíÿåò áàññåéí çà x
÷àñîâ, à âòîðàÿ � çà y ÷àñîâ. ×åðåç ñêîëüêî ÷àñîâ íàïîëíèòñÿ ïóñòîé áàññåéí, åñëè
ïî ïåðâîé òðóáå âîäà ïîñòóïàåò â áàññåéí, à ïî âòîðîé âûëèâàåòñÿ èç áàññåéíà?

Ïðèìåð 42. Â áàññåéí ïðîâåäåíû äâå òðóáû. Ïåðâàÿ íàïîëíÿåò áàññåéí çà x
÷àñîâ, à âòîðàÿ � çà y ÷àñîâ. ×åðåç ñêîëüêî ÷àñîâ íàïîëíèòñÿ ïóñòîé áàññåéí, åñëè
ïî ïåðâîé òðóáå âîäà ïîñòóïàåò â òå÷åíèå 1÷àñà, à çàòåì � ïî âòîðîé òðóáå?

Ðàçâèòèþ êîíâåðãåíòíîãî ìûøëåíèÿ ñïîñîáñòâóþò çàäà÷è, êîòîðûå èìåþò æåñò-
êóþ ñòðóêòóðó è îòâåò â íèõ âûòåêàåò èç ïðåäñòàâëåííîé èíôîðìàöèè. Òàêèõ çàäà÷
äîñòàòî÷íî â øêîëüíûõ ó÷åáíèêàõ ìàòåìàòèêè.

Ñ ïîìîùüþ ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷ è ïðîäóìàííîé ñèñòåìû âîïðîñîâ íàäî ðàç-
âèâàòü îöåíî÷íîå ìûøëåíèå èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ øêîëüíèêîâ, ïðåäëàãàòü
çàäà÷è, êîòîðûå çàñòàâëÿþò êðèòè÷åñêè îòíîñèòüñÿ è ê óñëîâèþ è ê íàéäåííîìó
ðåøåíèþ.

Ïðèìåð 43. Íàéòè áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïèðàìè-
äû, ñòîðîíà îñíîâàíèÿ êîòîðîé ðàâíà 5 ñì, à àïîôåìà 3 ñì (íà ñàìîì äåëå òàêàÿ
ïèðàìèäà íå ñóùåñòâóåò).

Ïðèìåð 44. Íàéòè ñóììó êîðíåé óðàâíåíèÿ sinx = π/3, ïðèíàäëåæàùèõ îò-
ðåçêó [0, π] (óðàâíåíèå íå èìååò êîðíåé, òàê êàê |π/3| > 1).

Ïðèìåð 45. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC ñî ñòîðîíàìè 50 è 170 ïðî-
âåäåíà âûñîòà CH ê áîêîâîé ñòîðîíå. O1 è O2 � öåíòðû îêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ
îêîëî òðåóãîëüíèêîâ ACH è BCH. Íàéòè ðàññòîÿíèå O1O2.
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Äàëåå ìû îñòàíîâèìñÿ íà òåõ òåõíîëîãèÿõ, êîòîðûå, íà íàø âçãëÿä, íàèáîëåå ýô-
ôåêòèâíû ïðè îáó÷åíèè èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé. Ëþáàÿ ïåäàãîãè÷åñêàÿ
òåõíîëîãèÿ ìîæåò ñîâåðøåíñòâîâàòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò ìåíÿþùèõñÿ óñëîâèé îáó-
÷åíèÿ. Êàæäûé ó÷èòåëü âïðàâå âíîñèòü â ñóùåñòâóþùèå òåõíîëîãèè ñâîè íàó÷íî
è ìåòîäè÷åñêè îáîñíîâàííûå êîððåêòèâû â çàâèñèìîñòè îò êîíòèíãåíòà ó÷àùèõ-
ñÿ, èõ ïñèõîëîãè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé, óðîâíÿ çíàíèé, à òàêæå òðåáîâàíèé âðåìåíè.
Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ðÿä òåõíîëîãèé, ýôôåêòèâíûõ ïðè îáó÷åíèè èíòåëëåê-
òóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé.

Òåõíîëîãèÿ óðîâíåâîé äèôôåðåíöèàöèè

Ñìûñë óðîâíåâîé äèôôåðåíöèàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû àäàïòèðîâàòü ó÷åá-
íûé ïðîöåññ ê ïîçíàâàòåëüíûì âîçìîæíîñòÿì êàæäîãî ó÷åíèêà, ïðåäúÿâèòü ñî-
îòâåòñòâóþùèå óðîâíþ åãî ðàçâèòèÿ òðåáîâàíèÿ, ïðîãðàììû, ó÷åáíèêè, ìåòîäû è
ôîðìû îáó÷åíèÿ. Òåõíîëîãèÿ óðîâíåâîé äèôôåðåíöèàöèè ïîçâîëÿåò îñóùåñòâëÿòü
óñêîðåíèå è îáîãàùåíèå îáó÷åíèÿ, ÷òî î÷åíü âàæíî ïðè îáó÷åíèè èíòåëëåêòóàëüíî
îäàðåííûõ äåòåé. Ê ïðèìåðó, îñíîâíîé öåëüþ èçó÷åíèÿ òåìû ¾Òðàïåöèÿ¿ â îáùå-
îáðàçîâàòåëüíîé øêîëå ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ó÷àùèìèñÿ ñèñòåìàòè÷åñêèõ ñâåäåíèé
îá ýòîé ôèãóðå è åå ñâîéñòâàõ. Èç îáðàçîâàòåëüíîãî ñòàíäàðòà è ïðîãðàììû ñëå-
äóåò, ÷òî äîñòàòî÷íûìè ïî òåìå ¾Òðàïåöèÿ¿ ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå òåîðåòè÷åñêèå
ñâåäåíèÿ:

1. ×åòûðåõóãîëüíèê, ó êîòîðîãî äâå ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû, à
äâå äðóãèå íå ïàðàëëåëüíû, íàçûâàåòñÿ òðàïåöèåé. Ïàðàëëåëüíûå ñòîðîíû íà-
çûâàþòñÿ åå îñíîâàíèÿìè, à íåïàðàëëåëüíûå � áîêîâûìè ñòîðîíàìè. Åñëè áî-
êîâûå ñòîðîíû ðàâíû, òðàïåöèÿ íàçûâàåòñÿ ðàâíîáî÷íîé (ðàâíîáîêîé, ðàâíî-
áåäðåííîé).

2. Ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ ñåðåäèíû áîêîâûõ ñòîðîí òðàïåöèè, íàçûâàåòñÿ åå ñðåä-



195

íåé ëèíèåé. Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè ïàðàëëåëüíà îñíîâàíèÿì è ðàâíà èõ ïî-
ëóñóììå.

3. Ïëîùàäü òðàïåöèè ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ïîëóñóììû îñíîâàíèé íà âûñîòó.

Ðàññìîòðèì, êàêèì ìîæåò áûòü îáúåì òåîðåòè÷åñêèõ çíàíèé ïî òåìå ¾Òðàïå-
öèÿ¿ ïðè îáó÷åíèè èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé. Êðîìå ïåðå÷èñëåííûõ âûøå
òåîðåòè÷åñêèõ ñâåäåíèé 1�3 öåëåñîîáðàçíî âêëþ÷èòü ñëåäóþùèå:

1. Ïëîùàäü òðàïåöèè ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ïîëóñóììû îñíîâàíèé íà âûñîòó.

2. Ïëîùàäü òðàïåöèè ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ñðåäíåé ëèíèè íà âûñîòó.

3. Ïëîùàäü òðàïåöèè ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ äèàãîíàëåé íà ñèíóñ óãëà
ìåæäó íèìè.

4. Ñóììà êâàäðàòîâ äèàãîíàëåé òðàïåöèè ðàâíà ñóììå êâàäðàòîâ áîêîâûõ ñòîðîí
ïëþñ óäâîåííîå ïðîèçâåäåíèå îñíîâàíèé.

5. Åñëè äèàãîíàëè òðàïåöèè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû, òî ñóììû êâàäðàòîâ ïðî-
òèâîëåæàùèõ ñòîðîí ðàâíû.

6. Â ðàâíîáîêîé òðàïåöèè ïðîåêöèÿ äèàãîíàëè íà áîëüøåå îñíîâàíèå ðàâíà ñðåä-
íåé ëèíèè òðàïåöèè.

7. Ïëîùàäü ðàâíîáîêîé òðàïåöèè ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ïðîåêöèè äèàãîíàëè íà
âûñîòó.

8. Åñëè â ðàâíîáîêîé òðàïåöèè äèàãîíàëè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû, òî åå âû-
ñîòà ðàâíà ñðåäíåé ëèíèè.

9. Ïëîùàäü ðàâíîáîêîé òðàïåöèè, äèàãîíàëè êîòîðîé âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû,
ðàâíà êâàäðàòó åå âûñîòû.
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10. Â òðàïåöèþ ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóììû
ïðîòèâîëåæàùèõ ñòîðîí ðàâíû. Ïðè ýòîì ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ðàâåí
ïîëîâèíå âûñîòû òðàïåöèè.

11. Âûñîòà ðàâíîáîêîé òðàïåöèè, â êîòîðóþ ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü, ðàâíà
ñðåäíåìó ãåîìåòðè÷åñêîìó åå îñíîâàíèé.

12. Îêîëî òðàïåöèè ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òðà-
ïåöèÿ ðàâíîáîêàÿ.

13. Åñëè â òðàïåöèþ ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü è îêîëî íåå ìîæíî îïèñàòü îêðóæ-
íîñòü, òî áîêîâàÿ ñòîðîíà òàêîé òðàïåöèè ðàâíà ñðåäíåé ëèíèè è ðàâíà ïðîåê-
öèè äèàãîíàëè íà áîëüøåå îñíîâàíèå.

14. Ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðàïåöèè, ðàâåí ðàäèóñó îêðóæíîñòè,
îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà, ïîñòðîåííîãî íà áîëüøåì îñíîâàíèè è áîêîâûõ
ñòîðîíàõ òðàïåöèè.

15. Â òðàïåöèè, âïèñàííîé â îêðóæíîñòü, ñóììà ïðîèçâåäåíèé ïðîòèâîëåæàùèõ
ñòîðîí ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ äèàãîíàëåé (âûòåêàåò èç òåîðåìû Ïòîëåìåÿ).

Òåõíîëîãèÿ óðîâíåâîé äèôôåðåíöèàöèè ïîçâîëÿåò óäåëèòü âíèìàíèå êàæäîìó
ó÷àùåìóñÿ â óñëîâèÿõ êëàññíî-óðî÷íîé ñèñòåìû îáó÷åíèÿ, îðãàíèçîâàòü îáó÷åíèå
êàê ïðîöåññ àêòèâíîé ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû. Ýòî î÷åíü âàæíî äëÿ òåõ èíòåëëåê-
òóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé, êîòîðûå îáó÷àþòñÿ â ñåëüñêèõ øêîëàõ. Ìíîãèå ïåäàãîãè,
õîðîøî ïîíèìàÿ ýòî, ââîäÿò â ñîäåðæàíèå óðîêà èíäèâèäóàëüíûå çàäàíèÿ äëÿ òàêîé
êàòåãîðèè äåòåé, ÷òîáû ñîçäàòü óñëîâèÿ äëÿ ðàçâèòèÿ îòäåëüíûõ ñòîðîí äåÿòåëüíî-
ñòè îäàðåííûõ ó÷àùèõñÿ: ñïîñîáíîñòü ê ñàìîñòîÿòåëüíûì îáîáùåíèÿì; ïîèñêàì è
íàõîæäåíèþ çàêîíîìåðíîñòåé, ñîäåðæàùèõñÿ â ó÷åáíîì ìàòåðèàëå â ñêðûòîì âèäå;
óìåíèå ðåøàòü ó÷åáíûå çàäà÷è â íåñòàíäàðòíûõ óñëîâèÿõ (íå çàäàííûõ îáó÷åíè-
åì). Èñïîëüçîâàíèå òâîð÷åñêèõ çàäàíèé íà óðîêå ïîçâîëÿåò áîëåå ïîëíî âûÿâëÿòü
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ïîçíàâàòåëüíûå âîçìîæíîñòè èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííîãî ó÷åíèêà, äàþò äèíàìèêó
åãî ðàçâèòèþ.

Ïðîáëåìíîå îáó÷åíèå

Ìû ïîä÷åðêèâàëè âûøå, ÷òî òåõíîëîãèÿ ïðîáëåìíîãî îáó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ, íà íàø
âçãëÿä, ñàìîé ýôôåêòèâíîé òåõíîëîãèåé îáó÷åíèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äå-
òåé. Ïîä ïðîáëåìíûì îáó÷åíèåì áóäåì ïîíèìàòü ñèñòåìó íàó÷íî îáîñíîâàííûõ ìå-
òîäîâ è ñðåäñòâ, ïðèìåíÿåìûõ â ïðîöåññå ðàçâèâàþùåãî îáó÷åíèÿ, ïðåäïîëàãàþùóþ
ñîçäàíèå ïðîáëåìíûõ ñèòóàöèé è àêòèâíóþ ñàìîñòîÿòåëüíóþ äåÿòåëüíîñòü ó÷àùèõ-
ñÿ ïî èõ ðàçðåøåíèþ ñ öåëüþ, â ïåðâóþ î÷åðåäü, èíòåëëåêòóàëüíîãî è òâîð÷åñêîãî
ðàçâèòèÿ, à òàêæå îâëàäåíèÿ çíàíèÿìè, óìåíèÿìè, íàâûêàìè è ñïîñîáàìè ïîçíàíèÿ.

Ïðîáëåìíîå îáó÷åíèå îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòè òâîð÷åñêîãî ó÷àñòèÿ îáó÷àå-
ìûõ â ïðîöåññå îñâîåíèÿ íîâûõ çíàíèé, ôîðìèðîâàíèå ïîçíàâàòåëüíûõ èíòåðåñîâ
è òâîð÷åñêîãî ìûøëåíèÿ, âûñîêóþ ñòåïåíü îðãàíè÷íîãî óñâîåíèÿ çíàíèé è ìîòè-
âàöèè ó÷àùèõñÿ. Ôàêòè÷åñêè îñíîâîé äëÿ ýòîãî ÿâëÿåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå ðåàëüíîãî
òâîð÷åñêîãî ïðîöåññà çà ñ÷åò ñîçäàíèÿ ïðîáëåìíîé ñèòóàöèè è óïðàâëåíèÿ ïîèñêîì
ðåøåíèÿ ïðîáëåìû. Ïðè ýòîì îñîçíàíèå, ïðèíÿòèå è ðàçðåøåíèå ýòèõ ïðîáëåìíûõ
ñèòóàöèé ïðîèñõîäèò ïðè îïòèìàëüíîé ñàìîñòîÿòåëüíîñòè ó÷àùèõñÿ, íî ïîä îáùèì
íàïðàâëÿþùèì ðóêîâîäñòâîì ïåäàãîãà â õîäå ñîâìåñòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Ãëàâíàÿ òðóäíîñòü ïðè ïîäãîòîâêå è ïðîâåäåíèè óðîêîâ â ðàìêàõ òåõíîëîãèè ïðî-
áëåìíîãî îáó÷åíèÿ, ïî ìíåíèþ ó÷èòåëÿ ôèçèêè ÑØ � 23 ã. Áðåñòà À.Ë. Êàðïóêà,
ñîñòîèò â ìîäåëèðîâàíèè íåîáõîäèìûõ óñëîâèé äëÿ àêòèâíîãî ó÷àñòèÿ ó÷àùèõñÿ â
ðàáîòå íà óðîêå. ×òîáû ¾ðàçæå÷ü¿ äåòñêîå ëþáîïûòñòâî, ó÷èòåëü òùàòåëüíî ïðîäó-
ìûâàåò ýòàï ìîòèâàöèè (ôîðìèðóåò ìîòèâû íà îñíîâå ñâÿçè èçó÷àåìîãî ìàòåðèàëà
ñ ðåàëüíîé æèçíüþ, ìåæïðåäìåòíûõ ñâÿçåé).

Ó÷èòåëü èñêóñíî èñïîëüçóåò çàäà÷íûé ìàòåðèàë äëÿ ñîçäàíèÿ ïðîáëåìíûõ ñè-
òóàöèé íà ðàçëè÷íûõ ýòàïàõ óðîêîâ ôèçèêè. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî íàèáîëåå èíòå-
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ðåñíûõ ôðàãìåíòîâ.

Ôðàãìåíò 1. Èçëîæåíèå íîâîãî ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà. Äëÿ áîëåå ãëóáîêî-
ãî ïîíèìàíèÿ ÿâëåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ òåë ïîñëå âûÿñíåíèÿ õàðàêòåðà äàííîãî
äâèæåíèÿ ðåøàåòñÿ çàäà÷à:

Çàäà÷à 1. Ñ áàëêîíà, íàõîäÿùåãîñÿ íà âûñîòå 25 ì íàä çåìëåé, âåðòèêàëüíî
ââåðõ áðîøåíî òåëî ñî ñêîðîñòüþ 20 ì/ñ.

Çàäà÷à íå ñîäåðæèò âîïðîñà, óñëîâèå ñëóæèò ëèøü îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ ðàñ-
ñóæäåíèé, ñìûñë òàêîé çàäà÷è � ðàñïîçíàòü ÿâëåíèå, ðàññìîòðåòü åãî ñî âñåõ âîç-
ìîæíûõ ñòîðîí, âûÿâèòü ñóùåñòâåííûå äåòàëè. Ïîñëå îáñóæäåíèÿ ó÷åíèêè ñàìè
ôîðìóëèðóþò èíòåðåñóþùèå èõ âîïðîñû, îòâåòû íà êîòîðûå (ðåøåíèÿ) îòûñêèâà-
þòñÿ ñîîáùà.

Âîïðîñû äëÿ îáñóæäåíèÿ:

1. Ìîæåì ëè ìû ñîîáùèòü êàêîìó-ëèáî òåëó ñêîðîñòü 20 ì/ñ?

2. Ðåàëüíà ëè äàííàÿ ñèòóàöèÿ?

3. Ìîæíî ëè áðîñèòü òåëî ¾âåðòèêàëüíî¿ ââåðõ?

4. Áóäåò ëè ýòî äâèæåíèå ñâîáîäíûì ïàäåíèåì? Ïî÷åìó?

5. ×åì ïðåíåáðåãàåì â äàííîé ñèòóàöèè?

6. Êàê äâèæåòñÿ òåëî? Ââåðõ? Âíèç? È ò. ï.

Âûïîëíÿåòñÿ ðèñóíîê íà äîñêå (îñü, óðîâåíü çåìëè, íà÷àëüíàÿ êîîðäèíàòà, íà-
÷àëüíàÿ ñêîðîñòü, óñêîðåíèå). Çàïèñûâàþòñÿ çàêîíû y(t) è x(t). Îáñóæäàåòñÿ ñìûñë
çàïèñàííûõ óðàâíåíèé. Ó÷åíèêè çàäàþò ñëåäóþùèå âîïðîñû:
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1. Ãäå áóäåò òåëî ÷åðåç 1, 2,. . . ñåêóíäû? Êàêîâà åãî ñêîðîñòü â ýòè ìîìåíòû âðå-
ìåíè?

2. Êîãäà òåëî áóäåò íà âûñîòå 40 ì, 50 ì, 20 ì?

3. Íà ñêîëüêî ìåòðîâ òåëî ïîäíèìåòñÿ?
Ðåøàåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ çàäà÷à: íàéòè ìàêñèìàëüíóþ âûñîòó ïîäúåìà òåëà, áðî-
øåííîãî âåðòèêàëüíî ââåðõ. Âîïðîñ çàïèñûâàåòñÿ â òåòðàäü, âûñêàçûâàþòñÿ
ïðåäïîëîæåíèÿ, ó÷àùèåñÿ ¾ñàìè¿ ïðèäóìûâàþò, êàê íàéòè hmax. Íåîáõîäè-
ìûå çàïèñè äåëàþòñÿ ñâîåâðåìåííî íà äîñêå ó÷èòåëåì.

4. Êîãäà è ñ êàêîé ñêîðîñòüþ òåëî óïàäåò íà çåìëþ?
Ñòðîÿòñÿ ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé, ñîïîñòàâëÿþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè âû÷èñëåíèé.

Ôðàãìåíò 2. Âìåñòî èçëîæåíèÿ íîâîé òåìû. Íà 3-ì èëè 4-ì óðîêå â IX êëàññå
âìåñòî èçëîæåíèÿ òåì: ¾Ïðîåêöèè âåêòîðîâ íà êîîðäèíàòíûå îñè¿, ¾Ðàâíîìåðíîå
ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå¿ ðåøàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à:

Çàäà÷à 2. Òåëî ïåðåìåñòèëîñü èç òî÷êè A ñ êîîðäèíàòàìè (−3; 4) â òî÷êó B
ñ êîîðäèíàòàìè (5;−2) çà 4 ñåêóíäû.

Çàäà÷à íå èìååò âîïðîñà, çàäàíà íåêîððåêòíî: ìíîãîå íåäîñêàçàíî. Îäíàêî, ðàñ-
ñìîòðåâ ñ ó÷àùèìèñÿ âîçìîæíûå âàðèàíòû, îñòàíàâëèâàþòñÿ íà ïðÿìîëèíåéíîì
äâèæåíèè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ.

Äåëàåòñÿ ðèñóíîê (ñèñòåìà êîîðäèíàò, òî÷êè A è B, âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ). Ïî
õîäó ¾âáðàñûâàþòñÿ¿ ýëåìåíòû íîâîãî ìàòåðèàëà: ïðîåêöèè âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ,
êàê èõ íàéòè, èõ ñìûñë, çíàêè ïðîåêöèé è èõ ñìûñë. Íàõîäèòñÿ ìîäóëü ïåðåìåùå-
íèÿ. Âñå íîâûå îïðåäåëåíèÿ, ôîðìóëû çàïèñûâàþòñÿ â òåòðàäü è âûäåëÿþòñÿ. Âû-
ÿñíÿåòñÿ ñìûñë ïîíÿòèé ¾ðàâíîìåðíîå¿ äâèæåíèå, ¾ñêîðîñòü>. Íàõîäèòñÿ ìîäóëü
ñêîðîñòè ïî óñëîâèþ çàäà÷è, ïðîåêöèè ñêîðîñòè, âûÿñíÿåòñÿ èõ ñìûñë.
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Äàííàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè âåñü óðîê. Ó÷èòåëü ëèøü íàïðàâëÿåò õîä
ìûñëåé ó÷àùèõñÿ â íóæíîå ðóñëî. Ó äåòåé ñîçäàåòñÿ îùóùåíèå, ÷òî îíè ñàìè ¾ïðè-
äóìàëè¿ âñå ¾ýòî>. (ò. å. ñïîñîá îïèñàíèÿ ðàâíîìåðíîãî ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ).

À.Ë. Êàðïóê ñ÷èòàåò, ÷òî àíàëîãè÷íî ìîæíî ¾èñêëþ÷èòü¿ èçëîæåíèå íîâîãî ìà-
òåðèàëà ïî òåìàì: ¾Ñèëà Ëîðåíöà¿, ¾Êèíåìàòèêà ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé¿, ¾Ðå-
çîíàíñ â ýëåêòðè÷åñêîé öåïè¿, ¾ßâëåíèå ðàäèîàêòèâíîãî ðàñïàäà¿, ¾Èñêóññòâåííûå
ñïóòíèêè Çåìëè¿ è äð., à ðàçîáðàòü ýòè òåìû, èñïîëüçóÿ çàäà÷íûé ìàòåðèàë.

Ôðàãìåíò 3. Ïåðåä èçó÷åíèåì íîâîé òåìû. Â VII êëàññå ïåðåä èçó÷åíèåì
òåìû ¾Àðõèìåäîâà ñèëà¿ ðåøàþò çàäà÷ó:

Çàäà÷à 3. Áðóñîê ðàçìåðàìè 20 cì×20 cì×40 cì îïóñòèëè ïîä âîäó íà ãëóáèíó
10 ñì.

Çàäà÷à áåç âîïðîñà. Îñíîâíàÿ öåëü ðåøåíèÿ çàäà÷è ïåðåä èçó÷åíèåì òåìû ¾ïðî-
÷óâñòâîâàòü¿ ñèòóàöèþ, ïîëó÷èòü âûâîäû, íà êîòîðûå áóäóò îïèðàòüñÿ ïðè èçó-
÷åíèè òåìû. Âûâîäû äîëæíû áûòü ïîíÿòíû âñåì, ýòî çàëîã óñïåøíîãî óñâîåíèÿ
ïðåäñòîÿùåé òåìû.

Îáñóæäàåòñÿ íåîäíîçíà÷íàÿ ñèòóàöèÿ: êàê ìîæíî îñóùåñòâèòü ðåàëüíî óñëîâèå
çàäà÷è. Â ðåçóëüòàòå ïîÿâëÿåòñÿ ðèñóíîê (áðóñîê öåëèêîì â âîäå, ãëóáèíà ïîãðóæå-
íèÿ, ïî äîãîâîðåííîñòè, � ðàññòîÿíèå îò ïîâåðõíîñòè âîäû äî âåðõíåé ïàðàëëåëü-
íîé åé ãðàíè áðóñêà). Äàëåå ðàññ÷èòûâàþòñÿ ñèëû, ñ êîòîðûìè âîäà äàâèò íà ãðàíè
áðóñêà; ýòè ñèëû ñðàâíèâàþòñÿ, ó÷åíèêè ôîðìóëèðóþò âûâîäû (ðàâíîäåéñòâóþùàÿ
îòëè÷íà îò íóëÿ, íàïðàâëåíà ââåðõ, áîêîâûå ñèëû óðàâíîâåøåíû). Âûÿñíÿåòñÿ, êà-
êèå åùå ñèëû äåéñòâóþò íà áðóñîê (èìååòñÿ â âèäó ñèëà òÿæåñòè). Îáñóæäåíèå
ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè çíàòü ïëîòíîñòü âåùåñòâà áðóñêà. Äëÿ ïðèìåðà ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî áðóñîê ñäåëàí èç à) äåðåâà; á) ìåòàëëà. Íàõîäèòñÿ ñèëà òÿæåñòè â
êàæäîì ñëó÷àå, îíà ñðàâíèâàåòñÿ ñ ðàâíîäåéñòâóþùåé ñèë äàâëåíèÿ âîäû, äåëàþò-
ñÿ âûâîäû (ñïëîøíîå òåëî ñ ïëîòíîñòüþ, áîëüøåé, ÷åì ïëîòíîñòü æèäêîñòè, òîíåò â
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íåé; ñ ïëîòíîñòüþ, ìåíüøåé, ÷åì ïëîòíîñòü æèäêîñòè, âñïëûâàåò). Çàäà÷à ðåøàåòñÿ
âåñü óðîê â ¾àêòèâíîì¿ ðåæèìå.

Ôðàãìåíò 4. Çàêðåïëåíèÿ çíàíèé, îáîáùåíèÿ èçó÷åííîãî ïî òåìå ¾Ñâîé-
ñòâà ïàðîâ. Âëàæíîñòü âîçäóõà¿. Ïðåäëàãàåòñÿ çàäà÷à:

Çàäà÷à 4. Èìååòñÿ ñîñóä, ñîäåðæàùèé âîçäóõ ïðè òåìïåðàòóðå 17◦C è âëàæ-
íîñòè 60%. Êàê ñäåëàòü âîäÿíîé ïàð â ñîñóäå íàñûùåííûì?

Ýòî êîìïëåêñíàÿ çàäà÷à ñ íåÿâíûì âîïðîñîì: íåÿñíî, ÷òî íóæíî íàéòè. Ñóòü:
¾ïðèäóìàòü¿ ñïîñîá íàñûùåíèÿ ïàðà è ñôîðìóëèðîâàòü ìèíèçàäà÷ó, çàòåì åå ðå-
øèòü.

Ñòðîèòñÿ ãðàôèê çàâèñèìîñòè äàâëåíèÿ íàñûùåííîãî ïàðà îò òåìïåðàòóðû; íà-
íîñèòñÿ òî÷êà, îïèñûâàþùàÿ äàííîå ñîñòîÿíèå ïàðà; îòûñêèâàþòñÿ ñïîñîáû åãî íà-
ñûùåíèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå âîçìîæíîñòè: èçîáàðíîå îõëàæäåíèå, óâåëè÷åíèå
ìàññû âëàãè, èçîòåðìè÷åñêîå ñæàòèå, èçîõîðíîå îõëàæäåíèå. Âñå âàðèàíòû ïðåä-
ëàãàþò è îáîñíîâûâàþò ó÷åíèêè. Ïî õîäó îáñóæäàåòñÿ ðåàëüíîñòü îñóùåñòâëåíèÿ
êàæäîãî èç âàðèàíòîâ, íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî óñëîâèÿ, èçó÷àåòñÿ âîçìîæíîñòü êàæ-
äîãî ïðîöåññà â ðåàëüíîé æèçíè (â êâàðòèðå, íà óëèöå è ò. ä.). Ïðîöåññû èçîáðà-
æàþòñÿ ãðàôè÷åñêè. Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ îäíîé çàäà÷è îòðàáàòûâàþòñÿ óìåíèÿ
è íàâûêè ïî äàííîé òåìå, àêòóàëèçèðóþòñÿ çíàíèÿ, ïðîèñõîäèò èõ áîëåå ïîëíîå è
ãëóáîêîå óñâîåíèå.

Ôðàãìåíò 5. Ïðîâåðêà óñâîåíèÿ ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà. Äëÿ ïðîâåðêè çíàíèé,
óìåíèé è íàâûêîâ ó÷àùèõñÿ èñïîëüçóþòñÿ â îñíîâíîì òàêèå ôîðìû ðàáîòû, êàê ñà-
ìîñòîÿòåëüíàÿ, ïðîâåðî÷íàÿ, êîíòðîëüíàÿ ðàáîòû. Îòëè÷èòåëüíàÿ ÷åðòà çàäàíèé,
âõîäÿùèõ â òåêñò äàííûõ ðàáîò, � ïðåèìóùåñòâåííî ðåïðîäóêòèâíûé õàðàêòåð ñà-
ìèõ çàäà÷. Ýòàï ïðîâåðêè � âûÿâëåíèå ñòåïåíè ñîîòâåòñòâèÿ çíàíèé, óìåíèé, íàâû-
êîâ òðåáîâàíèÿì îáðàçîâàòåëüíîãî ñòàíäàðòà. Çäåñü çàäà÷è � íå ñðåäñòâî îáó÷åíèÿ,
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èõ ðåøåíèå åñòü ïîêàçàòåëü îñîçíàííîñòè è ãëóáèíû çíàíèé. Ó÷èòåëü ïðåäëàãàåò
ó÷àùèìñÿ òàêèå çàäàíèÿ, êîòîðûå ñîäåðæàò îòíîñèòåëüíî áîëüøîå ÷èñëî âîïðîñîâ �
øàãîâ ðåøåíèÿ îäíîé áîëüøîé çàäà÷è.

Íàïðèìåð, â êîíòðîëüíîé ðàáîòå ïî ¾Êèíåìàòèêå¿ â IX êëàññå ó÷àùèìñÿ áûëà
ïðåäëîæåíà çàäà÷à:

Çàäà÷à 5. Ïàññàæèð ïåðâîãî âàãîíà ïîåçäà äëèíîé l ïðîãóëèâàëñÿ ïî ïåððîíó
âäîëü ñîñòàâà. Êîãäà îí áûë ðÿäîì ñ ïîñëåäíèì âàãîíîì, ïîåçä òðîíóëñÿ ñ óñêîðå-
íèåì a

Âîïðîñû:

1. Âûáåðèòå ñèñòåìó îòñ÷åòà, çàïèøèòå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïîåçäà è çàâèñè-
ìîñòü åãî ñêîðîñòè îò âðåìåíè.

2. Â ìîìåíò íà÷àëà äâèæåíèÿ ïîåçäà ïàññàæèð ïîáåæàë ñî ñêîðîñòüþ v ê ñâîåìó
âàãîíó. Çàïèøèòå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïàññàæèðà è ïîñòðîéòå ãðàôèê çàâèñè-
ìîñòè êîîðäèíàòû îò âðåìåíè.

3. ×åðåç êàêîå âðåìÿ ïàññàæèð äîãîíèò ñâîé âàãîí?

4. Îáúÿñíèòå ñìûñë îòâåòîâ.

5. ×åìó ðàâíî ïåðåìåùåíèå ïàññàæèðà îòíîñèòåëüíî çåìëè? Îòíîñèòåëüíî ïîåç-
äà? (Çà âðåìÿ áåãà.)

6. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü ðàññòîÿíèÿ ïàññàæèðà äî ñâîåãî âàãîíà îò âðåìåíè.

7. Íàïèøèòå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïàññàæèðà â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ ïî-
åçäîì.
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8. Ñ êàêîé ìèíèìàëüíîé ñêîðîñòüþ ìîæåò áåæàòü ïàññàæèð, ÷òîáû äîãíàòü ñâîé
âàãîí? Ïðè êàêîì óñëîâèè ïàññàæèð íå äîãîíèò ñâîé âàãîí?

À.Ë. Êàðïóê óáåæäåí, ÷òî åñòü íåìàëî çàäà÷, êîòîðûå ìîæíî òàêæå ¾ðàñêðó-
òèòü¿: ïîñòàâèòü ìíîæåñòâî âîïðîñîâ �� øàãîâ. Ïðåèìóùåñòâî ýòèõ çàäàíèé ñîñòîèò,
ïðåæäå âñåãî, â òîì, ÷òî êàæäûé ó÷åíèê çàãðóæåí íà âåñü óðîê, èìååò âîçìîæíîñòü
ñïîêîéíî, â îïòèìàëüíîì äëÿ íåãî òåìïå ðåøàòü òî, ÷òî îí ìîæåò ðåøèòü (â òà-
êîé ôîðìóëèðîâêå çàäàíèé áóêâàëüíî êàæäûé ó÷åíèê ñïîñîáåí âûïîëíèòü ÷àñòü
èç íèõ). Êàæäîìó çàäàíèþ ìîæíî ïðèñâîèòü íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî áàëëîâ è îöå-
íèâàòü åãî ïî ïðîöåíòó ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ (ðåøåíèé). Ìîæíî îïðåäåëèòü çàäàíèÿ
îáÿçàòåëüíûå è äîïîëíèòåëüíûå, îöåíêè âûñòàâëÿþòñÿ â ýòîì ñëó÷àå òðàäèöèîííûì
îáðàçîì.

Ôèçè÷åñêèå çàäà÷è ïîâûøåííîé òðóäíîñòè (îñîáåííî èññëåäîâàòåëüñêîãî òèïà)
äàþò âîçìîæíîñòü ó÷àùåìóñÿ ïðèìåíèòü ñâîè çíàíèÿ ê ðåøåíèþ ïðàêòè÷åñêèõ ïðî-
áëåì, à ïðåïîäàâàòåëþ �� âûÿñíèòü, íàñêîëüêî ãëóáîêî ïîíèìàåò øêîëüíèê ïðåä-
ìåò. Çàäà÷è ïîçâîëÿþò ðàçâèâàòü òâîð÷åñêîå ìûøëåíèå ó÷àùèõñÿ. È î÷åíü õîðîøî,
êîãäà ó÷èòåëü ïðåäëàãàåò çàäà÷è òàêèì îáðàçîì, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ïîñòàíîâêîé
íåáîëüøèõ ïðîáëåì, à ó÷åíèê äîëæåí íà îñíîâàíèè èçâåñòíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ
ïðîàíàëèçèðîâàòü è êîëè÷åñòâåííî îïèñàòü çàäàííîå ÿâëåíèå ïðèðîäû. Õîðîøî, êî-
ãäà ýòè ÿâëåíèÿ ïðèðîäû âûáðàíû òàê, ÷òîáû îíè èìåëè ëèáî íàó÷íûé, ëèáî ïðàê-
òè÷åñêèé èíòåðåñ, è ïðè ýòîì ó÷èòûâàëîñü, ÷òî óðîâåíü çíàíèé ó÷àùèõñÿ äîëæåí
áûòü äîñòàòî÷íûì, ÷òîáû âûïîëíèòü çàäàíèå.

Äëÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ ó÷àùèõñÿ ôèçè÷åñêèå çàäà÷è ëó÷øå ñîñòàâëÿòü
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîäõîäîâ ê èõ ðåøåíèþ áûëî íåñêîëüêî, ñ òåì, ÷òîáû è â âû-
áîðå ðåøåíèÿ ìîãëà ïðîÿâèòüñÿ èíäèâèäóàëüíîñòü øêîëüíèêà. Ðåøåíèå òàêîãî ðîäà
çàäà÷ äàåò ó÷àùåìóñÿ òðåíèðîâêó â íàó÷íîì ìûøëåíèè è âûðàáàòûâàåò â íåì ëþ-
áîâü ê íàó÷íûì ïðîáëåìàì. Êðîìå ïðîáëåìíîãî õàðàêòåðà çàäà÷, öåëåñîîáðàçíî â
íèõ íå çàäàâàòü ÷èñëåííûå âåëè÷èíû ôèçè÷åñêèõ êîíñòàíò è ïàðàìåòðîâ, à ïðåäî-
ñòàâëÿòü èõ âûáîð ñàìèì ó÷àùèìñÿ.
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Çàäà÷à 6. Ïî êàêîé òðàåêòîðèè äîëæåí ëåòåòü ñàìîëåò äëÿ òîãî, ÷òîáû
ìîæíî áûëî âîñïðîèçâåñòè íåâåñîìîñòü?

Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè:

� íàïèñàòü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñàìîëåòà â ïîëå òÿæåñòè Çåìëè, ïðèðàâíÿâ ê
íóëþ ðàâíîäåéñòâóþùóþ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà òî÷êó, íàõîäÿùóþñÿ â ñàìîëåòå.

� ïðèíÿòü, ÷òî åñëè ñàìîëåò ñëåäóåò òðàåêòîðèè ñâîáîäíî ëåòÿùåãî òåëà, êîòî-
ðàÿ â çåìíîì ïîëå áëèçêà ê ïàðàáîëå, òîãäà òåëî, íàõîäÿùååñÿ â ñàìîëåòå,
ìîæåò áûòü â ñîñòîÿíèè íåâåñîìîñòè.

Ìîæíî âûÿñíèòü, ÷òî òðåáóåòñÿ ïðè ïîëåòå ñàìîëåòà äëÿ òîãî, ÷òîáû âî âñåõ òî÷êàõ
êàáèíû ñàìîëåòà áûëî îäíîâðåìåííî ñîñòîÿíèå íåâåñîìîñòè; êàêèå íàâèãàöèîííûå
ïðèáîðû íóæíû, ÷òîáû ïèëîò ìîã âåñòè ñàìîëåò ïî íóæíîé äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ íåâå-
ñîìîñòè òðàåêòîðèè. Ó÷àùèìñÿ ïîòðåáóþòñÿ ñâåäåíèÿ è î òîì, êàêîâà ìàêñèìàëüíàÿ
âûñîòà ïîëåòà è ïðåäåëüíàÿ ñêîðîñòü ñàìîëåòà. Âûáîð ýòèõ äàííûõ ó÷àùèåñÿ äîëæ-
íû îñóùåñòâèòü ñàìè.

Ìîæíî ïðèâåñòè öåëûé ðÿä èíòåðåñíûõ çàäà÷ è âîïðîñîâ:

1. Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó ÷åëîâåê ìîæåò áåæàòü ïî î÷åíü òîíêîìó ëüäó, íî íå ìîæåò
ñòîÿòü íà íåì, íå ïðîâàëèâàÿñü?

2. Îöåíèòå ïîðÿäîê ñêîðîñòè, ñ êîòîðîé ÷åëîâåê äîëæåí áåæàòü ïî âîäå, ÷òîáû
íå òîíóòü.

3. Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó, êîãäà êàìåíü èëè êàïëÿ äîæäÿ ïàäàþò â âîäó, áðûçãè ëåòÿò
ââåðõ. Îò ÷åãî áîëüøå çàâèñèò âûñîòà ïîëåòà áðûçã: îò ðàçìåðîâ êàìíÿ èëè îò
ñêîðîñòè åãî ïàäåíèÿ? Êàêîâà ìàêñèìàëüíàÿ âûñîòà ïîëåòà áðûçã?

4. Ïî÷åìó æèäêèé àçîò ìîæíî ëèòü íà ðóêó, íå áîÿñü ¾îæîãà¿?
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5. Îïðåäåëèòå ïðåäåë ðàäèóñà ñëûøèìîñòè ðàçãîâîðà íà îòêðûòîì âîçäóõå.

6. Ïåðå÷èñëèòå ôàêòîðû, êîòîðûå ñêàçûâàþòñÿ íà òî÷íîñòè õîäà êàðìàííûõ ÷à-
ñîâ. Îöåíèòå îòíîñèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ýòèõ ôàêòîðîâ.

7. Ïî÷åìó ïðè ðàçðûâå òîêà â ïåðâè÷íîé öåïè òðàíñôîðìàòîðà âî âòîðè÷íîé
íå ïîëó÷àåòñÿ ïåðåíàïðÿæåíèÿ, â òî âðåìÿ êàê â èíäóêöèîííîé ñïèðàëè îíî
âîçíèêàåò?

8. Îïèøèòå îòðàæåíèå áåëîãî ñâåòà îò áîêîâîé ñòîðîíû ìûëüíîãî ïóçûðÿ â çà-
âèñèìîñòè îò åãî ðàçìåðîâ è òîëùèíû ïëåíêè.

9. Îïðåäåëèòü ìîùíîñòü ìîòîðà íàñîñà, íåîáõîäèìîãî äëÿ ïîääåðæàíèÿ ñòðóè,
÷òîáû òóøèòü ïîæàð øåñòèýòàæíîãî äîìà.

10. Êàêèõ ðàçìåðîâ äîëæíà áûòü ëèíçà, ÷òîáû ñîáðàííûå â åå ôîêóñå ñîëíå÷íûå
ëó÷è ðàñêàëèëè æåëåçíóþ ïðîâîëîêó [72]?

Ïðèåìû ñîçäàíèÿ ïðîáëåìíûõ ñèòóàöèé íà óðîêàõ ìàòåìàòèêè ìîãóò áûòü ñà-
ìûìè ðàçíûìè. Èõ âûáîð îïðåäåëÿåòñÿ ñîäåðæàíèåì ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà, öåëüþ
êîíêðåòíîãî óðîêà. Ëþáàÿ íåâåðíàÿ òðàêòîâêà òåîðèè, îøèáêà ïðè ðåøåíèè çàäà-
÷è, ëþáîå ïðåäïîëîæåíèå, îïðîâåðæåíèå, íåñîîòâåòñòâèå ìîãóò ñòàòü îñíîâîé ïî-
ÿâëåíèÿ ïðîáëåìíîé ñèòóàöèè. Ñàìî ñëîâî ¾çàäà÷à¿ íà ìíîãèõ ÿçûêàõ çâó÷èò êàê
¾ïðîáëåìà¿. Êóðñ ãåîìåòðèè ñâîåé ñòðîãîñòüþ è ëîãè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
ñîçäàåò áîëüøèå âîçìîæíîñòè äëÿ ïðîáëåìíîãî îáó÷åíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñïîñîáû ñîçäàíèÿ ïðîáëåìíûõ ñèòóàöèé ïðè èçó÷åíèè òåìû ¾Ìíî-
ãîãðàííèêè¿. Ìîæíî ïðåäëîæèòü ó÷àùèìñÿ ðàññìîòðåòü ìîäåëè è íàçâàòü îñíîâíîé
ïðèçíàê ìíîãîãðàííèêîâ (ñî âñåõ ñòîðîí îíè îãðàíè÷åíû ïëîñêîñòÿìè). Äàëåå èñ-
ñëåäîâàòü ãðàíè (ãðàíÿìè ìíîãîãðàííèêîâ ìîãóò áûòü ëþáûå ìíîãîóãîëüíèêè (òðå-
óãîëüíèêè, ÷åòûðåõóãîëüíèêè, ïÿòèóãîëüíèêè è ò. ä.)) è âèäû (ñðåäè ìíîãîãðàííè-
êîâ èìåþòñÿ ÷åòûðåõãðàííèêè, ïÿòèãðàííèêè è äð.).
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Ïðîáëåìíóþ ñèòóàöèþ ìîæíî ñïðîâîöèðîâàòü âîïðîñîì: à åñòü ëè òðåõãðàííè-
êè? Òðåõãðàííèêà áûòü íå ìîæåò, òàê êàê íàèìåíüøåå ÷èñëî ãðàíåé, íåîáõîäèìîå
äëÿ îáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî òåëà �� ÷åòûðå; êóá è ïàðàëëåëåïèïåä �� ýòî
øåñòèãðàííèêè.

Äàëåå ìîæíî ïðåäëîæèòü ó÷àùèìñÿ îòâåòèòü íà âîïðîñû:
Âîïðîñ 1. Ñîñ÷èòàéòå ÷èñëî ãðàíåé, ðåáåð, âåðøèí, äâóãðàííûõ è òðåõãðàííûõ

óãëîâ â ïàðàëëåëåïèïåäå.
Âîïðîñ 2. Íàéäèòå ñðåäè èìåþùèõñÿ ìîäåëåé ïðàâèëüíûé ÷åòûðåõãðàííèê. (Ýòî

òåòðàýäð). Êàêîé ôîðìû åãî ãðàíè? Ñêîëüêî ó íåãî ãðàíåé, ðåáåð, âåðøèí?
Âîïðîñ 3. Íàéäèòå ñðåäè ìîäåëåé íà ýëåêòðîííîé äîñêå äðóãèå ïðàâèëüíûå ìíî-

ãîãðàííèêè. Ñêîëüêî ãðàíåé ó êàæäîãî èç íèõ è êàêóþ ôèãóðó ïðåäñòàâëÿåò êàæäàÿ
ãðàíü?

Ïîñëå ââåäåíèÿ îïðåäåëåíèÿ ïðèçìû åñòü ñìûñë ïðîäîëæèòü ôîðìóëèðîâàòü âî-
ïðîñû:

Âîïðîñ 4. Ïî êàêèì ïðèçíàêàì êóá è ïàðàëëåëåïèïåä ìîæíî íàçâàòü ïðèçìàìè?
Âîïðîñ 5. Ïî÷åìó íåëüçÿ òðåóãîëüíóþ ïðèçìó íàçâàòü òðåõãðàííîé? (Ó íåå ïÿòü

ãðàíåé).
Âîïðîñ 6. Ñêîëüêî ðåáåð, âåðøèí è ãðàíåé â ïÿòèóãîëüíîé, â äåñÿòèóãîëüíîé

ïðèçìå?
Âîïðîñ 7. Ñêîëüêî ïëîñêèõ óãëîâ, äâóãðàííûõ óãëîâ è òðåõãðàííûõ óãëîâ â òðå-

óãîëüíîé, ÷åòûðåõóãîëüíîé, øåñòèóãîëüíîé ïðèçìàõ?
Âîïðîñ 8. Ïî÷åìó ÷èñëî âñåõ ãðàíåé ïðèçìû íà 2 áîëüøå ÷èñëà áîêîâûõ ãðàíåé?

Ñêîëüêî áîêîâûõ ãðàíåé ó n-óãîëüíîé ïðèçìû?
Âîïðîñ 9. Ðàâíî ëè ÷èñëî óãëîâ ëþáîé ïðèçìû ÷èñëó åå ðåáåð?
Âîïðîñ 10. Ðàâíî ëè ÷èñëî òðåõãðàííûõ óãëîâ ïðèçìû ÷èñëó åå âåðøèí?
Âîïðîñ 11. Ñêîëüêî ïàð ïàðàëëåëüíûõ äðóã äðóãó áîêîâûõ ãðàíåé ó ïðÿìîé ïðèç-

ìû, â îñíîâàíèè êîòîðîé ïàðàëëåëîãðàìì? òðàïåöèÿ? ïðàâèëüíûå øåñòèóãîëüíèêè?
Áóäóò ëè ýòè ïàðàëëåëüíûå äðóã äðóãó ãðàíè ðàâíûìè? (Ïðîâåðüòå íà ìîäåëÿõ).
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Âîïðîñ 12. Èìåþòñÿ ëè ïàðàëëåëüíûå áîêîâûå ãðàíè ó ïÿòèóãîëüíîé ïðèçìû?
Ñäåëàéòå âûâîä.

Âîïðîñ 13. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î äâóãðàííîì óãëå ìåæäó ïëîñêîñòüþ áîêîâîé
ãðàíè è îñíîâàíèåì ëþáîé ïðÿìîé ïðèçìû?

Âîïðîñ 14. Êàêîé äâóãðàííûé óãîë (îñòðûé, ïðÿìîé èëè òóïîé) îáðàçóþò äâå
ñìåæíûå ãðàíè ïðÿìîé òðåóãîëüíîé ïðèçìû? ÷åòûðåõóãîëüíîé? øåñòèóãîëüíîé?

Âîïðîñ 15. Íà ìîäåëè ëþáîé ïðÿìîé ïðèçìû ïîêàæèòå: ñêðåùèâàþùèåñÿ ïðÿìûå
è ïîÿñíèòå ñâîé îòâåò; âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå è âçàèìíî ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå
(ðåáðà).

Âîïðîñ 16. Íà ìîäåëè ëþáîé ïðÿìîé ïðèçìû ïîêàæèòå: à) ïðÿìûå, ëåæàùèå
â ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ (âåðõíåãî è íèæíåãî), ïåðåñåêàþùèå åå, íå èìåþùèå îáùèõ
òî÷åê ñ ïëîñêîñòüþ îñíîâàíèÿ; á) òå æå âîïðîñû îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè êàêîé-ëèáî
áîêîâîé ãðàíè.

Âîïðîñ 17. Ìîæíî ëè âñÿêóþ ÷åòûðåõóãîëüíóþ ïðèçìó íàçâàòü ïàðàëëåëåïèïå-
äîì?

Âîïðîñ 18. Ìîæíî ëè ïàðàëëåëåïèïåä íàçâàòü ïðèçìîé?
Âîïðîñ 19. Ó ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïðèçìû âûñîòà ðàâíà ñòîðîíå îñíî-

âàíèÿ. Êàê èíà÷å ìîæíî íàçâàòü ýòó ïðèçìó?
Âîïðîñ 20. Âñåãäà ëè ìîæíî íàçâàòü êóáîì ïàðàëëåëåïèïåä, ó êîòîðîãî áîêîâûå

ãðàíè êâàäðàòû?
Íà ýòîì ýòàïå îáó÷åíèÿ ó÷àùèåñÿ èçó÷àþò òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë ñ ïîìîùüþ

ïðåäëîæåííîé ó÷èòåëåì ñèñòåìû ïðîáëåìíûõ âîïðîñîâ.
Â êîíöå óðîêà öåëåñîîáðàçíî ïðåäëîæèòü ó÷àùèìñÿ ïîñòðîèòü îáîáùàþùèé îò-

âåò. Òàêîé îòâåò ïîòðåáóåò ïåðåîñìûñëåíèÿ ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà, åãî ñèñòåìàòèçàöèè.
Ðåêîìåíäàöèè ó÷èòåëÿì, èñïîëüçóþùèì ïðîáëåìíîå îáó÷åíèå:

1. Ê êàæäîìó óðîêó îïðåäåëÿéòå òèïû çàäàíèé è äîïîëíèòåëüíûå öåëè, ðàññ÷è-
òàííûå íà äåòåé ñ âûñîêèìè èíòåëëåêòóàëüíûìè ñïîñîáíîñòÿìè.
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2. Ó÷åáíûé ïðîöåññ êàê ïðîöåññ ñîâìåñòíîãî ïîèñêà îòâåòîâ íà âîçíèêøèå âîïðî-
ñû, çàäà÷è, ïðîáëåìû.

3. Ñòàðàéòåñü óâëå÷ü ó÷àùèõñÿ ïðîáëåìîé è ïðîöåññîì åå èññëåäîâàíèÿ.

4. Èñïîëüçóéòå ìîòèâû ñàìîðåàëèçàöèè, ñîðåâíîâàíèÿ, ñîçäàâàéòå ìàêñèìóì ïî-
ëîæèòåëüíûõ ýìîöèé.

5. Ïðîÿâëÿéòå òåðïèìîñòü ê îøèáêàì ó÷åíèêîâ, äîïóñêàåìûì èìè ïðè ïîïûòêàõ
íàéòè ñîáñòâåííîå ðåøåíèå, ê íåóìåíèþ ñôîðìóëèðîâàòü, îáîñíîâàòü è (èëè)
çàùèòèòü ñâîþ ïîçèöèþ.

6. Âñÿ÷åñêè ïîîùðÿéòå ïðîÿâëåíèÿ èíèöèàòèâû.

7. Âîñïèòûâàéòå îòâåòñòâåííîñòü çà ïðèíÿòûå ðåøåíèÿ.

Òåõíîëîãèÿ óêðóïíåíèÿ äèäàêòè÷åñêèõ åäèíèö

Òåõíîëîãèÿ óêðóïíåíèÿ äèäàêòè÷åñêèõ åäèíèö ïîçâîëÿåò èçó÷àòü îäíîâðåìåííî
âçàèìíî îáðàòíûå äåéñòâèÿ è îïåðàöèè: ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå, óìíîæåíèå è äåëå-
íèå, âîçâåäåíèå â ñòåïåíü è èçâëå÷åíèå êîðíÿ, çàêëþ÷åíèå â ñêîáêè è ðàñêðûòèå
ñêîáîê, ëîãàðèôìèðîâàíèå è ïîòåíöèðîâàíèå.

ÓÄÅ ðàçâèâàåò ëîãè÷åñêîå ìûøëåíèå ó÷àùèõñÿ, ó÷èò èõ ïðèåìàì ñâåðòûâàíèÿ è
ðàçâåðòûâàíèÿ èíôîðìàöèè, ïîìîãàåò áåçîøèáî÷íî âû÷ëåíÿòü ãëàâíîå. Ïðè óêðóï-
íåíèè äèäàêòè÷åñêèõ åäèíèö èñïîëüçóþòñÿ ñêðûòûå ðåçåðâû ìûøëåíèÿ, ïîâûøà-
þùèå ðåçóëüòàòèâíîñòü ïðîöåññà îáó÷åíèÿ, òàê êàê â õîäå êàæäîãî óðîêà ó÷åíèêè
ñòàâÿòñÿ â ñèòóàöèþ âûáîðà èëè ïåðåä îïðåäåëåííîé ïðîáëåìîé, òðåáóþùåé íåñòàí-
äàðòíîãî âûõîäà èç çàòðóäíèòåëüíîãî ïîëîæåíèÿ ïóòåì ïðèâëå÷åíèÿ ñëåäóþùèõ
çíàíèé. Âñå ýòî î÷åíü âàæíî ïðè îáó÷åíèè èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé.
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Ïðèâåäåì ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ òåõíîëîãèè óêðóïíåíèÿ äèäàêòè÷åñêèõ åäèíèö
ïðè èçó÷åíèè àðèôìåòè÷åñêîé è ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèé. Ïîñëå ââåäåíèÿ îïðåäå-
ëåíèé íà÷èíàåòñÿ çíàêîìñòâî ñî ñâîéñòâàìè àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Ó÷àùèåñÿ
äîêàçûâàþò ôîðìóëû, óòâåðæäåíèÿ, îòâå÷àþò íà âîïðîñû:

1. Ôîðìóëà äëÿ n-ãî ÷ëåíà: an = a1 + d(n− 1).

2. Ôîðìóëà, ñâÿçûâàþùàÿ òðè ñîñåäíèõ ÷ëåíà: ak = 0,5(ak−1 + ak+1).

3. Âñå ÷ëåíû ïðîãðåññèè â ñèñòåìå êîîðäèíàò ðàñïîëàãàþòñÿ íà îäíîé ïðÿìîé.

4. Ôîðìóëà äëÿ ñóììû n ÷ëåíîâ: Sn = 0,5(a1 + an)n.

5. Êàêèå èç ýòèõ ñâîéñòâ ÿâëÿþòñÿ ïðèçíàêàìè ïðîãðåññèè?

6. Êàêèå âåëè÷èíû ó÷àñòâóþò â êàæäîé èç ôîðìóë?

7. Êàê âûðàçèòü èç ôîðìóëû êàæäóþ èç âõîäÿùèõ â íåå âåëè÷èí?

8. Êàêîâ õàðàêòåð çàâèñèìîñòè âåëè÷èí ìåæäó ñîáîé?

9. Êàêèå ñëåäñòâèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü èç êàæäîé ôîðìóëû?

10. Ïðè ðåøåíèè êàêèõ çàäà÷ ìîæíî ïðèìåíèòü êàæäóþ èç ôîðìóë (ïðèâåäèòå
ïðèìåðû)?

Ïî õàðàêòåðó ìûñëèòåëüíûõ ïðîöåññîâ, íà êîòîðûõ îñíîâûâàåòñÿ èçó÷åíèå àðèô-
ìåòè÷åñêîé è ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèé, îíè ñõîäíû, ïî-ýòîìó âîçìîæíî ñîâìåñò-
íîå èçó÷åíèå ýòèõ òåì â ïëàíå ïðîòèâîïîñòàâëåíèÿ. Ïðè îáðàùåíèè ê ãåîìåòðè-
÷åñêîé ïðîãðåññèè, ó÷èòåëü ãîâîðèò, ÷òî åå îïðåäåëåíèå àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ
àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ çàìåíîé ñëîæåíèÿ óìíîæåíèåì. Ïðè ýòîì àêöåíòè-
ðóåò âíèìàíèå íà òîì, ÷òî â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè âñå ÷ëåíû è çíàìåíàòåëü
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äîëæíû áûòü îòëè÷íû îò íóëÿ. È çàäàåò âîïðîñ: ¾Ïî÷åìó?¿. Â õîäå èññëåäîâàíèÿ
äàííîé ïðîáëåìû, ó÷àùèåñÿ ïðèõîäÿò ê âûâîäó, ÷òî ýòî òðåáîâàíèå íåîáõîäèìî äëÿ
òîãî, ÷òîáû îäíîçíà÷íî ìîæíî áûëî îïðåäåëèòü ïðîãðåññèþ è ïî ëþáîìó ÷ëåíó è
çíàìåíàòåëþ, à òàêæå ñàì çíàìåíàòåëü, åñëè äàíû âñå ÷ëåíû ïðîãðåññèè. Åñëè äî-
ïóñòèòü, ÷òî ÷ëåíû ïðîãðåññèè ðàâíû íóëþ, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0, 0, 0, 0,. . . , 0
ìîæíî ñ÷èòàòü ïðîãðåññèåé ñî çíàìåíàòåëåì 5, èëè 100, èëè −3, òî åñòü çíàìåíà-
òåëü â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî. À åñëè äîïóñòèòü, ÷òî çíàìåíàòåëü
ìîæåò áûòü ðàâíûì íóëþ, òî çíàÿ çíàìåíàòåëü è âòîðîé ÷ëåí, ìû íå ñìîæåì íàéòè
ïåðâûé, òàê êàê îí, â ïðèíöèïå, ìîæåò áûòü ðàâíûì ëþáîìó ÷èñëó.

Öåëåñîîáðàçíî îáñóäèòü ñ ó÷àùèìèñÿ è íàçâàíèÿ ïðîãðåññèé. Íàçâàíèå ¾àðèôìå-
òè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ¿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1, a2,. . . , an âûòåêàåò èç òîãî ôàêòà,
÷òî ëþáîé ÷ëåí ïðîãðåññèè åñòü ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ñîñåäíèõ ñ íèì ÷ëåíîâ.
Àíàëîãè÷íî, åñëè b1, b2, . . . , bn �� ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñ ïîëîæèòåëüíûìè
÷ëåíàìè, òî êàæäûé åå ÷ëåí ðàâåí ñðåäíåìó ãåîìåòðè÷åñêîìó ñâîèõ ñîñåäíèõ ÷ëå-
íîâ.

Ïîñëå ãëóáîêîé ïðîðàáîòêè òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà öåëåñîîáðàçíî ïåðåéòè ê
ðåøåíèþ çàäà÷. Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî áîëüøèíñòâî çàäà÷ íà àðèôìåòè÷åñêèå
è ãåîìåòðè÷åñêèå ïðîãðåññèè ðåøàþòñÿ ñîñòàâëåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé. Îäíàêî
âíà÷àëå èìååò ñìûñë âûïîëíèòü íåñêîëüêî óñòíûõ óïðàæíåíèé.

Çàäà÷à 1. Äàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

1) 1; 2; 4; 8; 16;. . .

2) 5; �5; 5; �5;. . .

3) 1; 4; 9; 16; 25;. . .

4) 12; 6; 3; 1,5;. . .

5) 1; 2; 3; 4;. . .
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6) �2; 8; �12; 28;. . .

7) 0,5; 1; 1,5; 2;. . .

8) 9; 9; 9; 9;. . .

9) 5; 0; 0; 0. . .

10) 0; 0; 0; 0. . .

Íåîáõîäèìî:

1. Âûáðàòü àðèôìåòè÷åñêèå ïðîãðåññèè (îáîñíîâàòü ñâîé âûáîð è ïðîäîëæèòü);

2. Âûáðàòü ãåîìåòðè÷åñêèå ïðîãðåññèè (îáîñíîâàòü ñâîé âûáîð è ïðîäîëæèòü);

3. Äàòü îïðåäåëåíèå àðèôìåòè÷åñêîé è ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèé.

Çàäà÷à 2. Â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ïåðâûé ÷ëåí ðàâåí 3, âòîðîé � 7. Íàé-
òè çíàìåíàòåëü ïðîãðåññèè.

Çàäà÷à 3. Â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ïåðâûé ÷ëåí ðàâåí −16, âòîðîé −14.
Íàéòè ðàçíîñòü ïðîãðåññèè.

Ïîñëå óñòíîé ðàáîòû öåëåñîîáðàçíî ïåðåéòè ê ðåøåíèþ áîëåå ñëîæíûõ çàäà÷.

Çàäà÷à 4. Ïðè ñâîáîäíîì ïàäåíèè òåëî ïðîõîäèò â ïåðâóþ ñåêóíäó 4,9 ì, à â
êàæäóþ ñëåäóþùóþ íà 9,8 ì áîëüøå, ÷åì â ïðåäûäóùóþ. Íàéòè ãëóáèíó øàõòû,
åñëè òåëî äîñòèãëî äíà ÷åðåç 5 ñåêóíä ïîñëå íà÷àëà ïàäåíèÿ.

Ñèñòåìà âîïðîñîâ:

1. Êàêóþ ïðîãðåññèþ îáðàçóþò ðàññòîÿíèÿ, ïðîëåòàåìûå òåëîì êàæäóþ ñåêóíäó?
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2. Êàêîâà ðàçíîñòü ýòîé ïðîãðåññèè?

3. Ñêîëüêî ÷ëåíîâ â ýòîé ïðîãðåññèè?

4. ×òî íóæíî íàéòè?

Çàäà÷à 5. Òóðèñò, ïîäíèìàÿñü â ãîðó, â ïåðâûé ÷àñ äîñòèã âûñîòû 800 ì, à
êàæäûé ñëåäóþùèé ÷àñ ïîäíèìàëñÿ íà âûñîòó íà 25 ì ìåíüøå, ÷åì ïðåäûäóùèé.
Çà ñêîëüêî ÷àñîâ òóðèñò äîñòèãíåò âûñîòû 5700 ì?

Ñèñòåìà çàäàíèé:

1. Ñîñòàâèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäúåìà êàæäûé ÷àñ.

2. Êàêîé ïðîãðåññèåé ÿâëÿåòñÿ äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü?

3. ×åìó ðàâåí ïåðâûé ÷ëåí ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè?

4. ×åìó ðàâíà ðàçíîñòü ýòîé ïðîãðåññèè?

5. Êàêèå ýëåìåíòû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàäî íàéòè, ÷òîáû îòâåòèòü íà âî-
ïðîñ çàäà÷è?

Çàäà÷à 6. Â ïîñåëêå 4095 æèòåëåé. Îäíà áàáóøêà ñîîáùèëà íîâîñòü äâóì ñâî-
èì çíàêîìûì çà 1 ìèíóòó. Òå äâîå, êàæäûé ÷åðåç 1 ìèíóòó, ñîîáùèëè ýòó íî-
âîñòü åùå äâóì ñâîèì çíàêîìûì, à òå ÷åðåç 2 ìèíóòû åù¼ äâîèì. ×åðåç ñêîëüêî
âðåìåíè ýòó íîâîñòü óçíàåò âåñü ïîñåëîê?

Ñèñòåìà çàäàíèé:

1. Ñîñòàâèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëþäåé, óçíàþùèõ íîâîñòü.

2. Êàêóþ ïðîãðåññèþ îáðàçóåò ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü?
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3. ×åìó ðàâåí ïåðâûé ÷ëåí ýòîé ïðîãðåññèè?

4. ×åìó ðàâåí çíàìåíàòåëü?

5. ×åì ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 4095 â ýòîé ïðîãðåññèè?

Çàòåì ìîæíî ïðåäëîæèòü ó÷àùèìñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî ðåøèòü ñëåäóþùèå çàäà÷è.

Çàäà÷à 7. Òðè ÷èñëà x, y è 12 îáðàçóþò óáûâàþùóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåñ-
ñèþ. Åñëè âìåñòî 12 âçÿòü 9, òî òðè ÷èñëà ñîñòàâÿò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåñ-
ñèþ. Íàéòè x è y.

Çàäà÷à 8. Íàéòè òðåõçíà÷íîå ÷èñëî ïî ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: åãî öèôðû îáðà-
çóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ; åñëè èç íåãî âû÷åñòü 594, òî ïîëó÷èòñÿ ÷èñëî,
çàïèñàííîå òåìè æå öèôðàìè, íî â îáðàòíîì ïîðÿäêå; åñëè öèôðû èñêîìîãî ÷èñ-
ëà óâåëè÷èòü ñîîòâåòñòâåííî íà 1, íà 2, íà 1, òî ïîëó÷èòñÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ
ïðîãðåññèÿ.

Çàäà÷à 9. Â êîëáó ïîìåñòèëè áàêòåðèþ, êîòîðàÿ äåëèòñÿ íà äâå êàæäóþ ñå-
êóíäó è çàïîëíèò êîëáó çà 5 ìèíóò. Çà êàêîå âðåìÿ çàïîëíèòñÿ êîëáà, åñëè â íåå
ïîìåñòèòü ñðàçó äâå áàêòåðèè?

Çàäà÷à 10. Òðè ÷èñëà, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 26, ñîñòàâëÿþò ãåîìåòðè÷åñêóþ
ïðîãðåññèþ. Åñëè ê ýòèì ÷èñëàì ïðèáàâèòü ñîîòâåòñòâåííî 1, 6 è 3, òî ïîëó÷àò-
ñÿ òðè ÷èñëà, ñîñòàâëÿþùèå àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Íàéòè ýòè ÷èñëà.

Çàäà÷à 11. Ñóììà òðåõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ñîñòàâëÿþùèõ àðèôìåòè÷å-
ñêóþ ïðîãðåññèþ, ðàâíà 15. Åñëè ê ýòèì ÷èñëàì ïðèáàâèòü ñîîòâåòñòâåííî 1, 4,
19, òî ïîëó÷èòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Íàéòè ýòè ÷èñëà.

Ñëåäóþùóþ çàäà÷ó (îíà íåñòàíäàðòíàÿ) ìîæíî ïðåäëîæèòü èíòåëëåêòóàëüíî
îäàðåííûì äåòÿì ðåøèòü äîìà, à çàòåì â êëàññå ïðåäñòàâèòü ñàìîå îðèãèíàëüíîå
ðåøåíèå.
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Çàäà÷à 12. ×èñëà 1, 2, 3, . . . , n2 ðàñïîëîæåíû â âèäå êâàäðàòíîé òàáëèöû:
1 2 3 n

n+ 1 n+ 2 n+ 3 2n
2n+ 1 2n+ 2 2n+ 3 3n

(n− 1)n+ 1 (n− 1)n+ 2 (n− 1)n+ 3 n2


Èç ýòîé òàáëèöû âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîäíîå ÷èñëî, à ñòðîêà è ñòîëáåö, ñîäåðæàùèå
ýòî ÷èñëî, âû÷¼ðêèâàþòñÿ. Çàòåì èç îñòàâøèõñÿ ÷èñåë ñíîâà âûáèðàåòñÿ îäíî
÷èñëî, è ñíîâà âû÷¼ðêèâàþòñÿ ñòðîêà è ñòîëáåö, ñîäåðæàùèå ýòî ÷èñëî, � è òàê
äî òåõ ïîð, ïîêà â òàáëèöå íå îñòàíåòñÿ îäíî ÷èñëî, êîòîðîå àâòîìàòè÷åñêè
ïîïàä¼ò â ÷èñëî îòîáðàííûõ. ×åìó ðàâíà ñóììà âñåõ âûáðàííûõ òàêèì îáðàçîì
÷èñåë?

Ðåøåíèå.
Ïåðâóþ ñòðîêó ìîæíî çàïèñàòü òàê 0 + 1, 0 + 2, . . . , 0 + n. Ïîñëåäíèé ñòîëáåö:

0 + n, n+ n, 2n+ n, . . . , (n− 1)n+ n.
Êàæäîå ÷èñëî òàáëèöû òåïåðü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñóììû äâóõ ÷èñåë, ïðè÷¼ì

ïåðâîå ñëàãàåìîå îäèíàêîâî ó âñåõ ÷èñåë, ñòîÿùèõ â îäíîé ñòðîêå; âòîðîå ñëàãàåìîå
îäèíàêîâî ó âñåõ ÷èñåë, ñòîÿùèõ â îäíîì ñòîëáöå.

Òàê êàê ñðåäè âûáðàííûõ ÷èñåë áóäåò ïî îäíîìó ñëàãàåìîìó èç êàæäîãî ñòîëá-
öà è ïî îäíîìó ñëàãàåìîìó èç êàæäîé ñòðîêè, òî ñóììà âñåõ ïåðâûõ ñëàãàåìûõ
âûáðàííûõ ÷èñåë ðàâíà:

0 + n+ 2n+ · · ·+ (n− 1)n =
0 + n(n− 1)

2
n =

n2(n− 1)

2
,

à ñóììà âòîðûõ ñëàãàåìûõ:

1 + 2 + · · ·+ n =
1 + n

2
n =

n(1 + n)

2
.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà âñåõ îòîáðàííûõ ÷èñåë:

S =
n2(n− 1)

2
+
n(n+ 1)

2
+
n(n2 + 1)

2
.

.
Â ðàìêàõ òåõíîëîãèè óêðóïíåíèÿ äèäàêòè÷åñêèõ åäèíèö ìîæíî ïðîâåñòè èññëå-

äîâàíèå ïðîãðåññèé, ïðåäâàðèòåëüíî ðàñïðåäåëèâ ìåæäó ó÷àùèìèñÿ (ãðóïïàìè) âî-
ïðîñû äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ïðîðàáîòêè è ïîäãîòîâêè ñîîáùåíèé:

1. Èñòîðè÷åñêèå ñâåäåíèÿ î ïðîãðåññèÿõ.

2. Àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ.

3. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ.

4. Áåñêîíå÷íî óáûâàþùàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ.

5. ×èñëà Ôèáîíà÷÷è.

6. Îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ïðîãðåññèé.

7. Íåñòàíäàðòíûå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ïðîãðåññèÿìè.

Èòàê, ìû ðàññìîòðåëè îòäåëüíûå ôðàãìåíòû èñïîëüçîâàíèÿ òåõíîëîãèè óêðóï-
íåíèÿ äèäàêòè÷åñêèõ åäèíèö íà óðîêàõ ìàòåìàòèêè. Íåò ñîìíåíèÿ �� ýòà òåõíîëîãèÿ
÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçíà ïðè îáó÷åíèè èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé. Ïåäàãîãè,
îñîáåííî ó÷èòåëÿ ìàòåìàòèêè, äîëæíû ïîëüçîâàòüñÿ èäåÿìè ÓÄÅ.
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Èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè

Ñåãîäíÿ ìîæíî ñ óâåðåííîñòüþ ñêàçàòü, ÷òî Áåëàðóñü �� èíôîðìàöèîííîå îá-
ùåñòâî. Íåîáõîäèìîñòü íîâûõ çíàíèé, èíôîðìàöèîííîé ãðàìîòíîñòè, óìåíèÿ ñàìî-
ñòîÿòåëüíî ïîëó÷àòü çíàíèÿ îáóñëîâèëè âîçíèêíîâåíèå íîâîãî âèäà îáðàçîâàíèÿ,
â êîòîðîì èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè èãðàþò âàæíåéøóþ ðîëü. Êîìïüþòåðíûå
òåõíîëîãèè ïîçâîëÿþò âèäåòü, ÷èòàòü, ñëóøàòü, îáñóæäàòü, ÷òî óâåëè÷èâàåò îáú-
åì âîñïðèÿòèÿ ó÷àùèìèñÿ íîâîé èíôîðìàöèè. Êîìïüþòåðíûå òåõíîëîãèè äåëàþò
ïðîöåññ îáó÷åíèÿ èíäèâèäóàëüíûì.

Ñïîñîáîâ ïðèìåíåíèÿ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, ñïîñîáñòâóþùèõ ðàçâèòèþ
èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè, î÷åíü ìíîãî. Ýòî è êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå,
è ïîñòàíîâêè âèðòóàëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, è îâëàäåíèå íîâîé òåîðèåé. Êîìïüþòåð-
íûå è èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè ìîæíî íàïðàâëåííî ïðèìåíÿòü â îáó÷åíèè íà
ðàçâèòèå ìûøëåíèÿ, ïàìÿòè, âíèìàíèÿ, âîîáðàæåíèÿ è äð. Êîìïüþòåð â îáó÷åíèè
èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííîãî øêîëüíèêà ÿâëÿåòñÿ íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ ðàçâèâàþ-
ùåé ïðåäìåòíîé ñðåäû.

Ïðàêòè÷åñêè âñå ó÷àùèåñÿ ñåãîäíÿ ïîëüçóþòñÿ ðåñóðñàìè Èíòåðíåò (ïðè îáðà-
ùåíèè ê ñïðàâî÷íûì ìàòåðèàëàì; ïðè ïîäãîòîâêå ê óðîêàì è òåñòèðîâàíèþ; ïðè
âûïîëíåíèè èññëåäîâàòåëüñêèõ ðàáîò, ïîäãîòîâêå ðåôåðàòîâ è äîêëàäîâ; ó÷àñòâóþò
â ðàçëè÷íûõ òåëåêîììóíèêàöèîííûõ ïðîåêòàõ). Êîììóíèêàöèîííûå âîçìîæíîñòè
âñåìèðíîé ñåòè Èíòåðíåò èçìåíèëè ïðèâû÷íûé ñìûñë îáðàçîâàíèÿ êàê ïåðåäà÷è
îïðåäåëåííîé ñóììû çíàíèé. Îäíî èç ãëàâíûõ èçìåíåíèé �� óõîä îò ðåïðîäóêòèâ-
íîé äåÿòåëüíîñòè, ïåðåõîä ê èíòåðàêòèâíûì ôîðìàì îáó÷åíèÿ. Ñ ïîìîùüþ êîì-
ïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé ìîæíî ïðîâîäèòü íåïðåðûâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îëèìïèàäû,
êîíêóðñû, òóðíèðû, îñóùåñòâëÿòü äèñòàíöèîííîå îáó÷åíèå.

Íåîöåíèìû âîçìîæíîñòè êîìïüþòåðà ïðè èçó÷åíèè ãåîìåòðèè. Ýòîò ïðåäìåò çà-
íèìàåò îñîáîå ìåñòî â ñïåêòðå ó÷åáíûõ äèñöèïëèí. Ãåîìåòðèÿ ïðÿìî âëèÿåò íà ýô-
ôåêòèâíîñòü èçó÷åíèÿ äðóãèõ ïðåäìåòîâ, ÿâëÿåòñÿ ñðåäñòâîì èíòåëëåêòóàëüíîãî
ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ëè÷íîñòè, èíòåãðèðóåò â ñåáå âîçìîæíîñòè äëÿ ðàçâèòèÿ ëîãè-
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÷åñêîãî ìûøëåíèÿ, ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðåäñòàâëåíèé, èíòóèöèè. Çà âðåìÿ îáó÷åíèÿ
â øêîëå ó÷åíèê îáÿçàí óâèäåòü ðåàëüíûå ñâÿçè è âîïëîùåíèÿ ãåîìåòðèè â æèçíè, â
ïðèðîäå, â èñêóññòâå, â íàóêå è òåõíèêå, ÷òîáû ãåîìåòðèÿ ïðåäñòàëà ïåðåä íèì êàê
ïîëíîå ñîäåðæàíèÿ, çíà÷åíèÿ è êðàñîòû ÿâëåíèå êóëüòóðû, êàê íàóêà â åå ñâÿçÿõ ñ
ðåàëüíîñòüþ.

Îäíèì èç ôàêòîðîâ óñïåøíîãî îáó÷åíèÿ ãåîìåòðèè è îñîáåííî òîé åå ÷àñòè, êî-
òîðàÿ òðàäèöèîííî íàçûâàåòñÿ ñòåðåîìåòðèåé, ÿâëÿåòñÿ íàãëÿäíîñòü. Ìíîãèå ó÷à-
ùèåñÿ íå â ñîñòîÿíèè ñðàçó ïðåäñòàâèòü 3-õ ìåðíóþ ôèãóðó â ïðîñòðàíñòâå, à òåì
áîëåå âûïîëíèòü ñ íåé êàêèå-ëèáî äåéñòâèÿ. 100% ó÷àùèõñÿ, èìåþùèõ âûñîêèå ìà-
òåìàòè÷åñêèå ñïîñîáíîñòè, îòìåòèëè, ÷òî ïîñòðîåíèå ñå÷åíèé è ðåøåíèå çàäà÷ íà
êîìáèíàöèè ìíîãîãðàííèêîâ è òåë âðàùåíèÿ �� ñàìûå ñëîæíûå âîïðîñû øêîëüíîé
ãåîìåòðèè. Âî ìíîãîì ñëîæíîñòü îáóñëîâëåíà è òåì, ÷òî áîëüøå â øêîëàõ íàøåé
ñòðàíû íåò òàêîãî ïðåäìåòà, êàê ÷åð÷åíèå.

Íà óðîêàõ ãåîìåòðèè íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå èìååò ïðàêòèêà èçîáðàæåíèÿ
ôèãóð íà ïëîñêîñòè (îáû÷íî äîñêå). Äàííûé ñïîñîá èìååò ðÿä íåäîñòàòêîâ:

� òÿæåëî ïðàâèëüíî íàðèñîâàòü ñëîæíóþ ôèãóðó;

� îáúåêò, èçîáðàæåííûé íà ïëîñêîñòè, íàäî ïðàâèëüíî èíòåðïðåòèðîâàòü;

� ñàìî ïîñòðîåíèå çàíèìàåò îïðåäåëåííîå âðåìÿ;

� íåâûñîêîå êà÷åñòâî èçîáðàæàåìûõ ôèãóð (äàæå åñëè ÷åðòåæ âûïîëíÿåò ó÷è-
òåëü).

Èíîãäà äëÿ ïîâûøåíèÿ íàãëÿäíîñòè èñïîëüçóþòñÿ ìîäåëè ôèãóð, êîòîðûå î÷åíü
õîðîøè â íà÷àëå îáó÷åíèÿ. Íî äàëåå, ñ óâåëè÷åíèåì ñëîæíîñòè ôèãóð è èñïîëüçîâà-
íèåì âñ¼ áîëüøåãî ÷èñëà èõ êîìáèíàöèé, ýòîò ñïîñîá ïåðåñòà¼ò ðàáîòàòü. Ïðîáëåìà
îñîáåííî óñóãóáëÿåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ñå÷åíèé.
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Ñåãîäíÿ ñóùåñòâóåò ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå (Mathematica, 3DMax è ò. ï.). Ýòî
ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå äîñòàòî÷íî ñëîæíî, â íåì íåò ñðåäñòâ îáëåã÷åíèÿ âûïîë-
íåíèÿ òàêîãî òèïà çàäà÷. Êðîìå òîãî, îíî íå áåñïëàòíîå. Äà è ñîçäàâàëîñü îíî äëÿ
ñîâåðøåííî äðóãèõ öåëåé è ñîîòâåòñòâåííî íå ìîæåò ïîëíîñòüþ ðåøèòü äàííóþ ïðî-
áëåìó.

Âîçìîæíîñòü óâèäåòü ðàçëè÷íûå ôèãóðû è èõ ñî÷åòàíèÿ, âûïîëíÿòü ñ íèìè
êàêèå-ëèáî äåéñòâèÿ, à òàêæå îñóùåñòâëÿòü ïðîñìîòð ôèãóð ñ ðàçëè÷íûõ ðàêóð-
ñîâ ïðåäîñòàâëÿåò ïðîãðàììà Geometr, ðàçðàáîòàííàÿ À.À. Ãðèíüêî (âûïóñêíèêîì
ÁðÃÓ 2007 ã.). Ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò:

� âûâîäèòü ôèãóðû íà ýêðàí êîìïüþòåðà;

� âûïîëíÿòü ðàçëè÷íûå îïåðàöèè ñ ôèãóðàìè;

� àâòîìàòèçèðîâàòü ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ñå÷åíèé íà îñíîâå ñóùåñòâóþùèõ ìåòî-
äîâ;

� âðàùàòü ôèãóðû, èçìåíÿòü òî÷êè ïðîñìîòðà è ìàñøòàá;

� èçìåíÿòü öâåòà, òîëùèíó, ïîäïèñè ôèãóð;

� ñîõðàíÿòü ðåçóëüòàòû ðàáîòû, ñîõðàíÿòü èçîáðàæåíèÿ ôèãóð, çàãðóæàòü èõ èç
ôàéëîâ;

� ïå÷àòàòü èçîáðàæåíèÿ ôèãóð;

� îòìåíÿòü âûïîëíåííûå äåéñòâèÿ;

� ìàêñèìàëüíî óìåíüøèòü òðåáîâàíèÿ ïðîãðàììû ê ñèñòåìå, äëÿ îáåñïå÷åíèÿ
íàèëó÷øåé ñîâìåñòèìîñòè ñ ïðèìåíÿåìûì îáîðóäîâàíèåì.

� ðàáîòàòü â ñåòè.
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Ïðîãðàììà Geometr ðàçâèâàåò âîîáðàæåíèå ó÷àùèõñÿ, ïîâûøàåò êà÷åñòâî îáó-
÷åíèÿ, îáëåã÷àåò ðàáîòó ïðåïîäàâàòåëåé (àâòîìàòèçèðóåò èõ òðóä ïðè îáó÷åíèè è
ïðîâåäåíèÿ êîíòðîëüíûõ ìåðîïðèÿòèé).

Î ïðîãðàììå Geometr

Ïðîãðàììà Geometr ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ïîñòðîåíèÿ è îáðàáîòêè 3-õ ìåðíûõ ìîäåëåé
ãåîìåòðè÷åñêèõ ôèãóð â ðåàëüíîì âðåìåíè. Ïðîãðàììà èìååò íåáîëüøîé ðàçìåð è
îïòèìèçèðîâàíà äëÿ áûñòðîãî çàïóñêà è ìèíèìàëüíîé çàãðóçêè ñèñòåìû.

Geometr ñàìîäîñòàòî÷åí, íå òðåáóåò óñòàíîâêè è êàêèõ-ëèáî íåñòàíäàðòíûõ êîì-
ïîíåíòîâ èëè áèáëèîòåê. Ïðîñò â óïðàâëåíèè, íî ñîäåðæèò ìíîæåñòâî äîïîëíèòåëü-
íûõ íàñòðîåê, òî åñòü ïîäõîäèò êàê íîâè÷êàì, òàê è ïðîôåññèîíàëàì. Ñóùåñòâóåò
âîçìîæíîñòü êàê ñîõðàíÿòü, òàê è çàãðóæàòü ïîñòðîåííûå ôèãóðû èç ñïåöèàëüíûõ
ôàéëîâ; âåä¼òñÿ èñòîðèÿ äåéñòâèé, êîòîðàÿ ñîõðàíÿåòñÿ âìåñòå ñ ôèãóðàìè.

Ïðè ðàçðàáîòêè Geometrà îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ ÿâëÿëîñü ïîñòðîåíèå ñèñòå-
ìû, êîòîðàÿ îáðàáàòûâàëà íàèáîëüøåå ÷èñëî èñêëþ÷èòåëüíûõ ñèòóàöèé è, ñîîòâåò-
ñòâåííî, âåðîÿòíîñòü âûâåäåíèÿ å¼ èç ñòðîÿ áûëà áû ìèíèìàëüíîé.

Ïðîãðàììà íàïèñàíà èñêëþ÷èòåëüíî íà îñíîâå ñòàíäàðòíûõ ñðåäñòâ WinApi.
Ðàçðàáàòûâàëàñü äëÿ Windows 95/98/ME/2000/XP.

Âîçìîæíîñòè ïðîãðàììû. C ïîìîùüþ ïðîãðàììû Geometr âîçìîæíî:

1. Ñòðîèòü ïðîèçâîëüíûå ãåîìåòðè÷åñêèå ôèãóðû.

2. Ñòðîèòü ãðàôèêè ôóíêöèé.

3. Âðàùàòü è ïåðåìåùàòü ôèãóðû.

4. Ïîëó÷àòü èíôîðìàöèþ î ôèãóðàõ, òàêóþ êàê äëèíà, ïëîùàäü è ò.ä.
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5. Âûïîëíÿòü îïåðàöèè íàä ôèãóðàìè (ïîâîðîò, ñäâèã è ò.ä).

6. Âîçìîæíà ïðèâÿçêà ôèãóð äðóã ê äðóãó.

7. Âûäåëÿòü öâåòîì è äðóãèìè ïàðàìåòðàìè ôèãóðû.

8. Âî âðåìÿ ðàáîòû âîçìîæíà îòìåíà è ïîâòîð äåéñòâèé, êîòîðûå àâòîìàòè÷å-
ñêè ñîõðàíÿþòñÿ âî âðåìÿ ðàáîòû â ôàéëå, ÷òî ïîçâîëÿåò îòìåíÿòü äåéñòâèÿ,
ñäåëàííûå î÷åíü äàâíî (â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè èñòîðèþ ìîæíî î÷èñòèòü).

9. Ñîõðàíÿòü èõ â ñïåöèàëüíûé òèïèçèðîâàííûé ôàéë.

10. Ðàñïå÷àòûâàòü èçîáðàæåíèÿ.

11. Ñîõðàíÿòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû êàê bmp ôàéë.

12. Ãèáêàÿ íàñòðîéêà ãðàôèêè äëÿ âîçìîæíîñòè ðàáîòû íà ñëàáûõ êîìïüþòåðàõ.

13. Âîçìîæíîñòü ñóùåñòâåííîãî îãðàíè÷åíèÿ êîëè÷åñòâà ðåñóðñîâ ïîòðåáëÿåìûõ
ïðîãðàììîé, ÷òî ïîëåçíî íà ìîùíûõ êîìïüþòåðàõ.

14. Âîçìîæíî ðåäàêòèðîâàíèÿ èíòåðôåéñà ïðîãðàììû.

15. Çàïóñêàòü ïðîãðàììó äàæå íà î÷åíü ñòàðîì îáîðóäîâàíèè.

Ñèñòåìíûå òðåáîâàíèÿ. Ìèíèìàëüíûå ñèñòåìíûå òðåáîâàíèÿ ïðîãðàììû
Geometr:

1. Öåíòðàëüíûé ïðîöåññîð Pentium 90 Mhz èëè ñîâìåñòèìûé.

2. 8 Mb îïåðàòèâíîé ïàìÿòè, ïðè ìåíüøåì êîëè÷åñòâå âîçìîæíû ñáîè (èñïîëü-
çóåò îêîëî 7 Mb ïàìÿòè).
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3. Îêîëî 200 Kb äèñêîâîãî ïðîñòðàíñòâà ïîä ñàìó ïðîãðàììó.

4. Îïåðàöèîííàÿ ñèñòåìà MS Windows 95, äëÿ ïîëíîöåííîé ðàáîòû íåîáõîäèìà
MS Windows 98 èëè âûøå, âîçìîæíà ðàáîòà ïîä OS ñåìåéñòàâà Linux, ïðè
èñïîëüçîâàíèè wine.

Â òàêîé êîíôèãóðàöèè îáåñïå÷èâàåòñÿ FPS îêîëî 25 â îêîííîì ðåæèìå, ïðè ðàáîòå
ñ ôèãóðàìè ñðåäíåé ñëîæíîñòè.

Ðåêîìåíäóåìûå ñèñòåìíûå òðåáîâàíèÿ ïðîãðàììû Geometr:

1. Öåíòðàëüíûé ïðîöåññîð Pentium II èëè ëó÷øå.

2. 16 Mb îïåðàòèâíîé ïàìÿòè èëè áîëüøå.

3. Îêîëî 200 Kb äèñêîâîãî ïðîñòðàíñòâà ïîä ñàìó ïðîãðàììó è íåìíîãî ìåñòî
ïîä ïðîåêòû.

4. Âèäåîêàðòó êëàññà NVIDIA GeForce 8800 GTX SLI 2x768 GDDR3 äëÿ íàè-
áîëüøåãî êîëè÷åñòâà FPS. Îïåðàöèîííàÿ ñèñòåìà MS Windows 98/ 98SE/ ME/
2000/ XP/ Vista.

Ïîñòðîåíèå ñå÷åíèé íà ÝÂÌ ÿâëÿåòñÿ î÷åíü íåïðîñòîé çàäà÷åé. Îñîáåííî, åñëè
íåîáõîäèìî íàïèñàòü ïðîãðàììó, ðàáîòàþùóþ ïðàêòè÷åñêè íà ëþáîì îáîðóäîâàíèè
è íå çàâèñÿùóþ îò âíåøíèõ áèáëèîòåê.

Geometr ñîñòîèò èç áîëüøîãî ÷èñëà ìîäóëåé (ðàáîòà ñWnÀpi, OpenGL,WinSockets,
îáðàáîòêà ôàéëîâ ñ äàííûìè, èíòåðïðåòàòîð ôîðìóë è ò.ä.), êîòîðûå íåîáõîäèìî
ñâÿçàòü âìåñòå è îáåñïå÷èòü áåññáîéíóþ ñîãëàñîâàííóþ ðàáîòó.

Ïî÷òè ó êàæäîãî ìîäóëÿ åñòü ñâîé íàáîð äàííûõ, ñòàíäàðòíûå ïàðàìåòðû, èñ-
ïîëüçóåìûå ïðè íåâîçìîæíîñòè ñ÷èòûâàíèÿ îñíîâíûõ, ìåõàíèçì çàùèòû îò íåêîð-
ðåêòíûõ äàííûõ. Äàæå ïðè îòñóòñòâèè ôàéëà êîíôèãóðàöèè èëè ñèëüíîì åãî ïîâðå-
æäåíèè ïðîãðàììà áóäåò ïðîäîëæàòü ðàáîòàòü. Å¼ ìîæíî áóäåò íàñòðîèòü èçíóòðè.
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Ïîñëå çàâåðøåíèÿ ðàáîòû Geometr ñîõðàíÿåò èñïðàâëåííûå îò îøèáîê äàííûå è
òåêóùèå ïàðàìåòðû. Ó ìîäóëåé åñòü äîñòóï òîëüêî ê íåîáõîäèìûì èì äàííûì.

Ïðîãðàììà Geometr ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ñëîæíûå ñå÷åíèÿ íà îñíîâå ïðîñòûõ ïðè-
ìèòèâîâ: ëèíèé, òî÷åê, ïëîñêîñòåé, îêðóæíîñòåé, âîçìîæíî ïîñòðîåíèå ðàçëè÷íûõ
ãðàôèêîâ ôóíêöèé. Äàæå íà ñîâðåìåííîì ýòàïå Geometr ìîæåò âûïîëíÿòü ïîñòàâ-
ëåííûå ïåðåä íèì çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ïðîãðàììû Geometr.

Çàäà÷à 1. Ïîñòðîéòå ñå÷åíèå ïèðàìèäû SABCDE ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷å-
ðåç òî÷êó M ∈ SBC è ïðÿìóþ l, ëåæàùóþ â ãðàíè SED (ðèñ. 2.6).

Ïîñòðîåíèå.

1. SM ∩BC = M1.

2. l ∩ SD = D̄, l ∩ SD = Ē.

3. MĒ ∩M1E = X, l ∩ ED = Y,XY = s �� ñëåä ñåêóùåé ïëîñêîñòè.

4. s ∩ AB = K, s ∩ AE = N .

5. BC ∩ s = B0, B0M ∩ SB = B̄, B0M ∩ SC = C̄.

6. KB̄C̄D̄ĒN �� èñêîìîå ñå÷åíèå.

À òåïåðü ïîñòðîèì ýòî æå ñå÷åíèå, íî óæå ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà. Ïîñòðîèì
ïèðàìèäó ABCDES:

I. Äîáàâèì òî÷êó A(0.618034, 0, 1.902113):

a. Âûçîâåì äèàëîã Ðåäàêòîð, Äîáàâèòü, Òî÷êó;

b. Âûáåðåì âàðèàíò ðàñïîëîæåíèÿ � ÿâíîå çàäàíèå êîîðäèíàò;
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Ðèñ. 2.6

c. Óñòàíîâèì x = 0.618034, y = 0, z = 1.902113;

d. Èçìåíèì íàçâàíèå òî÷êè íà A;

e. Íàæì¼ì íà êíîïêó ¾Ïðèìåíèòü¿.

II. Àíàëîãè÷íî äîáàâèì òî÷êè B(−1.618033, 0, 1.17557), C(−1.618033, 0,−1.17557),
D(0.618034, 0,−1.902113), E(2, 0, 0), S(0, 2, 0);

III. Äîáàâèì ëèíèþ AB, ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè A è B:



224

a. Âûçîâåì äèàëîã Ðåäàêòîð, Äîáàâèòü, ëèíèþ;

b. Ïåðâóþ òî÷êó óñòàíîâèì � A, âòîðóþ -� B;

c. Èçìåíèì íàçâàíèå ëèíèè íà AB;

d. Íàæìåì íà êíîïêó ¾Ïðèìåíèòü¿.

IV. Àíàëîãè÷íî äîáàâèì ëèíèè BC, CD, DE, EA, AS, BS, CS, DS, ES;

V. Äîáàâèì ïëîñêîñòü ABCDE:

a. Âûçîâåì äèàëîã Ðåäàêòîð, Äîáàâèòü, ïëîñêîñòü;

b. Â ýëåìåíò óïðàâëåíèÿ: ¾Ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè¿ äîáàâèì òî÷êè A, B, C,
D, E;

c. Èçìåíèì íàçâàíèå íà ABCDE;

d. Íàæìåì íà êíîïêó ¾Ïðèìåíèòü¿.

VI. Àíàëîãè÷íî äîáàâèì ïëîñêîñòè BCS, CDS, DES, EAS, ABS;

Äîáàâèì ôèãóðû, ÷åðåç êîòîðûå ïðîõîäèò ñå÷åíèå:

I. Äîáàâèì òî÷êó M(−0.970819, 0.8, 0.3) ∈ SBC

II. Äîáàâèì ïðÿìóþ l = E1D1:

a. Äîáàâèì òî÷êó E1 íà ïðÿìîé ES:

1. Âûçîâåì äèàëîã Ðåäàêòîð, Äîáàâèòü, Òî÷êó;

2. Âûáåðåì âàðèàíò ðàñïîëîæåíèÿ �� ¾íàõîäèòüñÿ íà ëèíèè¿;

3. Ïåðâóþ òî÷êó óñòàíîâèì � E, âòîðóþ -� S;

4. Îòíîøåíèå = 0.2;



225

5. Èçìåíèì íàçâàíèå íà E1;

6. Íàæìåì íà êíîïêó ¾Ïðèìåíèòü¿.

b. Àíàëîãè÷íî äîáàâèì òî÷êó D1 íà ïðÿìîé DS, ñ îòíîøåíèåì = 0.7

c. Äîáàâèì ëèíèþ E1D1, ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè E1 è D1

Ïîñòðîèì ñå÷åíèå:

I. Ïîñòðîèì òî÷êó M1 = SM ∩BC:

a. Ïðîâåäåì ëèíèþ SM ;

b. Ïðîäëèì åå ïîñëå òî÷êè M :

1. Äèàëîã: Ðåäàêòîð, Èçìåíèòü;

2. Âûáåðåì òèï = ¾ëèíèè¿ è ôèãóðó SM ;

3. Íàæìåì íà êíîïêó ¾Èçìåíèòü¿;

4. Â ïîÿâèâøåìñÿ äèàëîãå óñòàíîâèì ãàëî÷êó ¾ïðîäëèòü ëèíèþ ïîñëå
2-é òî÷êè¿;

5. Óêàæåì, ÷òî ïðîäëåâàåì íà 5;

6. Íàæìåì íà êíîïêó ¾Ïðèìåíèòü¿.

c. Ïîñòðîèì òî÷êó M1:

1. Äèàëîã: Ðåäàêòîð, Äîáàâèòü, Òî÷êó;

2. Âûáåðåì âàðèàíò ðàñïîëîæåíèÿ �� ¾ßâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ëè-
íèé¿;

3. Óêàæåì, ÷òî ëèíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî SM è CB;

4. Íàæìåì íà êíîïêó ¾Ïðèìåíèòü¿.

II. Ïîñòðîèì ëèíèè ME1, M1E, êîòîðûå ïðîäëèì ïîñëå 2-é òî÷êè íà 5 åäèíèö;
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III. Ïðîäëèì ëèíèè DE è D1E1 ïîñëå 2-é òî÷êè íà 5 åäèíèö;

IV. Ïîñòðîèì òî÷êè ME1 ∩M1E = X, l ∩ ED = Y ;

V. Äîáàâèì ëèíèþ s = XY ;

VI. Ïðîäëèì XY ïîñëå Y íà 10;

VII. Ïðîäëèì AB ïîñëå B íà 5;

VIII. Ïîñòðîèì òî÷êè s ∩ AB = K, s ∩ AE = N,BC ∩ s = B0;

IX. Äîáàâèì ëèíèþ B0M , ïðîäëèì å¼ ñ îáîèõ êîíöîâ íà 5;

X. SB ïðîäëèì íà 5 ïîñëå B;

XI. B0M ∩ SB = B1, B0M ∩ SC = C1.

Âûäåëèì ñå÷åíèå:

I. Âûçîâåì äèàëîã Ðåäàêòîð, Äîáàâèòü, Ïîëèëèíèè;

II. Â ýëåìåíò óïðàâëåíèÿ: ¾Ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè¿ äîáàâèì òî÷êè K,B1, C1, D1,
E1, N ;

III. Èçìåíèì íàçâàíèå íà K,B1, C1, D1, E1, N ;

IV. Óñòàíîâèì øèðèíó = 3;

V. Âûáåðåì æåëòûé öâåò;

VI. Íàæìåì íà êíîïêó ¾Ïðèìåíèòü¿.
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È íà ìîíèòîðå êîìïüþòåðà ïîÿâëÿåòñÿ èçîáðàæåíèå (ðèñ. 2.7).
Â äàëüíåéøåì íåîáõîäèìî ðàñøèðÿòü âîçìîæíîñòè ïðîãðàììû: äîáàâèòü ïðè-

ìèòèâû, òàêèå êàê ñôåðû, êîíóñû; îáåñïå÷èòü àâòîìàòè÷åñêîå ïîñòðîåíèå ñå÷åíèé
ñóùåñòâóþùèìè ìåòîäàìè. Ýòèìè âîïðîñàìè ïðè æåëàíèè ìîãóò çàíÿòüñÿ èíòåë-
ëåêòóàëüíî îäàðåííûå øêîëüíèêè.

2.3. Ôàêóëüòàòèâíûå çàíÿòèÿ ïî ìàòåìàòèêå

Ôàêóëüòàòèâíûå êóðñû � îäíà èç ñàìûõ ðàñïðîñòðàíåííûõ â Ðåñïóáëèêå Áåëà-
ðóñü ôîðì ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âñå
ôàêóëüòàòèâíûå çàíÿòèÿ ïðîâîäÿòñÿ ïî ïðîãðàììàì, ðàçðàáîòàííûì Íàöèîíàëü-
íûì èíñòèòóòîì îáðàçîâàíèÿ.

Òåìû ôàêóëüòàòèâîâ äëÿ 5�6 êëàññîâ ïðèìûêàþò ê îñíîâíîìó êóðñó ìàòåìàòè-
êè, óãëóáëÿÿ îòäåëüíûå, íàèáîëåå âàæíûå âîïðîñû, ñèñòåìàòèçèðóÿ ìàòåðèàë, äî-
ïîëíÿÿ îñíîâíîé êóðñ ñâåäåíèÿìè, âàæíûìè â îáùåîáðàçîâàòåëüíîì è ïðèêëàäíîì
îòíîøåíèè. Ðÿä òåì íå èìååò íåïîñðåäñòâåííîãî îòíîøåíèÿ ê îñíîâíîìó êóðñó è íî-
ñèò õàðàêòåð ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàçâëå÷åíèé. Îñíîâíûå öåëè ôàêóëüòàòèâíûõ êóðñîâ:
ðàñøèðåíèå è óãëóáëåíèå çíàíèé ïðîãðàììíîãî ìàòåðèàëà, îçíàêîìëåíèå ñ íåêîòî-
ðûìè îáùèìè èäåÿìè ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè, ðàñêðûòèå ïðèëîæåíèÿ ìàòåìàòèêè
íà ïðàêòèêå; ðàçâèòèå ïîçíàâàòåëüíîé àêòèâíîñòè ó÷àùèõñÿ, èíòåðåñà ê ïðåäìåòó.

Îñíîâíûå ìåòîäè÷åñêèå ïðèíöèïû, êîòîðûìè äîëæåí ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ ó÷è-
òåëü: èñïîëüçîâàíèå èñòîðè÷åñêîãî ìàòåðèàëà; ïðèíöèï çàíèìàòåëüíîñòè â îðãà-
íèçàöèè çàíÿòèé íà ôàêóëüòàòèâå ïî ìàòåìàòèêå. Ãëàâíûé ôàêòîð çàíèìàòåëüíî-
ñòè � ýòî ïðèîáùåíèå ó÷àùèõñÿ ê òâîð÷åñêîìó ïîèñêó, àêòèâèçàöèÿ èõ ñàìîñòîÿ-
òåëüíîé èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè. Â êà÷åñòâå äðóãèõ àñïåêòîâ, ñòèìóëèðóþ-
ùèõ ïîçíàâàòåëüíóþ àêòèâíîñòü ó÷àùèõñÿ íà ôàêóëüòàòèâàõ, âûñòóïàþò: íîâèçíà
íåêîòîðûõ òåì; ïðèìåíåíèå, âîñïðîèçâåäåíèå ïî õîäó îçíàêîìëåíèÿ ñ ìàòåðèàëîì
èëè ðåøåíèÿ çàäà÷è îïðåäåëåíèé, ïðàâèë, óæå èçâåñòíûõ ó÷àùèìñÿ; ïðåäñòàâëå-
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íèå íàãëÿäíûõ îáðàçöîâ; ëþáûå ðàññóæäåíèÿ, äåéñòâèÿ, ïîìîãàþùèå óñòàíàâëèâàòü
ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûå ñâÿçè. Îñîáîå âíèìàíèå ñëåäóåò óäåëÿòü ðåøåíèþ çàäà÷ ïî-
âûøåííîé òðóäíîñòè. Ïðè ñîñòàâëåíèè èëè îòáîðå çàäà÷ ó÷èòåëþ íåîáõîäèìî îáðà-
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òèòü âíèìàíèå íà äâà îáñòîÿòåëüñòâà:

1) çàäàíèÿ ëîãè÷åñêîãî õàðàêòåðà äîëæíû áûòü ïîñèëüíûìè äëÿ ó÷àùèõñÿ (ïðå-
îäîëåíèå îäíîé�äâóõ ïîçíàâàòåëüíûõ òðóäíîñòåé, çíàêîìñòâî ñ îäíèì-äâóìÿ
ìåòîäàìè îáùåëîãè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé è ò. ä.);

2) ó÷åáíàÿ ðàáîòà íà ôàêóëüòàòèâå äîëæíà ôîðìèðîâàòü ïðåäñòàâëåíèå îá ýòà-
ïàõ ïîçíàâàòåëüíîãî ïðîöåññà â öåëîì, ôîðìèðîâàòü óìåíèÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé
ðàáîòû.

Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà ó÷àùèõñÿ 5�6 êëàññîâ íà ôàêóëüòàòèâå áóäåò ýôôåêòèâ-
íà ïðè îñóùåñòâëåíèè êîíòðîëÿ ó÷èòåëåì îñíîâíûõ ýòàïîâ äåÿòåëüíîñòè ó÷àùèõñÿ.
Íà ôàêóëüòàòèâíûõ çàíÿòèÿõ ìîæíî è íóæíî èñïîëüçîâàòü êîìïüþòåðíûå òåõíîëî-
ãèè. Â 5�6 êëàññàõ âñå òåêñòîâûå çàäà÷è ðåøàþòñÿ àðèôìåòè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Íà
ôàêóëüòàòèâíûõ çàíÿòèÿõ íåîáõîäèìî ïîçíàêîìèòü ó÷àùèõñÿ ñ ìåòîäàìè ðåøåíèÿ
îñíîâíûõ òèïîâ ëîãè÷åñêèõ çàäà÷:

1) çàäà÷è íà ïðèíöèï Äèðèõëå;

2) çàäà÷è íà èíâàðèàíòû;

3) çàäà÷è, ðåøàåìûå ñ êîíöà;

4) çàäà÷è íà èñïîëüçîâàíèå êðóãîâ Ýéëåðà;

5) çàäà÷è, ðåøàåìûå ñ ïðèìåíåíèåì ãðàôîâ;

6) çàäà÷è, ðåøàåìûå ìàòðè÷íûì ìåòîäîì.

Çíà÷èòåëüíîå ìåñòî â ôàêóëüòàòèâíîì êóðñå äëÿ 6�ãî êëàññà îòâåäåíî çàäà÷àì,
ñðåäè êîòîðûõ áîëüøèíñòâî � íåñòàíäàðòíûå. Íåñòàíäàðòíûå çàäà÷è ïîâûøàþò
èíòåðåñ ê ïðåäìåòó, ñïîñîáñòâóþò ôîðìèðîâàíèþ îïûòà òâîð÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè,
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îêàçûâàþò ïîëîæèòåëüíîå âëèÿíèå íà êà÷åñòâî çíàíèé ó÷àùèõñÿ. Ê îáùèì ýâðèñòè-
÷åñêèì ïðèåìàì ïîèñêà ðåøåíèÿ íåñòàíäàðòíûõ çàäà÷ îòíîñÿòñÿ: àíàëèç, ñèíòåç, èí-
äóêöèÿ è äåäóêöèÿ, ñðàâíåíèå è àíàëîãèÿ, îáîáùåíèå è êîíêðåòèçàöèÿ. Ê ÷àñòíûì
ýâðèñòè÷åñêèì ïðèåìàì � ïðèåì ïåðåôîðìóëèðîâêè çàäà÷, ïðèåì èíâåðñèè, ïðèåì
ïåðåáîðà, ïðèåì ïðîá è îøèáîê, ïðèåì ïðèâåäåíèÿ êîíòðïðèìåðà, ïðèåì ïðèâåäåíèÿ
ïîäòâåðæäàþùåãî ïðèìåðà. Îáó÷åíèå ó÷àùèõñÿ ýâðèñòè÷åñêèì ïðèåìàì ðåøåíèÿ
íåñòàíäàðòíûõ çàäà÷ ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ýòàïîâ: ââåäåíèå ïðèåìà, ðàçúÿñíåíèå
åãî ñóùíîñòè; çàêðåïëåíèå ïðèåìà íà ñåðèè ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííûõ íåñòàíäàðò-
íûõ çàäà÷; îáó÷åíèå ó÷àùèõñÿ ñàìîñòîÿòåëüíîìó ïðèìåíåíèþ ïðèåìà ïðè ðåøåíèè
çàäà÷; îáó÷åíèå ó÷àùèõñÿ ïðèìåíåíèþ êîìáèíàöèè ýâðèñòè÷åñêèõ ïðèåìîâ ïðè ðå-
øåíèè íåñòàíäàðòíûõ çàäà÷.

Â ïîäðîñòêîâîì âîçðàñòå ïðîèñõîäÿò ñóùåñòâåííûå ñäâèãè â ìûñëèòåëüíîé äåÿ-
òåëüíîñòè ó÷àùèõñÿ. Ñîäåðæàíèå ôàêóëüòàòèâà, ëîãèêà åãî ïîñòðîåíèÿ òðåáóþò íî-
âîãî õàðàêòåðà óñâîåíèÿ çíàíèé, îïîðû íà ñàìîñòîÿòåëüíîå ìûøëåíèå, ñïîñîáíîñòü
àáñòðàãèðîâàòü è îáîáùàòü, ñðàâíèâàòü, ðàññóæäàòü, äåëàòü âûâîäû, äîêàçûâàòü.
Ìàòåìàòèêà ñòèìóëèðóåò ïåðåõîä ê áîëåå âûñîêîìó óðîâíþ îáîáùåíèÿ. Èìåííî â
ïîäðîñòêîâîì âîçðàñòå íà÷èíàþò îñîáåííî ÿðêî ïðîÿâëÿòüñÿ ñïîñîáíîñòè ó÷àùèõñÿ,
âîçíèêàþò ãëóáîêèå, äåéñòâåííûå, óñòîé÷èâûå èíòåðåñû, ôîðìèðóåòñÿ ñîçíàòåëüíîå
îòíîøåíèå ê ïðåäìåòó, ðàçâèâàåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíîå òâîð÷åñêîå ìûøëåíèå. Â ýòîò
ïåðèîä áîëüøóþ ðîëü èãðàåò ñîðåâíîâàòåëüíîñòü, ÿâëÿþùàÿñÿ âàæíåéøèì óñëîâè-
åì ðàçâèòèÿ îäàðåííîñòè, îòìå÷àåòñÿ òåíäåíöèÿ óâåëè÷åíèÿ èíòåðåñà øêîëüíèêîâ ê
îëèìïèàäàì, òóðíèðàì, êîíêóðñàì è ìàòåìàòè÷åñêèì áîÿì. Òðàäèöèîííî â ðàçëè÷-
íûõ êîíêóðñíûõ ìåðîïðèÿòèÿõ äëÿ ó÷àùèõñÿ 7�8 êëàññîâ áîëüøàÿ ðîëü îòâîäèòñÿ
òåêñòîâûì çàäà÷àì. Ðåøåíèå òåêñòîâûõ çàäà÷ ñïîñîáñòâóåò ðàçâèòèþ äèâåðãåíòíî-
ãî, êîíâåðãåíòíîãî è îöåíî÷íîãî òèïîâ ìûøëåíèÿ. Ïðîöåññ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìîæíî
ðàçäåëèòü íà ýòàïû: àíàëèç óñëîâèÿ, ñîçäàíèå ñõåìû óñëîâèÿ, ïîèñê ñïîñîáà ðåøå-
íèÿ, îñóùåñòâëåíèå ðåøåíèÿ, ïðîâåðêà ðåøåíèÿ, èññëåäîâàíèå ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ,
ôîðìóëèðîâàíèå îòâåòà, àíàëèç ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà. Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü çà-
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êëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè íåîáõîäèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèé, îñóùåñòâëåíèå
êîòîðûõ ìîæíî áóäåò íàçâàòü ðåøåíèåì çàäà÷è.

Ê 9-ìó êëàññó ìûñëèòåëüíàÿ äåÿòåëüíîñòü îäàðåííûõ ó÷àùèõñÿ õàðàêòåðèçóåò-
ñÿ áîëåå âûñîêèì óðîâíåì îáîáùåíèÿ è àáñòðàãèðîâàíèÿ, íàðàñòàþùåé òåíäåíöèåé
ê ïðè÷èííîìó îáúÿñíåíèþ ÿâëåíèé, óìåíèåì àðãóìåíòèðîâàòü, äîêàçûâàòü èñòèí-
íîñòü èëè ëîæíîñòü îòäåëüíûõ ïîëîæåíèé, äåëàòü ãëóáîêèå âûâîäû, ñâÿçûâàòü èçó-
÷àåìûé ìàòåðèàë â ñèñòåìó. Ðàçâèâàåòñÿ êðèòè÷íîñòü ìûøëåíèÿ. Ôàêóëüòàòèâíûé
êóðñ â 9 êëàññå öåëåñîîáðàçíî ïîñâÿòèòü ìåòîäàì ðåøåíèÿ çàäà÷. Îáó÷åíèå ìåòîäàì
ðåøåíèÿ çàäà÷, åñëè ýòîò ìåòîä íå îñíîâûâàåòñÿ íà äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåòè÷åñêèõ
çíàíèÿõ, ñëåäóåò âåñòè ïî ñõåìå: çàäà÷à, åå ðåøåíèå, âûäåëåíèå ìåòîäà. Íåñòàí-
äàðòíûå çàäà÷è âûäåëÿþòñÿ óæå ñâîåé ôîðìóëèðîâêîé. Îñâàèâàòü èäåè è ìåòîäû
ðåøåíèÿ íåñòàíäàðòíûõ çàäà÷ ìîæíî äâóìÿ ñïîñîáàìè:

1) ñíà÷àëà èçó÷èòü îïèñàíèå èäåè, ïîòîì ðåøèòü ðÿä çàäà÷ íà åå ïðèìåíåíèå;

2) ñðàçó íà÷àòü ñ çàäà÷è, ÷òîáû óëîâèòü èäåþ, çàòåì ñîîáùèòü òåîðåòè÷åñêèé
ìàòåðèàë è ðàçîáðàòü ïðèìåðû.

Â ïðîöåññå ðàáîòû ó÷àùèìñÿ öåëåñîîáðàçíî çàäàâàòü âîïðîñû: êàêèå èäåè ïðè-
âåëè ê ðåøåíèþ çàäà÷è, ÷åì ýòà çàäà÷à ïîõîæà èëè íå ïîõîæà íà äðóãèå çàäà÷è;
ãäå â ðåøåíèè èñïîëüçîâàëèñü òå èëè èíûå äàííûå; ïåðåñòàåò ëè óòâåðæäåíèå áûòü
âåðíûì, åñëè êàêîå�òî óñëîâèå óáðàòü; ìîæíî ëè îòâåò è äàííûå ïîìåíÿòü ìåñòà-
ìè (âåðíî ëè îáðàòíîå óòâåðæäåíèå); ìîæíî ëè îáîáùèòü çàäà÷ó. Íà ôàêóëüòàòèâ-
íîì çàíÿòèè íå íàäî ñòðåìèòüñÿ ðåøèòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî çàäà÷. Âàæíåå êà÷å-
ñòâî ðåøåíèÿ. Îòáîð ìàòåðèàëà äëÿ çàíÿòèé îñóùåñòâëÿåò ó÷èòåëü â ñîîòâåòñòâèè ñ
óðîâíåì ïîäãîòîâëåííîñòè êîíêðåòíîé ãðóïïû è êîëè÷åñòâîì îòâåäåííûõ ÷àñîâ. Íà
ôàêóëüòàòèâíûõ çàíÿòèÿõ ó÷àùèåñÿ ëèøü çíàêîìÿòñÿ ñ ìåòîäàìè ðåøåíèÿ çàäà÷.
Ýòî íå ãàðàíòèðóåò óñïåõà â ðåøåíèè çàäà÷ áåç ñåðüåçíîé ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû.
Íàó÷èòüñÿ ðåøàòü òðóäíûå, íåñòàíäàðòíûå çàäà÷è ìîæíî òîëüêî ñàìîñòîÿòåëüíî
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ðåøàÿ ýòè çàäà÷è, è ÷åì áîëüøå, òåì ëó÷øå. Ó÷èòåëþ íåîáõîäèìî ïîðåêîìåíäî-
âàòü ó÷àùèìñÿ ëèòåðàòóðó äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ïðîðàáîòêè, à òàêæå ïðåäëîæèòü
çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî èçáåãàòü çàäà÷, ðå-
øåíèå êîòîðûõ íà äàííîì ýòàïå äåòÿì íåäîñòóïíî, êîòîðûå ïî óðîâíþ ñëîæíîñòè
íàìíîãî ïðåâûøàþò âîçìîæíîñòè ó÷àùèõñÿ. Ó÷èòåëü äîëæåí ñòèìóëèðîâàòü ðàáî-
òó ó÷àùèõñÿ. Îöåíèâàòü íåîáõîäèìî íå òîëüêî ïðàâèëüíûé îòâåò, íî è èäåè ðåøå-
íèÿ. Â íà÷àëå, â ïåðèîä íàêîïëåíèÿ èäåé, çíàêîìñòâ ñ íîâûìè ìåòîäàìè, ãëàâíûì
ÿâëÿåòñÿ ãåíåðèðîâàíèå èäåé. Ïîçæå, íà ýòàïàõ îòðàáîòêè ìåòîäîâ, ïðåäïî÷òåíèå
íåîáõîäèìî îòäàâàòü ïîëó÷åííîìó ïðàâèëüíîìó îòâåòó. È ïðåæäå, ÷åì ïðèñòóïèòü
ê ðåøåíèþ ñëåäóþùåé çàäà÷è, íàäî ïðîàíàëèçèðîâàòü âñå ïðåäëîæåííûå ðåøåíèÿ
ïðåäûäóùåé çàäà÷è, à òàêæå ïðè÷èíû îøèáîê èëè íåïðàâèëüíûõ ðåøåíèé. Ìåòîäè-
÷åñêîé îñîáåííîñòüþ ôàêóëüòàòèâíûõ êóðñîâ ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî èçó÷åíèå íîâîãî,
íî è ñèñòåìàòè÷åñêîå ïîâòîðåíèå ðàíåå èçó÷åííîãî ìàòåðèàëà ÷åðåç ðåøåíèå çàäà÷,
óðàâíåíèé, íåðàâåíñòâ. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ âàæíî îáñóæäàòü îáùåìàòåìàòè÷åñêèå
ìåòîäû ïîèñêà ðåøåíèé, ïðîáëåìû ñòðîãîñòè ëîãè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé è àäåêâàòíî-
ñòè ïîëó÷åííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, íåîáõîäèìî óâåðåííî âëàäåòü îñíîâíûìè
ïîíÿòèÿìè è ôîðìóëàìè øêîëüíîé ìàòåìàòèêè, çíàòü è óìåòü ðåàëèçîâûâàòü ñòàí-
äàðòíûå àëãîðèòìû, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ ïðè èçó÷åíèè ñîîòâåòñòâóþùåé òåìû â
ñðåäíåé øêîëå è çàêðåïëÿþòñÿ ïðè óïîðíîé ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòå.

Â 10�11 êëàññàõ ôàêóëüòàòèâíûå êóðñû íàïðàâëåíû íà ïîäãîòîâêó ê ïðîäîëæå-
íèþ îáðàçîâàíèÿ â âóçå, ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïîñîáíîñòåé, ïîâûøåíèå ìàòå-
ìàòè÷åñêîé êóëüòóðû ó÷àùèõñÿ.

Ïðåäëàãàåì âíèìàíèþ ÷èòàòåëåé ïîäáîðêó ìàòåðèàëîâ äëÿ ôàêóëüòàòèâíûõ çà-
íÿòèé, êîòîðûå ìû èñïîëüçîâàëè â îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ ó÷ðåæäåíèÿõ ã. Áðåñòà.

Òåìà 1. Ìåòîäû ðåøåíèÿ òåêñòîâûõ çàäà÷ (5�6 êëàññû)

1. Çàäà÷è, ðåøàåìûå ñ êîíöà. ×àñòî èõ ðåøàþò ñ ïîìîùüþ òàáëèö.
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Çàäà÷à 1. Îäíàæäû Õèòðåö ïðåäëîæèë Æàäèíå ðàçáîãàòåòü. ¾Êàê òîëüêî
òû ïåðåéäåøü ÷åðåç ýòîò ìîñò, � ñêàçàë îí, � òâîè äåíüãè óäâîÿòñÿ. Ìîæåøü
ïåðåõîäèòü ïî íåìó ñêîëüêî õî÷åøü, íî ïîñëå êàæäîãî ïåðåõîäà îòäàâàé ìíå çà
ýòî 24 ðóáëÿ¿. Æàäèíà ñîãëàñèëñÿ, íî ïîñëå òðåòüåãî ïåðåõîäà îñòàëñÿ áåç äåíåã.
Ñêîëüêî äåíåã áûëî ó Æàäèíû âíà÷àëå?

Ðåøåíèå.

Ïîñëå òðåòüåãî ïåðåõîäà 0 + 24 = 24
Ïåðåä òðåòüèì ïåðåõîäîì 24 : 2 = 12
Ïîñëå âòîðîãî ïåðåõîäà 12 + 24 = 36
Ïåðåä âòîðûì ïåðåõîäîì 36 : 2 = 18
Ïîñëå ïåðâîãî ïåðåõîäà 18 + 24 = 42
Ïåðåä ïåðâûì ïåðåõîäîì 42÷ 2 = 21

Çíà÷èò, ó Æàäèíû âíà÷àëå áûë 21 ðóá.

Çàäà÷à 2. Íàä ëóãàìè ëåòåëè àèñòû. Íà êàæäîì ëóãó ñàäèëàñü ïîëîâèíà àèñòîâ
è åùå ïîëîâèíà àèñòà, îñòàëüíûå ëåòåëè äàëüøå. Âñå ñåëè íà ñåìè ëóãàõ. Ñêîëüêî
áûëî àèñòîâ?

Ðåøåíèå.

Íîìåð ëóãà Êîëè÷åñòâî àèñòîâ
7 (0 + 0, 5) · 2 = 1
6 (1 + 0, 5) · 2 = 3
5 (3 + 0, 5) · 2 = 7
4 (7 + 0, 5) · 2 = 15
3 (15 + 0, 5) · 2 = 31
2 (31 + 0, 5) · 2 = 63
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1 (63 + 0, 5) · 2 = 127

Çíà÷èò, àèñòîâ áûëî 127.

Çàäà÷à 3. Òðè äåâî÷êè èìåþò ïî íåêîòîðîìó êîëè÷åñòâó êîíôåò. Ïåðâàÿ äå-
âî÷êà äàåò äðóãèì ñòîëüêî êîíôåò, ñêîëüêî êàæäàÿ èç íèõ èìååò. Çàòåì âòîðàÿ
äåâî÷êà äàåò äâóì äðóãèì ñòîëüêî êîíôåò, ñêîëüêî êàæäàÿ èç íèõ òåïåðü èìååò;
â ñâîþ î÷åðåäü è òðåòüÿ äàåò êàæäîé èç äâóõ äðóãèõ ñòîëüêî, ñêîëüêî åñòü ó êàæ-
äîé â ýòîò ìîìåíò. Ïîñëå ýòîãî ó êàæäîé èç äåâî÷åê îêàçûâàåòñÿ ïî 8 êîíôåò.
Ñêîëüêî êîíôåò áûëî ó êàæäîé äåâî÷êè âíà÷àëå?

Ðåøåíèå.

1 2 3
Ïîñëå 3-åé ïåðåäà÷è 8 8 8
Ïîñëå 2-îé ïåðåäà÷è 8÷ 2 = 4 8÷ 2 = 4 8 + 4 + 4 = 16
Ïîñëå 1-îé ïåðåäà÷è 4÷ 2 = 2 4 + 2 + 8 = 14 16÷ 2 = 8
Ïåðâîíà÷àëüíî 2 + 4 + 7 = 13 14÷ 2 = 7 8÷ 2 = 4

Çíà÷èò, ó ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé äåâî÷åê áûëî ñîîòâåòñòâåííî 13, 7 è 4 êîíôåò.

Çàäà÷à 4. Äåâóøêà ñîáèðàëà â ëåñó ãðèáû. ×òîáû âûéòè èç ëåñà, åé ïðèøëîñü
ïðîéòè ÷åðåç 4 âîðîò, êàæäûå èç êîòîðûõ îõðàíÿë çëîé îõðàííèê, îòáèðàâøèé ïî-
ëîâèíó ãðèáîâ. Äîìîé äåâóøêà ïðèíåñëà âñåãî 10 ãðèáîâ. Ñêîëüêî ãðèáîâ äîñòàëîñü
îõðàííèêàì?

Ðåøåíèå.

Íîìåð âîðîò
Êîëè÷åñòâî ãðèáîâ ó äå-
âóøêè ïåðåä âîðîòàìè

Êîëè÷åñòâî ãðèáîâ, îòäàí-
íîå îõðàííèêó
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4 10 · 2 = 20 20÷ 2 = 10
3 20 · 2 = 40 40÷ 2 = 20
2 40 · 2 = 80 80÷ 2 = 40
1 80 · 2 = 160 160÷ 2 = 80

160− 10 = 150

Çíà÷èò, îõðàííèêàì äîñòàëîñü 150 ãðèáîâ.

2. Ìàòåìàòè÷åñêèå ðåáóñû (ðåøàþò ìåòîäîì ïåðåáîðà).

Çàäà÷à 5. Ðåøèòå ðåáóñ:

Ä Ð À Ì À
+

Ä Ð À Ì À
Ò Å À Ò Ð

Ðåøåíèå.
Î÷åâèäíî, Ä < 4. Â ðàçðÿäå òûñÿ÷ èìååì À + À = À, çíà÷èò, À = 0 èëè À = 9.

Çíà÷åíèå À = 0 íå ïîäõîäèò, ò.ê. â ðàçðÿäå åäèíèö À+À = Ð (ïîëó÷àåì À = Ð = 0).
Çíà÷èò, À = 9, Ð = 8, Å = 7. Òîãäà 2Ì + 1 = 10 + Ò, Ò < 9, çíà÷èò, Ì = 5 èëè 6,
à çíà÷åíèÿ 7 è 8 óæå çàíÿòû áóêâàìè Å è Ð. Çíà÷åíèå Ì = 5 íå ïîäõîäèò, òàê êàê
ïîëó÷àåì Ò = 1, íî òîãäà Ä = 0. Çíà÷èò, Ì = 6.

Ïîëó÷àåì:
1 8 9 6 9

+
1 8 9 6 9
3 7 9 3 8
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Çàäà÷à 6. Ðåøèòå ðåáóñ:

Ê Î Ø Ê À
+ Ê Î Ø Ê À

Ê Î Ø Ê À
Ñ Î Á À Ê À

Ðåøåíèå.
Òàê êàê ÊÀ+ÊÀ+ÊÀ îêàí÷èâàåòñÿ íà ÊÀ, òî ÊÀ = 50, à çíà÷èò, Ê = 5, À = 0.
Òàê êàê Ø + Ø + Ø + 1 îêàí÷èâàåòñÿ íà 0, Ø = 3.
Òàê êàê ñóììà òðåõ ÷èñåë, íà÷èíàþùèõñÿ íà 5, ìîæåò íà÷èíàòüñÿ ëèøü ñ 1, òî

Ñ = 1. Ðàññìàòðèâàÿ âàðèàíòû äëÿ Î, ïîëó÷àåì, ÷òî Î = 6 èëè Î = 7, à çíà÷èò,
Á = 9 èëè Á = 2. Çàäà÷à èìååò äâà ðåøåíèÿ:

5 6 3 5 0
+ 5 6 3 5 0

5 6 3 5 0
1 6 9 0 5 0

5 7 3 5 0
+ 5 7 3 5 0

5 7 3 5 0
1 7 2 0 5 0

Çàäà÷à 7. Ðåøèòå ðåáóñ:
×ÀÉ÷ ÀÉ = 5

Ðåøåíèå.
Ïåðåéäåì îò äåëåíèÿ ê óìíîæåíèþ:

×ÀÉ = ÀÉ · 5

× · 100 + ÀÉ = ÀÉ · 5
× · 100 = ÀÉ · 5− ÀÉ

× · 100 = ÀÉ · 4
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× · 25 = ÀÉ

Òàê êàê ÀÉ � äâóçíà÷íîå ÷èñëî, òî × = 1, 2, 3. Äëÿ êàæäîãî × íàõîäèì ðåøåíèå:
125, 250, 375. Óñëîâèþ çàäà÷è óäîâëåòâîðÿþò:

125÷ 25 = 5;

250÷ 50 = 5;

375÷ 75 = 5.

3. Çàäà÷è íà èíâàðèàíòû. Èíâàðèàíòîì íåêîòîðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èëè ñèñòå-
ìû äåéñòâèé íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà (èëè ñâîéñòâî), îñòàþùàÿñÿ ïîñòîÿííîé ïðè ýòîì
ïðåîáðàçîâàíèè. Íåðåäêî âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è, â êîòîðûõ ñïðàøèâàåòñÿ, ìîæíî ëè
â ðåçóëüòàòå íåêîòîðûõ äåéñòâèé ïîëó÷èòü òîò èëè èíîé ðåçóëüòàò. Îñíîâíûì ìå-
òîäîì ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ñâîéñòâà èñõîäíîãî îáúåêòà,
êîòîðîå íå ìåíÿåòñÿ ïîñëå âûïîëíåíèÿ òàêèõ äåéñòâèé, � ýòî è åñòü èíâàðèàíò. Åñ-
ëè êîíå÷íûé îáúåêò çàäà÷è íå îáëàäàåò íàéäåííûì ñâîéñòâîì, òî îí, î÷åâèäíî, íå
ìîæåò áûòü ïîëó÷åí â ðåçóëüòàòå ýòèõ äåéñòâèé èç èñõîäíîãî îáúåêòà.

Çàäà÷à 8. Ñàøà íàïèñàë íà ëèñòå áóìàãè ÷èñëî 10. Ïÿòíàäöàòü îäíîêëàññíè-
êîâ ïåðåäàþò ëèñò äðóã äðóãó, è êàæäûé ëèáî ïðèáàâëÿåò ê ÷èñëó, ëèáî îòíèìàåò
îò íåãî åäèíèöó. Ìîæåò ëè â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòüñÿ ÷èñëî 0?

Ðåøåíèå.
Ïîñëå êàæäîãî õîäà ÷åòíîñòü ÷èñëà ìåíÿåòñÿ: ïîñëå ïåðâîãî ó÷åíèêà ÷èñëî ñòà-

íîâèòñÿ íå÷åòíûì, ïîñëå âòîðîãî � ÷åòíûì, ïîñëå òðåòüåãî � íå÷åòíûì. Òîãäà ïîñëå
ïÿòíàäöàòîãî ÷èñëî áóäåò íå÷åòíûì, à íóëü � ÷èñëî ÷åòíîå. Çíà÷èò, íóëü â êîíöå
ïîëó÷èòüñÿ íå ìîæåò.

Çàäà÷à 9. Íà äîñêå çàïèñàíû 15 ÷èñåë: 8 íóëåé è 7 åäèíèö. Íåîáõîäèìî 14 ðàç
ïîäðÿä âûïîëíèòü ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ: çà÷åðêíóòü ëþáûå äâà ÷èñëà, è åñëè îíè



238

îäèíàêîâûå, òî äîïèñàòü ê îñòàâøèìñÿ ÷èñëàì íóëü, à åñëè ðàçíûå � òî åäèíèöó.
Êàêîå ÷èñëî îñòàíåòñÿ íà äîñêå?

Ðåøåíèå.
Ñóììà 15 èñõîäíûõ ÷èñåë ðàâíà 7, a 7 � ÷èñëî íå÷åòíîå. Ðàññìîòðèì, êàêàÿ ñóì-

ìà ÷èñåë áóäåò ïîëó÷àòüñÿ ïîñëå âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè. Åñëè âû÷åðêíåì 2 íóëÿ, òî
ïîñëå äîïèñûâàíèÿ íóëÿ íà äîñêå áóäåò 7 íóëåé è 7 åäèíèö. Ñóììà ýòèõ 14 ÷èñåë
íå÷åòíàÿ. Åñëè âû÷åðêíåì 2 åäèíèöû, òî ïîñëå äîïèñûâàíèÿ íóëÿ íà äîñêå áóäåò
9 íóëåé è 5 åäèíèö. Ñóììà äàííûõ 14 ÷èñåë áóäåò íå÷åòíàÿ. Åñëè âû÷åðêíåì íóëü
è åäèíèöó, òî ïîñëå äîïèñûâàíèÿ åäèíèöû íà äîñêå áóäåò 7 íóëåé è 7 åäèíèö, ñóì-
ìà êîòîðûõ áóäåò íå÷åòíîé. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè íà äîñêå
îñòàåòñÿ íà 1 ÷èñëî ìåíüøå, ïðè÷åì ñóììà ÷èñåë âñåãäà áóäåò íå÷åòíîé. Çíà÷èò, â
êîíöå îñòàíåòñÿ åäèíèöà.

Çàäà÷à 10. Ìîæíî ëè ðàçìåíÿòü êóïþðó äîñòîèíñòâîì 50 ðóáëåé ñ ïîìîùüþ
15 ìîíåò äîñòîèíñòâîì 1 è 5 ðóáëåé?

Ðåøåíèå.
1 è 5 � íå÷åòíûå ÷èñëà; ñóììà 15 íå÷åòíûõ ÷èñåë � ÷èñëî íå÷åòíîå, à 50 � ÷èñëî

÷åòíîå. Çíà÷èò, ðàçìåíÿòü êóïþðó äîñòîèíñòâîì 50 ðóáëåé ñ ïîìîùüþ 15 ìîíåò
äîñòîèíñòâîì 1 è 5 ðóáëåé íåëüçÿ.

Çàäà÷à 11. 2011 ÷åëîâåê âûñòðîèëèñü â øåðåíãó. Âñåãäà ëè ìîæíî èõ ðàññòà-
âèòü ïî ðîñòó, åñëè çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ ïåðåñòàâëÿòü òîëüêî 2 ëþäåé, ñòî-
ÿùèõ ÷åðåç îäíîãî?

Ðåøåíèå.
Ïðè ïåðåñòàíîâêå ñîõðàíÿåòñÿ ÷åòíîñòü íîìåðà ìåñòà. Ïîýòîìó åñëè ñàìûé âûñî-

êèé ÷åëîâåê, íàïðèìåð, ñòîèò âòîðûì, òî îí íèêîãäà íå ñòàíåò ïåðâûì, è ÷èñëî 2011
çäåñü ðîëè íå èãðàåò. Çíà÷èò, íå âñåãäà 2011 ÷åëîâåê ìîæíî ðàññòàâèòü ïî ðîñòó.
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Çàäà÷à 12. 16 êîðçèí ðàñïîëîæèëè ïî êðóãó. Ìîæíî ëè â íèõ ðàçëîæèòü
55 äûíü òàê, ÷òîáû êîëè÷åñòâî äûíü â ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ êîðçèíàõ îòëè÷àëîñü
íà 1?

Ðåøåíèå.
Òàê êàê ÷èñëî äûíü â ñîñåäíèõ êîðçèíàõ îòëè÷àåòñÿ íà 1, òî ÷åòíîñòü ÷èñëà

äûíü â êîðçèíàõ áóäåò ÷åðåäîâàòüñÿ, ïîýòîìó â îäíîé ïîëîâèíå êîðçèí áóäåò ÷åòíîå
÷èñëî äûíü, à â äðóãîé � íå÷åòíîå. Òîãäà áóäåò 8 êîðçèí ñ ÷åòíûì ÷èñëîì äûíü
è 8 ñ íå÷åòíûì, âñåãî � ÷åòíîå êîëè÷åñòâî äûíü. Íî ïî óñëîâèþ âñåãî äûíü 55 �
íå÷åòíîå ÷èñëî. Çíà÷èò, ðàçëîæèòü íåëüçÿ.

4. Çàäà÷è íà ïðèíöèï Äèðèõëå. Ïðèíöèï Äèðèõëå ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: åñëè ïî n ÿùèêàì ðàçëîæèòü ïðåäìåòû, ÷èñëî êîòîðûõ áîëüøå n, òî
íàéäåòñÿ ÿùèê, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ áîëüøå îäíîãî ïðåäìåòà. Òàêæå ñóùåñòâóåò
îáîáùåííûé ïðèíöèï Äèðèõëå: åñëè ïî n ÿùèêàì ðàçëîæèòü ïðåäìåòû, ÷èñëî êîòî-
ðûõ áîëüøå n·k (ãäå k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî), òî íàéäåòñÿ ÿùèê, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ
áîëüøå k ïðåäìåòîâ.

Çàäà÷à 13. Äàíî 12 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äîêàæèòå, ÷òî èç íèõ ìîæíî âû-
áðàòü 2, ðàçíîñòü êîòîðûõ äåëèòñÿ íà 11.

Ðåøåíèå.
Ïðèìåì ÷èñëà çà ¾çàéöåâ¿. Òàê êàê èõ 12, òî êëåòîê äîëæíî áûòü ìåíüøå. Ïóñòü

¾êëåòêè¿ � ýòî îñòàòêè îò äåëåíèÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íà 11. Âñåãî êëåòîê áóäåò
11: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11. Òîãäà, ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå, íàéäåòñÿ ¾êëåòêà¿, â
êîòîðîé áóäóò ñèäåòü íå ìåíåå ÷åì 2 ¾çàéöà¿, òî åñòü íàéäóòñÿ 2 íàòóðàëüíûõ ÷èñëà
ñ îäíèì îñòàòêîì. À ðàçíîñòü äâóõ ÷èñåë ñ îäèíàêîâûì îñòàòêîì îò äåëåíèÿ íà 11,
áóäåò äåëèòüñÿ íà 11. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

a = 11m+ q,
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b = 11n+ q,

òîãäà
a− b = 11m+ q − (11n+ q) = 11(m− n),

à 11(m− n) äåëèòñÿ íà 11.

Çàäà÷à 14. Âíóòðè ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé 1 ñì ðàñïî-
ëîæåíî 5 òî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó íåêîòîðûìè äâóìÿ èç íèõ
ìåíüøå 0,5 ñì.

Ðåøåíèå.
Ïóñòü 5 òî÷åê áóäóò ¾çàéöàìè¿. Ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå êëåòîê äîëæíî áûòü ìåíü-

øå, è ÷àùå âñåãî íà îäíó, çíà÷èò íàäî 4 êëåòêè. Èõ ìîæíî ïîëó÷èòü, ðàçáèâ ðàâ-
íîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ñ ïîìîùüþ ïðîâåäåíèÿ ñðåäíèõ ëèíèé. Òîãäà ïîëó÷èì 4
ðàâíîñòîðîííèõ òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè ïî 0,5 ñì, êîòîðûå è áóäóò ¾êëåòêàìè¿.

Ðèñ. 2.8

Ñìîòðè ðèñóíîê 2.8. Òàê êàê ¾çàéöåâ¿ � 5, à ¾êëåòîê¿ �� 4, è 5 > 4, òî, ïî
ïðèíöèïó Äèðèõëå, íàéäåòñÿ ¾êëåòêà¿ � ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé
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0,5 ñì, â êîòîðûé ïîïàäóò íå ìåíåå äâóõ ¾çàéöåâ¿ � òî÷åê. À òàê êàê âñå 4 òðåóãîëü-
íèêà ðàâíû è ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè â ëþáîì òðåóãîëüíèêå áóäåò ìåíüøå, ÷åì
0,5 ñì, òî òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî ìåæäó íåêîòîðûìè òî÷êàìè èç ïÿòè ðàññòîÿíèå
áóäåò ìåíüøå, ÷åì 0,5 ñì.

Çàäà÷à 15. Â òêàíè ðàçìåðîì 3×3 ìåòðà Äèìà ïðîäåëàë 8 äûðîê. Äîêàæèòå,
÷òî èç íåãî ìîæíî âûðåçàòü êóñîê ðàçìåðîì 1× 1 ìåòð, íå ñîäåðæàùèé âíóòðè
ñåáÿ äûðîê. (Äûðêè ìîæíî ñ÷èòàòü òî÷å÷íûìè.)

Ðåøåíèå.
Ïóñòü äûðêè áóäóò ¾çàéöàìè¿. Ðàçðåæåì òêàíü íà 9 êóñêîâ ðàçìåðîì 1×1 ìåòð �

ïîëó÷àòñÿ ¾êëåòêè¿.

1 2 3
4 5 6
7 8 9

Òàê êàê êóñêîâ�¾êëåòîê¿ � 9, à äûðîê�¾çàéöåâ¿ � 8, òî íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà
¾êëåòêà¿, â êîòîðîé íå áóäåò ¾çàéöåâ¿, òî åñòü íàéäåòñÿ êóñîê áåç äûðîê âíóòðè.

Çàäà÷à 16. Â ñîðåâíîâàíèÿõ ó÷àñòâîâàëè 35 ñïîðòñìåíîâ. Ìîæíî ëè óòâåð-
æäàòü, ÷òî ñðåäè íèõ íàéäóòñÿ õîòÿ áû äâà ñïîðòñìåíà, ôàìèëèè êîòîðûõ íà-
÷èíàþòñÿ ñ îäíîé áóêâû?

Ðåøåíèå.
Îáîçíà÷èì 35 ñïîðòñìåíîâ çà ¾çàéöåâ¿, à áóêâû çà ¾êëåòêè¿. Â ðóññêîì àëôàâèòå

33 áóêâû. Êðîìå ýòîãî, ôàìèëèè íå ìîãóò íà÷èíàòüñÿ ñ áóêâ Ú è Ü. Çíà÷èò, ó íàñ
îñòàëàñü 31 áóêâà. Òàê êàê 35 > 31, òî, ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå, íàéäåòñÿ 2 ñïîðòñìåíà,
ó êîòîðûõ ôàìèëèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ îäíîé áóêâû.
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5. Çàäà÷è íà ïåðåëèâàíèå. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íà ïåðåëèâàíèå ñòðîèòñÿ òàáëè-
öà, ïåðåáîðîì íàõîäÿò îòâåò.

Çàäà÷à 17. Èñïîëüçóÿ äâà âåäðà âìåñòèìîñòüþ 5 ë è 3 ë, íàáåðèòå èç áî÷êè
4 ë âîäû.

Ðåøåíèå.
3 ë 0 0 3 0 2 2 3
5 ë 0 5 2 2 0 5 4

Çàäà÷à 18. Èñïîëüçóÿ äåâÿòèëèòðîâîå âåäðî è ÷åòûðåõëèòðîâûé áèäîí, íàáå-
ðèòå èç ðåêè 7 ë âîäû.

Ðåøåíèå.
4 ë 0 4 0 4 0 4 3 3 0 4 0
9 ë 0 0 4 4 8 8 9 0 3 3 7

Çàäà÷à 19. Èñïîëüçóÿ 2 âåäðà âìåñòèìîñòüþ 9 è 11 ë, íàáåðèòå èç ïðóäà 4 ë
âîäû.

Ðåøåíèå.
9 ë 0 0 9 0 2 2 9
11 ë 0 11 2 2 0 11 4

Çàäà÷à 20. Èç ïîëíîãî âîñüìèëèòðîâîãî âåäðà îòëåéòå 4 ë ñ ïîìîùüþ ïóñòûõ
òðåõëèòðîâîé áàíêè è ïÿòèëèòðîâîãî áèäîíà. Âîäó âûïëåñêèâàòü íà çåìëþ íåëü-
çÿ.

Ðåøåíèå.
Âåäðî, 8 ë 8 3 3 6 6 1 1
Áèäîí, 5 ë 0 5 2 2 0 5 4
Áàíêà, 3 ë 0 0 3 0 2 2 3
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6. Çàäà÷è, ðåøàåìûå ìàòðè÷íûì ìåòîäîì. Ïðèìåíåíèå ìàòðè÷íîãî ìåòîäà
ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó çàïîëíåíèþ òàáëèöû, òî åñòü ê ïîèñêó ñîâìåñòíûõ è
íåñîâìåñòíûõ ýëåìåíòîâ (â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì çàäà÷è).

Çàäà÷à 21. Âñòðåòèëèñü òðè äðóãà � ïåâåö Áåëîâ, õóäîæíèê Ðûæîâ, è ïîýò
×åðíîâ. ¾Èíòåðåñíî, ÷òî ó îäíîãî èç íàñ âîëîñû ñâåòëûå, ó äðóãîãî � ÷åðíûå,
à ó òðåòüåãî � ðûæèå¿, � ñêàçàë ÷åðíîâîëîñûé. ¾Íî íè ó êîãî öâåò âîëîñ íå
ñîîòâåòñòâóåò ôàìèëèè¿, � îòâåòèë åìó Ðûæîâ. Êàêîãî öâåòà âîëîñû ó ïåâöà?

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è Áåëîâ íå ðóñûé, ×åðíîâ íå ÷åðíûé è Ðû-
æîâ íå ðûæèé. Òàê êàê Ðûæîâ îòâåòèë ÷åðíîâîëîñîìó, òî ó õóäîæíèêà Ðûæîâà
âîëîñû ñâåòëûå. Ó ïîýòà ×åðíîâà âîëîñû ðûæèå, à ó ïåâöà Áåëîâà âîëîñû ÷åðíûå.

ðûæèé ÷åðíûé ñâåòëûé
Áåëîâ � + �
×åðíîâ + � �
Ðûæîâ � � +

�

Çàäà÷à 22. Òðè äåâî÷êè îäåòû â áåëóþ, êðàñíóþ è ñèíþþ þáêè. Òóôëè èõ òàê-
æå ýòèõ öâåòîâ. Òîëüêî ó Íèíû þáêà è òóôëè îäíîãî öâåòà. Ó Âåðû òóôëè êðàñ-
íîãî öâåòà, à ó Àíè òóôëè íå áåëûå. Îïðåäåëèòå öâåò þáêè è òóôåëü ó êàæäîé
èç äåâî÷åê.

Ðåøåíèå.

Íèíà Âåðà Àíÿ
þáêà òóôëè þáêà òóôëè þáêà òóôëè

áåëûé + +
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êðàñíûé + +
ñèíèé + +

Òàê êàê ó Âåðû òóôëè êðàñíûå, à ó Íèíû þáêà è òóôëè îäíîãî öâåòà, òî îíè
ëèáî áåëûå, ëèáî ñèíèå. Åñëè ó Íèíû ñèíèå òóôëè è þáêà, à ó Âåðû òóôëè êðàñíûå,
òî ó Àíè òóôëè áåëûå, íî ïî óñëîâèþ, ýòî íå òàê. Çíà÷èò, ó Íèíû þáêà è òóôëè
áåëîãî öâåòà, ó Âåðû ñèíÿÿ þáêà, à ó Àíè ñèíèå òóôëè è êðàñíàÿ þáêà.

Çàäà÷à 23. Â êóïå îäíîãî èç âàãîíîâ ïîåçäà Ìèíñê � Áðåñò åõàëè ìèí÷àíèí,
âèòåáëÿíèí, ìîñêâè÷, ãîìåëü÷àíèí, ïåòåðáóðæåö è áðåñò÷àíèí. Èõ ôàìèëèè íà-
÷èíàëèñü áóêâàìè À , Á, Â, Ã, Ä, Å. Â äîðîãå âûÿñíèëîñü, ÷òî À è ìèí÷àíèí � ïåäà-
ãîãè; Ä è âèòåáëÿíèí � àðõèòåêòîðû, à ìîñêâè÷ è Â � âðà÷è. Á è Å � ó÷àñòíèêè
Âåëèêîé Îòå÷åñòâåííîé âîéíû, à ìîñêâè÷ â àðìèè ñîâñåì íå ñëóæèë. Ïåòåðáóð-
æåö ñòàðøå À, áðåñò÷àíèí ñòàðøå Â. Á è ìèí÷àíèí ñîøëè â Áàðàíîâè÷àõ, à Â è
ïåòåðáóðæåö â Áåðåçå. Îïðåäåëèòå ïðîôåññèþ êàæäîãî èç íèõ è ìåñòî æèòåëü-
ñòâà.

Ðåøåíèå.
Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ìû èñïîëüçîâàëè ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ. Ïåðå÷èñëèì ôàê-

òû, ñîäåðæàùèåñÿ â óñëîâèè:

1) À è ìèí÷àíèí � ïåäàãîãè;

2) Ä è âèòåáëÿíèí � àðõèòåêòîðû;

3) Â è ìîñêâè÷ � âðà÷è;

4) Á è Å � ó÷àñòíèêè Âåëèêîé Îòå÷åñòâåííîé âîéíû, à ìîñêâè÷ â àðìèè íå ñëó-
æèë;



245

5) ïåòåðáóðæåö ñòàðøå À;

6) áðåñò÷àíèí ñòàðøå Â;

7) Á è ìèí÷àíèí ñîøëè â Áàðàíîâè÷àõ;

8) Â è ïåòåðáóðæåö ñîøëè â Áåðåçå.

Èç ýòèõ ôàêòîâ, êàê ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ, âûÿâëÿþòñÿ ñêðûòûå ôàêòû. Íàïðè-
ìåð, èç ôàêòîâ (1) è (2) ñëåäóåò, ÷òî À � íå ìèí÷àíèí (1), íî À � è íå âèòåáëÿíèí
(1�2); Ä � íå âèòåáëÿíèí (2), íî Ä � è íå ìèí÷àíèí (1�2) è ò. ï.

Ñîñòàâèì òàáëèöó:

À Á Â Ã Ä Å
ìèí÷àíèí � � � � � +
ìèí÷àíèí � + � � � �

ãîìåëü÷àíèí � � + � � �
ìîñêâè÷ � � � + � �

áðåñò÷àíèí + � � � � �
ïåòåðáóðæåö � � � � + �

Èç òàáëèöû ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî Â � ãîìåëü÷àíèí (îòìå÷àåì çíàêîì ¾ïëþñ¿).
Îñòàëüíûå ïàññàæèðû � íå ãîìåëü÷àíå (ñòàâèì ìèíóñû). Âûÿñíÿåòñÿ ìåñòîæèòåëü-
ñòâî À. Îí � áðåñò÷àíèí. Ñòàâèì ¾ïëþñ¿. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, óñòàíàâëèâàåì,
÷òî À � áðåñò÷àíèí, Á � âèòåáëÿíèí, Â � ãîìåëü÷àíèí, Ã � ìîñêâè÷, Ä � ïå-
òåðáóðæåö, Å � ìèí÷àíèí. Äàëåå îïðåäåëÿåì ñïåöèàëüíîñòè ïàññàæèðîâ: À è Å �
ïåäàãîãè, Á è Ä � àðõèòåêòîðû, Â è Ã � âðà÷è.

7. Çàäà÷è íà èñïîëüçîâàíèå êðóãîâ Ýéëåðà.
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Çàäà÷à 24. Èç 100 ó÷àùèõñÿ 28 èçó÷àþò àíãëèéñêèé ÿçûê, 30 � íåìåöêèé,
42 � ôðàíöóçñêèé, 8 � àíãëèéñêèé è íåìåöêèé, 10 � àíãëèéñêèé è ôðàíöóçñêèé,
5 � íåìåöêèé è ôðàíöóçñêèé, 3 � âñå òðè ÿçûêà. Ñêîëüêî ó÷àùèõñÿ íå èçó÷àþò
íè îäíîãî ÿçûêà; èçó÷àþò òîëüêî ôðàíöóçñêèé?

Ðåøåíèå.

Ðèñ. 2.9

Òåìà 2. Ãðàôû è èõ ïðèìåíåíèå â ðåøåíèè çàäà÷ (7�8 êëàññû)

Îïðåäåëåíèå 1. Ãðàô G � ýòî ñîâîêóïíîñòü äâóõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ: ìíî-
æåñòâà òî÷åê, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè, è ìíîæåñòâà ëèíèé, êîòîðûå
ñîåäèíÿþò ïàðû âåðøèí è íàçûâàþòñÿ ðåáðàìè.
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Ðèñ. 2.10

Íà ðèñóíêå 2.10 ïîêàçàí ïðèìåð ãðàôà.

Îïðåäåëåíèå 2. Ñòåïåíüþ âåðøèíû ãðàôà íàçûâàåòñÿ ÷èñëî âûõîäÿùèõ èç
íåãî ðåáåð.

Ñòåïåíè âåðøèí A, B è F ðàâíû 2, âåðøèí D è C � ðàâíû 1, à ñòåïåíü âåðøèíû
E ðàâíà 4. Ñòåïåíü âåðøèíû R ðàâíà íóëþ, òàê êàê èç íåå íå âûõîäèò íè îäíî ðåáðî.

Âåðøèíû, èç êîòîðûõ íå âûõîäèò íè îäíîãî ðåáðà, íàçûâàþò èçîëèðîâàííûìè
(íà ðèñóíêå èçîëèðîâàííàÿ âåðøèíà R). Âåðøèíà, ñòåïåíü êîòîðîé ðàâíà 1, íàçû-
âàåòñÿ âèñÿ÷åé.
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Íà ðèñóíêå 2.10 èçîáðàæåí ãðàô, èìåþùèé ñåìü âåðøèí è øåñòü ðåáåð. Åñëè
ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð òî÷åê, òî åñòü íà êàæäîì ðåáðå
çàäàåòñÿ íàïðàâëåíèå, òî ãðàô G íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
G íàçûâàåòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûì. Ðåáðà, èìåþùèå îäèíàêîâûå êîíöåâûå âåðøèíû,
íàçûâàþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè.

Îïðåäåëåíèå 3. Ãðàô íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì, åñëè íà êàæäîì åãî ðåáðå
óêàçàíî íàïðàâëåíèå.

Ðèñ. 2.11

Ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ íåñòàíäàðòíûõ çàäà÷ èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäå-
íèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê îáõîäó ðåáåð ãðàôà:

1) åñëè â ãðàôå áîëåå 2-õ íå÷åòíûõ âåðøèí, òî åãî ïðàâèëüíûé îáõîä, òî åñòü
îáõîä, ïðè êîòîðîì êàæäîå ðåáðî ïðîõîäèòñÿ ðîâíî îäèí ðàç, íåâîçìîæåí;

2) äëÿ âñÿêîãî ÷åòíîãî ñâÿçíîãî ãðàôà ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíûé îáõîä, êîòîðûé
ìîæíî íà÷àòü ñ ëþáîé âåðøèíû è êîòîðûé îáÿçàòåëüíî êîí÷àåòñÿ â òîé æå
âåðøèíå, â êîòîðîé íà÷àëñÿ;

3) åñëè â ñâÿçíîì ãðàôå ðîâíî äâå íå÷åòíûõ âåðøèíû, òî ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíûé
îáõîä, ïðè÷åì â îäíîé èç íèõ îí íà÷èíàåòñÿ, à â äðóãîé � çàêàí÷èâàåòñÿ;
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4) â ëþáîì ãðàôå êîëè÷åñòâî íå÷åòíûõ âåðøèí ÷åòíî.

Â îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôàõ íà ðåáðàõ óêàçàíû íà÷àëî è êîíåö. Òàêèå íàïðàâ-
ëåííûå ðåáðà íàçûâàþò äóãàìè.

Ðåáðî, êîíöåâûå âåðøèíû êîòîðîãî ñîâïàäàþò, íàçûâàåòñÿ ïåòëåé. Íà ðèñóí-
êå 2.11 ðåáðà c è d � ïàðàëëåëüíûå, a � ïåòëÿ. Âåðøèíà è ðåáðî íàçûâàþòñÿ èíöè-
äåíòíûìè äðóã äðóãó, åñëè âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ äëÿ ýòîãî ðåáðà êîíöåâîé òî÷êîé. Íà
ðèñóíêå 2.11 âåðøèíà M è ðåáðî b èíöèäåíòíû äðóã äðóãó.

Äâå âåðøèíû, ÿâëÿþùèåñÿ êîíöåâûìè äëÿ íåêîòîðîãî ðåáðà, íàçûâàþòñÿ ñìåæ-
íûìè âåðøèíàìè.

Äâà ðåáðà, èíöèäåíòíûå îäíîé è òîé æå âåðøèíå, íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè ðåáðà-
ìè.

Òåîðåìà 1. Ñóììà ñòåïåíåé âñåõ âåðøèí ãðàôà G � ÷èñëî ÷åòíîå, ðàâíîå óäâî-
åííîìó êîëè÷åñòâó åãî ðåáåð (2k), ãäå k � ÷èñëî ðåáåð ãðàôà.

Òåîðåìà 2. ×èñëî íå÷åòíûõ âåðøèí ãðàôà (èìåþùèõ íå÷åòíóþ ñòåïåíü), ÷åò-
íî.

Îïðåäåëåíèå 4. Ãðàô G íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè ëþáûå äâå åãî ðàçëè÷íûå
âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì, è îí íå ñîäåðæèò ïàðàëëåëüíûõ ðåáåð.

Ðèñ. 2.12

Íà ðèñóíêå 2.12 èçîáðàæåí ïîëíûé ãðàô.
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Îïðåäåëåíèå 5. Äîïîëíåíèåì ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ãðàô G− c òåìè æå âåð-
øèíàìè, ÷òî è ãðàô G, è ñîäåðæàùèé òîëüêî òå ðåáðà, êîòîðûå íàäî äîáàâèòü ê
ãðàôó G, ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ ïîëíûé ãðàô.

Îïðåäåëåíèå 6. Ãðàô íàçûâàþò ïðîñòûì, åñëè äâå âåðøèíû ñîåäèíÿåò íå áî-
ëåå îäíîãî ðåáðà, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ãðàô íàçûâàþò ìóëüòèãðàôîì.

Òåîðåìà 3. Â ïðîñòîì ãðàôå íàéäåòñÿ íå ìåíåå äâóõ âåðøèí ñ îäèíàêîâûìè
ñòåïåíÿìè.

Òåîðåìà 4. Â ïðîñòîì ãðàôå ñ p âåðøèíàìè ÷èñëî ðåáåð íå áîëüøå
p(p− 1)

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñåãî p âåðøèí, êàæäàÿ èç íèõ ìîæåò áûòü ñîåäèíåíà íå áî-
ëåå ÷åì ñ (p−1) îñòàëüíûìè âåðøèíàìè. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì (p−1)p ðåáåð, íî
êàæäîå èç íèõ ïîñ÷èòàíî ðîâíî äâà ðàçà, òàê êàê ñîåäèíÿåò äâå âåðøèíû. Ïîýòîìó
äåëèì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïîïîëàì. �

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóòåì â ãðàôå íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåáåð,
âåäóùàÿ îò íåêîòîðîé íà÷àëüíîé âåðøèíû â êîíå÷íóþ âåðøèíó, â êîòîðîé êàæäûå
äâà ñîñåäíèõ ðåáðà èìåþò îáùóþ âåðøèíó, è íèêàêîå ðåáðî íå âñòðå÷àåòñÿ áîëåå
îäíîãî ðàçà.

Îïðåäåëåíèå 8. Öèêëîì íàçûâàåòñÿ ïóòü, íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ âåðøèíû êî-
òîðîãî ñîâïàäàþò.

Íà ðèñóíêå 2.11 ðåáðà (m, b, c) îáðàçóþò öèêë.

Îïðåäåëåíèå 9. Öèêë ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè îí íå ïðîõîäèò íè
÷åðåç îäíó âåðøèíó áîëåå îäíîãî ðàçà.

Îïðåäåëåíèå 10. Äëèíîé ïóòè èëè öèêëà íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ðåáåð ýòîãî ïóòè
èëè öèêëà.
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Îïðåäåëåíèå 11. Ãðàô G íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ åãî âåðøèí
ñóùåñòâóåò ïóòü, èõ ñîåäèíÿþùèé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � ãðàô G íàçûâàåòñÿ
íåñâÿçíûì.

Ðèñ. 2.13

Çàìå÷àíèå. Ëþáîé íåñâÿçíûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ ñâÿçíûõ ãðàôîâ,
êîòîðûå îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî íèêàêàÿ âåðøèíà îäíîãî èç íèõ, íå ñâÿçàíà
ïóòåì íè ñ êàêîé âåðøèíîé äðóãîãî (êàæäûé èç ýòèõ ãðàôîâ íàçûâàåòñÿ êîìïî-
íåíòîé ãðàôà G).

Íà ðèñóíêå 2.13 èçîáðàæåí íåñâÿçíûé ãðàô G ñ òðåìÿ êîìïîíåíòàìè, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ ñàìà ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ãðàôîì.

Îïðåäåëåíèå 12. Îáúåäèíåíèåì ãðàôîâ G1 è G2 íàçûâàåòñÿ ãðàô G = G1 ∪ G2,
ìíîæåñòâî âåðøèí êîòîðîãî åñòü ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôîâ G1 è G2, à ìíîæå-
ñòâî ðåáåð ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâà ðåáåð ýòèõ ãðàôîâ.

Îïðåäåëåíèå 13. Ïåðåñå÷åíèåì ãðàôîâ G1 è G2 íàçûâàåòñÿ ãðàô
G = G1 ∩ G2, ìíîæåñòâî âåðøèí êîòîðîãî åñòü ïåðåñå÷åíèå âåðøèí ãðàôîâ G1 è
G2, à ìíîæåñòâî ðåáåð ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâà ðåáåð ýòèõ ãðàôîâ.
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Îïðåäåëåíèå 14. Äåðåâîì íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûé ãðàô, íå ñîäåðæàùèé öèêëîâ.
Íåñâÿçíûé ãðàô, íå èìåþùèé öèêëîâ, íàçûâàþò ëåñîì (â ëåñó ñîäåðæèòñÿ íå ìåíü-
øå äâóõ äåðåâüåâ).

Ðèñ. 2.14

Íà ðèñóíêå 2.14 èçîáðàæåíî äåðåâî.

Òåîðåìà 5. Â ëþáîì äåðåâå ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà âåðøèíà ñòåïåíè åäè-
íèöà (òàêèå âåðøèíû íàçûâàþò ¾âèñÿ÷èìè¿).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì ìåòîä ¾îò ïðîòèâíîãî¿. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ãðà-
ôå íåò âåðøèí ñòåïåíè åäèíèöà. Òîãäà âñå âåðøèíû èìåþò ñòåïåíü íå ìåíüøå äâóõ.
Èçâåñòíî, ÷òî â ïîäîáíûõ ãðàôàõ îáÿçàòåëüíî ñóùåñòâóþ öèêëû, íî ýòî ïðîòèâîðå-
÷èò òîìó, ÷òî èñõîäíûé ãðàô � äåðåâî. �

Òåîðåìà 6. Ñâÿçíûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîëè-
÷åñòâî åãî âåðøèí íà åäèíèöó ïðåâîñõîäèò êîëè÷åñòâî ðåáåð: , ãäå p � êîëè÷åñòâî
âåðøèí ãðàôà, à q � êîëè÷åñòâî ðåáåð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî ëþáîå äåðåâî îáëàäàåò óêàçàííûì
ñâîéñòâîì. Ïðèìåíèì ìåòîä ¾ñòèðàíèÿ¿. Òàê êàê â äåðåâå (ñìîòðè òåîðåìó 6) âñåãäà



253

èìåþòñÿ ¾âèñÿ÷èå¿ âåðøèíû, ìû ñîòðåì îäíó òàêóþ âåðøèíó âìåñòå ñ âûõîäÿùèì
èç íåå ðåáðîì. Â ðåçóëüòàòå ìû âíîâü ïîëó÷èì äåðåâî, ó êîòîðîãî íà îäíî ðåáðî è
íà îäíó âåðøèíó ìåíüøå. Áóäåì ïðîäîëæàòü ýòó ïðîöåäóðó äî òåõ ïîð, ïîêà ãðàô
íå ïðåâðàòèòñÿ â îäíî åäèíñòâåííîå ðåáðî, êîòîðûì ñîåäèíåíû äâå âåðøèíû. Äëÿ
òàêîãî ãðàôà íàøà ôîðìóëà î÷åâèäíà. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðîöåäóðà ñòèðàíèÿ íà
êàæäîì øàãå íå èçìåíÿëà ðàçíîñòü p − q (è p, è q íà êàæäîì øàãå óìåíüøàëèñü
ðîâíî íà åäèíèöó), ïîýòîìó èñõîäíàÿ ðàçíîñòü òàêæå ðàâíÿëàñü åäèíèöå.

Òåïåðü îáúÿñíèì èäåþ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî èç ñâîéñòâà p−q = 1 ñëåäóåò, ÷òî
ãðàô ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì. Èñïîëüçóåì ìåòîä ¾îò ïðîòèâíîãî¿. Òî åñòü, áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî â ãðàôå èìåþòñÿ öèêëû. Ðàññìîòðèì îäèí èç íèõ. Óäàëèì ëþáîå ðåáðî, ïðèíàä-
ëåæàùåå äàííîìó öèêëó, ïðè ýòîì ãðàô îñòàíåòñÿ ñâÿçíûì. Áóäåì óäàëÿòü ðåáðà
èç ãðàôà äî òåõ ïîð, ïîêà â íåì áóäåò õîòÿ áû îäèí öèêë. Ïóñòü òàêèì îáðàçîì ìû
óäàëèëè l ≥ 1 ðåáåð. Êîãäà â ãðàôå íå îñòàíåòñÿ íè îäíîãî öèêëà, îí ïðåâðàòèòñÿ â
äåðåâî, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ôîðìóëà p− (q− 1) = 1 , èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî
p − q = 1 + l > 1 . Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî äëÿ ãðàôîâ, èìåþùèõ öèêëû,
óêàçàííàÿ â óñëîâèè òåîðåìû ôîðìóëà íå âûïîëíÿåòñÿ. �

Îïðåäåëåíèå 15. Ýéëåðîâûì ïóòåì (öèêëîì) ãðàôà íàçûâàåòñÿ ïóòü (öèêë),
ñîäåðæàùèé âñå ðåáðà ãðàôà ðîâíî îäèí ðàç.

Ñóùåñòâóþò çàäà÷è, â êîòîðûõ ïðåäëàãàåòñÿ îáâåñòè òó èëè èíóþ ôèãóðó, íå
îòðûâàÿ êàðàíäàø îò áóìàãè. Ïðè ýòîì çàïðåùàåòñÿ ïðîâîäèòü êàðàíäàø ïî îä-
íîé ëèíèè íåñêîëüêî ðàç. Àíàëîãè÷íîå çàäàíèå ìîæåò áûòü äàíî è îòíîñèòåëüíî
íåêîòîðîãî ãðàôà.

Îïðåäåëåíèå 16. Ãðàô, îáëàäàþùèé ýéëåðîâûì öèêëîì, íàçûâàåòñÿ ýéëåðî-
âûì ãðàôîì.

Òåîðåìà 7. Ñâÿçíûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå
åãî âåðøèíû èìåþò ÷åòíóþ ñòåïåíü.
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Òåîðåìà 8. Ñâÿçíûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâûì ñ êîíöàìè P1 è P2 òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà âåðøèíû P1 è P2 � åäèíñòâåííûå åãî âåðøèíû íå÷åòíîé ñòåïåíè.

Îïðåäåëåíèå 17. Ãàìèëüòîíîâûì ïóòåì (öèêëîì) ãðàôà íàçûâàåòñÿ ïóòü
(öèêë), ïðîõîäÿùèé ÷åðåç êàæäóþ âåðøèíó G â òî÷íîñòè ïî îäíîìó ðàçó.

Îïðåäåëåíèå 18. Ãðàô, îáëàäàþùèé ãàìèëüòîíîâûì öèêëîì, íàçûâàåòñÿ ãà-
ìèëüòîíîâûì ãðàôîì.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü ñâÿçíûé ãðàô èìååò íå ìåíüøå ÷åòûðåõ âåðøèí (p > 3)
è ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû íå ìåíüøå p/2, òîãäà â ãðàôå èìååòñÿ ãàìèëüòîíîâ
öèêë.

Îïðåäåëåíèå 19. Ãðàô íàçûâàåòñÿ ïëàíàðíûì, åñëè åãî ìîæíî èçîáðàçèòü
íà ïëîñêîñòè áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé. Òàêîå èçîáðàæåíèå íàçûâàþò ïëîñêîé óêëàäêîé
ãðàôà.

Ðèñ. 2.15

Íà ðèñóíêå 2.15 èçîáðàæåí ïîëíûé ãðàô è åãî ïëîñêàÿ óêëàäêà.

Îïðåäåëåíèå 20. Ñåòüþ íàçûâàåòñÿ ãðàô, êàæäîé äóãå êîòîðîãî ïîñòàâëåíî
â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðîå ÷èñëî (èëè íåñêîëüêî ÷èñåë)
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Ñ ïîìîùüþ ãðàôîâ íàãëÿäíî èçîáðàæàåòñÿ èíôîðìàöèÿ î ðàçíûõ îáúåêòàõ è
îòíîøåíèÿõ ìåæäó íèìè. Ñëîâî ¾ãðàô¿ ïåðâûì ñòàë èñïîëüçîâàòü àíãëèéñêèé ìà-
òåìàòèê Äæåéìñ Äæ. Ñèëüâåñòð.

Íà ÿçûêå òåîðèè ãðàôîâ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷è, êîòîðûå êàñàþòñÿ òðàíñ-
ïîðòíûõ ïóòåé (ïðè÷åì ñåòü äîðîã ñ îäíîñòîðîííèì äâèæåíèåì ïî íèì, åñòåñòâåííî,
èçîáðàæàòü îðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì) èëè îòíîøåíèé çíàêîìñòâà ìåæäó ëþäüìè
(ãðóïïó ëèö ìîæíî èçîáðàçèòü ñèñòåìîé òî÷åê, ñîåäèíÿÿ ìåæäó ñîáîé òå ïàðû òî-
÷åê, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò çíàêîìûì). Âåðøèíû è ðåáðà ìíîãîãðàííèêà (êóáà,
ïèðàìèäû è äð.) òîæå îáðàçóþò ãðàô. Ðàññìîòðèì ðÿä çàäà÷, ðåøåííûõ ñ ïîìîùüþ
ãðàôîâ.

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì çàäà÷ó, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé Ë. Ýéëåð âïåðâûå ïðèìåíèë
ãðàôû, � ýòî çíàìåíèòàÿ çàäà÷à î ìîñòàõ ãîðîäà Êåíèãñáåðãà (Êàëèíèíãðàä).

Çàäà÷à 1 (çàäà÷à î ìîñòàõ ãîðîäà Êåíèãñáåðãà (Êàëèíèíãðàä)). Ãîðîä Êåíèãñáåðã
ñòîèò òàì, ãäå äâà ðóêàâà ðåêè Ïðåãåëü, ñëèâàÿñü, îìûâàþò îñòðîâ Êíåéïõîô.
Îñòðîâ è áåðåãà ñîåäèíåíû ìåæäó ñîáîé ñåìüþ ìîñòàìè (2.16). Íóæíî ïðèäó-
ìàòü òàêîé ìàðøðóò, êîòîðûé ïðîõîäèò â òî÷íîñòè ïî îäíîìó ðàçó ÷åðåç êàæ-
äûé ìîñò.

Ðåøåíèå.
Åñëè îáîçíà÷èòü îñòðîâà òî÷êàìè, à ìîñòû � ëèíèÿìè, ñîåäèíÿþùèìè ýòè

òî÷êè, òî ïîëó÷èòñÿ ãðàô. Ãðàô, ñîîòâåòñòâóþùèé ñèñòåìå êåíèãñáåðãñêèõ ìîñòîâ,
ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 2.17.

Ë. Ýéëåð äîêàçàë, ÷òî íà ãðàôå ñóùåñòâóåò ìàðøðóò, îáõîäÿùèé âñå ðåáðà òî÷-
íî ïî îäíîìó ðàçó, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí íå ñîäåðæèò âåðøèí, èç êîòîðûõ
âûõîäèò íå÷åòíîå ÷èñëî ðåáåð, èëè òàêèõ âåðøèí òî÷íî äâå (íà÷àëî è êîíåö ìàðø-
ðóòà). Ñ ïîìîùüþ ýòîé òåîðåìû çàäà÷à î ìîñòàõ ðåøàåòñÿ ñîâñåì ïðîñòî: âî âñåõ
÷åòûðåõ âåðøèíàõ ïîñòðîåííîãî ãðàôà ñõîäèòñÿ íå÷åòíîå ÷èñëî ðåáåð, ñëåäîâàòåëü-
íî, ìàðøðóòà, ïðîõîäÿùåãî ïî âñåì ìîñòàì îäèí ðàç, íå ñóùåñòâóåò.
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Ðèñ. 2.16

Ðèñ. 2.17

Çàäà÷à 2 (î äîìèêàõ è êîëîäöàõ). Â íåêîòîðîé äåðåâíå åñòü òðè êîëîäöà. Òðîå
æèòåëåé, æèâóùèå â òðåõ ñòîÿùèõ ðÿäîì äîìèêàõ ïåðåññîðèëèñü, è ðåøèëè òàê
ïðîòîïòàòü òðîïèíêè îò ñâîèõ äîìîâ ê êàæäîìó èç òðåõ êîëîäöåâ, ÷òîáû îíè
íå ïåðåñåêàëèñü. Óäàñòñÿ ëè èì âûïîëíèòü ñâîé ïëàí?
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Ðåøåíèå.
Ïðîâåäåì òðîïèíêè. Íàì óäàëîñü ïðîâåñòè òîëüêî âîñåìü òðîïèíîê, à äåâÿòàÿ

äîëæíà ïåðåñå÷üñÿ õîòÿ áû ñ îäíîé. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ýòà çàäà÷à íå èìååò ðåøå-
íèÿ, òàê êàê ïî ìåðå ïðîâåäåíèÿ òðîïèíîê èç äâóõ ïåðâûõ äîìèêîâ, áóäåò ïîëó÷àòüñÿ
íåêîòîðûé çàìêíóòûé êîíòóð, âíóòðè êîòîðîãî áóäåò ñòîÿòü îäèí èç êîëîäöåâ, ïðè
ýòîì òðåòèé äîìèê áóäåò íàõîäèòüñÿ ñíàðóæè îò ýòîãî êîíòóðà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñî-
åäèíèòü ýòîò äîìèê ñ êîëîäöåì, îáÿçàòåëüíî ïîòðåáóåòñÿ ïåðåñå÷ü íîâîé òðîïèíêîé
îäíó èç óæå ïðîëîæåííûõ.

Çàäà÷à 3 ( ðàçìåùåíèÿ). Â íåêîòîðîì ðàéîíå èìååòñÿ n íàñåëåííûõ ïóíêòîâ,
ñîåäèíåííûõ äðóã ñ äðóãîì ñåòüþ øîññåéíûõ äîðîã. Íóæíî ïîñòðîèòü ñòàíöèþ
òåõíè÷åñêîãî îáñëóæèâàíèÿ àâòîìîáèëåé âáëèçè øîññåéíîé äîðîãè. Ðàñïîëîæåíèå
ñòàíöèè äîëæíî áûòü óäîáíî äëÿ æèòåëåé âñåõ íàñåëåííûõ ïóíêòîâ. Íàïðèìåð,
ìîæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ñóììà ðàññòîÿíèé îò ÑÒÎ äî íàñåëåííûõ ïóíêòîâ
áûëà ìèíèìàëüíîé.

Ðåøåíèå.
Ýòó çàäà÷ó ëåãêî ïðåäñòàâèòü ñ ïîìîùüþ ãðàôà. Íàñåëåííûå ïóíêòû � âåðøè-

íû ãðàôà, øîññåéíûå äîðîãè � äóãè, êîòîðûå èõ ñîåäèíÿþò. ÑÒÎ äîëæíà áûòü
ðàñïîëîæåíà íà îäíîé èç äóã ãðàôà.

Çàäà÷à 4 (ïî÷òàëüîíà). Ïî÷òàëüîí åæåäíåâíî çàáèðàåò ïèñüìà íà ïî÷òå, ðàç-
íîñèò èõ àäðåñàòàì, ðàñïîëàãàþùèìñÿ âäîëü âñåãî ìàðøðóòà åãî ñëåäîâàíèÿ, è
âîçâðàùàåòñÿ îáðàòíî íà ïî÷òó. Ïóòü, ïðîéäåííûé ïî÷òàëüîíîì, äîëæåí áûòü
êàê ìîæíî êîðî÷å.

Óëèöû ïðåäñòàâëÿþòñÿ äóãàìè íåêîòîðîãî ãðàôà. Çàäà÷à ïî÷òàëüîíà çàêëþ÷à-
åòñÿ â òîì, ÷òîáû íàéòè ìàðøðóò îáõîäà âñåõ äóã ãðàôà ìèíèìàëüíîé äëèíû.

Çàäà÷à 5. Íà ôîòîãðàôèè èçîáðàæåíû ñåñòðû Ëàðèñà Èâàíîâíà è Åëåíà Èâà-
íîâíà ñ ñûíîâüÿìè Âîâîé è Äèìîé. Ìåæäó ýòèìè ëþäüìè ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå
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ðîäñòâåííûå îòíîøåíèÿ. Âîâà � ñûí Ëàðèñû Èâàíîâíû, Äèìà � ñûí Åëåíû Èâà-
íîâíû. Çíà÷èò, â îòíîøåíèè ¾áûòü ñûíîì¿ íàõîäÿòñÿ äâå ïàðû: (Âîâà; Ëàðèñà
Èâàíîâíà), (Äèìà; Åëåíà Èâàíîâíà). Ýòè ïàðû ìîæíî èçîáðàçèòü ñ ïîìîùüþ ãðà-
ôà. Òàêîé ãðàô íàçûâàþò ãðàôîì îòíîøåíèÿ ¾áûòü ñûíîì¿ (ðèñ. 2.18).

Ðèñ. 2.18

Ëàðèñà Èâàíîâíà � òåòÿ Äèìû. Â ýòîì æå îòíîøåíèè ¾áûòü òåòåé¿ íàõîäÿòñÿ
åùå Åëåíà Èâàíîâíà è Âîâà. Ãðàô îòíîøåíèÿ ¾áûòü òåòåé¿ ïîêàçàí íà ðèñóíêå 2.19.

Çàäà÷à 6. Âûïèøèòå â ðÿä öèôðû îò 1 äî 9 òàê, ÷òîáû ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå
èç äâóõ ñîñåäíèõ öèôð, äåëèëîñü ëèáî íà 7, ëèáî íà 13.

Ðåøåíèå.
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Íàïèøåì öèôðû íà ëèñòå è ñîåäèíèì ñòðåëêàìè òå èç íèõ, êîòîðûå ìîãóò ñëå-
äîâàòü äðóã çà äðóãîì. Òåïåðü ÿñíî, ÷òî ïåðâîé èäåò 7, çàòåì 8 è 4 (ðèñ. 2.20).

Óáåðåì ëèøíèå ñòðåëêè, âåäóùèå ê óæå èñïîëüçîâàííûì öèôðàì 8 è 4. Åñëè èç
4 ïîéòè â 2, òî íåñëîæíûì ïåðåáîðîì óáåäèìñÿ, ÷òî ýòîò ïóòü òóïèêîâûé. Çíà÷èò,
ïîñëå 4 èäåò 9. Äàëüøå èäåò 1, è îñòàòîê ïóòè îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî (ðèñ. 2.21).

Çàäà÷à 7. Â ãîñóäàðñòâå Õ íåêîòîðûå ãîðîäà ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé àâèàëèíè-
ÿìè. Èç ñòîëèöû âûõîäèò 1985 àâèàëèíèé, èç ãîðîäà N � îäíà, à èç îñòàëüíûõ
ãîðîäîâ � ïî 20 ëèíèé. Äîêàæèòå, ÷òî èç ñòîëèöû ìîæíî äîáðàòüñÿ äî ãîðîäà
N (ìîæåò áûòü, ñ ïåðåñàäêàìè).

Ðåøåíèå.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ãîðîäîâ, äî êîòîðûõ ìîæíî äîáðàòüñÿ èç ñòîëèöû. Ýòî

ãðàô: åãî âåðøèíû � ãîðîäà, ðåáðà � àâèàëèíèè, èõ ñîåäèíÿþùèå. Èç êàæäîé
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âåðøèíû ãðàôà âûõîäèò ñòîëüêî ðåáåð, ñêîëüêî âñåãî àâèàëèíèé âûõîäèò èç ñî-
îòâåòñòâóþùåãî ãîðîäà. Ãðàô ñîäåðæèò íå÷åòíóþ âåðøèíó � ñòîëèöó. Ïîñêîëüêó
÷èñëî íå÷åòíûõ âåðøèí â ãðàôå ÷åòíî, òî â íåì åñòü åùå îäíà íå÷åòíàÿ âåðøèíà.
Ýòîé âåðøèíîé ìîæåò áûòü òîëüêî ãîðîä N.

Çàäà÷à 8. Â ñòðàíå 15 ãîðîäîâ, íåêîòîðûå èç íèõ ñîåäèíåíû àâèàëèíèÿìè, ïðè-
íàäëåæàùèìè òðåì àâèàêîìïàíèÿì. Èçâåñòíî, ÷òî äàæå, åñëè ëþáàÿ èç àâèàêîì-
ïàíèé ïðåêðàòèò ïîëåòû, ìîæíî áóäåò äîáðàòüñÿ èç ëþáîãî ãîðîäà â ëþáîé äðóãîé
(âîçìîæíî ñ ïåðåñàäêàìè), ïîëüçóÿñü ðåéñàìè îñòàâøèõñÿ äâóõ êîìïàíèé. Êàêîå
íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî àâèàëèíèé ìîæåò áûòü â ñòðàíå?

Ðåøåíèå.
Äîêàæåì, ÷òî ìåíüøå, ÷åì 21 àâèàëèíèåé íå îáîéòèñü. Âíà÷àëå çàìåòèì, ÷òî åñ-

ëè 15 ãîðîäîâ ñîåäèíåíû àâèàëèíèÿìè òàê, ÷òî ìîæíî äîáðàòüñÿ îò ëþáîãî ãîðîäà
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äî ëþáîãî äðóãîãî, òî àâèàëèíèé íå ìåíüøå 14. Äåéñòâèòåëüíî, âûëåòèì èç ïðîèç-
âîëüíîãî ãîðîäà è ïîïðîáóåì îáúåõàòü âñå îñòàëüíûå, ïðè ýòîì ïîñåùåíèå êàæäîãî
ñëåäóþùåãî ãîðîäà áóäåò òðåáîâàòü íå ìåíåå îäíîé íîâîé àâèàëèíèè. Îáîçíà÷èì
êîëè÷åñòâî ëèíèé ó àâèàêîìïàíèé ÷åðåç a, b è c. Ïî äîêàçàííîìó, ó ëþáûõ äâóõ
êîìïàíèé âìåñòå íå ìåíåå 14 àâèàëèíèé, òî åñòü

a+ b > 14,

b+ c > 14,

a+ c > 14.

Ñêëàäûâàÿ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì: 2 · (a + b + c) > 42, òî åñòü ó òðåõ êîìïàíèé
íå ìåíåå 21 àâèàëèíèè.
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Çàäà÷à 9. Äîêàçàòü, ÷òî ñðåäè ëþáûõ øåñòè ÷åëîâåê íàéäóòñÿ ëèáî òðîå ïî-
ïàðíî çíàêîìûõ, ëèáî òðîå ïîïàðíî íåçíàêîìûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � îäíî èç äàííûõ ëèö. ßñíî, ÷òî ëèáî

1) A èìååò ñðåäè ïðèñóòñòâóþùèõ òðåõ çíàêîìûõ B, C, D;

2) èìåþòñÿ òðîå ëèö X, Y , Z, íè ñ îäíèì èç êîòîðûõ A íå çíàêîì ( ñðåäè 5
îòëè÷íûõ îò A ëèö ó íåãî åñòü ëèáî òðîå çíàêîìûõ, ëèáî òðîå íåçíàêîìûõ).

Â ñëó÷àå 1), åñëèB, C,D ïîïàðíî íåçíàêîìû, òî îíè îáðàçóþò òðåáóåìóþ òðîéêó;
åñëè æå, íàïðèìåð, B è C çíàêîìû, òî èìååì òðîéêó ïîïàðíî çíàêîìûõ ëèö A, B
è C. Àíàëîãè÷íî, åñëè â ñëó÷àå 2) X, Y è Z � ïîïàðíî çíàêîìû, òî îíè îáðàçóþò
íóæíóþ íàì òðîéêó; åñëè æå, ê ïðèìåðó, X íå çíàêîì ñ Y , òî ìû ïðèõîäèì ê òðîéêå
A, X, Y . �

Çàäà÷à 10. Â ïÿòè êîðçèíàõ À , Á, Â, Ã è Ä ëåæàò ÿáëîêè ïÿòè ðàçíûõ
ñîðòîâ. Â êàæäîé èç êîðçèí À è Á íàõîäÿòñÿ ÿáëîêè 3-ãî è 4-ãî ñîðòîâ, â êîðçèíå
Â � 2-ãî è 3-ãî, â êîðçèíå Ã � 4-ãî è 5-ãî, â êîðçèíå Ä � 1-ãî è 5-ãî. Çàíóìåðóéòå
êîðçèíû òàê, ÷òîáû â êîðçèíå �1 èìåëèñü ÿáëîêè 1-ãî ñîðòà (ïî ìåíüøåé ìåðå,
îäíî), â êîðçèíå �2 � ÿáëîêè 2-ãî ñîðòà è ò.ä.

Ðåøåíèå.
Èçîáðàçèì äâà ìíîæåñòâà � ìíîæåñòâî êîðçèí è ìíîæåñòâî èõ íîìåðîâ (ðèñ. 2.22).

Â êàæäîì èç ýòèõ ìíîæåñòâ ïî ïÿòü ýëåìåíòîâ; îáîçíà÷èì èõ òî÷êàìè. Óñòàíîâèì
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ìíîæåñòâàìè òàê, ÷òîáû óñëîâèÿ çàäà÷è âûïîë-
íÿëèñü. Áóäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû äâóõ ìíîæåñòâ ñîåäèíÿòü ñòðåëêàìè, à
íå ñîîòâåòñòâóþùèå � íå áóäåì ñîåäèíÿòü. Òàê êàê ÿáëîêè 1�ãî ñîðòà ëåæàò òîëü-
êî â êîðçèíå Ä , òî èìåííî ýòîé êîðçèíå è íóæíî äàòü íîìåð 1; ïðîâåä¼ì ñòðåëêó
ìåæäó òî÷êàìè Ä è 1. Äàëåå, íîìåð 2 ìîæíî ïðèñâîèòü òîëüêî êîðçèíå Â, à ïî-
ñëå ýòîãî íîìåð 5 � ëèøü êîðçèíå Ã. Íàêîíåö, íîìåðà 3 è 4 äàäèì êîðçèíàì À
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è Á ( â ëþáîì ïîðÿäêå). Ñëåäîâàòåëüíî, êîðçèíû ðàñïîëîæèëèñü, íà÷èíàÿ ñ �1, â
ïîñëåäîâàòåëüíîì ïîðÿäêå Ä, Â, À, Á, Ã èëè â ïîðÿäêå Ä, Â, Á, À, Ã.

Çàäà÷à 11. Ìîæíî ëè îðãàíèçîâàòü ôóòáîëüíûé òóðíèð äåâÿòè êîìàíä òàê,
÷òîáû êàæäàÿ êîìàíäà ïðîâåëà ïî ÷åòûðå âñòðå÷è?

Ðåøåíèå.
Èçîáðàçèì êàæäóþ êîìàíäó òî÷êîé, à ïðîâåä¼ííóþ åþ âñòðå÷ó � îòðåçêîì, èñ-

õîäÿùèì èç ýòîé òî÷êè. Äåâÿòü òî÷åê ëó÷øå ðàñïîëîæèòü òàê, ÷òîáû ïðè ïîñëåäî-
âàòåëüíîì ñîåäèíåíèè èõ îòðåçêàìè îáðàçîâàëñÿ âûïóêëûé äåâÿòèóãîëüíèê. Çàäà÷à
ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé: ìîæíî ëè 9 òî÷åê ñîåäèíèòü îòðåçêàìè òàê, ÷òîáû èç êàæäîé
òî÷êè âûõîäèëè ÷åòûðå îòðåçêà? Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò ëè ãðàô ñ äåâÿòüþ
âåðøèíàìè, ó êîòîðîãî ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ðàâíà 4? Ïðåæäå âñåãî, ïðîâåä¼ì
âñå ñòîðîíû äåâÿòèóãîëüíèêà; îíè áóäóò îçíà÷àòü, ÷òî êàæäàÿ êîìàíäà ïðîâåëà äâå
âñòðå÷è. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü åù¼ ïî äâå âñòðå÷è, áóäåì, íàïðèìåð, ñîåäèíÿòü
âñå âåðøèíû äèàãîíàëÿìè ÷åðåç îäíó. (Öåëåñîîáðàçíî äëÿ âñåõ âåðøèí äåðæàòüñÿ
îäíîé è òîé æå ñèñòåìû ïðîâåäåíèÿ èç íèõ îòðåçêîâ.)
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Îòâåò: Ìîæíî.

Çàäà÷à 12. Îäèí èç ðåáÿò ñêàçàë: ¾À ó íàñ â êëàññå 25 ÷åëîâåê, è êàæäûé
äðóæèò ðîâíî ñ ñåìüþ îäíîêëàññíèêàìè!¿. ¾Íå ìîæåò áûòü ýòîãî¿, � îòâåòèë
ïðèÿòåëþ Ñàøà Èâàíîâ, ïîáåäèòåëü îëèìïèàäû. Ïî÷åìó îí òàê îòâåòèë?

Ðåøåíèå.
Ïðåäñòàâèì âñåõ ðåáÿò â êëàññå â âèäå âåðøèí ãðàôà. Ïîëó÷èì 25 âåðøèí. Ñî-

åäèíèì âåðøèíû, îáîçíà÷àþùèå äðóçåé, ðåáðàìè. Òîãäà èç êàæäîé âåðøèíû áóäåò
âûõîäèòü ïî ñåìü ðåáåð. Ñóììà ñòåïåíåé âåðøèí ãðàôà áóäåò ðàâíà
25 · 7 = 175. Ýòî íå÷åòíîå ÷èñëî. À íàì èçâåñòíî, ÷òî ñóììà ñòåïåíåé âåðøèí ãðàôà
äîëæíà áûòü ÷åòíà. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 13. Â ñòðàíå 15 ãîðîäîâ, êàæäûé ñîåäèíåí äîðîãàìè íå ìåíåå ÷åì ñ 7�þ
äðóãèìè. Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáîãî ãîðîäà ìîæíî ïðîåõàòü â ëþáîé äðóãîé ëèáî
íàïðÿìóþ, ëèáî ÷åðåç îäèí ïðîìåæóòî÷íûé ãîðîä.

Ðåøåíèå.
Ðàññìîòðèì ãîðîä A. Îí ñîåäèíåí äîðîãàìè ñ íå ìåíåå ÷åì ñåìüþ ãîðîäàìè B1,

B2, . . . , B7, . . . Âñåãî ïîëó÷èëîñü íå ìåíüøå 8 ãîðîäîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòü ãî-
ðîä C, íå ñâÿçàííûé íè ñ A íè ñ B1, B2, . . . , B7, . . . Çíà÷èò îí ñâÿçàí òîëüêî ñ
òåìè ãîðîäàìè, êîòîðûå îñòàëèñü âíå ýòîãî ñïèñêà. Íî òàêèõ ãîðîäîâ ìåíüøå 7, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Çàäà÷à 14. Â êëàññå 28 ÷åëîâåê. Êàæäàÿ äåâî÷êà äðóæèò ñ 4 ìàëü÷èêàìè, à
êàæäûé ìàëü÷èê � ñ 3 äåâî÷êàìè. Ñêîëüêî â êëàññå ìàëü÷èêîâ è äåâî÷åê?

Ðåøåíèå.
Â ãðàôå, äëÿ ýòîé çàäà÷è âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ìàëü÷èêàì, âûêðàñèì ñè-

íèì öâåòîì, à âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå äåâî÷êàì � êðàñíûì. Êàæäîå ðåáðî ãðà-
ôà ñîåäèíÿåò ðîâíî äâå âåðøèíû: îäíó ñèíþþ è îäíó êðàñíóþ. Ïóñòü âñåãî x êðàñ-
íûõ è y ñèíèõ âåðøèí: x+ y = 28 (∗). Âûðàçèì êîëè÷åñòâî ðåáåð â ãðàôå. Ñ îäíîé
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ñòîðîíû, îíî ðàâíî 3x, ñ äðóãîé � 4y. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå: 3x = 4y (∗∗). Ðåøàÿ
ñèñòåìó èç äâóõ óðàâíåíèé, ëåãêî íàéòè, ÷òî x = 16, à y = 12.

Çàäà÷à 15. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ó÷åíèêîâ ëþáîãî êëàññà íàéäóòñÿ äâîå, èìå-
þùèå îäèíàêîâîå ÷èñëî çíàêîìûõ â ýòîì êëàññå (åñëè, êîíå÷íî, â ýòîì êëàññå íå
ìåíåå äâóõ ó÷åíèêîâ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òåîðåìû 2, êîòîðàÿ óòâåðæäàåò,
÷òî â ëþáîì ãðàôå ñóùåñòâóþò äâå âåðøèíû ñ îäèíàêîâîé ñòåïåíüþ. Èçîáðàçèì
êëàññ â âèäå ãðàôà, âåðøèíû êîòîðîãî � ó÷åíèêè, à ðåáðàìè ñîåäèíåíû òîëüêî òå
âåðøèíû, êîòîðûå îáîçíà÷àþò çíàêîìûõ. Â ýòîì ãðàôå åñòü äâå âåðøèíû ñ îäè-
íàêîâîé ñòåïåíüþ, ñëåäîâàòåëüíî, â êëàññå åñòü äâîå ðåáÿò ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì
çíàêîìûõ. �

Çàäà÷à 16 (ðàéîííûé òóð Ìèíñêîé ãîðîäñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ, 8 êëàññ,
1999�2000 ó÷. ãîä). Íà íåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå ïîä çåìëåé æèâóò 20 êðîòîâ,
êàæäûé â ñâîåé ïåùåðå�æèëèùå. ×òîáû îáùàòüñÿ äðóã ñ äðóãîì, íå âûëåçàÿ íà
ïîâåðõíîñòü, êðîòû ïðîðûëè ìåæäó ñâîèìè æèëèùàìè 91 òîííåëü. Êàæäûé òîí-
íåëü ñîåäèíÿåò òîëüêî äâà æèëèùà, òîííåëè íå ïåðåñåêàþòñÿ, è íèêàêèå äâà òîí-
íåëÿ íå ñîåäèíÿþò îäíó è òó æå ïàðó æèëèù. Äîêàæèòå, ÷òî åñòü êðîò, êîòî-
ðûé ìîæåò ïî âûðûòûì òîííåëÿì ïåðåïîëçàòü â æèëèùà íå ìåíåå ÷åì 10 äðóãèõ
êðîòîâ (ïîñåùàÿ, âîçìîæíî, ïî ïóòè äðóãèå æèëèùà).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî åñòü êðîò, èç æèëèùà êîòîðîãî
âûõîäèò íå ìåíåå 10 òîííåëåé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê, òî åñòü èç êàæäîãî
æèëèùà âûõîäèò íå áîëåå 9 òîííåëåé. Òîãäà îáùåå êîëè÷åñòâî òîííåëåé ìåæäó âñå-
ìè äâàäöàòüþ æèëèùàìè íå ïðåâûøàåò 9 · 20 ÷ 2 = 90 (çäåñü ïðè ïîäñ÷åòå äåëèì
íà 2, òàê êàê êàæäûé òîííåëü ó÷èòûâàåòñÿ äâàæäû, ïîñêîëüêó îí ñîåäèíÿåò äâà
æèëèùà). Íî ïî óñëîâèþ ïðîðûòî áîëüøå � 91 òîííåëü. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. �
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Çàäà÷à 17. Î íåêîòîðîé êîìïàíèè ëþäåé èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé ÷åëîâåê èç
íåå çíàêîì â êîìïàíèè ðîâíî ñ 8 ëþäüìè, è äëÿ ëþáîé ãðóïïû èç 8 ÷åëîâåê ýòîé
êîìïàíèè íàéäåòñÿ òàêîé ÷åëîâåê â êîìïàíèè, êîòîðûé çíàêîì ñ êàæäûì èç ýòèõ
8 ÷åëîâåê. Ñêîëüêî ÷åëîâåê â êîìïàíèè?

Ðåøåíèå.
Òàê êàê äëÿ ëþáîãî ÷åëîâåêà èç êîìïàíèè â íåé, ïî óñëîâèþ, íàéäåòñÿ åùå 8, ñ

êîòîðûìè îí çíàêîì, òî â êîìïàíèè íå ìåíåå 9 ÷åëîâåê. Äîêàæåì, ÷òî â êîìïàíèè íå
ìîæåò áûòü áîëåå äåâÿòè ÷åëîâåê. Èñïîëüçóåì ìåòîä îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî â êîìïàíèè, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ, íå ìåíåå äåñÿòè ÷åëîâåê. Òîãäà ñðåäè
íèõ íàéäóòñÿ äâîå íå çíàêîìûõ äðóã ñ äðóãîì, èíà÷å êàæäûé áûë áû çíàêîì ñ
êàæäûì, òî åñòü êàæäûé èìåë áû íå ìåíåå 9 çíàêîìûõ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.
Ïóñòü A è B � äâîå ÷åëîâåê èç êîìïàíèè, íå çíàêîìûõ äðóã ñ äðóãîì. Âîçüìåì â
êîìïàíèè åùå 6 äðóãèõ ÷åëîâåê: C1, C2, C3, C4, C5, C6. Ïî óñëîâèþ, â íåé íàéäåòñÿ
íåêîòîðûé ÷åëîâåê Ñ, êîòîðûé çíàêîì ñ êàæäûì èç âîñüìè ëþäåé A, B, C1, C2, C3,
C4, C5, C6. Äàëåå, ïî óñëîâèþ äëÿ âîñüìè ëþäåé A, C, C1, C2, C3, C4, C5, C6 òàêæå
íàéäåòñÿ ÷åëîâåê â êîìïàíèè, çíàêîìûé ñ íèìè âñåìè. Ýòîò ÷åëîâåê � íå B, òàê
êàê B íåçíàêîì ñ A. Çíà÷èò, ýòî íåêîòîðûé äðóãîé ÷åëîâåê D. Íî òîãäà C çíàêîì
ñ A, B, C1, C2, C3, C4, C5, C6 è åùå ñ D, òî åñòü ìèíèìóì ñ äåâÿòüþ ëþäüìè. À
ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Çíà÷èò, êîìïàíèÿ ìîæåò ñîñòîÿòü òîëüêî èç 9 (è íè èç
êàêîãî äðóãîãî ÷èñëà) ëþäåé.

Çàäà÷à 18. Ïðè êàêèõ n > 3 íà ïëîñêîñòè ìîæíî ðàñïîëîæèòü n òî÷åê è
ñîåäèíèòü èõ îòðåçêàìè, òàê, ÷òîáû èç êàæäîé òî÷êè âûõîäèëî ïî 3 îòðåçêà è
íèêàêèå èç ýòèõ îòðåçêîâ íå ïåðåñåêàëèñü (íå èìåëè îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê)?

Ðåøåíèå.
Ïîêàæåì, ÷òî åñëè n � ÷åòíîå (n > 4), òî ðàñïîëîæèòü íà ïëîñêîñòè n òî÷åê

è ñîåäèíèòü èõ îòðåçêàìè òàê, êàê òðåáóåòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è, ìîæíî. Äëÿ ýòî-
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ãî äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû. Äëÿ n = 4 è n = 6 ïðèìåðû
ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå 2.23.

Ðèñ. 2.23

Åñëè ÷åòíîå n > 6, òî ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû ìîæíî ïîëó÷èòü èç êîíñòðóê-
öèé íà ðèñ. 2.23. Åñëè n êðàòíî 4, òî åñòü n = 4k, ãäå k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî
ìîæíî âçÿòü k ýêçåìïëÿðîâ ëåâîé êîíñòðóêöèè ðèñ. 2.15. Åñëè æå n íå äåëèòñÿ íà 4,
òî, ó÷èòûâàÿ åãî ÷åòíîñòü, n = 4k+2, è òîãäà â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî âçÿòü k−1
êîíñòðóêöèé, ïðèâåäåííûõ íà ðècóíêå 2.10 ñëåâà, è îäíó ïðàâóþ êîíñòðóêöèþ.

Ïî-äðóãîìó íóæíûé ïðèìåð ìîæíî ïîëó÷èòü òàê. Åñëè n = 2k, ãäå íàòóðàëüíîå
n > 2, òî ðàññìîòðèì âûïóêëûé k�óãîëüíèê (ñî âñåìè åãî ñòîðîíàìè) è ïîìåñòèì
âíóòðü åãî åùå îäèí ìåíüøèé k� óãîëüíèê. Ïîñëå ýòîãî îñòàåòñÿ ïðîâåñòè íåäîñòà-
þùèå îòðåçêè, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 2.24 (äëÿ k = 6).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî åñëè n � íå÷åòíîå, òî ðàñïîëîæèòü íà ïëîñêîñòè n òî-
÷åê è ñîåäèíèòü èõ îòðåçêàìè òðåáóåìûì îáðàçîì íåâîçìîæíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
âñå�òàêè íóæíàÿ êîíñòðóêöèÿ ïîñòðîåíà. Ïîäñ÷èòàåì, ñêîëüêî ïðè ýòîì ïðîâåäåíî
îòðåçêîâ. Òàê êàê èç êàæäîé òî÷êè âûõîäèò ïî òðè îòðåçêà, òî èç n òî÷åê âûõîäèò
3n îòðåçêîâ. Íî êàæäûé îòðåçîê èìååò äâà êîíöà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè òàêîì ïîä-
ñ÷åòå êàæäûé îòðåçîê ó÷òåí äâàæäû. Ïîýòîìó ÷èñëî ïðîâåäåííûõ îòðåçêîâ ðàâíî
3n : 2 = 1, 5n. Íî ïðè íå÷åòíûõ n ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì. Ïîýòîìó
n íå ìîæåò áûòü íå÷åòíûì
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Ðèñ. 2.24

Òåìà 3. Ñðàâíåíèÿ

Ýòà òåìà íå âõîäèò â øêîëüíóþ ïðîãðàììó. Îäíàêî, êàê ïîêàçûâàåò îïûò, î÷åíü
èíòåðåñíà øêîëüíèêàì.

Îïðåäåëåíèå 1. Åñëè äâà ÷èñëà a è b èìåþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè
íà m, òî ãîâîðÿò, ÷òî a è b ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ m, è ïèøóò a ≡ b (mod m)
(÷èòàþò: a ñðàâíèìî ñ b ïî ìîäóëþ m).

Òåîðåìà 1. Ñðàâíåíèå a ≡ b (mod m) èìååò ìåñòî â òîì è òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, åñëè ðàçíîñòü a− b äåëèòñÿ íà m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a ≡ b (mod m), òî åñòü ÷èñëà a è b äàþò
ïðè äåëåíèè íà m îäèí è òîò æå îñòàòîê r. Òîãäà a = mq1 + r, b = mq2 + r, ãäå q1,
q2 � íåêîòîðûå öåëûå ÷èñëà. Âû÷èòàÿ îäíî ðàâåíñòâî èç äðóãîãî, ïîëó÷àåì:

a− b = mq1 −mq2 = m(q1 − q2).



269

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàçíîñòü a− b äåëèòñÿ íà m.
Îáðàòíî, ïóñòü a− b äåëèòñÿ íà m, òî åñòü a− b = km (∗). Ðàçäåëèì ñ îñòàòêîì

b íà m : b = qm+ r (∗∗), ãäå 0 ≤ r < m. Ñëîæèâ ðàâåíñòâà (∗) è (∗∗), ïîëó÷èì:

a = km+ qm+ r = m(k + q) + r,

à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî a èìååò òîò æå îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà m, ÷òî è ÷èñëî b.
Çíà÷èò, a ≡ b (mod m). �

Òåîðåìà 2. Ñðàâíåíèÿ ñ îáùèì ìîäóëåì ìîæíî ïî÷ëåííî ñêëàäûâàòü è âû÷è-
òàòü, òî åñòü åñëè a ≡ b (mod m) è c ≡ d (mod m), òî a + c ≡ b + d (mod m) è
a− c ≡ b− d (mod m).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê a ≡ b (mod m) è c ≡ d (mod m), òî ïî òåîðåìå 1:
a − c è b − d äåëÿòñÿ íà m, òî åñòü a − b = km, c − d = hm. Ñêëàäûâàÿ ýòè äâà
ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

a− b+ c− d = km+ hm;

(a+ c)− (b+ d) = (k + h)m.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçíîñòü (a+ c)− (b+d) äåëèòñÿ íà m, à ýòî çíà÷èò, ÷òî a+ c ≡ b+d
(mod m).

Ñðàâíåíèå a− c ≡ b− d (mod m) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. �

Òåîðåìà 3. Ñðàâíåíèÿ ñ îáùèì ìîäóëåì ìîæíî ïî÷ëåííî óìíîæàòü, òî åñòü
åñëè a ≡ b (mod m) è c ≡ d (mod m), òî ac ≡ bd (mod m).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê a ≡ b (mod m) è c ≡ d (mod m), òî ïî òåîðåìå 1:
a− c è b− d äåëÿòñÿ íà m, òî åñòü a− b = km, c− d = hm. Ïîýòîìó

ac− bd = (ac− ad) + (ad− bd) = a(c− d) + d(a− b) = ahm− dkm = m(ah− kd),

òî åñòü ðàçíîñòü ac− bd äåëèòñÿ íà m. Çíà÷èò, ac ≡ bd (mod m). �
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Çàìå÷àíèå. Òåîðåìû 2 è 3 âåðíû äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ èëè ìíîæèòåëåé.

Ñëåäñòâèå 3.1. Ñðàâíåíèÿ ìîæíî âîçâîäèòü â ñòåïåíü, òî åñòü åñëè a ≡ b
(mod m), òî an ≡ bn (mod m).

Ñëåäñòâèå 3.2. ×ëåíû ñðàâíåíèÿ ìîæíî ïåðåíîñèòü èç îäíîé ÷àñòè â äðóãóþ ñ
ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì, òî åñòü åñëè, íàïðèìåð, a+b ≡ c (mod m), òî a ≡ c−b
(mod m).

Ñëåäñòâèå 3.3. Ê îäíîé ÷àñòè ñðàâíåíèÿ ìîæíî ïðèáàâëÿòü èëè âû÷èòàòü
èç íåå ëþáîå ÷èñëî, êðàòíîå ìîäóëþ.

Ñëåäñòâèå 3.4. Îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ ìîæíî óìíîæàòü íà îäíî è òî æå öåëîå
÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ.

Ñëåäñòâèå 3.5. Îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ ìîæíî äåëèòü íà èõ îáùèé äåëèòåëü,
åñëè îí âçàèìíî ïðîñò ñ ìîäóëåì m.

Ñëåäñòâèå 3.6. Åñëè f(x) åñòü öåëàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñ öåëûìè êîýôôè-
öèåíòàìè, òî åñòü f(x) = a0x

n + a1x
n−1 + . . .+ an è, åñëè

x ≡ x1 (mod m), òî f(x) ≡ f(x1) (mod m).

Îñîáûå ñâîéñòâà ñðàâíåíèé:

1. Îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ è ìîäóëü ìîæíî óìíîæàòü íà îäíî è òî æå öåëîå ïîëî-
æèòåëüíîå ÷èñëî.

2. Îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ è ìîäóëü ìîæíî äåëèòü íà ëþáîé èõ îáùèé äåëèòåëü.

3. Åñëè ñðàâíåíèå èìååò ìåñòî ïî íåñêîëüêèì ìîäóëÿì, òî îíî èìååò ìåñòî ïî
ìîäóëþ, ðàâíîìó íàèìåíüøåìó îáùåìó êðàòíîìó äàííûõ ìîäóëåé.
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4. Åñëè ñðàâíåíèå èìååò ìåñòî ïî ìîäóëþ m, òî îíî èìååò ìåñòî è ïî ìîäóëþ,
ðàâíîìó ëþáîìó íàòóðàëüíîìó äåëèòåëþ ÷èñëà m.

5. Åñëè îäíà ÷àñòü ñðàâíåíèÿ è ìîäóëü äåëÿòñÿ íà êàêîå-ëèáî ÷èñëî, òî è äðóãàÿ
÷àñòü ñðàâíåíèÿ äåëèòñÿ íà ýòî ÷èñëî.

Ñîâîêóïíîñòü öåëûõ ÷èñåë, äàþùèõ ïðè äåëåíèè íà íàòóðàëüíîå ÷èñëî m (ìî-
äóëü) îäèí è òîò æå îñòàòîê r, îáðàçóåò êëàññ ÷èñåë ïî ýòîìó ìîäóëþ m. Âñå ÷èñëà
äàííîãî êëàññà â îáùåì âèäå çàïèñûâàþò òàê: mk + r, ãäå k � ëþáîå öåëîå ÷èñëî.
×èñëî âñåõ êëàññîâ ðàâíî m. Ëþáîå ÷èñëî êëàññà íàçûâàåòñÿ âû÷åòîì ïî äàííîìó
ìîäóëþ m (ïî îòíîøåíèþ êî âñåì ÷èñëàì ýòîãî êëàññà). Ñîâîêóïíîñòü ëþáûõ ÷èñåë,
âçÿòûõ ïî îäíîìó èç êàæäîãî êëàññà âû÷åòîâ, îáðàçóåò ïîëíóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî
äàííîìó ìîäóëþ m.

×èñëî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ íàòóðàëüíîå ÷èñëî n è âçàèìíî
ïðîñòûõ ñ n îáîçíà÷àþò ϕ(n).

Îïðåäåëåíèå 2. ×èñëîâàÿ ôóíêöèÿ ϕ, îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë è ñòàâÿùàÿ â ñîîòâåòñòâèå âñÿêîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n ÷èñëî ϕ(n)
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ýéëåðà.

Åñëè a = (p1)
α1 · (p2)α2 . . . (pn)αn � êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà a íà ïðîñòûå

ìíîæèòåëè , òî ϕ(a) = a(1− 1/p1)(1− 1/p2) . . . (1− 1/pn).

Òåîðåìà 4 (Ýéëåðà). Åñëè m > 1 è (a,m) = 1, òî aϕ(m) ≡ 1 (mod m).

Òåîðåìà 5 (Ôåðìà). Åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî è a � ëþáîå öåëîå ÷èñëî, òî
ap ≡ a(mod p).

Ñðàâíåíèå
ax ≡ b (mod m), (2.1)

ãäå a íåñðàâíèìî ñ íóëåì ïî ìîäóëþ m, íàçûâàþò ñðàâíåíèåì ïåðâîé ñòåïåíè.
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Òåîðåìà 6. Åñëè â ñðàâíåíèè (2.1) (a,m) = 1, òî îíî èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå; åñëè (a,m) = d > 1 è â íå äåëèòñÿ íà d, òî ñðàâíåíèå (2.1) íå èìååò
ðåøåíèé; åñëè (a,m) = d > 1 è b äåëèòñÿ íà d, òî ñðàâíåíèå (2.1) èìååò d ðåøåíèé,
êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå: xk+1 ≡ m1k + α (mod m), ãäå k = 0, 1, 2, . . . , d − 1;
÷èñëî α � ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ a1x ≡ b1(mod m1), ãäå m = m1d. Ýòî ñðàâíåíèå
ïîëó÷àåòñÿ èç ax ≡ b (mod m) ïîñëå ñîêðàùåíèÿ åãî ÷ëåíîâ è ìîäóëÿ íà m.

Ñïîñîáû ðåøåíèÿ ñðàâíåíèé:

1. Ìåòîä ïðîá (çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåáîðå âû÷åòîâ èç êëàññîâ îò 0 äî m− 1).

2. Ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ (çàêëþ÷àåòñÿ â çàìåíå âû÷åòîâ a è b
èç ñðàâíåíèÿ 2.1 ñðàâíèìûìè ñ íèìè âû÷åòàìè ïî ìîäóëþ m, ïîçâîëÿþùåé
ñîêðàùåíèå ñðàâíåíèÿ 2.1 íà ÷èñëî âçàèìíî ïðîñòîå ñ ìîäóëåì m.

3. Ñïîñîá Ýéëåðà (ðåøåíèå íàõîäÿò ïî ôîðìóëå x ≡ baϕ(m)−1 (mod m), ãäå ϕ(m)�
ôóíêöèÿ Ýéëåðà).

Òåîðåìà 7 (Âèëüñîíà). Åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî, òî

(p− 1)! ≡ −1 (mod m).

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 62011 + 1 äåëèòñÿ íà 7.

Ðåøåíèå.
Òàê êàê 6 ≡ −1 (mod 7), òî 62011 ≡ −1 pmod7. Ïðèáàâèì ê ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè

ïîñëåäíåãî ñðàâíåíèÿ 1. Ïîëó÷èì 62011 + 1 ≡ 0 (mod 7), ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî
62011 + 1 äåëèòñÿ íà 7.

Çàäà÷à 2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ ÷èñëîì
375 è íå ïðåâîñõîäÿùèõ ýòî ÷èñëî?
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Ðåøåíèå.
Ðàçëîæèì ÷èñëî 375 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè:

375 = 5 · 5 · 5 · 3 = 53 · 3

Âû÷èñëèì ôóíêöèþ Ýéëåðà:

ϕ(375) = 375(1− 1

5
)(1− 1

3
) = 375 · 4

5
· 2

3
= 200.

Çàäà÷à 3. Íàéòè îñòàòîê îò äåëåíèÿ 15325 − 1 íà 9.

Ðåøåíèå.
Òàê êàê 1532 ≡ 2 (mod 9), òî

15325 ≡ 25 = 32 = 5 (mod 9).

Âû÷èòàÿ èç ýòîãî ñðàâíåíèÿ î÷åâèäíîå ñðàâíåíèå 1 ≡ 1 (mod 9), ïîëó÷àåì

15325 − 1 ≡ 4 (mod 9).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îñòàòîê îò äåëåíèÿ 15325 − 1 íà 9 ðàâåí 4.

Çàäà÷à 4. Ðåøèòå ñðàâíåíèå 7x ≡ 16 (mod 23).

Ðåøåíèå.
Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñðàâíåíèé, èçìåíèì êîýôôèöèåíòû äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîêðà-

òèòü êîýôôèöèåíò ïðè íåèçâåñòíîé. Âû÷òåì èç ïðàâîé ÷àñòè ñðàâíåíèÿ ÷èñëî 23,
ïîëó÷èì:

7x ≡ −7 (mod 23).

Ðàçäåëèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ïîñëåäíåãî ñðàâíåíèÿ íà 7, ïîëó÷èì

x ≡ −1 (mod 23)
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è ïðèáàâèì ê ïðàâîé ÷àñòè 23. Èìååì:

x ≡ 22 (mod 23).

Îêîí÷àòåëüíî âñå ðåøåíèÿ ñðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå: x = 22 + 23t, ãäå
t � öåëîå ÷èñëî.

Çàäà÷à 5. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n ÷èñëî 122n+1 + 11n+2 äå-
ëèòñÿ íà 133.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì:

122n+1 = 12 · 122n = 12 · 144n,

íî 144 ≡ 11 (mod 133) è, çíà÷èò, 144n ≡ 11n (mod 133). Óìíîæàÿ íà 12, ïîëó÷àåì:

12 · 144n ≡ 12 · 11n (mod 133).

11n+2 = 121 · 11n,

à òàê êàê 121 ≡ −12 (mod 133), òî 121 · 11n ≡ −12 · 11n (mod 133). Ñêëàäûâàÿ
ñðàâíåíèÿ 122n+1 ≡ 12 · 11n (mod 133) è 11n+2 ≡ −12 · 11n (mod 133), ïîëó÷àåì

122n+1 + 11n+2 ≡ 0 (mod 133),

à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 122n+1 + 11n+2 äåëèòñÿ íà 133. �

Çàäà÷à 6. Íàéòè âñå öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ 13x+ 29y = 19.

Ðåøåíèå.
Âûðàçèì îäíî íåèçâåñòíîå ÷åðåç äðóãîå: y = 19−13x

29
. ×òîáû y áûëî öåëûì, x

äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ñðàâíåíèþ:

19− 3x ≡ 0 (mod 29) èëè 13x ≡ 19 (mod 29).
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Áóäåì èçìåíÿòü êîýôôèöèåíòû íà ÷èñëà, êðàòíûå ìîäóëþ, ïûòàÿñü ñîêðàòèòü êîýô-
ôèöèåíò ïðè íåèçâåñòíîì. Âû÷òåì ìîäóëü èç êîýôôèöèåíòîâ; îíè ñòàíóò ÷åòíûìè.
Ìîæåì ñîêðàòèòü èõ íà 2, ïîëó÷èì:

−8x ≡ −5 (mod 29).

Ïðèáàâèì ìîäóëü ê ïðàâîé ÷àñòè, ïîëó÷èì:

−8x ≡ 24 (mod 29),

ñîêðàòèì íà −8, ïîëó÷èì:
x ≡ −3 (mod 29)

è ïðèáàâèì ìîäóëü ê ïðàâîé ÷àñòè:

x ≡ 26 (mod 29).

Çàïèøåì ýòî ðåøåíèå â âèäå ðàâåíñòâà:

x = 26 + 29t,

ãäå t � ëþáîå öåëîå ÷èñëî. Ïîäñòàâèì íàéäåííîå âûðàæåíèå äëÿ x â âûðàæåíèå äëÿ
y è ïîëó÷èì:

y = −11− 13t

Çàäà÷à 7. Íàéäèòå äâå ïîñëåäíèå öèôðû ÷èñëà 1782.

Ðåøåíèå.
Äâå ïîñëåäíèå öèôðû ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà îïðåäåëÿþòñÿ îñòàòêîì îò

äåëåíèÿ ýòîãî ÷èñëà íà 100. Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî ðåøèòü ñðàâíåíèå

1782 ≡ r(mod 100), ãäå 0 6 100.
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Òàê êàê (17, 100) = 1, òî ïî òåîðåìå Ýéëåðà (ñòð. 271)

17ϕ(n) ≡ 1 (mod 100).

Íî
ϕ(100) = 100(1− 1/2)(1− 1/5) = 40,

òàê êàê 100 = 22 · 52.
Çíà÷èò, 1740 ≡ 1 (mod 100), è

r ≡ 1782 (mod 100) ≡ (1740)2 · 172 (mod 100) ≡ 172 (mod 100) ≡ 89 (mod 100).

Ò.î., äâå ïîñëåäíèå öèôðû ÷èñëà 1782 åñòü öèôðû 8 è 9.

Çàäà÷à 8 (Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï 61-é Áåëîðóññêîé ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäû
øêîëüíèêîâ, 11 êëàññ). Íàéäèòå {2009!

2011
}, ãäå {x} � äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà x.

Ðåøåíèå.
Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî 2011 � ïðîñòîå. Èñïîëüçóåì òåîðåìó Âèëüñîíà (ñòð. 272):

(2011− 1)! ≡ −1 (mod 2011)

2010! ≡ −1 (mod 2011).

Ýòî çíà÷èò, ÷òî 2010! = 2011n + 2010 (∗), ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Çàïèøåì
ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â âèäå:

2011n = 2010!− 2010 = 2010(2009!− 1).

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî 2011n äåëèòñÿ íà 2010, íî 2010 è 2011 � âçàèìíî ïðîñòû, çíà÷èò,
íà 2010 äåëèòñÿ n. Ðàçäåëèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ðàâåíñòâà (∗) íà 2011, ïîëó÷èì:

2010!

2011
= n+

2010

2011
.
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Ðàçäåëèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íà 2010, ïîëó÷èì:

2009!

2011
=

n

2010
+

1

2011
.

×èñëî
n

2010
� öåëîå, çíà÷èò, äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà

2009!

2011
ðàâíà

1

2011
.

Òåìà 4. Ïîñòðîåíèå ñå÷åíèé ìíîãîãðàííèêîâ

Ýòà òåìà îñîáåííî âàæíà äëÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé. Ìû ïðèâîäèì êîí-
êðåòíóþ ðàçðàáîòêó ôàêóëüòàòèâíîãî çàíÿòèÿ ñ íåîáõîäèìîé ó÷àùèìñÿ òåîðèåé è
ïîäáîðêîé çàäà÷ ñ ðåøåíèåì.

Ðåøåíèå ëþáûõ ñòåðåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ òðåáóåò íå òîëüêî âû÷èñëèòåëüíûõ è
ëîãè÷åñêèõ óìåíèé è íàâûêîâ, íî è óìåíèé èçîáðàæàòü ïðîñòðàíñòâåííûå ôèãó-
ðû íà ïëîñêîñòè (íàïðèìåð, íà ëèñòå áóìàãè, êëàññíîé äîñêå). Íà ôàêóëüòàòèâíîì
çàíÿòèè öåëåñîîáðàçíî âñïîìíèòü íåêîòîðûå âàæíûå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ.

1. Ïàðàëëåëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå è åãî ñâîéñòâà. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå äàíà
íåêîòîðàÿ ïëîñêîñòü Π0 è âåêòîð ρ̄+ Π0 . Ïóñòü M � ëþáàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà, íå
ïðèíàäëåæàùàÿ ïëîñêîñòè Π0. Ïðîâåäåì ïðÿìóþ l ‖ ρ̄ ÷åðåçM , òîãäà l∩Π0 = {M0}.
M0 íàçûâàþò ïðîåêöèåé òî÷êè M íà ïëîñêîñòü Ï0.

Åñëè ρ ⊥ Π0 , òî M0 � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ òî÷êè M íà Π0 .
Åñëè M ∈ Π0 òî M0 = M (ðèñ. 2.25).
Ìíîæåñòâî F0 ïðîåêöèé òî÷åê äàííîé ôèãóðû F íà ïëîñêîñòü Π0 íàçûâàåòñÿ

ïðîåêöèåé ôèãóðû F íà ïëîñêîñòü Π0.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïàðàëëåëüíîå ïðîåöèðîâàíèå, êàê îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà

òî÷åê ïðîñòðàíñòâà âî ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòèΠ0 , îáëàäàåò ñâîéñòâàìè (ðèñ. 2.26).

1. Ïðîåêöèåé ïðÿìîé l ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ l0 , åñëè l ∦ ρ . Eñëè l ‖ ρ , òî ïðîåêöèåé
ïðÿìîé l ÿâëÿåòñÿ òî÷êà L0 , ãäå {L0} = l ∩ Π0
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Ðèñ. 2.25

Ðèñ. 2.26

2. Ïðîåêöèåé ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ ÿâëÿþòñÿ ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå, èëè ñîâ-
ïàâøèå ïðÿìûå, èëè äâå òî÷êè.

3. Ñîõðàíÿåòñÿ îòíîøåíèå ¾ëåæàòü ìåæäó¿ äëÿ òðåõ òî÷åê A, B, C, åñëè AB ∦ ρ.

4. Ñîõðàíÿåòñÿ ïðîñòîå îòíîøåíèå òðåõ òî÷åê A, B, C, åñëè AB ∦ ρ , ò. å.
(A0, B0, C0) = (AB,C) = AC/CB .

5. Åñëè îòðåçîê (ëó÷) AB íå ïàðàëëåëåí ρ , òî ïðîåêöèåé AB ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê
(ëó÷) A0B0 (ðèñóíîê 2.27).

6. Ïðîåêöèåé ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ ÿâëÿþòñÿ ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå èëè
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ñîâïàäàþùèå ïðÿìûå.

7. Ïðîåêöèåé óãëà ABC ÿâëÿåòñÿ óãîë A0B0C0, â îáùåì ñëó÷àå åìó íåðàâíûé
(ïëîñêîñòü ABC ∦ ρ ).

Ðèñ. 2.27

8. Ïðîåêöèåé ñêðåùèâàþùèõñÿ ïðÿìûõ ÿâëÿþòñÿ ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå èëè
ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå, èëè ñîâîêóïíîñòü òî÷êè è ïðÿìîé (ðèñ. 2.28).

Ðèñ. 2.28
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9. Åñëè äâå ôèãóðû F è Φ � ïëîñêèå, è ïëîñêîñòè, â êîòîðûõ îíè ëåæàò, ïàðàë-
ëåëüíû ìåæäó ñîáîé, íî íå ïàðàëëåëüíû ρ , òî îòíîøåíèå ïëîùàäåé ïðîåêöèé
F0 è Φ0 ðàâíî îòíîøåíèþ ïëîùàäåé ñàìèõ ôèãóð F è Φ, òî åñòü S(F )/S(Φ) =
S(F0)/S(Φ0) (ðèñ. 2.29).

Ðèñ. 2.29

Åñëè F � ïðîåöèðóåìàÿ ôèãóðà ïðè ïàðàëëåëüíîì ïðîåöèðîâàíèè, çàäàííîì
âåêòîðîì ρ íà ïëîñêîñòü Π0, òî F íàçûâàþò îðèãèíàëîì, ρ � íàïðàâëåíèåì ïðîåöè-
ðîâàíèÿ, Π0 � ïëîñêîñòüþ ïðîåêöèè, F0 � ïðîåêöèÿ ôèãóðû íà ïëîñêîñòü Π0.

Åñëè íåêîòîðàÿ ôèãóðà F ïëîñêîñòè Π ïîäîáíà ôèãóðå F0 ïëîñêîñòè Π0, òî F
ìîæåò áûòü ïðèíÿòà çà èçîáðàæåíèå ôèãóðû, ò. å. èçîáðàæåíèåì ôèãóðû ìîæåò
ÿâëÿòüñÿ ëþáàÿ ôèãóðà F , ïîäîáíàÿ ïàðàëëåëüíîé ïðîåêöèè F0.

Åñëè íåêîòîðàÿ ôèãóðà F ïëîñêîñòè Π ïîäîáíà ôèãóðå F0 ïëîñêîñòè Π0, òî F
ìîæåò áûòü ïðèíÿòà çà èçîáðàæåíèå ôèãóðû, ò. å. èçîáðàæåíèåì ôèãóðû ìîæåò
ÿâëÿòüñÿ ëþáàÿ ôèãóðà F , ïîäîáíàÿ ïàðàëëåëüíîé ïðîåêöèè F0.
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Òðåáîâàíèÿ ê ÷åðòåæó. Ýòè òðåáîâàíèÿ íåîáõîäèìî ñîîáùèòü èíòåëëåêòóàëüíî
îäàðåííûì äåòÿì, òàê êàê îíè íå èçó÷àþò ÷åð÷åíèå.

Ïåðâûì è âàæíåéøèì øàãîì ðåøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîå-
íèå ÷åðòåæà, ñîîòâåòñòâóþùåãî óñëîâèþ. Åñëè çàäà÷à ïëàíèìåòðè÷åñêàÿ, òî ÷åðòåæ
ÿâëÿåòñÿ, ëèáî êîïèåé îðèãèíàëà, ëèáî åìó ïîäîáåí.

Ïðè èçîáðàæåíèè ïðîñòðàíñòâåííûõ ôèãóð âîçíèêàþò òðóäíîñòè, èáî íå ìîæåò
ïëîñêàÿ ôèãóðà áûòü ïîäîáíîé ïðîñòðàíñòâåííîé.

×åðòåæ äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü íåêîòîðûì òðåáîâàíèÿì, ñïîñîáñòâóþùèì íàè-
ëó÷øåìó âîñïðèÿòèþ èçîáðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ôèãóðû.

Ïðåæäå âñåãî, ÷åðòåæ äîëæåí áûòü âåðåí, òî åñòü ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ôèãóðó,
ïîäîáíóþ ïðîèçâîëüíîé ïàðàëëåëüíîé ïðîåêöèè îðèãèíàëà. Ïðè ýòîì, åñòåñòâåííî,
äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ âñå ñâîéñòâà ïàðàëëåëüíîãî ïðîåöèðîâàíèÿ.

Âî-âòîðûõ, ÷åðòåæ äîëæåí áûòü íàãëÿäíûì, òî åñòü äàþùèì ïðîñòðàíñòâåííîå
ïðåäñòàâëåíèå îá îðèãèíàëå. Ñ ýòîé öåëüþ íà èçîáðàæåíèè ïîìèìî î÷åðòàíèÿ ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ âèäèìûå è íåâèäèìûå ëèíèè.

Ñðàâíèòå âîñïðèÿòèå ðèñóíêîâ 2.30 è 2.31.

Ðèñ. 2.30

Íàêîíåö, ÷åðòåæ äîëæåí áûòü ëåãêî âûïîëíèì öèðêóëåì è ëèíåéêîé, åãî ïîñòðî-
åíèå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü àêñèîìàì êîíñòðóêòèâíîé ãåîìåòðèè. Îäíàêî ðàçäåëû
¾Ãåîìåòðè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ íà ïëîñêîñòè¿ è ¾Ìåòîäû èçîáðàæåíèé¿ òàê äàëåêî
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Ðèñ. 2.31

îòñòîÿò äðóã îò äðóãà, ÷òî ïðè èçó÷åíèè îäíîãî ìû ñîâåðøåííî çàáûâàåì îá èçó-
÷åííîì ðàíåå äðóãîì.

Èçîáðàæåíèå ïëîñêèõ ôèãóð â ïàðàëëåëüíîé ïðîåêöèè. Ïðè èçîáðàæåíèè
ïëîñêèõ ôèãóð â ïàðàëëåëüíîé ïðîåêöèè ïðèìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. Èçîáðàæåíèåì 4ĀB̄C̄ ÿâëÿåòñÿ ëþáîé òðåóãîëüíèê ABC.

Òåîðåìà 2. Åñëè äàíî èçîáðàæåíèå 4ĀB̄C̄ íà ïëîñêîñòè Π, òî ìîæíî ïîñòðî-
èòü èçîáðàæåíèå ëþáîé òî÷êè ïëîñêîñòè 4ĀB̄C̄.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâîäèòñÿ â ó÷åáíèêå àâòîðîâ Àëåêñàíäðîâà è äð. ¾Ãåîìåòðèÿ
10�11 êë.¿ �� Ì.: Ïðîñâåùåíèå, 1992 (� 29, ï. 1).

Èñõîäÿ èç òåîðåì 1 è 2, ëåãêî ïîñòðîèòü èçîáðàæåíèÿ ëþáûõ ïëîñêèõ ôèãóð; â
÷àñòíîñòè, èçîáðàæåíèåì ïàðàëëåëîãðàììà (êâàäðàòà, ðîìáà, ïðÿìîóãîëüíèêà) ÿâ-
ëÿåòñÿ ëþáîé ïàðàëëåëîãðàìì. Èçîáðàæåíèåì òðàïåöèè ÿâëÿåòñÿ òðàïåöèÿ ñ òåì
æå îòíîøåíèåì äëèí îñíîâàíèé. Èçîáðàæåíèåì îêðóæíîñòè ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñ, èçîá-
ðàæåíèåì ïåðïåíäèêóëÿðíûõ äèàìåòðîâ îêðóæíîñòè ÿâëÿþòñÿ ñîïðÿæåííûå äèà-
ìåòðû ýëëèïñà.
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Ââèäó òîãî, ÷òî ïðè èçîáðàæåíèè ñôåðû, öèëèíäðà, êîíóñà íåîáõîäèìî óìåòü
ñòðîèòü èçîáðàæåíèå îêðóæíîñòè, îñòàíîâèìñÿ íåìíîãî ïîäðîáíåå íà ñïîñîáàõ ïî-
ñòðîåíèÿ ýëëèïñà.

Ñïîñîá I. Ïîñòðîåíèå ýëëèïñà ïî äâóì ãëàâíûì äèàìåòðàì AB è CD (ðèñ. 2.32).

Ðèñ. 2.32

1. AB ∩ CD = O,O �ñåðåäèíà îòðåçêà AB

2. w1(O,OC), w2(O,OA)

3. ∀l, O ∈ l

4. M1 ∈ l,M2 ∈ l ∩ w2

5. l1 ‖ OB,M1 ∈ l1; l2 ‖ OC,M2 ∈ l2

6. M ∈ l1 ∩ l2, M � èñêîìàÿ òî÷êà ýëëèïñà
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðàâèëüíîñòè ïîñòðîåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè, ââåäÿ ñèñòåìó êîîðäèíàò
O(0; 0), B(a; 0), C(0; b) è ðàññìàòðèâàÿ ïàðàìåòð t � óãîë ìåæäó îñüþ Ox è ïðÿìîé l
.

Ñïîñîá II. Ïîñòðîåíèå ýëëèïñà ïî äâóì ñîïðÿæåííûì äèàìåòðàì, èñïîëüçóÿ ïåð-
ñïåêòèâíî àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïëîñêîñòè (ðèñ. 2.33).

Ðèñ. 2.33

Ïóñòü AB è CD � äâà ñîïðÿæåííûõ äèàìåòðà ýëëèïñà. Ïîñòðîèì íà äèàìåòðå
AB îêðóæíîñòü è ïðîâåäåì äèàìåòð C1D1, åé ïåðïåíäèêóëÿðíûé. Èñïîëüçóåì ïåð-
ñïåêòèâíî àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå, çàäàííîå îñüþ AB è ïàðîé ñîîòâåòñòâóþùèõ
òî÷åê C1 è C (èëè D1 è D).

Òàêèì îáðàçîì, ïðîåêöèåé îêðóæíîñòè áóäåò ýëëèïñ.
Ïîñòðîåíèå.

1. AB,CD,O � ñåðåäèíà îòðåçêîâ AB è CD.

2. w(O,OA) � îêðóæíîñòü.
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3. OD1 ⊥ AB,C1 ∈ w,D1 ∈ w.

4. ∀M1 ∈ w.

5. C1M1 ∩ AB = M0.

6. CM0.

7. l ‖ C1C,M1 ∈ l.

8. CM0 ∩ l = M �� èñêîìàÿ òî÷êà ýëëèïñà

Ìîæíî çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü ïîñòðîåíèå îáðàçà òî÷êè M1, èñïîëüçóÿ ïîäîáèå
òðåóãîëüíèêîâ OCC1 è QMM1 (QM1 ‖ OC1,MM1 ‖ CC1, QM ‖ OC).

Ñóùåñòâóåò ìíîãî äðóãèõ ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ ýëëèïñà, êîòîðûå èíòåðåñíû áó-
äóò èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûì äåòÿì.

Èçîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâåííûõ ôèãóð â ïàðàëëåëüíîé ïðîåêöèè. Ïðè
èçîáðàæåíèè ïðîñòðàíñòâåííûõ ôèãóð â ïàðàëëåëüíîé ïðîåêöèè ïðèìåíÿþò

Òåîðåìà 3 (Ïîëüêå-Øâàðöà). Âñÿêèé íåâûðîæäåííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD
âìåñòå ñ åãî äèàãîíàëÿìè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èçîáðàæåíèå òåòðàýäðà ëþ-
áîé íàïåðåä çàäàííîé ôîðìû (ðèñóíîê 2.34).

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ïîëüêå-Øâàðöà (ñòð. 285) è ñâîéñòâà ïàðàëëåëüíîãî ïðîåöè-
ðîâàíèÿ, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî èçîáðàæåíèåì ïðèçìû è ïèðàìèäû, öèëèíäðà è êîíóñà
ÿâëÿþòñÿ ôèãóðû, èçîáðàæåííûå íà ðèñóíêàõ 2.35, 2.36.
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Ðèñ. 2.34

Ðèñ. 2.35

Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ñå÷åíèé ìíîãîãðàííèêîâ. Ìåòîä ñëåäîâ. Ó÷èòåëü ñî-
îáùàåò, ÷òî ñóòü ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè âñïîìîãàòåëüíîé ïðÿìîé, ÿâëÿ-
þùåéñÿ èçîáðàæåíèåì ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ ñåêóùåé ïëîñêîñòè ñ ïëîñêîñòüþ êàêîé-
ëèáî ãðàíè ôèãóðû F . Óäîáíåå âñåãî ñòðîèòü èçîáðàæåíèå ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ ñå-
êóùåé ïëîñêîñòè ñ ïëîñêîñòüþ íèæíåãî îñíîâàíèÿ. Ýòó ëèíèþ íàçûâàþò ñëåäîì
ñåêóùåé ïëîñêîñòè. Èñïîëüçóÿ ñëåä, ìîæíî ïîñòðîèòü èçîáðàæåíèÿ òî÷åê ñåêóùåé
ïëîñêîñòè, íàõîäÿùèõñÿ íà áîêîâûõ ðåáðàõ èëè ãðàíÿõ ôèãóðû F . Äëÿ òåõ ïå-
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Ðèñ. 2.36

äàãîãîâ, êòî çíàêîì ñ ãîìîëîãèåé, óäîáíî åå ïðèìåíÿòü ïðè íàõîæäåíèè îáðàçîâ
òî÷åê íèæíåãî îñíîâàíèÿ ôèãóðû F �� èçîáðàæåíèÿ ôèãóðû F (íàäî ïîçíàêîìèòü
ñ ãîìîëîãèåé è ó÷àùèõñÿ).

Ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíÿÿ îáðàçû ýòèõ òî÷åê, ïîëó÷èì èçîáðàæåíèå èñêîìîãî
ñå÷åíèÿ. Â äàëüíåéøåì áóäåì äîïóñêàòü âîëüíîñòü ðå÷è, è ãîâîðèòü ¾ñòðîèì ñå÷å-
íèå¿ âìåñòî ¾ñòðîèì èçîáðàæåíèå ñå÷åíèÿ¿.

Ïóñòü M,N,K �� òî÷êè ñåêóùåé ïëîñêîñòè, M1, N1, K1 �� èõ ïðîåêöèè íà ïëîñ-
êîñòü îñíîâàíèÿ. Ïðè ýòîì äëÿ ïðèçì è öèëèíäðîâ MM1 ‖ NN1,
NN1 ‖ KK1, äëÿ êîíóñîâ è ïèðàìèäMM1∩NN1∩KK1 = S (S �� âåðøèíà). Óäîáíåå
îáîçíà÷àòü âåðøèíû íèæíåãî îñíîâàíèÿ ÷åðåç A1, B1, C1, . . ., âåðõíåãî îñíîâàíèÿ ��
A,B,C, . . .

Êðàòêî ñóòü ìåòîäà ñëåäîâ ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1) MN ∩M1N1 = X;
2) MK ∩M1K1 = Y ;
3) XY = s �� ñëåä ñåêóùåé ïëîñêîñòè;
4) A1M1 ∩ s = A0. Âîçìîæíî
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{
A1N1 ∩ s = A0

A0N ∩ A1A = A
èëè

{
A1K1 ∩ s = A0

A0K ∩ A1A = A

5) A0M ∩ A1A = A;
6) ïóíêòû 4�5 ïîâòîðèòü äëÿ âåðøèí B1, C1, . . . íèæíåãî îñíîâàíèÿ ôèãóðû F ;
7) 4ĀB̄C̄ � èñêîìîå ñå÷åíèå.
Ôàêòè÷åñêè ĀB̄C̄ = f(A1, B1, C1, . . .), ãäå f � ãîìîëîãèÿ, çàäàííàÿ îñüþ s è ïà-

ðîé òî÷åê M1 è M èëè N1 è N , èëè K1 è K. Ñòðîèòü ñå÷åíèå ôèãóðû F ñåêóùåé
ïëîñêîñòüþ ìåòîäîì ñëåäîâ óäîáíî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ñåêóùàÿ ïëîñêîñòü çàäàíà
òðåìÿ òî÷êàìè, åé ïðèíàäëåæàùèìè, èëè ïðÿìîé è íå ïðèíàäëåæàùåé åé òî÷êîé,
èëè äâóìÿ ïåðåñåêàþùèìèñÿ ïðÿìûìè, èëè äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè. Âî âñåõ
ñëó÷àÿõ ëåãêî âçÿòü òðè òî÷êè M,N,K, ïðèíàäëåæàùèå ïëîñêîñòè α , è ðåøåíèå
ïðîâîäèòü ïî óêàçàííîé ñõåìå.

Ïðèìåð 1. Ïîñòðîéòå ñå÷åíèå ïðèçìû A1B1C1D1ABCD ïëîñêîñòüþ, ïðîõî-
äÿùåé ÷åðåç òðè òî÷êè M,N,K. Ðàññìîòðèòå âñå ñëó÷àè ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê
M,N,K íà ïîâåðõíîñòè ïðèçìû (ðèñ. 2.37).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé: M ∈ BB1, N ∈ CC1DD1, K ∈ AA1E. Â äàííîì ñëó÷àå, î÷å-
âèäíî, ÷òî M1 = B1.

Ïîñòðîåíèå.

1. MN ∩M1N1 = X;

2. MK ∩M1K1 = Y ;

3. XY = s �ñëåä ñåêóùåé ïëîñêîñòè;

4. A1K1 ∩ s = A0;

5. A0K ∩ AA1 = A,A0K ‖ EE1 = E.
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6. D1N1 ∩ s = D0.

7. D0N ∩DD1 = D,D0N ∩ CC1 = C.

8. ĀMC̄D̄Ē �èñêîìîå ñå÷åíèå.

Ðèñ. 2.37

Ïðèìåð 2. Ïîñòðîéòå ñå÷åíèå ïèðàìèäû SABCDE ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êó M ∈ SBC è ïðÿìóþ l , ëåæàùóþ â ãðàíè SED (ðèñ. 2.38).

Ïîñòðîåíèå.

1. SM ∩BC = M1.

2. l ∩ SD = D, l ∩ SD = E.

3. M ∩M1E = X, l ∩ ED = Y,XY = s �� ñëåä ñåêóùåé ïëîñêîñòè.
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4. s ∩ AB = K, s ∩ AE = N .

5. BC ∩ s = B0, B0M ∩ SB = B,B0M ∩ SC = C.

6. KB̄C̄D̄ĒN �èñêîìîå ñå÷åíèå.

Ðèñ. 2.38

Ïðè îáúÿñíåíèè øàãîâ ïîñòðîåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèå ãîìîëîãèè èëè
ôàêòû ñòåðåîìåòðèè, îïèðàÿñü íà íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå î äàííûõ â óñëîâèè çà-
äà÷è ôèãóðàõ.

Íàïðèìåð, â ïîñëåäíåì ïðèìåðå êîììåíòàðèè ó÷èòåëÿ ìîãóò áûòü ñëåäóþùèìè.

1. Òî, ÷òî äàíî, ñ÷èòàåòñÿ ïîñòðîåííûì.

2. Òàê êàê òî÷êà M ëåæèò â ãðàíè SBC, òî ïðÿìûå SM è BC ïåðåñåêàþòñÿ,
ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïîñòðîèòü èõ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ M1.
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3. Ïðÿìàÿ l ëåæèò â ãðàíè SED, çíà÷èò, îíà ïåðåñåêàåò ðåáðà SD è SE â òî÷êàõ
è D è E.

4. Íàõîäèì ïðÿìóþ s ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ è ñåêóùåé ïëîñêîñòè,
èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå òî÷êè M , D , E â ñåêóùåé ïëîñêîñòè.

5. Î÷åâèäåí øàã ïîñòðîåíèÿ.

6. Ïðÿìûå BC è s ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, B0 �� èõ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ëåæèò
â ñåêóùåé ïëîñêîñòè, â ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ è â ïëîñêîñòè SBC. Òî÷êà M
ëåæèò â ñåêóùåé ïëîñêîñòè è â ïëîñêîñòè SBC. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ B0M
ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ïåðåñå÷åíèÿ ñåêóùåé ïëîñêîñòè ñ ïëîñêîñòüþ ãðàíè SBC.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïîñòðîèòü òî÷êè è B è C .
Â çàäà÷àõ íà ïîñòðîåíèå ñå÷åíèé â øêîëüíîé ãåîìåòðèè íå ïðèíÿòî ïðîâîäèòü

èññëåäîâàíèÿ, õîòÿ áûëî áû î÷åíü ïîëåçíî äëÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé
åãî ïðîâåñòè.

Íàïðèìåð, â ïðèìåðå 2 íà âòîðîì øàãå ïîñòðîåíèÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà
l ‖ SD èëè l ‖ SE, íà òðåòüåì øàãå l ‖ ED, íà ÷åòâåðòîì �� s íå ïåðåñåêàåò AE è
AB, íà ïÿòîì � s ‖ BC. Ðàññìàòðèâàÿ ðàçëè÷íûå òî÷êè, ïîëó÷èì ïðè îäíîì óñëîâèè
çàäà÷è íåñêîëüêî âàðèàíòîâ ðåøåíèÿ.

Â îáùåì ñëó÷àå êîëè÷åñòâî âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà ñå÷åíèÿ ìîæåò èçìåíÿòüñÿ
îò 3 äî n+ 1 �� äëÿ ïèðàìèäû, n+ 2 �� äëÿ ïðèçìû.

Ìåòîä ñëåäîâ ëåãêî îáúÿñíèì, íàãëÿäåí, íî íå âñåãäà óäîáåí â ïðàêòèêå ïîñòðî-
åíèÿ ñå÷åíèé ìíîãîãðàííèêîâ, òàê êàê ðàñïîëîæåíèå òî÷åê X è Y ñëåäà s ìîæåò
áûòü çà ðàìêàìè ÷åðòåæà, ïðÿìûå, îïðåäåëÿþùèå òî÷êó X (èëè Y ) ìîãóò áûòü
ïàðàëëåëüíû (ðèñ. 2.39).

Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðèìåíåíèå ìåòîäà ñëåäîâ çàòðóäíåíî, ïðèìåíÿþò ìåòîä
âíóòðåííåãî ïðîåêòèðîâàíèÿ èëè òàê íàçûâàåìûé ìåòîä âñïîìîãàòåëüíûõ ñå÷åíèé.
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Ðèñ. 2.39

Ìåòîä âíóòðåííåãî ïðîåêòèðîâàíèÿ. Ìåòîä âíóòðåííåãî ïðîåêòèðîâàíèÿ óäîá-
íî èñïîëüçîâàòü, åñëè ñåêóùàÿ ïëîñêîñòü çàäàíà òðåìÿ òî÷êàìè â ðàçíûõ áîêîâûõ
ãðàíÿõ ìíîãîãðàííèêà. Äëÿ ïðèçì èñïîëüçóþò ïàðàëëåëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå, à äëÿ
ïèðàìèä �� öåíòðàëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå.

Ñóùíîñòü äàííîãî ìåòîäà çàêëþ÷àòñÿ â âûáîðå íàïðàâëåíèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ è
ïîñòðîåíèè ñëåäà èñêîìîãî ñå÷åíèÿ íà ïëîñêîñòü ïðîåêòèðîâàíèÿ. Ïîäðîáíåå ðàñ-
êðûòü ñóùíîñòü äàííîãî ìåòîäà ïîìîæåò ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è.

Çàäà÷à 1. Ïîñòðîèòü ñå÷åíèå äàííîé ïÿòèóãîëüíîé ïðèçìû ïëîñêîñòüþ, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç äàííûå òðè òî÷êè M,N,P , ëåæàùèå íà áîêîâûõ ãðàíÿõ ïðèçìû.

Ðåøåíèå.
Âûáåðåì ïëîñêîñòüþ ïðîåêòèðîâàíèÿ ïëîñêîñòü íèæíåãî îñíîâàíèÿ ïðèçìû (îáî-

çíà÷èì åå α), à â êà÷åñòâå íàïðàâëåíèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ � áîêîâîå ðåáðî ïðèçìû
(ðèñ. 2.40).
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Ðèñ. 2.40

Ïîñòðîèì ïðîåêöèè òî÷êè N íà íèæíåå îñíîâàíèå ïðèçìû, ïîëó÷èì òî÷êó N1, à
â êà÷åñòâå ïðîåêöèé òî÷åê M è P âûñòóïàþò òî÷êè M1 è P1 ñîîòâåòñòâåííî.

Âûáèðàåì ðåáðî BB1, íà êîòîðîì áóäåì èñêàòü òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñåêóùåé ïëîñ-
êîñòè ñ ìíîãîãðàííèêîì.

Äëÿ ýòîãî íàõîäèì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðîåêöèè ïðÿìîé NP (a, èìåííî, N1P1) ñ
ïðÿìîé M1B (N1P1 ∩BM1 = O1).

×åðåç ïîëó÷åííóþ òî÷êó O1 ïðîâîäèì ïðÿìóþ OO1 ïàðàëëåëüíóþ íàïðàâëåíèþ
ïðîåêòèðîâàíèÿ BB1.

Äàííàÿ ïðÿìàÿ â ïåðåñå÷åíèè ñ ïðÿìîé NP è äàñò òî÷êó O, ïðîåêöèåé êîòîðîé
è ÿâëÿåòñÿ òî÷êà O1.

Ïðîâîäèì ïðÿìóþ MO, êîòîðàÿ ïåðåñå÷åò ðåáðî BB1 â òî÷êå L. Òàêèì îáðàçîì,
L �� òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñåêóùåé ïëîñêîñòè ñ ðåáðîì ìíîãîãðàííèêà BB1.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íàõîäèì è òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñåêóùåé ïëîñêîñòè ñ ðåáðîì



294

DD1 è EE1.
Ïîñëåäîâàòåëüíîå ñîåäèíåíèå îòðåçêàìè ïàð òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñåêóùåé ïëîñêî-

ñòè ñ ðåáðàìè êóáà, ëåæàùèìè â îäíîé ãðàíè, äàåò ñòîðîíû ñå÷åíèÿ.
Â äàííîì ñëó÷àå èñêîìûì ñå÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ïÿòèóãîëüíèê LFRE1K.
Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíèå ñå÷åíèÿ ìåòîäîì âíóòðåííåãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ìîæíî

âûïîëíèòü çà ïÿòü øàãîâ, à èìåííî:

1) îïðåäåëèòü ïëîñêîñòü ïðîåêòèðîâàíèÿ è íàïðàâëåíèå ïðîåêòèðîâàíèÿ (â êà÷å-
ñòâå ïåðâîé îáû÷íî áåðóò ïëîñêîñòü îñíîâàíèÿ, âòîðîãî �� ðåáðî ìíîãîãðàí-
íèêà);

2) íàéòè ïðîåêöèè äàííûõ òî÷åê èñêîìîãî ñå÷åíèÿ íà ïëîñêîñòü ïðîåêòèðîâàíèÿ;

3) âûáðàòü ðåáðî, íà êîòîðîì áóäåì ñòðîèòü òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ìíîãîãðàííèêà ñ
ñåêóùåé ïëîñêîñòüþ;

4) íàéòè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñåêóùåé ïëîñêîñòè ñ ðåáðîì ìíîãîãðàííèêà;

5) ïîñòðîèòü èñêîìîå ñå÷åíèå.

Ìåòîä äåëåíèÿ n-óãîëüíîé ïèðàìèäû (ïðèçìû) íà òðåóãîëüíûå ïèðàìè-
äû (ïðèçìû). Ñóùíîñòü äàííîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â âûäåëåíèè èç äàííîé n-
óãîëüíîé ïðèçìû (ïèðàìèäû) òðåóãîëüíîé ïðèçìû (ïèðàìèäû), íà áîêîâûõ ðåáðàõ
êîòîðîé ëåæàëè áû òî÷êè, îïðåäåëÿþùèå èñêîìîå ñå÷åíèå, è ïîñòðîåíèè ñå÷åíèÿ
ïîëó÷åííîé ïðèçìû (ïèðàìèäû).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ íîâûå äîïîëíèòåëüíûå òî÷êè, êîòîðûå è ïîçâîëÿò âû-
äåëèòü è ïîñòðîèòü ñå÷åíèÿ òåõ òðåóãîëüíûõ ïðèçì (ïèðàìèä), êîòîðûå èìåþò îá-
ùèå ÷àñòè ñ ïåðâîíà÷àëüíî âûäåëåííîé òðåóãîëüíîé ïðèçìîé (ïèðàìèäîé).

Ïîíÿòü ñóùíîñòü äàííîãî ìåòîäà ïîìîæåò ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è.
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Çàäà÷à 2. Äàíî èçîáðàæåíèå ïÿòèóãîëüíîé ïðèçìû ABCDEA1B1C1D1E1. Òî÷-
êè P ,H è T ïðèíàäëåæàò ñîîòâåòñòâåííî åå ðåáðàì AA1, EE1, BB1. Ïîñòðîèòü
ñå÷åíèå äàííîé ïðèçìû ïëîñêîñòüþ PHT .

Ðåøåíèå.
Âûäåëèì èç ïÿòèóãîëüíîé ïðèçìû ABCDEA1B1C1D1E1 òðåóãîëüíóþ ïðèçìó

ABEA1B1E1 (ðèñ. 2.41).
Òðåóãîëüíèê PHT �� ñå÷åíèå ïðèçìû ABEA1B1E1 ïëîñêîñòüþ PHT . Ñ ýòîé

ïðèçìîé ïðèçìû ABCA1B1C1, ADEA1D1E1 èìåþò îáùèå ÷àñòè.
Òî÷êè M,K,M1, K1 ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AC

è BE, AD è BE, A1C1 è B1E1, A1D1 è B1E1.
Ïëîñêèå ÷åòûðåõóãîëüíèêè ACC1A1 è BEE1B1 ïåðåñåêàþòñÿ ïî îòðåçêó MM1.

Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òî÷êà Q, â êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ ïðÿìûå TH è MM1.
Òðåóãîëüíèê PTY åñòü ñå÷åíèå ïëîñêîñòüþ PHT ïðèçìû ABCA1B1C1 (òî÷êà

Y �� ýòî ïåðåñå÷åíèå ïðÿìûõ PQ è CC1).
Íà îñíîâàíèè àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé ïîëó÷àåì, ÷òî ïðÿìûå TH è KK1 ïå-

ðåñåêàþòñÿ â òî÷êå F , à ïðÿìûå PF è DD1 �� â òî÷êå X.
Î÷åâèäíî, ÷òî òðåóãîëüíèê PHX åñòü ñå÷åíèå ïðèçìû ADEA1D1E1 ïëîñêîñòüþ

PTH.
Ïÿòèóãîëüíèê PTY XH � èñêîìîå ñå÷åíèå.
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùåå çàêëþ÷åíèå: äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñå÷åíèÿ

ìåòîäîì äåëåíèÿ n-óãîëüíîé ïèðàìèäû (ïðèçìû) íà òðåóãîëüíûå ïèðàìèäû (ïðèç-
ìû) íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ñëåäóþùèå òðè øàãà:

1) ðàçáèòü ïèðàìèäó (ïðèçìó) íà òðåóãîëüíûå ïèðàìèäû (ïðèçìû) íà áîêîâûõ
ðåáðàõ êîòîðûõ ëåæàëè áû òî÷êè, îïðåäåëÿþùèå èñêîìîå ñå÷åíèå;

2) ïîñòðîèòü ñå÷åíèÿ â êàæäîé ïîëó÷åííîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå (ïðèçìå);
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Ðèñ. 2.41

3) ïîëó÷åííûå äîïîëíèòåëüíûå òî÷êè èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñå÷åíèÿ ïåð-
âîíà÷àëüíî çàäàííîé n �óãîëüíîé ïèðàìèäû (ïðèçìû).

Ïðèìå÷àíèå: íåäîñòàòêîì äàííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì áîëüøîå êîëè÷åñòâî
ïîñòðîåíèé âñïîìîãàòåëüíûõ ëèíèé, ÷òî ïðèâîäèò ê ãðîìîçäêîñòè ÷åðòåæà.

Ìåòîä ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ. Â îñíîâó ýòîãî ìåòîäà ïîëîæåíî ñëåäóþùåå
ñâîéñòâî ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé: ïðÿìûå, ïî êîòîðûì ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò ïà-
ðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíû ìåæäó ñîáîé. Òàêèì îáðàçîì, ñóùíîñòü äàííî-
ãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè ïàðàëëåëüíîé ïëîñêîñòè è ïðÿìûõ, ïî êîòîðûì
äàííûå ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ.

Çàäà÷à 3. Äàíî èçîáðàæåíèå ïÿòèóãîëüíîé ïðèçìû ABCDEA1B1C1D1E1. Òî÷-
êè K, L è M ïðèíàäëåæàò, ñîîòâåòñòâåííî, îòðåçêàì AA1, BB1 è CC1. Ïîñòðî-
èòü ñå÷åíèå äàííîé ïðèçìû ïëîñêîñòüþ KLM .
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Ðåøåíèå.
×åðåç ïðÿìóþ ÀÀ1 ïðîâîäèì ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíóþ ïëîñêîñòèBCC1. Ïðÿìûå

ED, E1D1, CD è C1D1 ïåðåñåêàþòñÿ ñ ïëîñêîñòüþ, ñîîòâåòñòâåííî, â òî÷êàõ P , P1,
F è F1 (ðèñ. 2.42).

Ðèñ. 2.42

Òàê êàê ïëîñêîñòè AA1P1 è BCC1 ïàðàëëåëüíû, òî ïëîñêîñòü KLM ïåðåñåêà-
åò ïëîñêîñòü AA1P1 ïî ïðÿìîé KX, ïàðàëëåëüíîé ïðÿìîé LM , ïðè÷¼ì òî÷êà X
ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé FF1.

Ïðÿìûå PP1 è KX ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Q, ïðÿìûå MX è DD1 �� â òî÷êå
T , à ïåðåñå÷åíèå ïðÿìûõ EE1 è TQ è äàñò íàì òî÷êó Y . Ïîëó÷èëè ïÿòèóãîëüíèê



298

KBMTY � èñêîìîå ñå÷åíèå.
Àíàëèçèðóÿ âûøåñêàçàííîå, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé âûâîä: ïîñòðîåíèå ñå÷å-

íèÿ ìåòîäîì ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ ìîæíî âûïîëíèòü çà øåñòü øàãîâ, à èìåííî:

1) âûáðàòü ãðàíè ìíîãîãðàííèêà, ñîäåðæàùèå ïðÿìóþ, ïî êîòîðîé èñêîìîå ñå÷å-
íèå ïåðåñåêàåò äàííóþ ôèãóðó;

2) ïîñòðîèòü ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíóþ âûáðàííîé ãðàíè;

3) íàéòè ïðÿìûå ïåðåñå÷åíèÿ ïîñòðîåííîé ïëîñêîñòè ñ ïëîñêîñòÿìè áîêîâûõ ãðà-
íåé;

4) ïîñòðîèòü â ïîëó÷åííîé ïëîñêîñòè ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ ïðÿìîé, ïî êîòîðîé
èñêîìîå ñå÷åíèå ïåðåñåêàåò áîêîâóþ ãðàíü ìíîãîãðàííèêà;

5) íàéòè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïîëó÷åííîé ïðÿìîé ñ ïëîñêîñòÿìè áîêîâûõ ãðàíåé;

6) ïîñòðîèòü èñêîìîå ñå÷åíèå.

Ìåòîä ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ñåêóùåé ïëîñêîñòè. Ñóùíîñòü ýòîãî ìåòî-
äà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Âìåñòî ñåêóùåé ïëîñêîñòè ñòðîèòñÿ ïàðàëëåëüíàÿ åé
ïëîñêîñòü, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò âñå òðè ãðàíè íåêîòîðîãî òðåõãðàííîãî óãëà äàííîãî
ìíîãîãðàííèêà (èëè åãî ÷àñòè). Ïóòåì ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ñòðîÿòñÿ íåêîòîðûå
ëèíåéíûå ýëåìåíòû èñêîìîãî ñå÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ëåãêî ñòðîÿùèìñÿ ýëåìåí-
òàì ïëîñêîñòè.

Çàäà÷à 4. Äàíî èçîáðàæåíèå ïÿòèóãîëüíîé ïèðàìèäû SABCDE ñ îñíîâàíèåì
ABCDE. Íà åå áîêîâûõ ðåáðàõ SA, SB, SE îòìå÷åíû ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè K,
M , P . Ïîñòðîèòü ñå÷åíèå ýòîé ïèðàìèäû ïëîñêîñòüþ KMP .
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Ðèñ. 2.43

Ðåøåíèå.
Ïðîâîäèì ïðÿìóþ BT , ïàðàëëåëüíóþ ïðÿìîé KM , è ïðÿìóþ TR, ïàðàëëåëüíóþ

ïðÿìîé KP . Ïîëó÷àåì òðåóãîëüíèê TRB, ïëîñêîñòü êîòîðîãî ïàðàëëåëüíà ïëîñêî-
ñòè KMP .

Ñòðîèì äèàãîíàëè AD è AC â îñíîâàíèè ïèðàìèäû. Ïðÿìûå BR è AD, BR è
AC ïåðåñåêàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, â òî÷êàõ H è X. Ñòðîèì îòðåçêè TH è TX.

×åðåç òî÷êó K ïðîâîäèì ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ñîîòâåòñòâåííî ïðÿìûì TH è
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TX. Â ïåðåñå÷åíèè ñ ðåáðàìè SD è SC ïîëó÷àåì òî÷êè F è Y , ïðèíàäëåæàùèå
ñåêóùåé ïëîñêîñòè.

Ïÿòèóãîëüíèê KPFYM �� èñêîìîå ñå÷åíèå (ðèñ. 2.43).
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùåå çàêëþ÷åíèå: äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñå÷åíèÿ

ìåòîäîì ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ñåêóùåé ïëîñêîñòè íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ñëåäó-
þùèå ÷åòûðå øàãà:

1) ïîñòðîèòü ïëîñêîñòü, ïåðåñåêàþùóþ âñå òðè ãðàíè íåêîòîðîãî òðåõãðàííîãî
óãëà äàííîãî ìíîãîãðàííèêà (èëè åãî ÷àñòè), ïàðàëëåëüíî ïëîñêîñòè èñêîìîãî
ñå÷åíèÿ;

2) íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïîëó÷åííîé ïëîñêîñòè ñ ïëîñêîñòÿìè áîêîâûõ ãðàíåé
èëè äèàãîíàëüíûõ ñå÷åíèé ýòîãî ìíîãîãðàííèêà;

3) ïîñòðîèòü íåêîòîðûå ëèíåéíûå ýëåìåíòû èñêîìîãî ñå÷åíèÿ, ïóòåì ïàðàëëåëü-
íîãî ïåðåíîñà;

4) ïîñòðîèòü èñêîìîå ñå÷åíèå.

Ìåòîä ðàçäåëÿþùåé ïëîñêîñòè. Ñóùíîñòü ìåòîäà ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ïëîñ-
êîñòè ñå÷åíèÿ ìíîãîãðàííèêà (ïàðàëëåëüíî îñíîâàíèþ), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îäíó èç
òð¼õ äàííûõ òî÷åê òàêèì îáðàçîì, ÷òî äðóãèå äâå òî÷êè ëåæàò â ðàçëè÷íûõ ïîëó-
ïðîñòðàíñòâàõ.

Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïîëó÷åííîé ïëîñêîñòè ñ ïëîñêîñòÿìè áîêîâûõ ãðàíåé èëè äèà-
ãîíàëüíûõ ñå÷åíèé è åñòü òî÷êè, îïðåäåëÿþùèå ãðàíèöû èñêîìîãî ñå÷åíèÿ.

Çàäà÷à 5. Äàíî èçîáðàæåíèå ÷åòûðåõóãîëüíîé ïðèçìû ABCDA1B1C1D1. Òî÷-
êè M , K è P ïðèíàäëåæàò ñîîòâåòñòâåííî ãðàíÿì ABB1A1, BCC1B1 è CDD1C1

ýòîé ïðèçìû. Ïîñòðîèòü åå ñå÷åíèå ïëîñêîñòüþ MKP .
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Ðåøåíèå.
Ïðîâîäèì îòðåçêèMF , FE è EH, ïàðàëëåëüíûå, ñîîòâåòñòâåííî, AB, BC è CD.

Òî÷êè K è P ëåæàò â ðàçëè÷íûõ ïîëóïðîñòðàíñòâàõ îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòèMFE,
êîòîðàÿ ïàðàëëåëüíà îñíîâàíèÿì ïðèçìû ABCDA1B1C1D1.

Ñòðîèì îòðåçîê KK ′, ïàðàëëåëüíûé ðåáðó BB1, è îòðåçîê PP ′, ïàðàëëåëüíûé
ðåáðó CC1. Ïðîâîäèì îòðåçêèMF , FE è EH, ïàðàëëåëüíûå ñîîòâåòñòâåííî AB, BC
è CD. Òî÷êè K è P ëåæàò â ðàçëè÷íûõ ïîëóïðîñòðàíñòâàõ îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè
MFE, êîòîðàÿ ïàðàëëåëüíà îñíîâàíèÿì ïðèçìû ABCDA1B1C1D1.

Ðèñ. 2.44

Ñòðîèì îòðåçîê KK ′, ïàðàëëåëüíûé ðåáðó BB1, è îòðåçîê PP ′, ïàðàëëåëüíûé
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ðåáðó CC1. Òî÷êè X è Y åñòü òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ïðÿìûõ KP è
K ′P ′, MX è EH. Ïðÿìàÿ PY ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ CC1 â òî÷êå C ′, à ïðÿìóþ DD1

â òî÷êå D. Ïðÿìûå C ′K è B′Mïåðåñåêàþò ïðÿìûå BB1 è AA1, ñîîòâåòñòâåííî, â
òî÷êàõ B′ è A′.

×åòûðåõóãîëüíèê A′B′C ′D′ �� èñêîìîå ñå÷åíèå (ðèñ. 2.44).
Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíèå ìåòîäîì ðàçäåëÿþùåé ïëîñêîñòè ìîæíî âûïîëíèòü

â òðè øàãà:

1) ïîñòðîèòü ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç îäíó èç çàäàííûõ òî÷åê, ïàðàëëåëüíî
îñíîâàíèþ ìíîãîãðàííèêà, òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äâå îñòàëüíûå äàííûå òî÷êè
ëåæàëè áû â ðàçëè÷íûõ ïîëóïðîñòðàíñòâàõ îòíîñèòåëüíî ýòîé ïëîñêîñòè;

2) íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïîëó÷åííîé ïëîñêîñòè ñ ïëîñêîñòÿìè áîêîâûõ ãðàíåé
èëè äèàãîíàëüíûõ ñå÷åíèé ýòèõ ìíîãîãðàííèêîâ;

3) ïîñòðîèòü èñêîìîå ñå÷åíèå.

Íà ôàêóëüòàòèâíîì çàíÿòèè ïî òåìå¾Ñå÷åíèÿ ìíîãîãðàííèêîâ¿ èíòåëëåêòóàëüíî
îäàðåííûì äåòÿì áûëî áû ïîëåçíî ïîäóìàòü íàä ñëåäóþùèìè âîïðîñàìè:

1. ×åìó ðàâíà ïëîùàäü äèàãîíàëüíîãî ñå÷åíèÿ êóáà, åñëè åãî ðåáðî ðàâíî a?

2. Áóäåò ëè ñå÷åíèå, ïåðïåíäèêóëÿðíîå áîêîâîìó ðåáðó ïðèçìû, ïåðïåíäèêóëÿð-
íî åãî áîêîâûì ãðàíÿì?

3. Ìîæåò ëè áûòü â íàêëîííîì ïàðàëëåëåïèïåäå äèàãîíàëüíîå ñå÷åíèå ïðÿìî-
óãîëüíèêîì?

4. Ó êàêèõ ïðèçì äâà íåïàðàëëåëüíûõ äèàãîíàëüíûõ ñå÷åíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíû
ê îñíîâàíèþ?
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5. Íà êàêèå ìíîãîãðàííèêè ðàçáèâàåòñÿ ïàðàëëåëåïèïåä äèàãîíàëüíîé ïëîñêî-
ñòüþ?

6. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ äèàãîíàëüíûõ ñå÷åíèé ìîæíî ïðîâåñòè ÷åðåç îäíî áîêîâîå
ðåáðî â ïðèçìå: ÷åòûðåõóãîëüíîé; ïÿòèóãîëüíîé; n -óãîëüíîé?

7. Êàêèå ôèãóðû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äèàãîíàëüíûå ñå÷åíèÿ ïðÿìîé ïðèçìû; íà-
êëîííîé ïðèçìû?

8. Êàêàÿ ôèãóðà ïîëó÷èòñÿ îò ïåðåñå÷åíèÿ áîêîâûõ ðåáåð ïëîñêîñòüþ, ïåðïåí-
äèêóëÿðíîé ê ýòèì ðåáðàì â ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå; ïðÿìîì ïàðàë-
ëåëåïèïåäå; íàêëîííîì ïàðàëëåëåïèïåäå?

9. ×òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñå÷åíèå ïàðàëëåëåïèïåäà ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷å-
ðåç äâå òî÷êè îäíîé åãî äèàãîíàëè è ÷åðåç îäíó òî÷êó äðóãîé åãî äèàãîíàëè?

10. Êàê ìîæíî ïåðåñå÷ü êóá ïëîñêîñòüþ, ÷òîáû â ñå÷åíèè ïîëó÷èëñÿ ðàâíîñòî-
ðîííèé òðåóãîëüíèê; ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê; êâàäðàò; ïðÿìîóãîëüíèê;
ðîìá; ðàâíîáåäðåííàÿ òðàïåöèÿ; ïÿòèóãîëüíèê; øåñòèóãîëüíèê; ïðàâèëüíûé
øåñòèóãîëüíèê?

11. Ìîæåò ëè áûòü â ñå÷åíèè ïàðàëëåëåïèïåäà ïëîñêîñòüþ ïðàâèëüíûé ïÿòèóãîëü-
íèê?

12. ×òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñå÷åíèå ïèðàìèäû ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åå
âåðøèíó è äâå òî÷êè îñíîâàíèÿ?

13. Êàê ïåðåñå÷ü ïðàâèëüíûé òåòðàýäð ïëîñêîñòüþ, ÷òîáû â ñå÷åíèè ïîëó÷èëñÿ
êâàäðàò?
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Ìåæøêîëüíûé ôàêóëüòàòèâ

Îãðîìíóþ ðîëü â ðàçâèòèè èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè ó÷àùèõñÿ ìîæåò ñûã-
ðàòü ìåæøêîëüíûé ôàêóëüòàòèâ. Ýôôåêòèâíà òàêàÿ ôîðìà ðàáîòû ïðè ïîäãîòîâ-
êå ó÷àùèõñÿ ê îëèìïèàäàì ðàçíîãî óðîâíÿ (îñîáåííî â ñåëüñêèõ ðåãèîíàõ). Ìåæ-
øêîëüíûé ôàêóëüòàòèâ ìîæíî îðãàíèçîâàòü â êàæäîì ðàéîíå. Åñëè åñòü ó÷èòåëü-
ýíòóçèàñò, òî ïðîâåäåíèå çàíÿòèé ìîæíî ïîðó÷èòü åìó. Åñëè òàêîé íå íàéäåòñÿ,
òî ìîæíî ïîäêëþ÷èòü ãðóïïó ¾ñèëüíûõ¿ ïåäàãîãîâ, ïðåäâàðèòåëüíî ðàñïðåäåëèâ
ìåæäó íèìè òåìû çàíÿòèé è îãîâîðèâ âîïðîñ ñòèìóëèðîâàíèÿ èõ òðóäà. Â ãîðîäàõ,
ãäå åñòü âûñøèå ó÷åáíûå çàâåäåíèÿ, ïîëåçíî íàëàäèòü ñîòðóäíè÷åñòâî ñ êàôåäðàìè
(íàïðèìåð, ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà), ïðèâëå÷ü ìàãèñòðàíòîâ è àñïèðàíòîâ.

Îãðîìíóþ ðîëü â ðàçâèòèè èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè ó÷àùèõñÿ ìîæåò ñûã-
ðàòü ìåæøêîëüíûé ôàêóëüòàòèâ. Ýôôåêòèâíà òàêàÿ ôîðìà ðàáîòû ïðè ïîäãîòîâ-
êå ó÷àùèõñÿ ê îëèìïèàäàì ðàçíîãî óðîâíÿ (îñîáåííî â ñåëüñêèõ ðåãèîíàõ). Ìåæ-
øêîëüíûé ôàêóëüòàòèâ ìîæíî îðãàíèçîâàòü â êàæäîì ðàéîíå. Åñëè åñòü ó÷èòåëü-
ýíòóçèàñò, òî ïðîâåäåíèå çàíÿòèé ìîæíî ïîðó÷èòü åìó. Åñëè òàêîé íå íàéäåòñÿ,
òî ìîæíî ïîäêëþ÷èòü ãðóïïó ¾ñèëüíûõ¿ ïåäàãîãîâ, ïðåäâàðèòåëüíî ðàñïðåäåëèâ
ìåæäó íèìè òåìû çàíÿòèé è îãîâîðèâ âîïðîñ ñòèìóëèðîâàíèÿ èõ òðóäà. Â ãîðîäàõ,
ãäå åñòü âûñøèå ó÷åáíûå çàâåäåíèÿ, ïîëåçíî íàëàäèòü ñîòðóäíè÷åñòâî ñ êàôåäðà-
ìè (íàïðèìåð, ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà), ïðèâëå÷ü ìàãèñòðàíòîâ è àñïèðàíòîâ.
Ïîëåçíî è ó÷àñòèå ñòóäåíòîâ, êîòîðûå â øêîëüíûå ãîäû çàíèìàëèñü ðåøåíèåì îëèì-
ïèàäíûõ çàäà÷. Íà çàíÿòèÿõ ìåæøêîëüíîãî ôàêóëüòàòèâà ìîæíî ðàññìîòðåòü ñëå-
äóþùèå òåìû:

� Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ðåêêóðåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Âîçâðàòíûå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè. Ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ðÿäû. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

� Ôóíêöèè. Ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà ôóíêöèé è èõ ïðèìåíåíèÿ. Ïðîñòåéøèå ôóíêöè-
îíàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ óñëîâèÿìè íåïðåðûâíîñòè,
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îãðàíè÷åííîñòè, äèñêðåòíîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ.

� Êîìïëåêñíûå ÷èñëà.

� Ãðàôû.

� Íåðàâåíñòâà. Êëàññè÷åñêèå íåðàâåíñòâà î ñðåäíèõ. Íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêî-
âñêîãî. Íåðàâåíñòâà Áåðíóëëè, Éåíñåíà, Ãåëüäåðà.

� Äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ

� Êîìáèíàòîðèêà. Ïðèíöèï Äèðèõëå. Èíâàðèàíòû.

� Ìåòîäû ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

� Îñíîâû êëàññè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

� Îñíîâû àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

� Îñíîâû ñèíòåòè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

Ìåæøêîëüíûé ôàêóëüòàòèâ ïîëåçåí è ïðè ïðîâåäåíèè íåïðåðûâíûõ çàî÷íûõ îëèì-
ïèàä. Ðÿä çàíÿòèé öåëåñîîáðàçíî ïîñâÿòèòü ðàçáîðó ðåøåíèé çàäàíèé òàêîé îëèìïè-
àäû. Â òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò ïðåïîäàâàòåëè ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Áðåñòñêîãî
ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè À.Ñ. Ïóøêèíà âåäóò çàíÿòèÿ ìåæøêîëüíîãî
ôàêóëüòàòèâà äëÿ ó÷àùèõñÿ øêîë ã. Áðåñòà. Ïðèâåäåì ïðèìåð íåêîòîðûõ çàíÿòèé.

1. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé

Ýòà òåìà, êàê ïðàâèëî, âûçûâàåò òðóäíîñòè ó øêîëüíèêîâ è ó÷èòåëåé. ×òî æå òàêîå
ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå è êàêîâû ìåòîäû åãî ðåøåíèÿ? Ïîä ôóíêöèîíàëüíûì
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óðàâíåíèåì ïîíèìàþò óðàâíåíèå, â êîòîðîì íàäî íàéòè íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ, ñâÿ-
çàííóþ ñ èçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè ïðè ïîìîùè îáðàçîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè. Ñ
ïðîñòåéøèìè ôóíêöèî-íàëüíûìè óðàâíåíèÿìè âñòðå÷àëñÿ êàæäûé øêîëüíèê. Íà-
ïðèìåð, óðàâíåíèå f(−x) = f(x). Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì äàííîãî ôóíê-
öèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò åìó ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà
â îáëàñòè å¼ îïðåäåëåíèÿ. Ðåøèòü ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå �� çíà÷èò óñòàíîâèòü,
èìååò ëè îíî ðåøåíèÿ, è íàéòè èõ, åñëè îíè èìåþòñÿ.

Ðàññìîòðèì ñïîñîáû ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé è çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ
ôóíêöèîíàëüíûìè óðàâíåíèÿìè íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ.

Ïðèìåð 1. Íàéòè äëèíó îòðåçêà, êîíöû êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò ãðàôèêó ôóíê-
öèè f (x) = 12|x9| − 7x2 − x

2
+ arctg 0, 352 + 1

2x5
+ ln |x|, à îñü îðäèíàò ÿâëÿåòñÿ åãî

ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðîì.

Ðåøåíèå.
Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ f(−x1) = f(x1) (ðèñ. 2.45)
Òàê êàê îñü îðäèíàò ïî óñëîâèþ ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðîì îòðåçêà

[−x1, x1], òî âû÷èñëèì

f (−x1) = 12|x91| − 7x21 +
x1
2

+ arctg 0, 352− 1

2x51
+ ln |x1|.

Èç óñëîâèÿ f (−x1) = f (x1) ïîëó÷èì óðàâíåíèå

12|x91| − 7x21 −
x1
2

+ arctg 0, 352− 1

2x51
+ ln |x1| =

= 12|x91| − 7x21 +
x1
2

+ arctg 0, 352− 1

2x51
+ ln |x1|,

êîòîðîå ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ:

x1
2
− 1

2x51
= −x1

2
+

1

2x51
.
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Ðèñ. 2.45

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî x1 = ±1. Èñêîìàÿ äëèíà îòðåçêà ðàâíà 2.

Ïðèìåð 2. Íàéòè f(x), åñëè f(2x− 1) = 3x+ 2.

Ðåøåíèå.
Îáîçíà÷èì 2x− 1 = t. Òîãäà x = t+1

2
. Èìååì,

f(t) = 3

(
t+ 1

2

)
+ 2,

îòêóäà

f(t) =
3t+ 7

2
,⇒ f(x) =

3x+ 7

2
.

Îòâåò: f(x) = 3x+7
2
.
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Ïðèìåð 3. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé x âåðíî, ÷òî

f(x)− 2f

(
1

x

)
=

2x2 − 1

x
.

Íàéòè f(x).

Ðåøåíèå.
Åñëè âìåñòî x â èñõîäíîå óðàâíåíèå ïîäñòàâèòü 1

x
, òî ïîëó÷èì, ÷òî

f

(
1

x

)
− 2f(x) =

2
x2
− 1
1
x

,

òî åñòü áóäåì èìåòü ñèñòåìó óðàâíåíèé: f (x)− 2f
(
1
x

)
= 2x2−1

x
,

f
(
1
x

)
− 2f(x) =

2
x2
−1
1
x

.

Ðåøèâ ýòó ñèñòåìó, ïîëó÷èì, ÷òî f(x) = − 1
x
.

Ïðèìåð 4. Íàéòè âñå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà R, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

2f(x) + f(1− x) = x2.

Ðåøåíèå.
Çàìåíà: x íà 1− x, ïîëó÷èì

2f(1− x) + f(x) = (1− x)2 .

Óìíîæèì îáå ÷àñòè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ íà (−2) è ñëîæèì ñ ïîñëåäíèì óðàâíåíèåì,
ïîëó÷èì:

−3f(x) = −2x2 + 1− 2x+ x2.
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Îòêóäà

f(x) =
1

3
x2 +

2

3
x− 1

3
.

Ïðèìåð 5. Íàéòè âñå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà R, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

(f (x))2 = f(x).

Ðåøåíèå.
Ïóñòü x0 � íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Òîãäà

(f (x))2 = f (x0) , èëè f (x0) (f (x0)− 1) = 0.

Îòñþäà
f (x0) = 0 èëè f (x0)− 1 = 0.

Åñëè ôóíêöèè f(x) ñóùåñòâóþò, òî ãðàôèêàì áóäóò ïðèíàäëåæàòü òî÷êè (x0; 0)
èëè (x0; 1) (è íå òîëüêî îíè). Ðåøåíèåì áóäåò f(x) � âñÿêàÿ, îïðåäåëåííàÿ íà R
ôóíêöèÿ, ãðàôèê êîòîðîé ïðèíàäëåæèò îáúåäèíåíèþ äâóõ ïðÿìûõ y = 0 è y = 1.

Ïðèìåð 6. Íàéòè âñå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà R, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

f

(
x+ 1

x+ 2

)
+ 2f

(
x− 2

x+ 1

)
= x.

Ðåøåíèå.
Ïóñòü x−2

x+1
= t, òîãäà x = t+2

1−t , t 6= 0, t 6= 1. Ïîäñòàâèì â èñõîäíîå óðàâíåíèå,
ïîëó÷èì

f

(
1

t

)
+ 2f(t) =

t+ 2

1− t
.

Çàìåíèì t íà 1
t
, ïîëó÷èì

f(t) + 2f

(
1

t

)
=

1
t

+ 2

1− 1
t

,
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ïðåîáðàçîâàâ ïðàâóþ ÷àñòü êîòîðîãî, áóäåì èìåòü:

f(t) + 2f

(
1

t

)
=

1 + 2t

t− 1
.

Â èòîãå ìû ïîëó÷èëè äâà óðàâíåíèÿ:

f

(
1

t

)
+ 2f(t) =

t+ 2

1− t
è f(t) + 2f

(
1

t

)
=

1 + 2t

t− 1
.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè 1-ãî óðàâíåíèÿ íà (−2) è ñëîæèì ñî 2-ûì óðàâíåíèåì:

f(t) =

(
4t+ 5

3− 3t

)
.

Îòêóäà

f(x) =
4x+ 5

3− 3x
.

Ïðèìåð 7. Íàéòè ôóíêöèþ f(x), îïðåäåëåííóþ íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ
÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ f(x+ 1) = f(x) + k, ãäå k � íåêîòîðîå äåéñòâè-
òåëüíîå ÷èñëî.

Ðåøåíèå.
Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è èñïîëüçóåì ìåòîä Êîøè. Âíà÷àëå íàéäåì âûðàæåíèÿ

äëÿ x = 1, 2, 3 . . .. Ïîëó÷èì

f(2) = f(1) + k,

f(3) = f(2) + k = f(1) + k + k = f(1) + 2k,

f(4) = f(3) + k = f(1) + 3k,

. . .

f(n) = f(1) + (n− 1)k,
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ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Ïðîâåðèì, äåéñòâèòåëüíî ëè âûïîëíÿåòñÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî:

f(n) = f(1) + (x− 1)k, ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Èñïîëüçóåì ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ïðîâåðèì, âûïîëíÿåòñÿ ëè ðàâåíñòâî
ïðè x = 1: f(1) = f(1) � âåðíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàâåíñòâî âåðíî ïðè x = n − 1,
ãäå n ≥ 2, òî åñòü f(n) = f(1) + (n − 1)k � âåðíî. Äîêàæåì, ÷òî èç ýòîãî ñëåäóåò
ðàâåíñòâî äëÿ x = n. Òàê êàê f(x+ 1) = f(x) + k, òî ïðè x = k ïîëó÷èì

f(n+ 1) = f(n) + k, èëè f(n+ 1) = f(1) + (n− 1)k + k,

f(n+ 1) = f(1) + nk.

Çíà÷èò, ðàâåíñòâî âåðíî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n.
Ðåøåíèåì äàííîãî ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

f(x) = f(1) + (x− 1)k, ãäå f(1) � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî.

2. Óðàâíåíèå Ïåëëÿ

Óðàâíåíèå âèäà
x2 −my2 = 1 (2.2)

íîñèò íàçâàíèå ¾óðàâíåíèå Ïåëëÿ¿.
Èìÿ àíãëèéñêîãî ìàòåìàòèêà Ïåëëÿ ñëó÷àéíî çàêðåïèëîñü çà ýòèì óðàâíåíèåì.

Ýéëåð, îçíàêîìèâøèñü ñ êíèãîé Âàëëèñà ¾Àëãåáðà¿ â êîòîðîé óïîìèíàëîñü èìÿ
Ïåëëÿ, ïîäóìàë, ÷òî ýòîìó ìàòåìàòèêó ïðèíàäëåæèò ñïîñîá ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
x2 −my2 = 1 è íàçâàë åãî ¾óðàâíåíèåì Ïåëëÿ¿. Íà ñàìîì æå äåëå Ïåëëü íå èìåë
íèêàêîãî îòíîøåíèÿ ê ýòîìó óðàâíåíèþ.

Ãðàôèê óðàâíåíèÿ x2−my2 = 1 � ýòî ãèïåðáîëà, àñèìïòîòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ
ïðÿìûå y = ± x√

m
.

Ñäåëàåì äâà çàìå÷àíèÿ:
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1) ïðè ëþáîì m óðàâíåíèå (2.2) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå äâà ðåøåíèÿ:
x = ±1, y = 0 (ýòè ðåøåíèÿ íàçîâ¼ì òðèâèàëüíûìè);

2) ïîñêîëüêó ïðè èçìåíåíèè çíàêà ó x è y ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.2) íå èçìåíèò-
ñÿ, äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ íàõîæäåíèåì òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûõ ðåøåíèé
(ò. å. ðåøåíèé ñ íåîòðèöàòåëüíûìè x è y).

Ðåøèì óðàâíåíèå (2.2), ïåðåïèñàâ åãî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

my2 = x2 − 1 = (x− 1)(x+ 1). (2.3)

Ïðè íå÷åòíûõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà x ÷èñëà (x− 1) è (x+ 1) ÷åòíûå. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïðè íå÷åòíûõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà x óðàâíåíèå (2.3) â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ïðèíèìàåò
âèä:

x2 − 1 = m(2k)2, ãäå y = 2k, k = 1, 2, 3 . . . (2.4)

Ïðè íå÷åòíûõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà x óðàâíåíèå (2.3) èìååò ðåøåíèå â îáùåì âèäå
êàê óðàâíåíèå (2.4). Ïðèâåäåì ïðèìåðû.

Ïðèìåð 1. my2 − 1 = 312 − 1 = 15× 82(d = 15; y = 2 = 2 · 4).

Ïðèìåð 2. my2 − 1 = 1812 − 1 = 910× 62(d = 910; y = 2 · 3).

Ïðè ÷åòíûõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà x ÷èñëà (x − 1) è (x + 1) íå÷åòíûå. Ðåøåíèå â
îáùåì âèäå èìååò ìåñòî, åñëè îäíî èç ÷èñåë (x − 1) èëè (x + 1) èëè îáà ÷èñëà
(x− 1) = dz2, (x+ 1) = pr2.

Ïðèìåð 3. x = 28; x − 1 = 28 − 1 = 27 = 3 × 32; x + 1 = 28 + 1 = 29; my2 =
x2 − 1 = 282 − 1 = 87× 32 (m = 87; y = 3).
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Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå Ïåëëÿ èìååò ðåøåíèå â îáùåì âèäå äëÿ âñåõ íå÷åòíûõ
÷èñåë è äëÿ ÷åòíûõ ÷èñåë, êîòîðûå ïðè äîáàâëåíèè ê íèì åäèíèöû (x + 1) èëè
âû÷èòàíèè èç íèõ åäèíèöû (x − 1) ïðåâðàùàþòñÿ â íå÷åòíûå ÷èñëà, ñîäåðæàùèõ
ìíîæèòåëü r2, ãäå r = 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, . . . � ïðîñòûå èëè ñîñòàâíûå íå÷åòíûå
÷èñëà. ×åòíûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó óñëîâèþ, îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:
x = n× r2− 1; x = n× r+ 1, ãäå ãäå n �� íå÷åòíîå ÷èñëî. Ïðåäëîæåííûé íàìè ìåòîä
ðåøåíèÿ óêàçàííîãî óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ, ïðèâåäåííûé âûøå, ïðèìèòèâíî ïðîñò. Â
ñîîòâåòñòâèè ñ íèì, óðàâíåíèå ðåøàåìî äëÿ âñåõ íå÷åòíûõ ÷èñåë x. À äëÿ âñåõ
÷åòíûõ çíà÷åíèé ðåøåíèå òîæå ïðîñòîå: áåðåòå ëþáîå ÷åòíîå ÷èñëî, âîçâîäèòå åãî
â êâàäðàò, èç ïîëó÷åííîãî ÷èñëà âû÷èòàåòå 1 èëè ê ïîëó÷åííîìó ÷èñëó äîáàâëÿåòå
1. Ïîëó÷àåòå äâà çíà÷åíèÿ ÷èñëà x, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ.
Òàêèì ìåòîäîì íàìè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå òðîéêè ÷èñåë: (x = 1291; y = 2; m =
416670), (x = 907; y = 2; m = 205662), (x = 911; y = 4; m = 51870), (x = 277; y = 2;
m = 19182) è äð.

Ìîæíî óðàâíåíèå Ïåëëÿ ðàññìàòðèâàòü êàê ïàðàìåòðè÷åñêîå ñ ïàðàìåòðîì d.
Ïðè ðåøåíèè ìîæíî îïèðàòüñÿ íà ñëåäóþùèå òåîðåìû:

Òåîðåìà 1. Åñëè x2 − dy2 = a è z2 − dt2 = b, òî ïàðà ÷èñåë (X;Y ) = (xz +
dyt;xt+ yz) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó X2 − dY 2 = ab.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà d, íå ÿâëÿþùåãîñÿ êâàäðàòîì, ñó-
ùåñòâóþò òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà x è y, ÷òî x2 − dy2 = 1.

Òåîðåìó 2 ìîæíî äîêàçàòü, ðàññìàòðèâàÿ ïðèáëèæåíèÿ ÷èñëà
√
d ðàöèîíàëüíû-

ìè ÷èñëàìè. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 3. Äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà ξ è ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N
ñóùåñòâóþò òàêèå öåëîå ÷èñëî a è íàòóðàëüíîå ÷èñëî b, ÷òî b ≤ N è

|bξ − a| ≤ 1

N + 1
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ÷èñëà 0 è 1, à òàêæå äðîáíûå ÷àñòè ÷èñåë ξ,
2ξ, . . . , Nξ. Åñëè áû âñå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýòèìè (N + 2)�ìÿ ÷èñëàìè áûëè áîëüøå

1

N + 1
, òî ïîëó÷èëîñü áû ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, êàêîå-òî èç ðàññòîÿíèé íå ïðåâîñ-

õîäèò
1

N + 1
. Åñëè

| {b2ξ} − {b1ξ} | 6
1

N + 1
,

1 6 b1 6 b2 6 N , òî

| (b2ξ − [b2ξ])− (b1ξ − [b1ξ]) | 6
1

N + 1
,

òàê ÷òî äîñòàòî÷íî âçÿòü b = b2 − b1 è a = [b2ξ]− [b1ξ]. Îñòàëüíûå äâà ñëó÷àÿ ñòîëü
æå î÷åâèäíû:

� åñëè {bξ} − 0 6 1
N+1

, òî ãîäèòñÿ a = [bξ];

� åñëè æå 1− {bξ} 6 1
N+1

, òî ìîæíî âçÿòü a = [bξ] + 1.

Ëåììà äîêàçàíà. �

Òåïåðü äîêàæåì òåîðåìó 2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì ξ =

√
d. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n > 1 â ñèëó

ëåììû 3 ñóùåñòâóþò òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà an è bn, ÷òî bn < n è |an− bn
√
d| 6 1

n
.

Î÷åâèäíî,

|a2n − db2n| = |an − bn
√
d| · |an + bn

√
d| 6 1

n
|an − bn

√
d|+ 2bn

√
d| 6

6
1

n

(
1

n
+ 2n

√
d

)
< 1 + 2

√
d
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Èòàê, âåëè÷èíà a2n − db2n ìîæåò ïðèíèìàòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé. Íî n
ìîæíî áðàòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì! È ïðè ýòîì â ñèëó íåðàâåíñòâà |an− bn

√
d| 6 1

n

ïðè n → ∞ èìååì bn → ∞. Çíà÷èò, õîòÿ áû äëÿ îäíîãî öåëîãî ÷èñëà c, ïî ìîäóëþ
ìåíüøåãî 1+2

√
d, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (an; bn), äëÿ

êîòîðûõ a2n − db2n = c.
Çàôèêñèðóåì îäíî èç òàêèõ ÷èñåë c. Ðàññìîòðèì îñòàòêè îò äåëåíèÿ ÷èñåë an è

bn íà |c|. Ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî îñòàòêîâ, êîíå÷íî, òî ñóùåñòâóþò òàêèå äâå ðàçíûå
ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (a; b) è (A;B), ÷òî

a2 − db2 = c = A2 − dB2,

a ≡ A (mod |c|),

b ≡ B (mod |c|)

Ðàññìîòðèì ÷àñòíîå

A+B
√
d

a+ b
√
d

=

(
A+B

√
d
)(

a+ b
√
d
)

a2 − db2
=
aA− bB + (aB − Ab)

√
d

c
.

Ïîñêîëüêó

aA− bBd ≡ a2 − db2 = c ≡ 0 (mod |c|) è aB − Ab = ab− ab = 0 (mod |c|),

òî ÷èñëà x = aA−bBd
c

è y = aB−Ab
c

öåëûå. Òàê êàê

x2 − dy2 =
(
x+ y

√
d
)(

x− y
√
d
)

=

=
A+B

√
d

a+ b
√
d
· A−B

√
d

ab
√
d

=
c

c
= 1
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è y 6= 0, òî (x; y) � èñêîìîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ. �

Íà ïðàêòèêå óðàâíåíèå Ïåëëÿ x2−m2 = 1 ÷àùå âñåãî ðåøàþò ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: âíà÷àëå íàõîäÿò íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ðåøåíèå. Äëÿ íåáîëüøèõ çíà÷åíèé
m ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïîäáîðîì, à äëÿ áîëüøèõ m èñïîëüçóþò öåïíûå äðîáè (ðàñ-
êëàäûâàþò ÷èñëî m â êîíå÷íóþ öåïíóþ äðîáü). Òàê êàê öåïíàÿ äðîáü ÿâëÿåòñÿ
ïåðèîäè÷åñêîé, òî

√
m = [q0; q1, q2, cdots] . Îáîçíà÷èì äëèíó ïåðèîäà ýòîé íåïðå-

ðûâíîé äðîáè ÷åðåç S (S ìîæåò áûòü ÷¼òíûì èëè íå÷¼òíûì). Åñëè S � ÷¼òíî, òî
íàõîäèì ïîäõîäÿùóþ äðîáü: PS−1

QS−1
= [q0; q1, q2, cdots, qS−1] Â ýòîì ñëó÷àå íàèìåíüøåå

íàòóðàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.2) èìååò âèä:

x = PS−1, y = QS−1.

Åñëè æå S � íå÷¼òíîå, òî
x = P2S−1, y = Q2S−1.

Ïóñòü (x0, y0) êàêîå-ëèáî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.2), ïîäñòàâèì åãî è ïîëó÷èì:(
x0 −

√
my0

) (
x0 +

√
my0

)
= 1. (2.5)

Äëÿ ∀n ∈ N óðàâíåíèå (2.5) âîçâåä¼ì â n-íóþ ñòåïåíü:(
x0 −

√
my0

)n (
x0 +

√
my0

)n
= 1.

Çàòåì, èñïîëüçóÿ áèíîì Íüþòîíà, ïðèâåä¼ì ïîäîáíûå ñëàãàåìûå, ïîëó÷èì ðàâåí-
ñòâî: (

xn −
√
myn

) (
xn +

√
myn

)
= 1. (2.6)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðà (xn, yn) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.2).
Èç ðàâåíñòâ (2.5) è (2.6) ñëåäóåò, ÷òî:(

x0 −
√
my0

)n
= xn −

√
myn (2.7)(

x0 +
√
my0

)n
= xn +

√
myn (2.8)
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À òåïåðü èç ðàâåíñòâ (2.7) è (2.8) ïîëó÷èì ôîðìóëû, ïîçâîëÿþùèå íàéòè âñå ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèÿ (2.2):

xn =
1

2

[(
x0 +

√
my0

)n
+
(
x0 −

√
my0

)n]
, (2.9)

yn =
1

2
√
m

[(
x0 +

√
my0

)n − (x0 −√my0)n] . (2.10)

Ïðèìåð 4. Ðåøèòü óðàâíåíèå x2 − 3y2 = 1.

Ðåøåíèå.
Â äàííîì óðàâíåíèè m = 3. Ìîæíî ïîäáîðîì íàéòè îäíî ðåøåíèå. Ïàðà (2; 1)

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ. Îñòàëüíûå ðåøåíèÿ íàõîäÿò ïî ôîðìóëàì:

xn =
1

2

((
2 +
√

3
)n

+
(

2−
√

3
)n)

,

yn =
1

2
√

3

((
2 +
√

3
)n
−
(

2−
√

3
)n)

.

Ïðèìåð 5. Ðåøèòü óðàâíåíèå x2 − 8y2 = 1.

Ðåøåíèå.
Íàéäåì íàèìåíüøåå ðåøåíèå (x0, y0).
Èñïîëüçóåì öåïíûå äðîáè:

√
8 = 2

√
2 = [2; 1, 4, 1, 4, . . .] ,

S = 2,

PS−1
QS−1

=
P1

Q1

= 2 +
1

1
=

3

1
.

Ñëåäîâàòåëüíî, x0 = 3, y0 = 1. Îñòàëüíûå ðåøåíèÿ íàéäåì ïî ôîðìóëàì (2.9)�(2.10)
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2.4. Ìàòåìàòè÷åñêèå îëèìïèàäû

Ñîðåâíîâàíèÿ â èñòîðèè ìàòåìàòèêè èçâåñòíû ñ äàâíèõ ïîð. Åùå Àðõèìåä ðàñ-
ñûëàë äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñâîèì êîëëåãàì è ñîïåðíèêàì â Àëåêñàíäðèþ. Ìàòåìàòè-
÷åñêèå òóðíèðû ïðîöâåòàëè â Íåàïîëèòàíñêîì Êîðîëåâñòâå Ôðèäðèõà II Ãîãåíøòà-
óôåíà (XIII âåê), ñ íèìè òåñíî ñâÿçàíî èìÿ êðóïíåéøåãî ìàòåìàòèêà åâðîïåéñêîãî
ñðåäíåâåêîâüÿ Ëåîíàðäî Ôèáîíà÷÷è (Ëåîíàðäî Ïèçàíñêèé èç Ïèçû, îê. 1170�1250).
Â èñòîðèè ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé 3-ãî è 4-ãî ïîðÿäêà (XVI âåê) áîëü-
øîå ìåñòî çàíèìàëè ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ñîðåâíîâàíèÿ¿. Ýòè ñîðåâíîâàíèÿ íîñèëè áî-
ëåå ëè÷íûé õàðàêòåð, ÷åì ñîâðåìåííûå îëèìïèàäû: òàê, íàïðèìåð, ñîñòÿçàíèÿ, â
êîòîðûõ ó÷àñòâîâàëè Èîãàíí Ïàëåðìñêèé è Ëåîíàðäî Ïèçàíñêèé (XIII âåê) èëè
Íèêêîëî Òàðòàëüÿ è Àíòîíèî Ôèîðè (XVI âåê), ìîæíî áûëî áû íàçâàòü ìàòåìàòè-
÷åñêèìè äóýëÿìè. Â XVIII âåêå áûëè ïîïóëÿðíû ¾Ñîðåâíîâàíèÿ ïî ïåðåïèñêå¿, â
êîòîðûõ ïðèíèìàëè ó÷àñòèå Áåðíóëëè, Ëåéáíèö, Íüþòîí, Ýéëåð è äð. Ïîçæå ñèñòå-
ìàòè÷åñêè ïðîâîäèëèñü ñîñòÿçàíèÿ íà ïðèç ôðàíöóçñêîé Àêàäåìèè íàóê, â êîòîðûõ,
ê ïðèìåðó, ïðèíèìàëè ó÷àñòèå Ñ. Â. Êîâàëåâñêàÿ è Á. Ðèìàí.

Â Ðîññèè êîíêóðñû ïî ðåøåíèþ çàäà÷ íà÷àëè ïðîâîäèòüñÿ â êîíöå XIX âåêà.
Ñ 1885 ãîäà â ¾Âåñòíèêå îïûòíîé ôèçèêè è ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè¿ åæåãîäíî
ïóáëèêîâàëè ¾çàäà÷è íà ïðåìèþ¿. Ýòîò êîíêóðñ ïî ïðàâó ñ÷èòàþò ïðîîáðàçîì ñî-
âðåìåííûõ çàî÷íûõ îëèìïèàä. Ñàìàÿ ïåðâàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà íà òåððè-
òîðèè ÑÑÑÐ áûëà ïðîâåäåíà â 1933 ãîäó â Ãðóçèè, çàòåì â 1934 ã. â Ëåíèíãðàäñêîì
óíèâåðñèòåòå, à ñ 1935 ãîäà ìàòåìàòè÷åñêèå îëèìïèàäû ñòàëè ïðîâîäèòüñÿ â Ìîñêâå.
Óñïåõ ïåðâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàä ñïîñîáñòâîâàë ïåðåñòðîéêå ðàáîòû ñ èíòåë-
ëåêòóàëüíî îäàðåííûìè øêîëüíèêàìè. Ñòàëè âîçíèêàòü øêîëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå
êðóæêè ïðè âóçàõ, íàïðèìåð ïðè ÌÃÓ.

Âåëèêàÿ Îòå÷åñòâåííàÿ âîéíà íå ñòàëà ïîìåõîé â ïðîâåäåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ
îëèìïèàä. Îíè ïðîøëè â Àøõàáàäå è Êàçàíè. Ïîñëå âîéíû îëèìïèàäíîå äâèæå-
íèå ïîëó÷èëî ðåçêèé ïîäúåì, â ïðîâåäåíèå îëèìïèàä íà÷àëè âêëþ÷àòüñÿ âûñøèå
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ó÷åáíûå çàâåäåíèÿ ìíîãèõ ãîðîäîâ Ñîâåòñêîãî Ñîþçà. Ñ 1950 ãîäà ìàòåìàòè÷åñêèå
îëèìïèàäû ñòàëè ïðîâîäèòüñÿ â Ìèíñêå. Â 1959 ãîäó â ðóìûíñêîì ãîðîäå Áðàøîâå
ñîñòîÿëàñü ïåðâàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå, â êîòîðîé ó÷àñòâîâàëà
êîìàíäà èç ÑÑÑÐ.

Ñ 1992 ãîäà Áåëîðóññêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïåðåñòàëà áûòü
ñîñòàâíîé ÷àñòüþ Âñåñîþçíîé îëèìïèàäû. Áåëîðóñû ïîëó÷èëè âîçìîæíîñòü âûñòó-
ïàòü îòäåëüíîé êîìàíäîé íà Ìåæäóíàðîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäå øêîëüíè-
êîâ. Ó÷àñòèå íàøåé ñáîðíîé íà Ìåæäóíàðîäíîé îëèìïèàäå âûÿâèëî ðÿä íåäîñòàòêîâ
â ïîäãîòîâêå øêîëüíèêîâ, â óðîâíå ñîäåðæàíèÿ îëèìïèàäíûõ çàäà÷.

Ìàòåìàòè÷åñêèå îëèìïèàäû � îäíà èç íàèáîëåå çíà÷èìûõ è ýôôåêòèâíûõ ôîðì
ïîâûøåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè ó÷àùèõñÿ, äåéñòâåííîå ñðåäñòâî ôîðìèðî-
âàíèÿ ìîòèâàöèè ê ó÷åíèþ, ïîâûøåíèÿ ïîçíàâàòåëüíîé àêòèâíîñòè, ðàçâèòèÿ òâîð-
÷åñêèõ ñïîñîáíîñòåé, óãëóáëåíèÿ è ðàñøèðåíèÿ çíàíèé øêîëüíèêîâ ïî ïðåäìåòó. Â
ïîñëåäíèå ãîäû âñå ÷àùå íà îáëàñòíûõ è ðåñïóáëèêàíñêèõ îëèìïèàäàõ âñòðå÷àþò-
ñÿ çàäà÷è, ðåøåíèå êîòîðûõ òðåáóåò çíàíèé, âûõîäÿùèõ çà ðàìêè øêîëüíîãî êóðñà
ìàòåìàòèêè. Ýòî êàñàåòñÿ êàê òåîðèè, òàê è ìåòîäîâ ðåøåíèÿ.

Ìíîãèå ìåòîäû ðåøåíèÿ îëèìïèàäíûõ çàäà÷ ïîÿâèëèñü áëàãîäàðÿ òðóäàì Í. Àáå-
ëÿ, À. Áåçó, Âèåòà, Ê. Ãàóññà, Ä. Ãèëüáåðòà, À. Î. Ãåëüôîíäà, Äèîôàíòà, Åâêëèäà,
Ä. Âèëüñîíà, Ä. Êàðäàíî, Æ. Ëàíðàíæà, À. Ìóàâðà, È. Íüþòîíà, Á. Ïàñêàëÿ, Ïè-
ôàãîðà, Ë. Ôåððàðè, Ï. Ôåðìà, Ë. Ýéëåðà è äð.

Ñóùåñòâåííûé âêëàä â ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàä âíåñëè òàêèå ó÷åíûå
è ïåäàãîãè, êàê Ï. Ñ. Àëåêñàíäðîâ, Ë. Ä. Ãëåéçåð, Á. Í. Äåëîíå, À. Ê. Êîâàëüäæè,
Â. Ô. Êàãàí, À. ß. Êàíåëü�Áåëîâ, Ì. Êëàéí, À. Í. Êîëìîãîðîâ, Ë. À. Ëþñòåðíèê,
À. È. Ìàðêóøåâè÷, È. Ñ. Ïåòðàêîâ, Ä. Ïîéà, È. Õ. Ñèâàøèíñêèé, Â. È. Ñìèðíîâ,
Ñ. Ë. Ñîáîëåâ, Â. À. Òàðòàêîâñêèé, Ã. À. Òîíîÿí, Ã. Ì. Ôèõòåíãîëüö, Ñ. È. Øâàðö-
áóðä, Ä. Î. Øêëÿðñêèé, Ë. Ã. Øíèðåëüìàí, È. Ì. ßãëîì è äð. Èç áåëîðóññêèõ
ìàòåìàòèêîâ (ó÷åíûõ è ïåäàãîãîâ) �� À. È. Àçàðîâ, È. Ô. Àêóëè÷, Å. À. Áàðàáàíîâ,
Ò. Á. Áàõòèíà, À. Á. Âàñèëåâñêèé, È. È. Âîðîíîâè÷, Â. È. Êàñêåâè÷, Ñ. À. Ìàçàíèê,
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Î. È. Òàâãåíü è äð.

Àíàëèç ñîäåðæàíèÿ îëèìïèàäíûõ çàäà÷

Îëèìïèàäíûå çàäà÷è â ìàòåìàòèêå � ýòî çàäà÷è, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ îáÿçà-
òåëüíî òðåáóåòñÿ íåîæèäàííûé è îðèãèíàëüíûé ïîäõîä. Ìàòåìàòè÷åñêèå îëèìïèà-
äû â Ðåñïóáëèêå Áåëàðóñü ïðîâîäÿòñÿ â òå÷åíèå ó÷åáíîãî ãîäà â íåñêîëüêî òóðîâ.

1�é òóð �� øêîëüíûå îëèìïèàäû. Ýòà îëèìïèàäà ïðîâîäèòñÿ ïî òåêñòàì, ñî-
ñòàâëåííûì ó÷èòåëÿìè ìàòåìàòèêè, è â íåé ïðèíèìàþò ó÷àñòèå âñå æåëàþùèå ó÷à-
ùèåñÿ 5 �11 êëàññîâ. Íàìè ïðîàíàëèçèðîâàíî ñîäåðæàíèå øêîëüíûõ îëèìïèàä, ïðî-
âåäåííûõ â òðåõ îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèÿõ ã. Áðåñòà â 2010 ãîäó, è
âûÿâëåíû îáùèå ïðèíöèïû ôîðìèðîâàíèÿ êîìïëåêòîâ îëèìïèàäíûõ çàäàíèé ïî ìà-
òåìàòèêå:

� íàðàñòàíèå ñëîæíîñòè çàäàíèé îò ïåðâîãî ê ïîñëåäíåìó;

� çàäàíèÿ ñîñòàâëåíû íà îñíîâå ïðîãðàììû ïî ìàòåìàòèêå äëÿ îáùåîáðàçîâà-
òåëüíûõ ó÷åáíûõ ó÷ðåæäåíèé;

� â êîìïëåêò âõîäÿò çàäà÷è ïî ãåîìåòðèè, àëãåáðå, êîìáèíàòîðèêå (â ìëàäøèõ
êëàññàõ �� ïî àðèôìåòèêå, ëîãè÷åñêèå çàäà÷è; â ñòàðøèõ êëàññàõ � ïî òåîðèè
÷èñåë, òðèãîíîìåòðèè, ñòåðåîìåòðèè, ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó); ïðèñóòñòâó-
þò è çàäà÷è, îáúåäèíÿþùèå ðàçëè÷íûå ðàçäåëû øêîëüíîé ìàòåìàòèêè; â êà-
÷åñòâå ñàìûõ ñëîæíûõ çàäà÷ âûñòóïàþò çàäà÷è, ðåøåíèå êîòîðûõ áàçèðóåòñÿ
íà ìàòåðèàëå, èçó÷àåìîì íà ôàêóëüòàòèâíûõ çàíÿòèÿõ;

� çàäà÷è íåñòàíäàðòíû, îáëàäàþò îïðåäåëåííîé ñòåïåíüþ íîâèçíû äëÿ ó÷àñòíè-
êîâ îëèìïèàäû.
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Íèæå ìû ïðèâîäèì òåìû, êîòîðûå áûëè èñïîëüçîâàíû ïðè ñîñòàâëåíèè âàðèàí-
òîâ çàäàíèé øêîëüíûõ îëèìïèàä:

5 êëàññ � ×èñëîâûå ðåáóñû. Çàäà÷è íà ðàçðåçàíèå, ïåðåëèâàíèÿ, âçâåøèâàíèÿ.
Ëîãè÷åñêèå èëè òåêñòîâûå çàäà÷è.

6 êëàññ � ×èñëîâûå ðåáóñû. Ñâîéñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ ôèãóð. Ëîãè÷åñêèå èëè
òåêñòîâûå çàäà÷è. ×åòíîñòü.

7 êëàññ � ×èñëîâûå ðåáóñû. Çàäà÷è íà ñîñòàâëåíèå óðàâíåíèÿ. Äåëèìîñòü íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë. Çàäà÷è íà ïåðåëèâàíèÿ, âçâåøèâàíèÿ. Ëîãè÷åñêèå çàäà÷è.

8 êëàññ � Ïðåîáðàçîâàíèå àëãåáðàè÷åñêèõ âûðàæåíèé. Ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ
ôóíêöèé. Îñíîâíûå ýëåìåíòû òðåóãîëüíèêà. Äåëèìîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ëîãè-
÷åñêèå çàäà÷è.

9 êëàññ � Äåëèìîñòü. Êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí è åãî ñâîéñòâà. Ïðåîáðàçîâàíèÿ àë-
ãåáðàè÷åñêèõ âûðàæåíèé. Îñíîâíûå ýëåìåíòû òðåóãîëüíèêà. Ëîãè÷åñêèå (êîìáèíà-
òîðíûå) çàäà÷è.

10 êëàññ� Êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí è åãî ñâîéñòâà. Ïðîãðåññèè. Ïëîùàäü. Ïîäîáèå
ôèãóð. Íåðàâåíñòâà. Ëîãè÷åñêèå (êîìáèíàòîðíûå) çàäà÷è.

11 êëàññ � Ñèñòåìû óðàâíåíèé. Îêðóæíîñòü. Ñâîéñòâà âïèñàííûõ óãëîâ. Òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ. Ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ ôóíêöèé. Êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è.

2-é òóð �� ðàéîííûå (ãîðîäñêèå) îëèìïèàäû. Ýòà îëèìïèàäà ïðîâîäèòñÿ ïî
òåêñòàì, ñîñòàâëåííûì îáëàñòíûì îðãêîìèòåòîì (ìåòîäèñòîì ÈÐÎ, ïðåïîäàâàòå-
ëÿìè âóçîâ). Â íåé ïðèíèìàþò ó÷àñòèå ó÷àùèåñÿ 8�11 êëàññîâ �� ïîáåäèòåëè 1-ãî
òóðà.

Íèæå ìû ïðèâîäèì òåìû, êîòîðûå áûëè èñïîëüçîâàíû ïðè ñîñòàâëåíèè âàðèàí-
òîâ çàäàíèé 2-ãî òóðà îëèìïèàäû:

8 êëàññ � Çàäà÷è íà ïðîöåíòû. ×åòíîñòü. Ôèãóðû (ïëîùàäü, ðàçðåçàíèÿ). Ëî-
ãè÷åñêèå çàäà÷è. Äåëèìîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïðèçíàêè äåëèìîñòè. Ïðèçíàêè
ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ. Ïðåîáðàçîâàíèå àëãåáðàè÷åñêèõ âûðàæåíèé.
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9 êëàññ � Êîîðäèíàòíàÿ ïëîñêîñòü. Íåðàâåíñòâà. Çàäà÷è íà ñîñòàâëåíèå óðàâíå-
íèé èëè ñèñòåì óðàâíåíèé. Ïîäîáèå ôèãóð. Êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è.

10 êëàññ � Íåðàâåíñòâà. Ñâîéñòâà êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè. Îêðóæíîñòü. Âïè-
ñàííûå ìíîãîóãîëüíèêè. Äåëèìîñòü è îñòàòêè. Êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è.

11 êëàññ � Ñâîéñòâà êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè. Ïðîãðåññèè. Ïîäîáèå ôèãóð. Ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé. Äåëèìîñòü è îñòàòêè. Êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è.

3-é òóð �� îáëàñòíàÿ îëèìïèàäà. Òåêñòû çàäà÷ ïîäáèðàþòñÿ ðåñïóáëèêàíñêèì
îðãêîìèòåòîì. Â íåé ïðèíèìàþò ó÷àñòèå ó÷àùèåñÿ 8�11 êëàññîâ �� ïîáåäèòåëè 2-ãî
òóðà.

4-é òóð �� ðåñïóáëèêàíñêàÿ îëèìïèàäà. Òåêñòû çàäàíèé ïîäãîòàâëèâàþòñÿ
÷ëåíàìè æþðè ðåñïóáëèêàíñêîãî îðãêîìèòåòà. Ïðàêòè÷åñêè âñå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ
àâòîðñêèìè. Â ðåñïóáëèêàíñêîé îëèìïèàäå ïðèíèìàþò ó÷àñòèå ó÷àùèåñÿ 8�11 êëàñ-
ñîâ � ïîáåäèòåëè îáëàñòíîé îëèìïèàäû.

Â ñîäåðæàíèå îëèìïèàäíûõ çàäàíèé ýòèõ òóðîâ âêëþ÷àþòñÿ çàäà÷è, ðåøåíèå
êîòîðûõ òðåáóåò òåîðåòè÷åñêèõ çíàíèé, âûõîäÿùèõ çà ðàìêè øêîëüíîãî êóðñà ìà-
òåìàòèêè. Íèæå ìû ïðèâîäèì òåìû, íà êîòîðûå ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå ïðè
ïîäãîòîâêå ê 3-ìó è çàêëþ÷èòåëüíîìó òóðàì áåëîðóññêîé ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïè-
àäû:

8 êëàññ �� 1. Íåñòàíäàðòíûå òåêñòîâûå çàäà÷è: Çíàêîìñòâî. Ñïè÷êè. Ðàçðåçà-
íèÿ. Âîçðàñò. Ñêîëüêî íàäî âçÿòü? Ãîíêè. ×åòíîñòü. Ïðîöåíòû. Ñóììû è ñðåäíåå.
Ïðèíöèï Äèðèõëå. Îáõîäû. Ñîâìåñòíàÿ òðàïåçà. Äåëèìîñòü. Èíäóêöèÿ. Èãðû. Ãðà-
ôû. Äåðåâüÿ. Ëèíãâèñòèêà. Ïåðèîäè÷íîñòü. Êîìáèíàòîðèêà. Ïàðàäîêñû è ñîôèçìû.
2. Ïðåîáðàçîâàíèå àëãåáðàè÷åñêèõ âûðàæåíèé. 3. Óðàâíåíèÿ. Óðàâíåíèÿ ñ öåëîé è
äðîáíîé ÷àñòüþ. Óðàâíåíèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ. 4. Ãåîìåòðè÷åñêèå ôèãóðû.

9 êëàññ � Ëîãè÷åñêèå çàäà÷è. Ïðèíöèï Äèðèõëå. Ìåòîä ïåðåáîðà. Ïðàâèëî êðàé-
íåãî. Óãëû. Òðåóãîëüíèêè. Çàäà÷è íà ïîñòðîåíèå. Îáùèå ïîëîæåíèÿ. Òðåóãîëüíèêè
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è îêðóæíîñòè. Äåëèìîñòü ÷èñåë. Ïðîñòûå è ñîñòàâíûå ÷èñëà. ÍÎÊ è ÍÎÄ ÷èñåë.
Çàìå÷àòåëüíûå òî÷êè è ëèíèè â òðåóãîëüíèêàõ. Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. Ïðåîá-
ðàçîâàíèå ÷èñëîâûõ è àëãåáðàè÷åñêèõ âûðàæåíèé. Òîæäåñòâà. Îïðåäåëåíèå êîëè÷å-
ñòâà öèôð. Ìàòåìàòè÷åñêèå ðåáóñû. Âçâåøèâàíèÿ. Äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ ïåðâîãî
ïîðÿäêà. Ðàöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà. Ðàáîòà ñ îñòàòêàìè. Èãðîâûå çàäà-
÷è. Ñèììåòðèÿ. Âûèãðûøíûå ïîçèöèè. Àíàëèç ñ êîíöà - ìåòîä ïîèñêà âûèãðûøíûõ
ïîçèöèé. Óãëû, îïèðàþùèåñÿ íà äóãè. ×åòûðåõóãîëüíèêè. Ìåòîä èíâàðèàíò. Çàäà-
÷è íà ðàñêðàñêó. Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê. Òåîðåìà Ïèôàãîðà. Ãðàôû. Çàäà÷è
íà êîíñòðóèðîâàíèå. Çàäà÷è íà ðàçðåçàíèå. Ïðåîáðàçîâàíèå ÷èñëîâûõ è àëãåáðà-
è÷åñêèõ âûðàæåíèé. Âû÷èñëåíèå ïðîñòåéøèì ñïîñîáîì. Êîìáèíàòîðèêà. Ïðîãðåñ-
ñèè. Ñóììà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë. Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ïîäîáèå
ôèãóð. Ìåòîä ïîäîáèÿ â çàäà÷àõ íà ïîñòðîåíèå. Ðåøåíèå óðàâíåíèé â öåëûõ ÷èñ-
ëàõ. Óðàâíåíèÿ ñ ïðîãðåññèåé. Àëãåáðàè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ íà ïîñòðîåíèå.
×èñëà ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ïåðïåíäèêóëÿð è íàêëîííûå.
Óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà ñ àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé. Ñèñòåìû óðàâíåíèé. Óðàâíåíèÿ
è ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðàìè. Óñëîâíûå ðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà. Ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè. Ôóíêöèè. Ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ ôóíêöèé.

10 êëàññ �� 1. Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè: Çàäà÷è êîìáèíàòîðíî-ëîãè÷åñêîãî
õàðàêòåðà. Äîêàçàòåëüñòâî òîæäåñòâ, íåðàâåíñòâ. Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà.
Èíäóêöèÿ â ãåîìåòðèè. 2. Îñíîâû òåîðèè ÷èñåë: Ïðîñòûå ÷èñëà. Àëãîðèòì Åâêëèäà.
Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè. Ëèíåéíûå äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ. Ñèñòåìû ëèíåé-
íûõ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé. Ïðîñòåéøèå äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ âòîðîé ñòåïåíè.
Ïèôàãîðîâû òðîéêè. Ýëåìåíòû òåîðèè ñðàâíåíèé. Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà, òåîðå-
ìà Ýéëåðà, òåîðåìà Âèëüñîíà. 3. Ìåòîäû ðåøåíèÿ îëèìïèàäíûõ çàäà÷. Ïðèíöèï
Äèðèõëå. Ïðàâèëî êðàéíåãî. Èíâàðèàíòû. ×åòíîñòü, íå÷åòíîñòü. Èãðû, òóðíèðû,
ñòðàòåãèè è àëãîðèòìû. Çàäà÷è íà ðàñêðàñêè, óêëàäêè, çàìîùåíèÿ. 4. Ýëåìåíòû
òåîðèè ìíîæåñòâ: ßçûê òåîðèè ìíîæåñòâ. Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè. Îòîáðàæå-
íèÿ ìíîæåñòâ. Êîíå÷íûå ìíîæåñòâà. Ôîðìóëà âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ. 5. Ýëåìåíòû
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ïåðå÷èñëèòåëüíîé êîìáèíàòîðèêè: Îñíîâíûå êîìáèíàòîðíûå ïðèíöèïû. Ôîðìóëà
ñóììû è ôîðìóëà ïðîèçâåäåíèÿ Ïåðåñòàíîâêè, ðàçìåùåíèÿ, ñî÷åòàíèÿ, ñî÷åòàíèÿ
ñ ïîâòîðåíèÿìè. Áèíîì Íüþòîíà. 6. Ìíîãî÷ëåíû: Äåëèìîñòü ìíîãî÷ëåíîâ. Êîðíè
ìíîãî÷ëåíîâ. Òåîðåìà Áåçó. Òåîðåìà Âèåòà äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ïðîèçâîëüíûõ ñòåïåíåé.
Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè ìíîãî÷ëåíîâ. Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû. 7. Àíàëè-
òè÷åñêèå ìåòîäû â ãåîìåòðèè: Ìåòîä êîîðäèíàò. Âåêòîðû è èõ ïðèìåíåíèÿ. Ãåîìåò-
ðèÿ ìàññ. 8. Íåðàâåíñòâà: Êëàññè÷åñêèå íåðàâåíñòâà î ñðåäíèõ. Íåðàâåíñòâî Êîøè-
Áóíÿêîâñêîãî. Ãåîìåòðè÷åñêèå íåðàâåíñòâà. 9. Ãðàôû: ßçûê òåîðèè ãðàôîâ. Ïðî-
ñòåéøèå ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè è òèïû ãðàôîâ. Êëàññè÷åñêèå òåîðåìû òåîðèè
ãðàôîâ. 10. Ñèíòåòè÷åñêèå ìåòîäû â ãåîìåòðèè: Ãåîìåòðèÿ ïðåîáðàçîâàíèé; äâèæå-
íèÿ. Òåîðåìà Øàëÿ. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ. Ãîìîòåòèÿ. Êîìïîçèöèè ïðåîáðàçî-
âàíèé. 11. Ôóíêöèè: Ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà ôóíêöèé, èõ ïðèìåíåíèÿ (ïåðèîäè÷íîñòü,
÷åòíîñòü, îãðàíè÷åííîñòü). Ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ. 12. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è
ïðåäåëû.

11 êëàññ � 1. Òåîðèÿ ÷èñåë: Ïðîñòûå ÷èñëà Ôåðìà. Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàò-
êàõ. Ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôóíêöèè òåîðèè ÷èñåë. Êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû. Äèîôàíòî-
âû óðàâíåíèÿ âûñøèõ ñòåïåíåé. Óðàâíåíèÿ òèïà Êàòàëàíà. Äèñêðåòíàÿ ïðèðîäà öå-
ëûõ ÷èñåë. 2. Ìíîãî÷ëåíû: Ìíîãî÷ëåíû ñ äåéñòâèòåëüíûìè, öåëûìè, ðàöèîíàëüíû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè. Íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû. Ïðèçíàêè íåïðèâîäèìîñòè ìíîãî-
÷ëåíîâ. Ìíîãî÷ëåíû íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû. 3. Íåðà-
âåíñòâà: Íåðàâåíñòâà Áåðíóëëè, Éåíñåíà, Ã¼ëüäåðà. Íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà. Òåîðèÿ
Ìþðõåäà. 4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: Ðåêóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Âîçâðàòíûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. 5. Ðÿäû. 6. Ãðàôû: Êëàññè÷å-
ñêèå òåîðåìû òåîðèè ãðàôîâ. Òåîðèÿ Äèëâîðòà. Òåîðèÿ Ðàìñåÿ. 7. Ìíîæåñòâà: Ðàç-
áèåíèÿ ìíîæåñòâ. Îòíîøåíèÿ ìíîæåñòâ. Êîíå÷íûå, áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà. Òîïî-
ëîãèÿ òî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ íà ïðÿìîé è ïëîñêîñòè. 8. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà: Àëãåáðà-
è÷åñêàÿ è òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìû. Ôîðìóëà Ìóàâðà. Ðåøåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ
çàäà÷ ñ ïðèìåíåíèåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû. 9. Ïëàíèìåò-
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ðèÿ: Èíâåðñèÿ. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà â ãåîìåòðèè. Àôôèííûå è ïðîåêòèâíûå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ. Êîìáèíàòîðíàÿ ãåîìåòðèÿ. ßçûê êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè: âûïóêëûå
ôèãóðû, âûïóêëàÿ îáîëî÷êà, îïîðíûå ïðÿìûå, äèàìåòð ôèãóðû. 10. Àíàëèòè÷åñêèå
ìåòîäû â ñòåðåîìåòðèè. 11. Ôóíêöèè: Ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ôóíêöèîíàëü-
íûå óðàâíåíèÿ ñ óñëîâèÿìè íåïðåðûâíîñòè, îãðàíè÷åííîñòè, ñ äèñêðåòíîé îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ.

Ìåòîäû ðåøåíèÿ îëèìïèàäíûõ çàäà÷

Ìû ïðèâîäèì íåïîëíûé ñïèñîê ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îëèìïèàäíûõ çàäà÷: Äîêàçà-
òåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî. Ïðèíöèï Äèðèõëå. Ðåøåíèå ìåòîäàìè äðóãîé íàóêè. Ïðà-
âèëî êðàéíåãî. Ðåøåíèå ñ êîíöà. Ïîèñê èíâàðèàíòà. Ïîñòðîåíèå êîíòðïðèìåðà. Ìà-
òåìàòè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ. Ðåêóðñèÿ. Ìåòîä èòåðàöèé. Ïîäñ÷¼ò äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ìå-
òîä àíàëîãèé. Ïðîâîêàöèîííûé ìåòîä. Âñïîìîãàòåëüíîå ïîñòðîåíèå. Ïåðåõîä â ïðî-
ñòðàíñòâî áîëüøåãî ÷èñëà èçìåðåíèé. Âñïîìîãàòåëüíàÿ ðàñêðàñêà. Ìåòîä ñðàâíå-
íèé. Êîîðäèíàòíûé ìåòîä. Âåêòîðíûé ìåòîä.

Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî. Ñóòü ýòîãî ìåòîäà ìîæíî ïåðåäàòü ñëå-
äóþùèìè ïóíêòàìè:

1. Ñíà÷àëà äåëàåòñÿ, ïðåäïîëîæåíèå ïðîòèâîïîëîæíîå òîìó, ÷òî òðåáóåòñÿ äîêà-
çàòü.

2. Çàòåì âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî ñëåäóåò èç ñäåëàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ (íà îñíîâàíèè
òåîðåì, àêñèîì è ò. ä.).

3. Óñòàíàâëèâàåòñÿ íåñîîòâåòñòâèå (ïðîòèâîðå÷èå) ïðåäïîëîæåíèÿ ñ òåîðåòè÷å-
ñêèìè äàííûìè.
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4. Äåëàåòñÿ âûâîä î òîì, ÷òî íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, à âåðíî óòâåðæäåíèå
åìó ïðîòèâîïîëîæíîå ò. å. òî, ÷òî òðåáóåòñÿ äîêàçàòü.

Äîêàçàòåëüñòâî ¾îò ïðîòèâíîãî¿ (ëàò. Contradictio in contrarium) â ìàòåìàòèêå �
îäèí èç ñàìûõ ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ ìåòîäîâ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé.

Ïðèíöèï Äèðèõëå. Â êîìáèíàòîðèêå ïðèíöèï Äèðèõë�å (íåì. Schubfachprinzip,
¾ïðèíöèï ÿùèêîâ¿) óòâåðæäåíèå, ñôîðìóëèðîâàííîå íåìåöêèì ìàòåìàòèêîì Äè-
ðèõëå â 1834 ãîäó, óñòàíàâëèâàþùåå ñâÿçü ìåæäó îáúåêòàìè (¾êðîëèêàìè¿) è êîí-
òåéíåðàìè (¾êëåòêàìè¿) ïðè âûïîëíåíèè îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèé. Â àíãëèéñêîì è
íåêîòîðûõ äðóãèõ ÿçûêàõ óòâåðæäåíèå èçâåñòíî êàê ¾ïðèíöèï ãîëóáåé è ÿùèêîâ¿
(àíãë. Pigeonhole principle), êîãäà îáúåêòàìè ÿâëÿþòñÿ ãîëóáè, à êîíòåéíåðàìè �
ÿùèêè.

Ïðèíöèï Äèðèõëå ïðèìåíÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, â òåîðèè äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæå-
íèé ïðè àíàëèçå ñèñòåì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåíà ñëåäóþùàÿ
ôîðìóëèðîâêà ýòîãî ïðèíöèïà: åñëè êðîëèêè ðàññàæåíû â êëåòêè, ïðè÷¼ì ÷èñëî
êðîëèêîâ áîëüøå ÷èñëà êëåòîê, òî õîòÿ áû â îäíîé èç êëåòîê íàõîäèòñÿ áîëåå îäíî-
ãî êðîëèêà.

Áîëåå îáùàÿ ôîðìóëèðîâêà çâó÷èò òàê:
Åñëè m êðîëèêîâ ðàññàæåíû â n êëåòîê, òî õîòÿ áû â îäíîé êëåòêå íàõîäèòñÿ íå

ìåíåå m
n
êðîëèêîâ, à òàêæå õîòÿ áû â îäíîé êëåòêå íàõîäèòñÿ íå áîëåå m

n
êðîëèêîâ.

Âîçìîæíû òàêæå íåñêîëüêî ôîðìóëèðîâîê äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ:
Åñëè ÷èñëî êëåòîê áîëüøå, ÷åì ÷èñëî êðîëèêîâ, òî êàê ìèíèìóì îäíà êëåòêà

ïóñòà.

Êîíòðïðèìåð. Êîíòðïðèìåð � ïðèìåð, îïðîâåðãàþùèé âåðíîñòü íåêîòîðîãî óòâå-
ðæäåíèÿ. Ïîñòðîåíèå êîíòðïðèìåðà �� îáû÷íûé ñïîñîá îïðîâåðæåíèÿ ãèïîòåç. Åñ-
ëè èìååòñÿ óòâåðæäåíèå òèïà ¾Äëÿ ëþáîãî Xèç ìíîæåñòâà M âûïîëíÿåòñÿ ñâîé-
ñòâî A¿, òî êîíòðïðèìåðîì äëÿ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ áóäåò: ¾Ñóùåñòâóåò îáúåêò X0
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èç ìíîæåñòâà M , äëÿ êîòîðîãî ñâîéñòâî A íå âûïîëíÿåòñÿ¿. ×àñòî íàéòè êîíòð-
ïðèìåð âðó÷íóþ î÷åíü ñëîæíî. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ êîìïüþòå-
ðîì. Ïðîãðàììà äëÿ íàõîæäåíèÿ êîíòðïðèìåðà ìîæåò ïðîñòî ïåðåáèðàòü ýëåìåíòû
ìíîæåñòâà M è ïðîâåðÿòü âûïîëíåíèÿ ñâîéñòâà A. Áîëåå ñëîæíûé, íî è áîëåå ýô-
ôåêòèâíûé, ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè êîíòðïðèìåðà ¾ïî ÷àñòÿì¿. Ïðè ýòîì
ïðè âûáîðå î÷åðåäíîé ¾÷àñòè¿ ñðàçó îòáðàñûâàþòñÿ âàðèàíòû, êîòîðûå çàâåäîìî íå
âåäóò ê îïðîâåðæåíèþ ðàññìàòðèâàåìîãî óòâåðæäåíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî
óñêîðèòü ðàáîòó, çà÷àñòóþ íà ïîðÿäêè. Íåîáõîäèìî ïîìíèòü, ÷òî îòñóòñòâèå êîíòð-
ïðèìåðà íå ñëóæèò äîêàçàòåëüñòâîì ãèïîòåçû. Äîêàçàòåëüñòâî òàêîãî ðîäà ìîæíî
ñòðîèòü, òîëüêî åñëè ðàññìàòðèâàåìîå ìíîæåñòâî êîíå÷íî. Â ýòîì ñëó÷àå, äîñòàòî÷-
íî ïåðåáðàòü âñå åãî ýëåìåíòû, è, åñëè êîíòðïðèìåðà ñðåäè íèõ íåò, òî óòâåðæäåíèå
áóäåò äîêàçàíî.

Èíâàðèàíò. Èíâàðèàíò â ìàòåìàòèêå � ýòî ñâîéñòâî íåêîòîðîãî êëàññà (ìíî-
æåñòâà) ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ îñòàâàòüñÿ íåèçìåííûìè ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ
îïðåäåë¼ííîãî òèïà.

Ïðè ðåøåíèè íåêîòîðûõ çàäà÷ ñëåäóåò ðàññìîòðåòü êðàéíèé ñëó÷àé (ïðàâèëî
êðàéíåãî). Åñòåñòâåííåå âñåãî òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò òîãäà, êîãäà íóæíî íàéòè
÷èñëî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà, à îòâåò íåîäíîçíà÷åí. Äàëåå, åñëè íàñ èí-
òåðåñóåò íåêîòîðîå ñâîéñòâî ýëåìåíòîâ ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà, òî ïîëåçíî èçó÷èòü,
ñïðàâåäëèâî ëè îíî äëÿ íàèáîëüøåãî èëè íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà ìíîæåñòâà (ïðè
óñëîâèè, ÷òî íàèáîëüøèé èëè íàèìåíüøèé åãî ýëåìåíò ñóùåñòâóåò). Åñëè ðå÷ü èä¼ò
î ìíîæåñòâå òî÷åê ïëîñêîñòè, òî áûâàåò öåëåñîîáðàçíî ðàññìîòðåòü êðàéíþþ ëåâóþ
(èëè ïðàâóþ, èëè âåðõíþþ, èëè íèæíþþ) òî÷êó ýòîãî ìíîæåñòâà.

Ìåòîä ïåðåáîðà. Ìåòîä ïåðåáîðà ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ, ïðè ðåøåíèè êîòîðûõ
ïðèõîäèòñÿ ïåðåáèðàòü ðàçëè÷íûå âàðèàíòû. Ïåðåáîð äîëæåí áûòü ãðàìîòíûì, òî
åñòü òàêèì, ÷òîáû ïðè åãî èñïîëüçîâàíèè áûëè ðàññìîòðåíû âñå ñëó÷àè, êîòîðûå
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ìîãóò ïðåäñòàâèòüñÿ, à êðîìå òîãî, îòáðîøåíû çàâåäîìî íåãîäíûå âàðèàíòû, ÷òî
çíà÷èòåëüíî ñîêðàùàåò îáú¼ì ðàáîòû. Ïðèìåíÿåòñÿ îí â îñíîâíîì òîãäà, êîãäà çíà-
÷åíèÿìè èñêîìîé âåëè÷èíû ìîãóò áûòü òîëüêî öåëûå ÷èñëà, à ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ
çíà÷åíèé êîíå÷íî. Ìåòîä ïåðåáîðà øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà âîñ-
ñòàíîâëåíèå çàïèñè ïðè âûïîëíåíèè äåéñòâèé íàä ÷èñëàìè è áëèçêèõ ê íèì çàäà÷
íà ÷èñëîâûå ðåáóñû.

Ãðàôû. Ãðàôîì íà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè,
íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ñîåäèíåíû ëèíèÿìè. Ýòè òî÷êè íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ãðà-
ôà, à ñîåäèíÿþùèå èõ ëèíèè �� ð¼áðàìè. ×èñëî ð¼áåð, èñõîäÿùèõ èç âåðøèíû ãðà-
ôà, íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ýòîé âåðøèíû. Ïðèìåðàìè ãðàôîâ ìîãóò ñëóæèòü ëþáàÿ
êàðòà äîðîã, ýëåêòðîñõåìà, ÷åðò¼æ ìíîãîóãîëüíèêà è ò.ä. Äîëãîå âðåìÿ ñ÷èòàëîñü,
÷òî òåîðèÿ ãðàôîâ ïðèìåíÿåòñÿ ãëàâíûì îáðàçîì ïðè ðåøåíèè ëîãè÷åñêèõ çàäà÷.

Èíäóêöèÿ. Èíäóêöèÿ � ìåòîä ïîëó÷åíèÿ îáùåãî óòâåðæäåíèÿ èç ÷àñòíûõ íàáëþ-
äåíèé. Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà, ïðè êîòîðîì ïðîâåðÿåòñÿ óòâåðæäåíèå äëÿ êîíå÷íîãî
÷èñëà ñëó÷àåâ, èñ÷åðïûâàþùèõ âñå âîçìîæíîñòè, íàçûâàþò ïîëíîé èíäóêöèåé. Ìå-
òîä äîêàçàòåëüñòâà, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ïðèíöèïà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóê-
öèè, íîñèò íàçâàíèå ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Òåðìèí ¾ìàòåìàòè÷åñêàÿ
èíäóêöèÿ¿ ïîÿâèëñÿ âïåðâûå â 1838 ãîäó â îäíîèìåííîé ñòàòüå äå Ìîðãàíà â Áðè-
òàíñêîé ýíöèêëîïåäèè. Ýòîò ìåòîä âïåðâûå áûë ðàçðàáîòàí â 1665 ãîäó Á. Ïàñêàëåì.
Ñåé÷àñ îí øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ â ìàòåìàòèêå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñàìûõ ðàçíîîáðàç-
íûõ òîæäåñòâ, íåðàâåíñòâ è äðóãèõ óòâåðæäåíèé. Ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà ìåòîäîì
ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:

1) ñîçäàþò áàçó èíäóêöèè (äîêàçûâàþò èëè íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿþò ñïðàâåä-
ëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ( ôîðìóëû ) äëÿ n = 1);
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2) îñóùåñòâëÿþò èíäóêòèâíûé ïåðåõîä (ïðåäïîëàãàþò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäå-
íèÿ äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî n = k);

3) äîêàçûâàþò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ äëÿ n = k + 1.

Íåïðåðûâíàÿ çàî÷íàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà

Îñíîâíûå çàäà÷è íåïðåðûâíîé çàî÷íîé ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäû:

� ïðèâèòèå èíòåðåñà ê ìàòåìàòèêå;

� ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïîñîáíîñòåé ó÷àùèõñÿ;

� ñîçäàíèå ñðåäû, îáåñïå÷èâàþùåé âîçìîæíîñòü èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûì äå-
òÿì ñèñòåìàòè÷åñêè óïðàæíÿòüñÿ â ðåøåíèè îëèìïèàäíûõ çàäà÷.

Ïîðÿäîê ïðîâåäåíèÿ îëèìïèàäû:

1) îëèìïèàäà ïðîâîäèòñÿ íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ó÷åáíîãî ãîäà;

2) â îëèìïèàäå ó÷àñòâóþò âñå æåëàþùèå ó÷àùèåñÿ 7 �� 11 êëàññîâ;

3) îëèìïèàäà ïðîâîäèòñÿ â 4 òóðà;

4) èòîãè ïîäâîäÿòñÿ ïî ðåçóëüòàòàì êàæäîãî òóðà;

5) â êîíöå ó÷åáíîãî ãîäà ïîäâîäÿòñÿ èòîãè ïî âñåì òóðàì è îïðåäåëÿþòñÿ ïîáå-
äèòåëè;

6) ïîáåäèòåëè çàî÷íîé îëèìïèàäû èìåþò ïðàâî ó÷àñòâîâàòü â ðàéîííîé îëèì-
ïèàäå, íåçàâèñèìî îò çàíÿòîãî ìåñòà íà øêîëüíîé îëèìïèàäå;
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7) ïîáåäèòåëè ïîîùðÿþòñÿ áëàãîäàðñòâåííûìè ïèñüìàìè, ïîäàðêàìè;

8) íà êàíèêóëàõ (òî÷íîå âðåìÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðàéîííûì îòäåëîì îáðàçîâàíèÿ)
ïðîâîäèòñÿ çàíÿòèå ìåæøêîëüíîãî ôàêóëüòàòèâà ïî ðàçáîðó ðåøåíèé çàäà÷
íåïðåðûâíîé îëèìïèàäû.

Ïðèâåäåì ïðèìåð çàäàíèé.

Çàäàíèÿ 1 òóðà íåïðåðûâíîé çàî÷íîé ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäû

7 êëàññ

1. Ó÷åíèê íå çàìåòèë çíàê óìíîæåíèÿ ìåæäó 2�ìÿ òð¼õçíà÷íûìè ÷èñëàìè è íà-
ïèñàë îäíî øåñòèçíà÷íîå ÷èñëî, êîòîðîå îêàçàëîñü â ñåìü ðàç áîëüøå èõ ïðî-
èçâåäåíèÿ. Íàéäèòå ýòè ÷èñëà.

2. Êîîïåðàòèâ ïîëó÷àåò ÿáëî÷íûé è âèíîãðàäíûé ñîê â îäèíàêîâûõ áèäîíàõ è
âûïóñêàåò ÿáëî÷íî�âèíîãðàäíûé íàïèòîê â îäèíàêîâûõ áàíêàõ. Îäíîãî áèäî-
íà ÿáëî÷íîãî ñîêà õâàòàåò ðîâíî íà 6 áàíîê íàïèòêà, à îäíîãî áèäîíà âèíî-
ãðàäíîãî �� ðîâíî íà 10. Êîãäà ðåöåïòóðó íàïèòêà èçìåíèëè, îäíîãî áèäîíà
ÿáëî÷íîãî ñîêà ñòàëî õâàòàòü ðîâíî íà 5 áàíîê íàïèòêà. Íà ñêîëüêî áàíîê
íàïèòêà õâàòèò òåïåðü îäíîãî áèäîíà âèíîãðàäíîãî ñîêà? (íàïèòîê âîäîé íå
ðàçáàâëÿåòñÿ).

3. Â âåðøèíàõ òðåóãîëüíèêà çàïèñàíî ïî íàòóðàëüíîìó ÷èñëó, íà êàæäîé ñòî-
ðîíå �� ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë, íàïèñàííûõ íà å¼ êîíöàõ, à âíóòðè òðåóãîëüíè-
êà �� ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë, çàïèñàííûõ â åãî âåðøèíàõ. Ñóììà âñåõ ÷èñåë ðàâíà
1000. Êàêèå ÷èñëà çàïèñàíû â âåðøèíàõ òðåóãîëüíèêà?

4. Äåðåâÿííûé êóá ïîêðàñèëè ñî âñåõ ñòîðîí, ïîòîì ðàñïèëèëè åãî íà 27 îäèíà-
êîâûõ êóáèêîâ. Ñêîëüêî ñðåäè íèõ èìåþò îäíó, äâå, òðè îêðàøåííûå ãðàíè.
Ñêîëüêî êóáèêîâ íå îêðàøåíî?



331

5. Äîêàæèòå, ÷òî n3 + 3n2 − n− 3 äåëèòñÿ íà 48 ïðè ëþáîì íå÷¼òíîì n.

8 êëàññ

1. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC (AB = AC) óãîë ïðè âåðøèíå A ðà-
âåí 30◦. Íà ñòîðîíå AB îòìå÷åíà òî÷êà K, îòëè÷íàÿ îò B, à íà ìåäèàíå AD
îòìå÷åíà òî÷êà P , òàê, ÷òî PC = PK. Íàéäèòå âåëè÷èíó óãëà PCK.

2. Íà îëèìïèàäó ïî ìàòåìàòèêå ïðèáûëî 2007 ó÷àñòíèêîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî ñðå-
äè ëþáûõ 5 èç íèõ íàéäåòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí, çíàêîìûé ñ îñòàëüíûìè
÷åòûðüìÿ èç ýòîé ïÿò¼ðêè. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî íà îëèìïèàäå ïðèñóò-
ñòâóåò ó÷àñòíèê, çíàêîìûé ñî âñåìè ó÷àñòíèêàìè îëèìïèàäû?

3. Íàéäèòå âñå òðîéêè (x; y; z) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðà-
âåíñòâî: 3xy + 3yz + 3zx = 5xyz + 3.

4. Ìîæíî ëè ðàññòàâèòü íà ôóòáîëüíîì ïîëå ÷åòûð¼õ ôóòáîëèñòîâ òàê, ÷òîáû
ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè ðàâíÿëèñü 1, 2, 3, 4, 5, 6 ìåòðàì?

5. Íàéäèòå íàèáîëüøåå íå÷¼òíîå ÷èñëî, êîòîðîå íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû
òð¼õ íåðàâíûõ ñîñòàâíûõ ÷èñåë.

9 êëàññ

1. Â íåêîòîðîé ñòðàíå ñóììàðíàÿ çàðïëàòà 10% ñàìûõ âûñîêîîïëà÷èâàåìûõ ðà-
áîòíèêîâ ñîñòàâëÿåò 90% çàðïëàòû âñåõ ðàáîòíèêîâ. Ìîæåò ëè òàê áûòü, ÷òî â
êàæäîì èç ðåãèîíîâ, íà êîòîðûå äåëèòñÿ ñòðàíà, çàðïëàòà ëþáûõ 10% ðàáîò-
íèêîâ ñîñòàâëÿåò íå áîëåå 11% âñåé çàðïëàòû, âûïëà÷èâàåìîé â ýòîì ðåãèîíå?
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9 êëàññ

1. Â íåêîòîðîé ñòðàíå ñóììàðíàÿ çàðïëàòà 10% ñàìûõ âûñîêîîïëà÷èâàåìûõ ðà-
áîòíèêîâ ñîñòàâëÿåò90% çàðïëàòû âñåõ ðàáîòíèêîâ. Ìîæåò ëè òàê áûòü, ÷òî â
êàæäîì èç ðåãèîíîâ, íà êîòîðûå äåëèòñÿ ñòðàíà, çàðïëàòà ëþáûõ 10% ðàáîò-
íèêîâ ñîñòàâëÿåò íå áîëåå 11% âñåé çàðïëàòû, âûïëà÷èâàåìîé â ýòîì ðåãèîíå?

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå:

(x+ 1)61 + (x+ 1)62(x− 1) + (x+ 1)61(x− 1)2 + . . .+ (x− 1)63 = 0.

3. Òàáëèöà 3×3 çàïîëíåíà íóëÿìè. Çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ óâåëè÷èâàòü íà åäè-
íèöó ÷èñëà â òð¼õ òî÷êàõ, îáðàçóþùèõ óãîëîê ëþáîé îðèåíòàöèè. Ìîæíî ëè
çà íåñêîëüêî õîäîâ äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû âñå ÷èñëà ñòàëè ðàâíûìè è ïîëîæè-
òåëüíûìè?

4. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC (∠C = 90◦) íà ãèïîòåíóçå AB îòìå÷åíû
òî÷êè M è N , òàê ÷òî AM = MN = NB. Íàéäèòå äëèíó ãèïîòåíóçû AB, åñëè
CN2 + CM2 = 5.

5. Íàéäèòå íàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, ïðè êîòîðîì íàéä¼òñÿ õîòÿ áû îäíà
ïàðà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó: a2 + ab = bn.

10 êëàññ

1. Â îëèìïèàäå ïî ìàòåìàòèêå ó÷àñòâîâàëî ìåíåå 32 äåñÿòèêëàññíèêîâ. Îêàçà-
ëîñü, ÷òî åñëè êàêèå-íèáóäü èç íèõ íàáðàëè âìåñòå ìåíåå 50 áàëëîâ, òî ÷èñëî
ýòèõ øêîëüíèêîâ ìåíüøå ïîëîâèíû îò îáùåãî ÷èñëà ó÷àñòíèêîâ. Âñåãî âñå
ó÷àñòíèêè íàáðàëè 150 áàëëîâ, ïðè÷¼ì êàæäûé èç íèõ ïîëó÷èë öåëîå íåîò-
ðèöàòåëüíîå êîëè÷åñòâî áàëëîâ. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî áàëëîâ ìîã íà-
áðàòü ïîáåäèòåëü îëèìïèàäû?
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2. Òàíãåíñû óãëîâ òðåóãîëüíèêà �� íàòóðàëüíûå ÷èñëà. ×åìó îíè ìîãóò áûòü
ðàâíû?

3. Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x2 + 2y2 = z2.

4. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé: 
y2 + 1

4
= x,

z2 + 1
4

= y,
x2 + 1

4
= z.

5. Â âûïóêëîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD òî÷êè E è F ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèíàìè ñòî-
ðîí BC è CD ñîîòâåòñòâåííî. Îòðåçêè AE, AF è EF äåëÿò ÷åòûð¼õóãîëüíèê
íà 4 òðåóãîëüíèêà, ïëîùàäè êîòîðûõ ðàâíû ïîñëåäîâàòåëüíûì íàòóðàëüíûì
÷èñëàì. Êàêîâî íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABD?

11 êëàññ

1. Íà îëèìïèàäó ïî ìàòåìàòèêå ïðèáûëî n ó÷àñòíèêîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî ñðåäè ëþ-
áûõ k èç íèõ (1 < k < n) íàéäåòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí, çíàêîìûé ñ îñòàëü-
íûìè k − 1 èç ýòèõ k ó÷àñòíèêîâ. Ïðè êàêèõ n è k ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî íà
îëèìïèàäå ïðèñóòñòâóåò ó÷àñòíèê, çíàêîìûé ñî âñåìè îñòàëüíûìè ó÷àñòíèêà-
ìè?

2. Äîêàæèòå òîæäåñòâî: 1− 1
2

+ 1
3
− . . .− 1

2n
= 1

n+1
+ 1

2n
.

3. Ïóñòü ABCDE � âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê, âïèñàííûé â îêðóæíîñòü, ðàäèóñà
1, ïðè÷¼ì ñòîðîíà AE �� äèàìåòð ýòîé îêðóæíîñòè. Ïóñòü AB = a, BC = b,
CD = c, DE = d. Äîêàçàòü, ÷òî a2 + b2 + c2 + d2 + abc+ bcd < 4.

4. Ðåøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå: 3x + 4y = 5z.
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5. Íàéäèòå f(x) è g(x), åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:{
f(5x+ 1) + 2x g(10x+ 6) = x+ 3,
f(x+ 2)− g(2x+ 8) = 1.

Çàäàíèÿ 2 òóðà íåïðåðûâíîé çàî÷íîé ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäû

7 êëàññ

1. Äàíû òðè ðàçëè÷íûõ íå ðàâíûõ íóëþ öèôðû. Èç íèõ ñîñòàâëÿþò âñå âñåâîç-
ìîæíûå òðåõçíà÷íûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ýòèõ ÷èñåë îáÿçàòåëüíî äå-
ëèòñÿ íà 6 è 37.

2. Êëåòêè øàõìàòíîé äîñêè çàïîëíåíû ÷èñëàìè òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñóììà ëþáûõ
÷åòûðåõ ÷èñåë, ñòîÿùèõ â êëåòêàõ, ðàñïîëîæåííûõ ¾áóêâîé Ã¿ (õîä øàõìàò-
íîãî êîíÿ), îäíà è òà æå. Ñêîëüêî ÷èñåë èñïîëüçîâàíî ïðè òàêîì çàïîëíåíèè?

3. Íàéäèòå âñå öåëûå çíà÷åíèÿ n, ïðè êîòîðûõ n2 + 2n+ 6 äåëèòñÿ íà n+ 4.

4. Ïóñòü a � íå÷åòíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à b � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äîêàæèòå,
÷òî ÷èñëà a è ab+ 4 � âçàèìíî ïðîñòûå.

5. Â ôóòáîëüíîì òóðíèðå, â êîòîðîì êàæäàÿ èç 8 ó÷àñòâóþùèõ êîìàíä ñûãðàëà
ñ êàæäîé ïî îäíîìó ðàçó, êîìàíäû íàáðàëè ñëåäóþùåå ÷èñëî î÷êîâ: 14, 12, 8,
8, 6, 4, 3, 1. Ñêîëüêî î÷êîâ êîìàíäû, çàíÿâøèå ïåðâûå ÷åòûðå ìåñòà, ïîòåðÿëè
â èãðàõ ñ îñòàëüíûìè êîìàíäàìè? (Çà ïîáåäó ïðèñóæäàåòñÿ 2 î÷êà, íè÷üÿ �
1 î÷êî, ïîðàæåíèå � 0 î÷êîâ).

8 êëàññ
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1. Äâîå èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó: íå âèäÿ íîìåðà ïðèáëèæàþùåéñÿ àâòîìà-
øèíû, ïåðâûé ¾áåðåò ñåáå¿ äâå ëþáûå öèôðû íîìåðà (íàïðèìåð, ïåðâóþ è
òðåòüþ èëè ïåðâóþ è ÷åòâåðòóþ); âòîðîé ¾áåðåò ñåáå¿ îñòàâøèåñÿ öèôðû. Êî-
ãäà íîìåð ñòàíîâèòñÿ èçâåñòíûì, îáà èãðàþùèå ñêëàäûâàþò ñâîè öèôðû è
âûèãðûâàåò òîò, ó êîòîðîãî â ñóììå öèôðà åäèíèö áîëüøå. Ñêîëüêî (â êàæäîé
ñåðèè) òàêèõ íîìåðîâ, ÷òî èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ âíè÷üþ íåçàâèñèìî îò âûáîðà,
ñäåëàííîãî ïåðâûì èãðàþùèì?

2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a, b, c ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

a4 + b4 + c2 > 2
√

2abc.

3. Âû÷èñëèòå:

1 + 2− 3− 4 + 5 + 6− 7− 8 + 9 + 10− . . .+ 2002− 2003− 2004 + 2005.

4. Ìàøèíà åäåò ñî ñêîðîñòüþ 60 êì/÷. Íà ñêîëüêî íàäî óâåëè÷èòü ñêîðîñòü, ÷òî-
áû âûèãðàòü íà êàæäîì êèëîìåòðå ïî îäíîé ìèíóòå?

5. Â ïðÿìîóãîëüíèêå ABCD òî÷êà M � ñðåäèíà ñòîðîíû AD, N � ñåðåäèíà
ñòîðîíû BC. Íà ïðîäîëæåíèè îòðåçêà CD çà òî÷êó D áåðåòñÿ òî÷êà P . Îáî-
çíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ PM è AC ÷åðåç Q. Äîêàæèòå, ÷òî óãîë
QNM ðàâåí óãëó MNP .

9 êëàññ

1. Ðàçëîæèòå íà ìíîæèòåëè 5x4 + 9x3 − 2x2 − 4x− 8.

2. Ñêîëüêî öèôð ñîäåðæèò ÷èñëî 45 × 513?
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3. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ðàñêðàñèòü ïëîñêîñòü ñ ïîìîùüþ 9 êðàñîê òàêèì îáðà-
çîì, ÷òîáû ëþáûå äâå òî÷êè, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ðàâíî 1 ìåòð, èìåëè
ðàçíûé öâåò.

4. Â îêðóæíîñòè ðàäèóñà R ïðîâåäåíà õîðäà è ïàðàëëåëüíàÿ åé êàñàòåëüíàÿ. Èç
êîíöîâ õîðäû íà êàñàòåëüíóþ îïóùåíû ïåðïåíäèêóëÿðû. Âû÷èñëèòå íàèáîëü-
øèé âîçìîæíûé ïåðèìåòð îáðàçîâàâøåãîñÿ ïðÿìîóãîëüíèêà.

5. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî âåðøèí ïàðàáîë, èìåþùèõ óðàâíåíèÿ
y = −x2 + bx + c è êàñàþùèõñÿ ïàðàáîëû y = x2.

10 êëàññ

1. Â ïðîñòðàíñòâå äàíû äåâÿòü òî÷åê ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè. Äîêàæè-
òå, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç îòðåçêîâ ñ êîíöàìè â äàííûõ òî÷êàõ èìååò ñåðåäèíó ñ
öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè.

2. Äîêàæèòå, ÷òî îòíîøåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áèññåêòðèñ îñòðûõ óãëîâ ïðÿìîóãîëü-
íîãî òðåóãîëüíèêà ê ïðîèçâåäåíèþ ðàäèóñîâ âïèñàííîé è âïèñàííîé îêðóæíî-
ñòåé åñòü ÷èñëî èððàöèîíàëüíîå.

3. Ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé, ïåðèîäè-
÷åñêîé ñ ïåðèîäîì 4 è íà îòðåçêå [0; 2] åå çíà÷åíèå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
f(x) = 1− |x− 1|. Ðåøèòå óðàâíåíèå:

2f(x) · f(x− 8)− 5f(x+ 12) + 2 = 0.

4. Â êàæäîé âåðøèíå êóáà ñèäèò ìóõà. Îäíîâðåìåííî âñå ìóõè âçëåòàþò è ñíîâà
ñàäÿòñÿ â êàêîì�òî ïîðÿäêå ïî îäíîé íà êàæäóþ âåðøèíó. Äîêàæèòå, ÷òî íàé-
äóòñÿ òðè ìóõè, êîòîðûå â íà÷àëüíîì è êîíå÷íîì ïîëîæåíèÿõ ðàñïîëàãàþòñÿ
â âåðøèíàõ ðàâíûõ òðåóãîëüíèêîâ.
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5. Íàéäèòå ñóììó êâàäðàòîâ äëèí âñåõ ñòîðîí è äèàãîíàëåé ïðàâèëüíîãî 2004�
óãîëüíèêà, âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü äèàìåòðà 1.

11 êëàññ

1. Íàéäèòå îñòðûå óãëû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, åñëè åãî ñòîðîíû îáðàçó-
þò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ.

2. Â îäíîé ñåìüå áûëî ìíîãî äåòåé. Ñåìåðî ëþáèëè êàïóñòó, øåñòåðî � ìîðêîâü,
ïÿòåðî � ãîðîõ, ÷åòâåðî � êàïóñòó è ìîðêîâü, òðîå � êàïóñòó è ãîðîõ, äâîå ��
ìîðêîâü è ãîðîõ, à îäèí îõîòíî åë âñå. Óñòàíîâèòå, ñêîëüêî äåòåé áûëî â ñåìüå.

3. Âû÷èñëèòå ñóììó:
[√

1
]

+
[√

2
]

+
[√

3
]

+ . . .+
[√

n2 + 1
]
.

4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî òðåóãîëüíèêà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî:

a4 + b4 + c4 > 16S2.

5. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî: tg 30◦ + tg 40◦ + tg 50◦ + tg 60◦ = 8
√
3

3
cos 20◦.

Çàäàíèÿ 3 òóðà íåïðåðûâíîé çàî÷íîé ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäû

7 êëàññ

1. 101 ëîøàäü ðàçìåñòèëè â 15 êîíþøíÿõ. Ïî÷åìó õîòÿ áû â îäíîé êîíþøíå áóäåò
îáÿçàòåëüíî íå÷åòíîå ÷èñëî ëîøàäåé?

2. Äåëèìîå óìåíüøèëè íà 10%, à äåëèòåëü óâåëè÷èëè íà 10%. Êàê èçìåíèëîñü
÷àñòíîå?
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3. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè Âåíåðà è Ìåðêóðèé çàíèìàþò îïðåäåëåííîå ïî-
ëîæåíèå îòíîñèòåëüíî çâåçä. ×åðåç ñêîëüêî ñóòîê îáå ïëàíåòû áóäóò íàõîäèòü-
ñÿ ñíîâà â òîì æå ïîëîæåíèè îòíîñèòåëüíî çâåçä, åñëè èçâåñòíî, ÷òî Ìåðêóðèé
äåëàåò ïîëíûé îáîðîò âîêðóã Ñîëíöà çà 88 ñóòîê, à Âåíåðà çà 225 ñóòîê?

4. Íà êîíãðåññ ïðèåõàëî áîëüøîå ÷èñëî ó÷åíûõ; îäíè èç íèõ áûëè ðàíüøå çíà-
êîìû äðóã ñ äðóãîì, äðóãèå � íåò. Ïðè ýòîì îêàçàëîñü, ÷òî íèêàêèå äâà èç
ó÷åíûõ, èìåþùèõ îäíî è òî æå ÷èñëî çíàêîìûõ, íå èìåþò îáùèõ çíàêîìûõ.
Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ïðèñóòñòâóþùèõ íà êîíãðåññå ó÷åíûõ íàéäåòñÿ ó÷åíûé,
çíàêîìûé ðîâíî ñ îäíèì ó÷àñòíèêîì êîíãðåññà.

5. Ìîæíî ëè êðóã ðàçðåçàòü íà íåñêîëüêî ÷àñòåé, èç êîòîðûõ ñëîæèòü êâàäðàò?

8 êëàññ

1. Â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèÿ ÷åòûðåõ ñòîðîí è îäíîé èç äèàãîíàëåé íåêîòîðîãî
÷åòûðåõóãîëüíèêà ïîëó÷èëèñü ÷èñëà 2; 4; 5, 5; 10; 15. ×åìó ðàâíà äëèíà èçìå-
ðåííîé äèàãîíàëè?

2. Íà íåêîòîðîì ñîáðàíèè ïðèñóòñòâîâàëè 2n ÷åëîâåê, êàæäûé èç êîòîðûõ áûë
çíàêîì íå ìåíåå ÷åì ñ n ïðèñóòñòâóþùèìè. Äîêàæèòå, ÷òî çà êðóãëûé ñòîë íà
4 ëèöà ìîæíî ïîñàäèòü ÷åòûðåõ èç ïðèñóòñòâóþùèõ òàê, ÷òîáû êàæäûé ñèäåë
ìåæäó ñâîèìè çíàêîìûìè.

3. ×åìó ðàâíî íàèáîëüøåå âîçìîæíîå îòíîøåíèå òðåõçíà÷íîãî ÷èñëà ê ñóììå åãî
öèôð?

4. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ a è b, ïðè êîòîðûõ ðàâåíñòâî

5x+ 31

(x− 5) (x+ 2)
=

a

x− 5
+

b

x+ 2
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âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé x.

5. Íàéäèòå öåëûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû{
x+ y = 2,
xy − z2 = 1.

9 êëàññ

1. Íàéäèòå âñå ôóíêöèè f(x), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó:

f(x) + xf

(
x

2x− 1

)
= 2, ãäå x 6= 0, 5.

2. Ìîæåò ëè â òðåóãîëüíèêå ñóììà äâóõ âûñîò áûòü áîëüøå ñóììû äâóõ ñòîðîí,
íà êîòîðûå ýòè âûñîòû îïóùåíû?

3. Íà êàêîé äåíü íåäåëè ÷àùå âñåãî ïðèõîäèòñÿ 30�å ÷èñëî ìåñÿöà?

4. Íàéäèòå øåñòèçíà÷íîå ÷èñëî, ïðîèçâåäåíèÿ êîòîðîãî íà 2, íà 3, íà 4, íà 5, íà 6
çàïèñûâàþòñÿ òåìè æå öèôðàìè, ÷òî è ñàìî ÷èñëî, íî â äðóãîì ïîðÿäêå.

5. Ïðè êàêèõ öåëûõ çíà÷åíèÿõ k âîçìîæíî ðàâåíñòâî:

X2 + Y 2 + Z2 = kXY Z,

ãäå X, Y , Z � öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.
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10 êëàññ

1. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí x9999+x8888+x7777+. . .+x1111+1 äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåí
x9 + x8 + x7 + . . .+ x2 + 1.

2. Ðàññòîÿíèå îò ïóíêòà A äî ïóíêòà B ðàâíî 999 êì. Âäîëü ñîåäèíÿþùåé A è
B äîðîãè ñòîÿò êèëîìåòðîâûå ñòîëáû, íà êîòîðûõ óêàçàíû ðàññòîÿíèÿ îò A
äî B � íàäïèñè âûãëÿäÿò òàê: 0/999, 1/998, 2/997,. . . , 999/0. Ñêîëüêî èç ýòèõ
ñòîëáîâ òàêèõ, íà êîòîðûõ èìåþòñÿ ëèøü äâå ðàçëè÷íûå öèôðû?

3. Äèàãîíàëè âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Êà-
êóþ íàèìåíüøóþ ïëîùàäü ìîæåò èìåòü ýòîò ÷åòûðåõóãîëüíèê, åñëè ïëîùàäü
òðåóãîëüíèêà ÀÎÂ ðàâíà 4 ñì2, à ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà OD ðàâíà 9 ñì2?

4. Ìîæíî ëè êâàäðàòíóþ òàáëèöó çàïîëíèòü ÷èñëàìè −1, 0, 1 òàê, ÷òîáû âñå
ñóììû: â êàæäîì ñòîëáöå, â êàæäîé ñòðîêå, íà êàæäîé èç äâóõ äèàãîíàëåé �
áûëè ðàçëè÷íû?

5. Íàéäèòå âñå ïàðû ÷èñåë x è y, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ(
sin2 x+

1

sin2 x

)2

+

(
cos2 x+

1

cos2 x

)2

= 12 + 0,5 sin y.

11 êëàññ

1. Íàéäèòå îñòðûå óãëû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, åñëè åãî ñòîðîíû îáðàçó-
þò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ.

2. Ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà 2R (áåç ñêîëüæåíèÿ) êàòèòñÿ âíóòðè äðóãàÿ îêðóæ-
íîñòü ðàäèóñà R. Íàéäèòå ìíîæåñòâî òî÷åê, êîòîðîå îïèñûâàåò òî÷êà M , ïðè-
íàäëåæàùàÿ ìåíüøåé îêðóæíîñòè.
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3. Ìîæíî ëè êâàäðàòíóþ òàáëèöó n×n çàïîëíèòü ÷èñëàìè 1, 2, 3 òàê, ÷òîáû âñå
ñóììû â êàæäîì ñòîëáöå, â êàæäîé ñòðîêå, íà êàæäîé èç äâóõ äèàãîíàëåé �
áûëè ðàçëè÷íû?

4. Ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ m è n óðàâíåíèå m + cosx = (m+ sinx)n èìååò ðå-
øåíèå?

5. Ïîñëå äëèòåëüíîé ðàçëóêè âñòðåòèëèñü äâîå ñòàðûõ äðóçåé. Îäèí èç íèõ ñîîá-
ùèë, ÷òî ó íåãî òðè ñûíà, ïðîèçâåäåíèå âîçðàñòîâ êîòîðûõ ðàâíî 36, à ñóììà
ðàâíà ÷èñëó îêîí äîìà, îêîëî êîòîðîãî ïðîèçîøëà âñòðå÷à. Âòîðîé ñêàçàë, ÷òî
îí íå ìîæåò îïðåäåëèòü âîçðàñò äåòåé. Òîãäà ïåðâûé äîáàâèë, ÷òî åãî ñòàð-
øèé ñûí ðûæèé, ïîñëå ÷åãî âòîðîé ñðàçó æå íàçâàë âîçðàñò äåòåé. Ñêîëüêî
ëåò áûëî êàæäîìó ñûíó?

Çàäàíèÿ 4 òóðà íåïðåðûâíîé çàî÷íîé ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäû

7 êëàññ

1. Â ñîðåâíîâàíèÿõ ó÷àñòâîâàëè 6 ôóòáîëüíûõ êîìàíä. Îòíîñèòåëüíî ó÷àñòíèêîâ
ôèíàëüíîé èãðû áûëè âûñêàçàíû ïðåäïîëîæåíèÿ:

1) êîìàíäû a è c;

2) êîìàíäû b è e;

3) êîìàíäû g è a;

4) êîìàíäû b è g;

5) êîìàíäû a è d.

Èçâåñòíî, ÷òî â îäíîì èç ïðåäïîëîæåíèé îáå êîìàíäû áûëè íàçâàíû íåâåðíî,
à â îñòàëüíûõ áûëà íàçâàíà ïðàâèëüíî òîëüêî îäíà êîìàíäà. Êàêèå êîìàíäû
ó÷àñòâîâàëè â ôèíàëüíîé âñòðå÷å?
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2. 6 êàðàñåé òÿæåëåå 10 ëåùåé, íî ëåã÷å 5 îêóíåé; 10 êàðàñåé òÿæåëåå 8 îêóíåé.
×òî òÿæåëåå: 2 êàðàñÿ èëè 3 ëåùà?

3. Ðàññòàâüòå öèôðû îò 1 äî 8 ïî âåðøèíàì êóáà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñóììû
÷èñåë, ñòîÿùèõ ó âåðøèí êàæäîé ãðàíè, áûëè ðàâíû.

4. Êîãäà ïàññàæèð ïðîåõàë ïîëîâèíó ïóòè, îí ñòàë ñìîòðåòü â îêíî è ñìîòðåë äî
òåõ ïîð, ïîêà íå îñòàëîñü ïðîåõàòü ïîëîâèíó òîãî ïóòè, ÷òî îí ïðîåõàë, ñìîòðÿ
â îêíî. Êàêóþ ÷àñòü âñåãî ïóòè ïàññàæèð ñìîòðåë â îêíî?

5. Ñóììà äâóõ ÷èñåë áîëüøå èõ ïðîèçâåäåíèÿ, íî ìåíüøå èõ ðàçíîñòè. Âûÿñíèòå,
ïîëîæèòåëüíû èëè îòðèöàòåëüíû ýòè ÷èñëà.

8 êëàññ

1. Áûëî êóïëåíî 5 ëîòåðåéíûõ áèëåòîâ. Îäíà öèôðà ÷åòûðåõçíà÷íîãî íîìåðà
êàæäîãî áèëåòà ñîâïàäàåò ïî çíà÷åíèþ è ïî ìåñòó ñ îäíîé öèôðîé íîìåðà áè-
ëåòà, íà êîòîðûé ïàë âûèãðûø. Çíàÿ, ÷òî öèôðû íîìåðà âûèãðàâøåãî áèëåòà
ÿâëÿþòñÿ ðàçíûìè öèôðàìè: 1, 2, 3, 4, à íîìåðà êóïëåííûõ áèëåòîâ 1) 1334;
2) 1214; 3) 2411; 4) 4241; 5) 2331, íàéäèòå íîìåð áèëåòà, íà êîòîðûé ïàë âûèã-
ðûø.

2. ¾Ðàííèì óòðîì íà ðûáàëêó óëûáàþùèéñÿ Èãîðü ì÷àëñÿ áîñèêîì¿. Ñêîëüêî
ïðåäëîæåíèé ìîæíî ñîñòàâèòü, èñïîëüçóÿ ñëîâà ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ?

3. Ê ÷èñëó a ïðèáàâèëè ñóììó åãî öèôð b, à ê ðåçóëüòàòó ïðèáàâèëè ñóììó öèôð
÷èñëà b. Íàéäèòå ÷èñëî a, åñëè ïîëó÷èëîñü ÷èñëî 60.

4. Íà ïëîñêîñòè äàíû ÷åòûðå ïðÿìûå, è ëþáàÿ ïÿòàÿ ïðÿìàÿ ìîæåò ïåðåñå÷ü ëèáî
äâå èç íèõ, ëèáî âñå ÷åòûðå. Ñêîëüêî ïðÿìûõ èç äàííûõ ÷åòûðåõ ïàðàëëåëüíû
ìåæäó ñîáîé?
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5. Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå: 3x2 + 5y2 = 345.

9 êëàññ

1. Ìîæåò ëè ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç øåñòèñîò øåñòåðîê è íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà
íóëåé, áûòü êâàäðàòîì öåëîãî ÷èñëà?

2. Íà ïëîñêîñòè äàíû ïÿòü òî÷åê (íèêàêèå òðè èç íèõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé
è íèêàêèå ÷åòûðå � íà îäíîé îêðóæíîñòè). Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî îòìåòèòü
òðè èç ýòèõ òî÷åê òàê, ÷òî îäíà èç îñòàâøèõñÿ òî÷åê áóäåò ëåæàòü âíóòðè
îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íèõ, à äðóãàÿ � âíå ýòîé îêðóæíîñòè.

3. Íà áóìàãó ïîñòàâèëè êëÿêñó. Äëÿ êàæäîé òî÷êè êëÿêñû îïðåäåëèëè íàèáîëü-
øåå è íàèìåíüøåå ðàññòîÿíèÿ îò íåå äî ãðàíèöû êëÿêñû. Ñðåäè âñåõ íàèìåíü-
øèõ ðàññòîÿíèé âûáðàëè íàèáîëüøåå, à ñðåäè íàèáîëüøèõ âûáðàëè íàèìåíü-
øåå è ñðàâíèëè äâà ïîëó÷åííûõ ÷èñëà. Êàêóþ ôîðìó èìååò êëÿêñà, åñëè ýòè
äâà ÷èñëà ðàâíû ìåæäó ñîáîé?

4. Äîêàæèòå, ÷òî íè ïðè êàêîì öåëîì x ÷èñëî 4x2 − 2x+ 13 íå äåëèòñÿ íà 289.

5. Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ: y2 + y = x4 + x3 + x2 + x.

10 êëàññ

1. Êâàäðàò ðàçáèò íà âûïóêëûå ìíîãîóãîëüíèêè. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ïîäðàç-
áèòü íà ìåíüøèå âûïóêëûå ìíîãîóãîëüíèêè òàê, ÷òîáû â íîâîì ðàçáèåíèè
êâàäðàòà êàæäûé ìíîãîóãîëüíèê ãðàíè÷èë ñ íå÷åòíûì ÷èñëîì ñîñåäåé (ñîñå-
äè � ìíîãîóãîëüíèêè ñ îáùåé ñòîðîíîé).
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2. Íà ãðàíÿõ êóáèêîâ òðåáóåòñÿ íàïèñàòü áóêâû ðóññêîãî àëôàâèòà. Êàêîå íàè-
ìåíüøåå êîëè÷åñòâî êóáèêîâ íàäî âçÿòü, ÷òîáû âñå áóêâû áûëè íàïèñàíû îäè-
íàêîâîå ÷èñëî ðàç?

3. Äîêàæèòå, ÷òî sin (1◦) � ÷èñëî èððàöèîíàëüíîå.

4. Ïðè êàêîì íàòóðàëüíîì n óðàâíåíèå n × x! + n × y! = z! èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.

5. Äàí òðåóãîëüíèê ABC ñ ïëîùàäüþ S ′. Òðè ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ñîîòâåò-
ñòâåííî òðåì ñòîðîíàì ýòîãî òðåóãîëüíèêà è ïåðåñåêàþùèå èõ, îáðàçóþò òðå-
óãîëüíèê MNK ñ ïëîùàäüþ S ′′. Ñòîðîíàìè ýòèõ äâóõ òðåóãîëüíèêîâ îïðå-
äåëÿþòñÿ øåñòü òðåóãîëüíèêîâ ñ ïëîùàäÿìè S1, S2, S3, S4, S5,S6. Äîêàæèòå,
÷òî √

S1 +
√
S2 +

√
S3 +

√
S4 +

√
S5 +

√
S6 =

√
S ′ +

√
S ′′.

11 êëàññ

1. 12 ìàëÿðîâ æèâóò â 12 ãîëóáûõ è áåëûõ äîìàõ, ðàñïîëîæåííûõ ïî êîëüöåâîé
äîðîãå. Êàæäûé ìåñÿö îäèí èç ìàëÿðîâ, âçÿâ ñ ñîáîé äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî
áåëîé è ãîëóáîé êðàñêè, âûõîäèò èç äîìà è èäåò âäîëü êîëüöåâîé äîðîãè ïî
÷àñîâîé ñòðåëêå. Ïî äîðîãå îí ïåðåêðàøèâàåò âñå äîìà (íà÷èíàÿ ñî ñâîåãî) â
ïðîòèâîïîëîæíûé öâåò. Ïðè ýòîì îí êîí÷àåò ðàáîòó, êàê òîëüêî ïåðåêðàñèò
êàêîé-ëèáî áåëûé äîì â ãîëóáîé öâåò. Â òå÷åíèå ãîäà êàæäûé ìàëÿð ðîâíî
îäèí ðàç ïðîäåëûâàåò òàêîå ïóòåøåñòâèå. Äîêàæèòå, ÷òî â êîíöå ãîäà êàæäûé
äîì áóäåò ïîêðàøåí â ïåðâîíà÷àëüíûé öâåò, åñëè â íà÷àëå ãîäà õîòÿ áû îäèí
äîì áûë ãîëóáûì.

2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñóììà ñèíóñîâ óãëîâ òðåóãîëüíèêà ïðåâûøàåò ñóììó êî-
ñèíóñîâ åãî óãëîâ íà 1, òî ýòîò òðåóãîëüíèê ïðÿìîóãîëüíûé.
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3. Â ðîçûãðûøå ïåðâåíñòâà ñòðàíû ïî ôóòáîëó ó÷àñòâóþò 20 êîìàíä. Êàêîå íàè-
ìåíüøåå ÷èñëî èãð äîëæíî áûòü ñûãðàíî, ÷òîáû ñðåäè ëþáûõ òðåõ êîìàíä
íàøëèñü äâå, óæå ñûãðàâøèå ìåæäó ñîáîé.

4. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ìíîãîãðàííèêà ñ ñåìüþ ðåáðàìè.

5. Íàéäèòå ïëîùàäü ôèãóðû, çàäàííîé íåðàâåíñòâàìè:

x2006 + x−2006 > y2006 + y−2006;

x2 + y2 = 2006.

Íåïðåðûâíàÿ çàî÷íàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà ïðîâîäèëàñü íàìè íà òåððè-
òîðèè Áðåñòñêîé îáëàñòè â òå÷åíèå 4-õ ëåò. Èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûå äåòè, èõ
ïåäàãîãè âûñîêî öåíèëè çíà÷èìîñòü ýòîãî âèäà äåÿòåëüíîñòè. Íàìè áûëî çàðåãè-
ñòðèðîâàíî: ïîâûøåíèå àêòèâíîñòè èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé â ñåëüñêèõ
øêîëàõ; ïîâûøåíèå èíòåðåñà èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé è èõ ïåäàãîãîâ ê
ðåøåíèþ îëèìïèàäíûõ çàäà÷; çíà÷èòåëüíûå óñïåõè ó÷àñòíèêîâ íåïðåðûâíîé îëèì-
ïèàäû âî âñåõ ýòàïàõ ðåñïóáëèêàíñêîé îëèìïèàäû. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåïðåðûâíàÿ
çàî÷íàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà ïðîâîäèòñÿ òîëüêî â Ìîñêîâñêîì ðàéîíå ã. Áðå-
ñòà.

2.5. Ìàòåìàòè÷åñêèé êðóæîê

Êðóæîê ¾Ìåòîäû ðåøåíèÿ îëèìïèàäíûõ çàäà÷¿ ðàáîòàåò òðè ãîäà.
Îñíîâíàÿ öåëü êðóæêà � çàèíòåðåñîâàòü øêîëüíèêîâ ìåòîäàìè ðåøåíèÿ îëèì-

ïèàäíûõ çàäà÷, ïðèâèòü èì âêóñ ê ïîèñêó îðèãèíàëüíûõ èäåé è êîíñòðóêöèé. Îñ-
íîâíûå çàäà÷è êðóæêà � ïðèâèòèå øêîëüíèêàì óñòîé÷èâîãî èíòåðåñà ê çàíÿòè-
ÿì ìàòåìàòèêîé, âîñïèòàíèå ýñòåòè÷åñêîãî âîñïðèÿòèÿ ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ýðóäèöèè ó÷àùèõñÿ; ïîçíàêîìèòü øêîëüíèêîâ ñ îáùèìè ïîäõîäàìè ê ðåøåíèþ
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îëèìïèàäíûõ çàäà÷; ïðèîáùèòü øêîëüíèêîâ ê øèðîêîìó ñïåêòðó ìåòîäîâ ðåøåíèÿ
îëèìïèàäíûõ çàäà÷; âêëþ÷èòü èõ â øèðîêóþ ñåòü îëèìïèàä è êîíêóðñîâ (î÷íûõ è
çàî÷íûõ), ïðîâîäèìûõ â Áåëàðóñè è çà ðóáåæîì.

Íà êðóæêå ðàçáèðàåì ìåòîäû ðåøåíèÿ îëèìïèàäíûõ çàäà÷, à òàêæå íåêîòîðûå
òåîðåìû èç ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè, êîòîðûå ñâîèì ñîäåðæàíèåì èëè ðàçîáðàí-
íûì äîêàçàòåëüñòâîì èìåþò îòíîøåíèå ê ìàòåìàòè÷åñêèì îëèìïèàäàì øêîëüíèêîâ.
Íà çàíÿòèÿõ áîëüøîå çíà÷åíèå óäåëÿåì ñàìîñòîÿòåëüíîìó ðåøåíèþ çàäà÷ ó÷àùèìè-
ñÿ è îáñóæäåíèþ âîçíèêàþùèõ ïðè ýòîì èäåé. Â ðàìêàõ êðóæêà ïðîâîäèì òðåíè-
ðîâî÷íûå îëèìïèàäû è ìàòåìàòè÷åñêèå áîè ïî çàäà÷àì ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàä
âûñîêîãî óðîâíÿ. Çàíèìàþòñÿ â êðóæêå ó÷àùèåñÿ 10 êëàññà ãîðîäñêîãî ëèöåÿ �1.
Ýòî Àëåêñåé, Æåíÿ, Àíÿ, Íàñòÿ, Âëàä è Äèìà. Ðåáÿòà òîëüêî ïîñòóïèëè â ëèöåé èç
äðóãèõ îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ ó÷ðåæäåíèé ã. Áðåñòà. Íà ïåðâîì çàíÿòèè îíè ïðèçíà-
ëèñü, ÷òî î÷åíü ëþáÿò ðåøàòü îëèìïèàäíûå çàäà÷è, íî áûòü ïîáåäèòåëÿìè îëèìïèàä
èì íå äîâîäèëîñü.

Ìû ïðåäñòàâèëè èì òåìàòèêó çàíÿòèé (òàáë. 2.24). Íà ïåðâîì çàíÿòèè ìû êðàòêî
ðàññêàçàëè ó÷àñòíèêàì êðóæêà îá èñòîðèè îëèìïèàäíîãî äâèæåíèÿ, îñîáåííîñòÿõ
îëèìïèàäíûõ çàäà÷. Âíåøíÿÿ ïðîñòîòà îëèìïèàäíûõ çàäà÷ (èõ óñëîâèÿ è ðåøåíèÿ
äîëæíû áûòü ïîíÿòíû ëþáîìó øêîëüíèêó) îáìàí÷èâà. Ëó÷øèå îëèìïèàäíûå çàäà-
÷è çàòðàãèâàþò ãëóáîêèå ïðîáëåìû èç ñàìûõ ðàçíûõ îáëàñòåé ìàòåìàòèêè. Îëèì-
ïèàäíûå çàäà÷è ìîæíî íàéòè â Èíòåðíåòå, â ïåðèîäè÷åñêèõ èçäàíèÿõ (æóðíàëû
¾Êâàíò¿, ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîñâåùåíèå¿, ¾Ìàòýìàòûêà: ïðàáëåìû âûêëàäàííÿ¿),
à òàêæå â âèäå îòäåëüíûõ ñáîðíèêîâ. Áîëüøîé âêëàä â ïîïóëÿðèçàöèþ ìåòîäîâ ðå-
øåíèÿ îëèìïèàäíûõ çàäà÷ âíåñëè ïóáëèêàöèè æóðíàëà ¾Êâàíò¿, êíèãè ñåðèé ¾Ïî-
ïóëÿðíûå ëåêöèè ïî ìàòåìàòèêå¿, ¾Áèáëèîòåêà ìàòåìàòè÷åñêîãî êðóæêà¿ è äðóãèå
êíèãè, à òàêæå ìíîãî÷èñëåííûå âåá-ñàéòû, ïîñâÿù¼ííûå îëèìïèàäíûì çàäà÷àì.
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Òàáëèöà 2.24. Ïëàí ðàáîòû êðóæêà ¾Ìåòîäû ðåøåíèÿ îëèìïèàäíûõ çàäà÷¿ íà 1-îå
ïîëóãîäèå, 10 êëàññ (36 ÷.)

� Òåìû ×àñû
1. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ëîãè÷åñêèõ çàäà÷ 4
2. Îëèìïèàäà 2
3. Çàäà÷è íà äåëèìîñòü 4
4. Îëèìïèàäà 2
5. Ïðîñòûå è ñîñòàâíûå ÷èñëà 4
6. Îëèìïèàäà 2
7. Ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ïîìîùüþ ñðàâíåíèé 4
8. Îëèìïèàäà 2

9.
Äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ. Ìåòîäû ðåøåíèÿ äèîôàíòî-
âûõ óðàâíåíèé.Óðàíåíèå Ïåëëÿ

4

10. Îëèìïèàäà 2

11.
Ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ïîìîùüþ òåîðèè ìíîãî÷ëå-
íîâ

4

12. Îëèìïèàäà 2

Ó÷àùèìñÿ ïðåäëîæèëè ñïèñîê ëèòåðàòóðû äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû:

1. Áàðàáàíîâ Å. À., Áåðíèê Â. È., Âîðîíîâè÷ È. È., Êàñêåâè÷ Â. È., Ìàçàíèê Ñ. À.
Çàäà÷è Ìèíñêîé ãîðîäñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäû ìëàäøèõ øêîëüíè-
êîâ. � Ìí.: Áåë. àññîö. ¾Êîíêóðñ¿, 2005. � 352 ñ.

2. Áàðàáàíîâ Å. À., Âîðîíîâè÷ È. È., Êàñêåâè÷ Â. È., Ìàçàíèê Ñ. À. Çàäà÷è
ðàéîííîãî òóðà Ìèíñêîé ãîðîäñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ
(1991�2001 ãã.). � Ìí.: ¾Ôàðèòýêñ¿. 2002. � 181 ñ.
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3. Áàõòèíà Ò. Ï. Ìàòåìàòèêîí 7: Ãîòîâèìñÿ ê îëèìïèàäàì, òóðíèðàì è ìàòåìàòè-
÷åñêèì áîÿì: Ïîñîáèå äëÿ ó÷àùèõñÿ îáùåîáðàçîâàò. Øê., ãèìíàçèé, ëèöååâ. �
Ìí.: ¾Àâåðñýâ¿, 2002. � 253 ñ. � (Øêîëüíèêàì, àáèòóðèåíòàì, ó÷àùèìñÿ).

4. Áàõòèíà Ò. Ï. Ìàòåìàòèêîí 8: Ãîòîâèìñÿ ê îëèìïèàäàì, òóðíèðàì è ìàòåìà-
òè÷åñêèì áîÿì: Ïîñîáèå äëÿ ó÷àùèõñÿ îáùåîáðàçîâàò. Ó÷ðåæäåíèé. � Ìí.:
¾Àâåðñýâ¿, 2003. � 336 ñ. � (Øêîëüíèêàì, àáèòóðèåíòàì, ó÷àùèìñÿ).

5. Áàõòèíà Ò. Ï. Ðàç çàäà÷êà, äâà çàäà÷êà. . . : Ïîñîáèå äëÿ ó÷èòåëåé. � Ìí.: ÎÎÎ
¾Àñàð¿, 2000. � 224 ñ. Âòîðîå èçäàíèå, 2001.

6. Ãåíêèí Ñ. À., Èòåíáåðã È. Â., Ôîìèí Ä. Â. Ëåíèíãðàäñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå
êðóæêè. � ã. Êèðîâ, ¾ÀÑÀ¿, 1994. � 272 ñ.

7. Êîò Â. È. Êàê îäîëåòü îëèìïèàäíûå çàäà÷è ïî ìàòåìàòèêå: Ïîñîáèå äëÿ ó÷è-
òåëåé îáùåîáðàçîâàòåëüíîé øêîëû. � Ìí.: ¾Áåñòïðèíò¿, 2002. � 400 ñ.

8. Ìàçàíèê À. À., Ìàçàíèê Ñ. À. Ðåøè ñàì. � Ìí., ¾Íàðîäíàÿ àñâåòà¿, 1992. �
256 ñ.

9. Ìàòåìàòè÷åñêèå òóðíèðû èì. À. Ï. Ñàâèíà. ×àñòü 1 / Ñîñòàâèòåëè À. Â. Ñïè-
âàê, Ñ. È. Òîêàðåâ. � Ì.: Áþðî Êâàíòóì, 2003. � 128 ñ.

10. Íàãèáèí Ô. Ô., Êàíèí Å. Ñ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêàòóëêà. � Ì.: ¾Ïðîñâåùåíèå¿,
1984. � 160 ñ. 11. Øêëÿðñêèé Ä. Î., ×åíöîâ Í. Í., ßãëîì È. Ì. Èçáðàííûå
çàäà÷è è òåîðåìû ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè. � Ì. ¾Íàóêà¿, 1976. � 384 ñ.

11. Ñàäîâíè÷èé Â. À., Ãðèãîðÿí À. Ë., Êîíÿãèí Ñ. Â. Çàäà÷è ñòóäåí÷åñêèõ ìà-
òåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàä � Èçäàòåëüñòâî Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà, 1987. �
310 ñ.
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12. Å. À. Áàðàáàíîâ, È. È. Âîðîíîâè÷, Â. È. Êàñêåâè÷, Ñ. À. Ìàçàíèê: Çàäà÷è
çàêëþ÷èòåëüíîãî òóðà ìèíñêîé ãîðîäñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäû øêîëü-
íèêîâ. Ìèíñê, 2006 ã.

13. Ìîñêîâñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå îëèìïèàäû 1993�2005 ã. / Ð. Ì. Ôåäîðîâ è äð. Ïîä
ðåä. Â. Ì. Òèõîìèðîâà. � Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2006. � 456 ñ.

14. Áåðëîâ Ñ. Ë., Èâàíîâ Ñ. Â., Êîõàñü Ê. Ï. Ïåòåðáóðãñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå îëèì-
ïèàäû. � ÑÏá.: Ëàíü, 2003. � 532 ñ.

Ýëåêòðîííûå èñòî÷íèêè äëÿ ïîäãîòîâêè ó÷àùèõñÿ ê îëèìïèàäàì:

1. http://www.mccme.ru/olympiads/mmo/ � Ìîñêîâñêèé öåíòð íåïðåðûâíîãî ìà-
òåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ. Ìîñêîâñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå îëèìïèàäû. Çàäà÷è
îêðóæíûõ òóðîâ îëèìïèàäû äëÿ øêîëüíèêîâ 5�11 êëàññîâ íà÷èíàÿ ñ 2000 ãî-
äà. Çàäà÷è ãîðîäñêèõ òóðîâ îëèìïèàäû äëÿ øêîëüíèêîâ 8�11 êëàññîâ íà÷èíàÿ
ñ 1999 ãîäà. Âñå çàäà÷è ñ ïîäðîáíûìè ðåøåíèÿìè è îòâåòàìè. Íîâîñòè îëèì-
ïèàäû. Ïîáåäèòåëè è ïðèçåðû îëèìïèàä. Ñòàòèñòèêà.

2. http://olympiads.mccme.ru/regata/ � ìàòåìàòè÷åñêèå ðåãàòû.

3. http://olympiads.mccme.ru/matboi/ �Ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð ìàòåìàòè÷åñêèõ
áîåâ.

4. http://olympiads.mccme.ru/turlom � Òóðíèð èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà.

5. http://kyat.mccme.ru/ � Íàó÷íî�ïîïóëÿðíûé ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë
¾Êâàíò¿.

6. http://abitu.ru/distance/zftshl.html � Çàî÷íàÿ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà
ïðè ÌÔÒÈ.

http://www.mccme.ru/olympiads/mmo/
http://olympiads.mccme.ru/regata/
http://olympiads.mccme.ru/matboi/
http://olympiads.mccme.ru/turlom
http://kyat.mccme.ru/
http://abitu.ru/distance/zftshl.html
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7. http://attend.to/dooi � Äèñòàíöèîííûå îëèìïèàäû.

8. http://aimakarov.chat.ru/school/school.html � Øêîëüíûå è ðàéîííûå ìàòåìà-
òè÷åñêèå îëèìïèàäû â Íîâîñèáèðñêå. Çàäà÷è äëÿ 3�11 êëàññîâ ñ 1998 ãîäà ïî
íàñòîÿùåå âðåìÿ. Áåç ðåøåíèé. Ðàçäåë çàíèìàòåëüíûõ è âåñåëûõ çàäà÷.

9. http://zaba.ru/ � Îëèìïèàäíûå çàäà÷è ïî ìàòåìàòèêå: áàçà äàííûõ. Îêîëî
8000 çàäà÷ øêîëüíûõ, ðåãèîíàëüíûõ, âñåðîññèéñêèõ è ìåæäóíàðîäíûõ êîí-
êóðñîâ, îëèìïèàä è òóðíèðîâ ïî ìàòåìàòèêå. Ìíîãèå çàäà÷è ñ îòâåòàìè, óêà-
çàíèÿìè, ðåøåíèÿìè. Äî 2001 ãîäà (âêëþ÷èòåëüíî). Âîçìîæíîñòè ïîèñêà.

10. http://homepages.compuserve.de/chasluebeck/matemat/task_1.htm � Çàäà÷è íå-
êîòîðûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàä è òóðíèðîâ. Çàäàíèÿ ðåãèîíàëüíûõ (Ìîñêâà,
Óðàë, Ëóãàíñê, Âîëãîãðàä è äð.) è äðóãèõ (ÌÔÒÈ, Ñîðîñîâñêàÿ è ò. ä.) îëèì-
ïèàä ïî ìàòåìàòèêå, à òàêæå ìàòåìàòè÷åñêèõ òóðíèðîâ (Ëîìîíîñîâñêèå èãðû).
Äëÿ 6�11 êëàññîâ. Óêàçàíèÿ è ðåøåíèÿ äîñòóïíû çàðåãèñòðèðîâàííûì ïîëü-
çîâàòåëÿì.

11. http://www.shevkin.ru � Ïðîåêò Shevkin.ru. Çàäà÷è øêîëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
îëèìïèàä.

12. Çàî÷íûé ìàòåìàòè÷åñêèé êîíêóðñ (6�8 êëàññû, ã. Ìîñêâà)
http://www.mccme.ru/zmk/

13. Çèìíèé òóðíèð Àðõèìåäà (6�7 êëàññ, ã. Ìîñêâà) http://www.arhimedes.org/

14. Îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè ïàìÿòè È. Ô. Øàðûãèíà (8�11 êëàññû, ã. Ìîñêâà);
http://www.geometry.ru/olimp.htm

15. Ìåæäóíàðîäíûé êîíêóðñ�èãðà ¾Êåíãóðó¿ (3�10 êëàññû, ïî âñåì ðåãèîíàì);
http://www.kenguru.sp.ru/

http://attend.to/dooi
http://aimakarov.chat.ru/school/school.html
http://zaba.ru/
http://homepages.compuserve.de/chasluebeck/matemat/task_1.htm
http://www.shevkin.ru
http://www.mccme.ru/zmk/
http://www.arhimedes.org/
http://www.geometry.ru/olimp.htm
http://www.kenguru.sp.ru/
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16. Ýêîíîìèêî�ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà (9�11 êëàññû, ã. Ìîñêâà)
http://www.�nec.ru/entrant/faculty_ of_ pre-university/olympics_ /

17. Òóðíèð èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà (6-11 êëàññû, ã. Ìîñêâà); ìåæäóíàðîäíûé ìàòå-
ìàòè÷åñêèé Òóðíèð ãîðîäîâ (8�11 êëàññû, ã. Ìîñêâà);
http://olympiads.mccme.ru/turlom/

18. Îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå è êðèïòîãðàôèè (9�11 êëàññû, ã. Ìîñêâà)
http://www.cryptolymp.ru/

19. Çàî÷íàÿ ôèçèêî�ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà (6�11 êëàññû, ã. Ìîñêâà);
http://avangard�school.nm.ru/

Çàíÿòèÿ êðóæêà ïðîõîäÿò â ôîðìå ëåêöèé, ïðàêòè÷åñêèõ è êîíñóëüòàöèé. Ïîñëå
ïðîõîæäåíèÿ êàæäîé òåìû � îëèìïèàäà. Â ïðîâåäåíèè çàíÿòèé ó÷àñòâîâàëè êàê
ïðåïîäàâàòåëè ÁðÃÓ, òàê è ñòóäåíòû.

Ïðèâåäåì ïðèìåð ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà, ðàññìîòðåííîãî íà çàíÿòèÿõ êðóæêà (òåî-
ðèÿ è çàäà÷è).

Çàäà÷è íà äåëèìîñòü

Îïðåäåëåíèå 1. Öåëîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà öåëîå ÷èñëî b 6= 0, åñëè ñóùåñòâóåò
öåëîå ÷èñëî q, òàêîå, ÷òî a = bq (a � äåëèìîå, b � äåëèòåëü, q � ÷àñòíîå).

Ñâîéñòâà äåëèìîñòè öåëûõ ÷èñåë:

1. Âñÿêîå öåëîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ, äåëèòñÿ íà ñàìî íà ñåáÿ.

2. Âñÿêîå öåëîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà ±1.

3. Íóëü äåëèòñÿ íà ëþáîå ÷èñëî, êðîìå íóëÿ.

http://www.finec.ru/entrant/faculty_ of_ pre--university/olympics_ /
http://olympiads.mccme.ru/turlom/
http://www.cryptolymp.ru/
http://avangard--school.nm.ru/
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4. Çíàê ÷èñëà íå âëèÿåò íà äåëèìîñòü.

5. Åñëè a äåëèòñÿ íà b, b äåëèòñÿ íà c, òî a äåëèòñÿ íà c.

6. Åñëè êàæäîå ñëàãàåìîå äåëèòñÿ íà íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî, òî èõ ñóììà òîæå
äåëèòñÿ íà ýòî ÷èñëî.

7. Åñëè óìåíüøàåìîå è âû÷èòàåìîå äåëÿòñÿ íà íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî, òî èõ ðàç-
íîñòü òîæå äåëèòñÿ íà ýòî ÷èñëî.

8. Åñëè ñóììà äâóõ öåëûõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî è îäíî èç
ñëàãàåìûõ äåëèòñÿ íà ýòî ÷èñëî, òî è âòîðîå ñëàãàåìîå äåëèòñÿ íà ýòî ÷èñëî.

9. Åñëè õîòÿ áû îäèí èç ñîìíîæèòåëåé äåëèòñÿ íà íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî, òî è
ïðîèçâåäåíèå äåëèòñÿ íà ýòî ÷èñëî.

10. Åñëè a äåëèòñÿ íà b è a 6= 0, òî |a| > |b|.

Îïðåäåëåíèå 2. Öåëîå ÷èñëî a äåëèòñÿ c îñòàòêîì íà öåëîå ÷èñëî b 6= 0, åñëè
ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà g è r, òàêèå, ÷òî a = bq+ r (a � äåëèìîå, b � äåëèòåëü,
q � íåïîëíîå ÷àñòíîå, r � îñòàòîê).

Òåîðåìà 1. Âñÿêîå öåëîå ÷èñëî a îäíîçíà÷íî äåëèòñÿ ñ îñòàòêîì íà ëþáîå
öåëîå ÷èñëî b 6= 0.

Âñÿêîå öåëîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ, èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî äåëèòåëåé.

Îïðåäåëåíèå 3. Îáùèì äåëèòåëåì öåëûõ ÷èñåë a1, a2, . . . , ak (k � íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî, k > 2) íàçûâàåòñÿ öåëîå ÷èñëî, êîòîðîå äåëèò êàæäîå èç ýòèõ ÷èñåë
(ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì êàæäîãî èç ýòèõ ÷èñåë).



353

Îïðåäåëåíèå 4. Íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì öåëûõ ÷èñåë, õîòÿ áû îäíî
èç êîòîðûõ íå ðàâíî 0, íàçûâàåòñÿ îáùèé äåëèòåëü ýòèõ ÷èñåë, êîòîðûé áîëüøå
îñòàëüíûõ îáùèõ äåëèòåëåé èëè íå ìåíüøå âñÿêîãî îáùåãî äåëèòåëÿ.

Îáîçíà÷àþò ÍÎÄ (a1, a2, . . . , ak) èëè (a1, a2, . . . , ak).
Ñðåäè îáùèõ äåëèòåëåé öåëûõ ÷èñåë åñòü ÷èñëî 1. Çíà÷èò, ÍÎÄ(a1, a2, . . . ak)

ëèáî 1, ëèáî áîëüøå 1. Åñëè ÍÎÄ(a1, a2, . . . ak) = 1, òî ÷èñëà a1, a2, . . . ak íàçûâàþò
âçàèìíî ïðîñòûìè.

Ñâîéñòâà äåëèìîñòè öåëûõ ÷èñåë:

1. ÍÎÄ (a1, a2, . . . , ak) = ÍÎÄ (|a1|, |a2|, . . . , |ak|).

2. Åñëè a äåëèòñÿ íà b, òî ÍÎÄ(a, b) = b.

3. Åñëè äëÿ öåëûõ ÷èñåë a, b, c, d âåðíî ðàâåíñòâî a = bc + d, òî (a, b) = (b, d),
(a, c) = (c, d).

4. ÍÎÄ (ba1, ba2, . . . , bak) = bÍÎÄ (a1, a2, . . . , ak).

5. ÍÎÄ (a1, a2, . . . ak) = ÍÎÄ ((a1, a2, . . . ak−1) , ak).

6. Íàòóðàëüíûé îáùèé äåëèòåëü öåëûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ èõ ÍÎÄîì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå öåëî÷èñëåííîé ëèíåéíîé êîìáèíà-
öèè ýòèõ ÷èñåë, òî åñòü

d = ÍÎÄ (a1, a2, . . . ak)⇔ d = α1a1 + α2a2 + . . .+ αkak.

7. Íàòóðàëüíûé îáùèé äåëèòåëü öåëûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ èõ ÍÎÄîì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ÷àñòíûå îò äåëåíèÿ ýòèõ ÷èñåë íà ýòîò îáùèé äåëèòåëü âçàèìíî
ïðîñòû.
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8. Îáùèé äåëèòåëü öåëûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÍÎÄà ýòèõ æå ÷èñåë.

9. Âñÿêèé äåëèòåëü ÍÎÄà öåëûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ îáùèì äåëèòåëåì ýòèõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 5. Àëãîðèòìîì Åâêëèäà äëÿ öåëûõ ÷èñåë a è b (b 6= 0) íàçûâà-
åòñÿ ïðîöåññ ïîñëåäîâàòåëüíîãî äåëåíèÿ a íà b, b íà ïåðâûé îñòàòîê r1 (r1 6= 0),
r1 � íà âòîðîé îñòàòîê r2 (r2 6= 0) è ò. ä.

Îïèñàòü ýòîò ïðîöåññ ìîæíî òàê:

a = bq1 + r1, 0 6 r1 < |b|,
b = r1q2 + r2, 0 6 r2 < |r1|,

r1 = r2q3 + r3, 0 6 r3 < |r2|, . . .

Îïðåäåëåíèå 6. ×èñëî ðàâåíñòâ àëãîðèòìà Åâêëèäà íàçûâàþò äëèíîé àëãî-
ðèòìà Åâêëèäà.

Òåîðåìà 2. ÍÎÄ (a, b) ðàâåí ïîñëåäíåìó, îòëè÷íîìó îò íóëÿ îñòàòêó â àëãî-
ðèòìå Åâêëèäà äëÿ ýòèõ ÷èñåë (a, b � öåëûå ÷èñëà).

Ëåììà 3. Åñëè òðè öåëûõ ÷èñëà a, b,m ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì a = bq + m, ãäå
0 ≤ m < |b|, òî (a, b) = (b,m).

Êðèòåðèé âçàèìíîé ïðîñòîòû öåëûõ ÷èñåë. Öåëûå ÷èñëà a1, a2,. . . , ak (k � íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî, k > 2) âçàèìíî ïðîñòû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ÍÎÄ, ðàâíûé
1, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå öåëî÷èñëåííîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýòèõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 4. Åñëè ïðîèçâåäåíèå äâóõ öåëûõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà òðåòüå ÷èñëî, âçà-
èìíî ïðîñòîå ñ îäíèì èç ñîìíîæèòåëåé, òî è âòîðîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà ýòî æå
÷èñëî.
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Òåîðåìà 5. Åñëè êàæäîå èç ÷èñåë a è b âçàèìíî ïðîñòî c d, òî è èõ ïðîèçâå-
äåíèå âçàèìíî ïðîñòî c d.

Îïðåäåëåíèå 7. Îáùèì êðàòíûì ÷èñåë a1, a2, . . . , ak (k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî,
k > 2) òàêèõ, ÷òî ai 6= 0 (i èçìåíÿåòñÿ îò 1 äî k), íàçûâàåòñÿ öåëîå ÷èñëî,
êîòîðîå äåëèòñÿ íà êàæäîå èç ýòèõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 8. Íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå îáùåå êðàòíîå öåëûõ ÷èñåë, íå ðàâ-
íûõ íóëþ, íàçûâàþò ÍÎÊîì ýòèõ ÷èñåë è îáîçíà÷àþò ÍÎÊ (a1, a2, . . . , ak) èëè
[a1, a2 . . . , ak] .

Ñâîéñòâà ÍÎÊà öåëûõ ÷èñåë:

1. ÍÎÊ (a1, a2, . . . , ak) = ÍÎÊ (|a1|, |a2|, . . . , |ak|).

2. [a, b] =
ab

(a, b)
.

3. Âñÿêîå îáùåå êðàòíîå öåëûõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà ÍÎÊ ýòèõ ÷èñåë.

4. ×àñòíûå îò äåëåíèÿ ÍÎÊà öåëûõ ÷èñåë íà ýòè ÷èñëà åñòü âçàèìíî ïðîñòûå
÷èñëà.

5. ÍÎÊ (a1, a2, . . . , ak) = ÍÎÊ ((a1, a2, . . . , ak−1) , ak).

6. ÍÎÊ ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë ðàâåí ìîäóëþ èõ ïðîèçâåäåíèÿ.

7. ÍÎÊ (ba1, ba2, . . . bak) = bÍÎÊ (a1, a2, . . . ak).

Ïðèçíàêè äåëèìîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë:

1. ×èñëî äåëèòñÿ íà 2, åñëè ïîñëåäíÿÿ öèôðà â çàïèñè ÷èñëà ÷åòíàÿ.



356

2. ×èñëî äåëèòñÿ íà 3, åñëè ñóììà öèôð ÷èñëà äåëèòñÿ íà 3.

3. ×èñëî äåëèòñÿ íà 4, åñëè äâå ïîñëåäíèå öèôðû ÷èñëà íóëè èëè îáðàçóþò ÷èñëî,
äåëÿùååñÿ íà 4.

4. ×èñëî äåëÿòñÿ íà 5, åñëè ïîñëåäíÿÿ öèôðà ÷èñëà 0 èëè 5.

5. ×èñëî äåëèòñÿ íà 6, åñëè îíî ÷åòíî è äåëèòñÿ íà 3.

6. ×èñëî äåëèòñÿ íà 8, åñëè òðè ïîñëåäíèå öèôðû íóëè èëè îáðàçóþò ÷èñëî,
äåëÿùååñÿ íà 8.

7. ×èñëî äåëèòñÿ íà 9, åñëè ñóììà öèôð ÷èñëà äåëèòñÿ íà 9.

8. ×èñëî äåëèòñÿ íà 10, åñëè ïîñëåäíÿÿ öèôðà ÷èñëà 0.

9. ×èñëî äåëèòñÿ íà 11, åñëè ðàçíîñòü ìåæäó ñóììîé öèôð, ñòîÿùèõ íà ÷åòíûõ
ìåñòàõ, è ñóììîé öèôð, ñòîÿùèõ íà íå÷åòíûõ ìåñòàõ, äåëèòñÿ íà 11.

10. ×èñëî äåëèòñÿ íà 25, åñëè äâå ïîñëåäíèå öèôðû ÷èñëà 00, 25, 50 èëè 75.

11. ×èñëî äåëèòñÿ íà 7, 11, 13, åñëè ðàçíîñòü ìåæäó ÷èñëîì, çàïèñàííûì òðåìÿ
ïîñëåäíèìè öèôðàìè ÷èñëà è ÷èñëîì, çàïèñàííûì îñòàëüíûìè åãî öèôðàìè,
äåëèòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, íà 7, 11, 13.

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n öåëîå ÷èñëî

a = −n3 − 17n+ 12

äåëèòñÿ íà 6.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé
èíäóêöèè.

Ïðè n = 1 ÷èñëî a = −6, äåëèòñÿ íà 6 � óòâåðæäåíèå âåðíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
óòâåðæäåíèå çàäà÷è âåðíî ïðè n = k, òî åñòü, ÷èñëî −k3 − 17k + 12 äåëèòñÿ íà 6.

Äîêàæåì, ÷òî óòâåðæäåíèå çàäà÷è âåðíî ïðè n = k + 1, òî åñòü − (k + 1)3 −
17 (k + 1) + 12 äåëèòñÿ íà 6. Ïðåîáðàçóåì ïîñëåäíåå âûðàæåíèå (âîçâåäåì â êóá,
ðàñêðîåì ñêîáêè, ïðèâåäåì ïîäîáíûå ñëàãàåìûå è ïåðåãðóïïèðóåì). Ïîëó÷èì:

−k3 − 17k + 12− 3k (k + 1)− 18.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè âûðàæåíèå â ïåðâûõ ñêîáêàõ äåëèòñÿ íà 6 (ñì. âû-
øå). k (k + 1) äåëèòñÿ íà 2 (ýòî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë, ñðåäè
êîòîðûõ îäíî îáÿçàòåëüíî ÷åòíîå), çíà÷èò, 3k (k + 1) äåëèòñÿ íà 6. ×èñëî 18 òàêæå
äåëèòñÿ íà 6. Ïî ñâîéñòâó 6: åñëè êàæäîå ñëàãàåìîå äåëèòñÿ íà íåêîòîðîå öåëîå ÷èñ-
ëî, òî èõ ñóììà òîæå äåëèòñÿ íà ýòî ÷èñëî, óòâåðæäåíèå çàäà÷è âåðíî ïðè n = k+1.

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, öåëîå ÷èñëî a = −n3 − 17n + 12
äåëèòñÿ íà 6 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n. �

Çàäà÷à 2. Â êîìíàòå ñòîÿëè ñòóëüÿ (ñ ÷åòûðüìÿ íîæêàìè) è òàáóðåòêè
(ñ òðåìÿ íîæêàìè). Êîãäà íà êàæäûé ñòóë è êàæäûé òàáóðåò ñåëî ïî îäíîìó
øêîëüíèêó, òî îáùåå ÷èñëî ¾íîã¿ â êîìíàòå ñîñòàâèëî 39.

Ðåøåíèå.
Òàê êàê îáùåå ÷èñëî ¾íîã¿ â êîìíàòå 39, òî ñòóëüåâ íå áîëüøå 6 (4 ¾íîãè¿ ñòóëà

+ 2 íîãè ÷åëîâåêà), ïîëó÷àåòñÿ 6 · 6 = 36 ¾íîã¿.
Ïåðåáåðåì ñëó÷àè, êîãäà â êîìíàòå c = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 ñòóëüåâ. Òîãäà ÷èñëî ¾íîã¿,

âíîñèìûõ â îáùåå êîëè÷åñòâî òàáóðåòêàìè: t = 39 − 6c (t äîëæíî äåëèòüñÿ íà 5).
Åñëè

� c = 0, òî t = 39;
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� c = 1, òî t = 33;

� c = 2, òî t = 27;

� c = 3, òî t = 21;

� c = 4, òî t = 15;

� c = 5, òî t = 9;

� c = 6, òî t = 3.

Óñëîâèþ çàäà÷è óäîâëåòâîðÿåò òîëüêî ïàðà: c = 4, t = 15. 15:5=3 � êîëè÷åñòâî
òàáóðåòîê. Èòàê, äëÿ 4 ñòóëüåâ è 3 òàáóðåòîê óñëîâèå çàäà÷è âûïîëíÿåòñÿ.

Çàäà÷à 3. Â ðÿä çàïèñàíû öèôðû 1, 2, 3, 1, 2, 3, 1, 2, 3, 1, 2, 3, 1, 2, 3,. . . (ãðóïïà
öèôð 1, 2, 3 ïîâòîðÿåòñÿ â ýòîé çàïèñè 342 ðàçà). Íà ïåðâîì øàãå âûòèðàþòñÿ âñå
öèôðû, ñòîÿùèå íà íå÷åòíûõ ìåñòàõ. Íà âòîðîì øàãå âûòèðàþòñÿ âñå öèôðû,
ñòîÿùèå íà íå÷åòíûõ ìåñòàõ â ïîëó÷åííîì íîâîì ðÿäó. Çàòåì ñíîâà ïðîäåëûâà-
åòñÿ òàêàÿ æå îïåðàöèÿ, è òàê äî òåõ ïîð, ïîêà íå îñòàíåòñÿ îäíà öèôðà. Êàêàÿ
ýòî áóäåò öèôðà?

Ðåøåíèå.
Çàïèøåì ïîä êàæäîé öèôðîé åå ïîðÿäêîâûé íîìåð â ïåðâîíà÷àëüíîì ðÿäó. Ïî-

ñëåäíåå ÷èñëî ïîëó÷èò íîìåð 3 · 342 = 1026. Ïîñëå ïåðâîãî øàãà íåçà÷åðêíóòûìè
îñòàíóòñÿ öèôðû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè; ïîñëå âòîðîãî øàãà îñòàíóòñÿ öèôðû ñ íî-
ìåðàìè, êðàòíûìè 4; ïîñëå òðåòüåãî øàãà � ñ íîìåðàìè, êðàòíûìè 8, è ò. ä. Ïîñëå
10-ãî øàãà îñòàíåòñÿ åäèíñòâåííàÿ öèôðà ñ íîìåðîì 1024. Íî ýòà öèôðà ÿâëÿåòñÿ
3-é ñ êîíöà, òî åñòü ýòî 1.

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 1995 + 9519 äåëèòñÿ íàöåëî íà ÷èñëî 19 + 95.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 19 + 95 = 114 = 2 · 3 · 19. Ïðîâåðèì, äåëèòñÿ ëè 1995 + 9519 íà
2, íà 3 è íà 19. Çàïèøåì

1995 + 9519 = 1919 · (1976 + 519) =

= 1919 · ((1976 − 1975) + (1975 − 1974) + . . .+ (192 − 19) + (19− 1)+

+(519 − 517) + (517 − 515) + . . .+ (53 − 5) + 5 + 1)

Â êàæäîé ñêîáêå ðàçíîñòü äåëèòñÿ íà 3 è íà 2, òàê êàê

19n+1 − 19n = 19n · (19− 1) = 3 · 6 · 19n

è
5n+2 − 5n = 5n · (25− 1) = 3 · 8 · 5n;

êðîìå ýòîãî,
1995 + 9519 = 1919 ·

(
1976 + 519

)
äåëèòñÿ íà 19. �

Çàäà÷à 5. Íàéäèòå íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b, òàêèå, ÷òî ÍÎÄ (a, b) = 5, à
ÍÎÄ (a, b) = 105.

Ðåøåíèå.
Ïóñòü a = 5n, b = 5k � ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ÷èñåë a è b. Òàê êàê ÍÎÄ (a, b) =

5, òî k è n � âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà. Èñïîëüçóÿ ñâÿçü ÍÎÊ è ÍÎÄ, ïîëó÷èì
5 · 105 = 5n · 5k, îòêóäà nk = 21 = 3 · 7. Ïîñêîëüêó k è n � âçàèìíî ïðîñòûå
÷èñëà, òî âîçìîæíû ñëó÷àè:

1) n = 1, k = 21, òîãäà, a = 5, b = 105.

2) n = 7, k = 3, òîãäà, a = 35, b = 15.
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Ïðîñòûå è ñîñòàâíûå ÷èñëà

Îïðåäåëåíèå 1. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî p, áîëüøåå 1, íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè
îíî èìååò òîëüêî äâà íàòóðàëüíûõ äåëèòåëÿ: 1 è p.

Îïðåäåëåíèå 2. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ñîñòàâíûì, åñëè îíî èìååò
õîòÿ áû îäèí íàòóðàëüíûé äåëèòåëü, îòëè÷íûé îò 1 è ñàìîãî ñåáÿ.

Çàìå÷àíèå. 1 � íå ÿâëÿåòñÿ íè ïðîñòûì, íè ñîñòàâíûì ÷èñëîì.

Çàìå÷àíèå. 2 � åäèíñòâåííîå ÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî.

Ñâîéñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë:

1. Åñëè ïðîñòîå ÷èñëî p äåëèòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî q ( q 6= 1), òî p = q.

2. Åñëè a � ëþáîå öåëîå ÷èñëî, p � ïðîñòîå ÷èñëî, òî, ëèáî a äåëèòñÿ íà p, ëèáî
a è p � âçàèìíî ïðîñòû.

3. Åñëè ïðîèçâåäåíèå öåëûõ ÷èñåë a1, a2, . . . , ak äåëèòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî p, òî
õîòÿ áû îäèí èç ñîìíîæèòåëåé äåëèòñÿ íà p.

4. Âñÿêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî a 6= 1 èìååò, ïî êðàéíåé ìåðå, õîòÿ áû îäèí ïðîñòîé
äåëèòåëü.

Òåîðåìà 1 (Åâêëèäà). Ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî.

Òåîðåìà 2 (Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè). Âñÿêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî a 6= 1
ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë è ýòî ðàçëîæåíèå åäèí-
ñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ñëåäîâàíèÿ ñîìíîæèòåëåé.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà a = pα1
1 · pα2

2 . . . pαk
k íàçûâàþò êàíîíè÷å-

ñêèì ðàçëîæåíèåì ÷èñëà a.
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Òåîðåìà 3 (Êðèòåðèé äåëèìîñòè îäíîãî ÷èñëà íà äðóãîå). Íàòóðàëüíîå ÷èñëî
a äåëèòñÿ íà íàòóðàëüíîå ÷èñëî b òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ïðîñòûå ìíî-
æèòåëè â êàíîíè÷åñêîì ðàçëîæåíèè ÷èñëà b âõîäÿò â êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå
÷èñëà a, íî ñ ïîêàçàòåëÿìè â b íå âûøå, ÷åì â a.

Ñëåäñòâèå 3.1. ÍÎÄ (a, b) ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ âñåõ îáùèõ ïðîñòûõ ìíîæèòå-
ëåé êàíîíè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ýòèõ ÷èñåë, âçÿòûõ ñ íàèìåíüøèìè ïîêàçàòåëÿìè
ñòåïåíè.

Ñëåäñòâèå 3.2. ÍÎÄ (a, b) ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ âñåõ ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé êà-
íîíè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ýòèõ ÷èñåë, âçÿòûõ â íàèáîëüøèìè ïîêàçàòåëÿìè ñòåïå-
íè.

Òåîðåìà 4 (Êðèòåðèé ïðîñòîãî ÷èñëà). Íàòóðàëüíîå ÷èñëî a ÿâëÿåòñÿ ïðî-
ñòûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî íå äåëèòñÿ íè íà îäíî ïðîñòîå ÷èñëî 6

√
a.

Òåîðåìà 5 (Êðèòåðèé ñîñòàâíîãî ÷èñëà). Íàòóðàëüíîå ÷èñëî a ÿâëÿåòñÿ ñî-
ñòàâíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî äåëèòñÿ õîòÿ áû íà îäíî ïðîñòîå ÷èñëî
6
√
a.

Òåîðåìà 6. Âñÿêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî a 6= 1 èìååò õîòÿ áû îäèí ïðîñòîé
äåëèòåëü.

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè îäíî èç ÷èñåë 2n−1 è 2n+1, ãäå n > 24, ïðîñòîå,
òî âòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî 2n íå äåëèòñÿ íà 3. Åñëè 2n ïðè äåëåíèè íà 3
äàåò îñòàòîê 1, òî 2n − 1 äåëèòñÿ íà 3. Åñëè 2n ïðè äåëåíèè íà 3 äàåò îñòàòîê 2, òî
2n + 1 äåëèòñÿ íà 3. Ñëåäîâàòåëüíî, îäíî èç äâóõ ÷èñåë 2n− 1 è 2n + 1 äåëèòñÿ íà 3,
åñëè îáà ýòèõ ÷èñëà áîëüøå 3. �
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Çàäà÷à 2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè p è 8p−1 � ïðîñòûå ÷èñëà, òî 8p+1 � ñîñòàâ-
íîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè áû ïðîñòîå ÷èñëî p > 3 äàâàëî ïðè äåëåíèè íà 3 îñòà-
òîê 2, òî 8p− 1 äåëèëîñü áû íà 3. Ïîýòîìó ÷èñëî p äîëæíî äàâàòü ïðè äåëåíèè íà 3
îñòàòîê 1. Íî â ýòîì ñëó÷àå 8p + 1 äåëèòñÿ íà 3. Åñëè æå p = 3, òî 8p + 1 = 25 �
ñîñòàâíîå ÷èñëî. �

Çàäà÷à 3. Äîêàçàòü, ÷òî êâàäðàò ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà, êðîìå 2 è 3, ïðè
äåëåíèè íà 12 äàåò â îñòàòêå ÷èñëî 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîñòûå ÷èñëà, êðîìå 2 è 3, äàþò ïðè äåëåíèè íà 6 îñòàòîê 1
èëè 5, òàê êàê, åñëè áû ïðè äåëåíèè íà 6 áûë îñòàòîê 2 èëè 4, òî ÷èñëî áûëî áû
÷åòíûì, à åñëè áû îñòàòîê áûë 3, òî ÷èñëî äåëèëîñü áû íà 3. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå
ïðîñòîå ÷èñëî, áîëüøåå 3, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 6n+1 èëè 6n+5. Íàéäåì êâàäðàòû
ýòèõ âûðàæåíèé:

(6n+ 1)2 = 36n2 + 12n+ 1 è (6n+ 5)2 = 36n2 + 60n+ 25.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðè äåëåíèè íà 12 ïîëó÷àåòñÿ îñòàòîê 1. �

Çàäà÷à 4. Âûÿñíèòü, ïðîñòûì èëè ñîñòàâíûì ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 103.

Ðåøåíèå.
Èñïîëüçóåì êðèòåðèé ïðîñòîãî ÷èñëà (òåîðåìà 4). Âûïèøåì âñå ïðîñòûå ÷èñëà[√
103

]
= 10, ãäå [ a ] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà a. Ïðîâåðèì, äåëèòñÿ ëè ÷èñëî 103 íà

ïðîñòûå ÷èñëà 2, 3, 5, 7. Íè íà îäíî èç ýòèõ ÷èñåë 103 íå äåëèòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,
103 � ïðîñòîå ÷èñëî.

Çàäà÷à 5. Ðàçëîæèòü íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè ÷èñëî 218 + 318.
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Ðåøåíèå.

218 + 318 =
(
22 + 32

) (
24 − 22 · 32 + 34

) (
212 − 26 · 36 + 312

)
=

= 13 · 61
(
212 − 26 · 36 + 312

)
= 13 · 61 · 488881 = 13 · 61 · 37 · 73 · 181.

Ïðèâåäåì ïðèìåð çàäà÷, ïðåäëîæåííûõ ó÷àùèìñÿ íà îëèìïèàäàõ êðóæêà.

Çàäà÷à 6. Ñêîëüêî âñåãî èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî 34 ìîæíî ñîñòàâèòü
òðîåê ÷èñåë, òàêèõ, ÷òî âñå ÷èñëà â òðîéêå ðàçëè÷íûå è èõ ñóììà äåëèòüñÿ íà 3?
(Äâå òðîéêè ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè, åñëè îíè ñîñòîÿò èç îäíèõ è òåõ æå ÷èñåë)

Ðåøåíèå.
Ðàçîáüåì âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 34 íà òðè ãðóïïû â ñîîòâåòñòâèè ñ

îñòàòêàìè ïðè äåëåíèè íà òðè.

0 = {3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27, 30, 33} � âñåãî 11 ÷èñåë.

1 = {1, 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22, 25, 28, 31, 34} � âñåãî 12 ÷èñåë.

2 = {2, 5, 8, 11, 14, 17, 20, 23, 26, 29, 32} � âñåãî 11 ÷èñåë.

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñóììà òðåõ ÷èñåë äåëèòüñÿ íà òðè, åñëè:

1) âñå òðè ñëàãàåìûå èìåþò îäèí è òîò æå îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà òðè;

2) âñå îñòàòêè ñëàãàåìûõ ðàçëè÷íû.

Èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî 34 òðîåê ðàçëè÷íûõ ÷èñåë, îñòàòêè êîòîðûõ ïðè
äåëåíèè íà òðè ðàâíû 0, ìîæíî ñîñòàâèòü C3

11; îñòàòêè êîòîðûõ ïðè äåëåíèè íà òðè
ðàâíû 1, ìîæíî ñîñòàâèòü C3

12; îñòàòêè êîòîðûõ ïðè äåëåíèè íà òðè ðàâíû 2, ìîæíî
ñîñòàâèòü C3

11.



364

Êîëè÷åñòâî òðîåê, îñòàòêè êîòîðûõ ïðè äåëåíèè íà òðè âñå ðàçëè÷íû ðàâíî:
12 · 11 · 11 = 1452. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå ÷èñëî òðîåê:

C3
11 + C3

12 + C3
11 + 1452 = 2002.

Çàäà÷à 7. 200 ó÷àùèõñÿ âûñòðîåíû ïðÿìîóãîëüíèêîì ïî 10 ÷åëîâåê â êàæäîì
ïîïåðå÷íîì ðÿäó è ïî 20 ÷åëîâåê â êàæäîì ïðîäîëüíîì ðÿäó. Â êàæäîì ïîïåðå÷íîì
ðÿäó âûáðàí ñàìûé íèçêèé ó÷åíèê, à çàòåì ñðåäè îòîáðàííûõ 20 âûáðàí ñàìûé
âûñîêèé; ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç òåõ æå 200 ó÷åíèêîâ â êàæäîì ïðîäîëüíîì ðÿäó
âûáðàí ñàìûé âûñîêèé ó÷åíèê, à çàòåì ñðåäè îòîáðàííûõ 10 âûáðàí ñàìûé íèçêèé.
Êòî èç äâîèõ îêàæåòñÿ âûøå (åñëè ýòî ðàçíûå ëèöà) � ñàìûé íèçêèé èç ñàìûõ
âûñîêèõ ó÷åíèêîâ èëè ñàìûé âûñîêèé èç ñàìûõ íèçêèõ?

Ðåøåíèå.
Ïóñòü A � 1-ûé èç âûáðàííûõ ó÷åíèêîâ; B �� âòîðîé. Åñëè A è B ñòîÿò â îäíîì

ïîïåðå÷íîì ðÿäó, òî B âûøå A, òàê êàê A �� ñàìûé íèçêèé â ïîïåðå÷íîì ðÿäó.
Åñëè A è B ñòîÿò â îäíîì ïðîäîëüíîì ðÿäó, òî B òàêæå âûøå A, òàê êàê B �
ñàìûé âûñîêèé â ñâîåì ïðîäîëüíîì ðÿäó. Åñëè A è B ñòîÿò â ðàçíûõ ïîïåðå÷íûõ
è ðàçíûõ ïðîäîëüíûõ ðÿäàõ è C ñòîèò â òîì æå ïîïåðå÷íîì ðÿäó, ÷òî è A, è â òîì
æå ïðîäîëüíîì ðÿäó, ÷òî è B, òî B âûøå A, òàê êàê B âûøå C, à A íèæå Ñ.

Çàäà÷à 8. Íàéòè øåñòèçíà÷íîå ÷èñëî, ïðîèçâåäåíèÿ êîòîðîãî íà 2, 3, 4, 5, 6
çàïèñûâàþòñÿ òåìè æå öèôðàìè, ÷òî è îíî ñàìî, íî â äðóãîì ïîðÿäêå.

Ðåøåíèå.
Ïóñòü x � ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ. Òàê êàê 6x, òàê æå êàê è x �

øåñòèçíà÷íîå ÷èñëî, òî ïåðâàÿ öèôðà äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà x ðàâíà 1. Ïåðâûå
öèôðû äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñåë x, 2x, 3x, 4x, 5x, 6x � âñå ðàçëè÷íû, ñëåäîâàòåëüíî,
îíè ñîñòàâëÿþò ïîëíûé íàáîð öèôð, ó÷àñòâóþùèõ â çàïèñè ÷èñëà x. Âñå öèôðû â
çàïèñè ÷èñëà x ðàçëè÷íû. Ñðåäè ýòèõ öèôð íåò ÷èñëà 0, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäíÿÿ
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öèôðà íå÷åòíà, èíà÷å áû 5x îêàí÷èâàëîñü áû íà 0, è îòëè÷íà îò 5, èíà÷å áû 2x
îêàí÷èâàëîñü íà 0.

Ïîñëåäíèå öèôðû çàïèñè x, 2x, 3x, 4x, 5x, 6x � âñå ðàçëè÷íû è òàêæå ñîñòàâëÿþò
ïîëíûé íàáîð öèôð, ó÷àñòâóþùèõ â çàïèñè ÷èñëà x. Îêàí÷èâàòüñÿ íà 1 ìîæåò òîëü-
êî 3x, òàê êàê 2x, 4x, 6x îêàí÷èâàþòñÿ íà ÷åòíûå öèôðû, à 5x � îêàí÷èâàåòñÿ íà
5, à â äåñÿòè÷íîé çàïèñè óæå åñòü 1 (ïåðâàÿ öèôðà). Ñëåäîâàòåëüíî x îêàí÷èâàåòñÿ
íà 7, 2x �� íà 4, 3x �� íà 1, 4x �� íà 8, 5x �� íà 5, 6x �� íà 2.

Çíà÷èò,

1x = 1 ∗ ∗ ∗ ∗7,
2x = 2 ∗ ∗ ∗ ∗4,
3x = 4 ∗ ∗ ∗ ∗1,
4x = 5 ∗ ∗ ∗ ∗8,
5x = 7 ∗ ∗ ∗ ∗5,
6x = 8 ∗ ∗ ∗ ∗2.

Â êàæäîì ñòîëáöå ñòîÿò îäíè è òå æå öèôðû: 1, 2, 4, 5, 7, 8, òîëüêî â ðàçíîì ïîðÿäêå.
Ñóììà öèôð êàæäîãî ñòîëáöà ðàâíà 27. Âûïîëíèì ñëîæåíèå: 21x = 2999997, îòêóäà
x = 142857.

Çàäà÷à 9. Â ôóòáîëüíîì òóðíèðå ó÷àñòâîâàëî 10 êîìàíä. Êàæäàÿ êîìàíäà
ñûãðàëà ñ êàæäîé èç îñòàëüíûõ ïî îäíîìó ðàçó. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî î÷êîâ
ìîãëà íàáðàòü êîìàíäà, íàáðàâøàÿ â òóðíèðå ìåíüøå âñåãî î÷êîâ? (ïîáåäà � 3
î÷êà; íè÷üÿ � êàæäîé êîìàíäå ïî 1 î÷êó; ïîðàæåíèå � 0 î÷êîâ).

Ðåøåíèå.
Ïóñòü x î÷êîâ íàáðàëà ýòà êîìàíäà. Òîãäà ëþáàÿ äðóãàÿ íàáðàëà íå ìåíüøå, ÷åì

(x+ 1). Îáùåå ÷èñëî î÷êîâ, íàáðàííûõ âñåìè êîìàíäàìè:

x + 9(x + 1) = 10x + 9.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, áûëî ðàçûãðàíî 10 · 9/2 = 45 ìàò÷åé (C2
10 = 45). Â êàæäîì

òóðíèðå ðàçûãðàíî íå áîëåå 3-õ î÷êîâ. Îáùåå ÷èñëî î÷êîâ íå áîëåå, ÷åì 45 · 3 = 135.
Ñëåäîâàòåëüíî, 10x+ 9 6 135, x 6 12, 6. Íî x � öåëîå ÷èñëî, çíà÷èò, x = 12.

Çàäà÷à 10. Â ðàâåíñòâå ôóò

áîë
= 0, (ãîë) âìåñòî êàæäîé èç ñåìè áóêâ ïîñòàâèòü

îïðåäåëåííóþ öèôðó, íå ðàâíóþ 0, òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü òîæäåñòâî (ðàçíûå áóê-
âû îçíà÷àþò ðàçíûå öèôðû).

Ðåøåíèå.
Ðàâåíñòâî ôóò

áîë
= ãîë

999
ðàâíîñèëüíî ôóò · 999 = ãîë · áîë.

Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà 999 íà ìíîæèòåëè:
999 = 111 ·9 = 37 ·27. Îäèí èç ìíîæèòåëåé ãîë èëè áîë äåëèòñÿ íà 37. Òàê êàê 37 ·

3 = 111, 37 ·6 = 222, 37 ·9 = 333 è òàê äàëåå, òî òîò èç ìíîæèòåëåé, êîòîðûé äåëèòñÿ
íà 37, íå ìîæåò äåëèòüñÿ íà 3. Èíà÷å ýòîò ìíîæèòåëü çàïèñûâàëñÿ áû îäèíàêîâûìè
öèôðàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ãîë èëè áîë äåëèòñÿ íà 37 è íà 27. Âûïèøåì òðåõçíà÷íûå
÷èñëà, êðàòíûå 37: 111, 148, 185, 222, 259, 296, 333, 370, 407, 444, 481, 518, 555, 592,
629, 666, 703, 740, 777, 814, 851, 888, 925, 962, 999. Âûïèøåì òðåõçíà÷íûå ÷èñëà,
êðàòíûå 27: 108, 135, 162, 189, 216, 243, 270, 297, 324, 351, 378, 405, 432, 459, 486, 513,
540, 567, 594, 621, 648, 675, 702, 729, 756, 783, 810, 837, 864, 891, 918, 945, 972, 999.
Íàéäåì â ýòèõ ãðóïïàõ ÷èñëà, äâà ïîñëåäíèõ ðàçðÿäà ó êîòîðûõ ñîâïàäàþò. Ýòèì
óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿþò 518 è 918.

518 · 918 = 999 · 476. Ñëåäîâàòåëüíî, 476
518

= 0, (918).

2.6. Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêàÿ äåÿòåëüíîñòü

Èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûå äåòè äîëæíû çàíèìàòüñÿ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé
ðàáîòîé, êîòîðàÿ íàïðÿìóþ ñâÿçàíà ñ ðàçâèòèåì ñïîñîáíîñòè íåñòàíäàðòíî ìûñëèòü,
ñîçäàâàòü ïðîäóêòû äåÿòåëüíîñòè, âûõîäÿùèå çà ðàìêè îáùåïðèíÿòûõ ñòàíäàðòîâ.
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Çàíèìàÿñü íàó÷íûì èññëåäîâàíèåì, èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûå ó÷àùèåñÿ äîëæíû
ó÷èòüñÿ:

� ïðîâîäèòü äåòàëüíûé àíàëèç òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà;

� âèäåòü çà ÷àñòíûì îáùåå;

� íå îãðàíè÷èâàòüñÿ îïèñàíèåì ÿâëåíèÿ, à ãëóáîêî èññëåäîâàòü åãî ñóùíîñòü è
ñâÿçü ñ äðóãèìè ÿâëåíèÿìè;

� íå èçáåãàòü âîïðîñà ¾ïî÷åìó¿;

� ïðîñëåæèâàòü èñòîðèþ èäåé;

� ñîáèðàòü êàê ìîæíî áîëüøå ñâåäåíèé î ïðåäìåòå èññëåäîâàíèÿ èç íàó÷íûõ
èñòî÷íèêîâ;

� èçó÷àòü îáùèå çàêîíîìåðíîñòè íàó÷íîãî ïîçíàíèÿ;

� ñâÿçûâàòü íàóêó ñ äðóãèìè îáëàñòÿìè çíàíèÿ, ñ æèçíüþ;

� íå òîëüêî ðåøàòü ïðîáëåìû, íà è íàõîäèòü íîâûå, íåðåøåííûå [5, ñ. 242].

Íàì ÷àñòî ïðèõîäèëîñü ñòàëêèâàòüñÿ ñ òåì, ÷òî ïåäàãîãè îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ
øêîë èñïûòûâàþò çàòðóäíåíèÿ â âûáîðå òåìû äëÿ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé ðà-
áîòû ñâîåãî îäàðåííîãî ó÷àùåãîñÿ. Ìû ïðåäëàãàåì ñëåäóþùóþ òåìàòèêó íàó÷íî-
èññëåäîâàòåëüñêèõ ðàáîò ó÷àùèõñÿ ïî ìàòåìàòèêå:

1. Ïðèìåíåíèå öåíòðà òÿæåñòè ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïî ãåîìåòðèè.

2. Îêðóæíîñòü äåâÿòè òî÷åê.

3. Èíâàðèàíòû è ðàñêðàñêè.
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4. Çàäà÷à íà ðåø¼òêàõ.

5. Ïàðàáîëà, ýëëèïñ è ãèïåðáîëà íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî.

6. Ïîñòðîåíèå ñèñòåìû ïîëèíîìîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ îðòî-ãîíàëüíîñòè.

7. Ñîïðÿæåíèÿ â òðåóãîëüíèêå.

8. Ãåîìåòðè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ îäíèì öèðêóëåì.

9. Ìàòðè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ â òðèãîíîìåòðèè.

10. Èñïîëüçîâàíèå òåîðèè Ìþðõåäà ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñèììåòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ.

11. Èçáðàííûå çàäà÷è Ñîðîñîâñêèõ îëèìïèàä.

12. Òåîðåìà Ýððîó è íåòðàíçèòèâíîñòü êðóãîâûõ òóðíèðîâ.

13. Óðàâíåíèå Ïåëëÿ.

14. Ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ è ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå.

15. Ïàðàäîêñû òåîðèè ìíîæåñòâ.

16. Òåîðèÿ ãðóïï â ìàòåìàòèêå.

17. Òåîðåìà Øàðêîâñêîãî: óðàâíåíèÿ, äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è ãðàôû.

18. Ïîñòóëàò Áåðòðàíà.

19. Ñóììà óãëîâ, ïëîùàäè è äåôîðìàöèè çàìêíóòûõ ëîìàííûõ.

20. Î ìíîæåñòâàõ ñõîäèìîñòè ñòåïåííûõ ðÿäîâ íà ãðàíèöå êðóãà ñõîäèìîñòè.
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21. Ðàçáèåíèå ïðÿìûìè åâêëèäîâîé è ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòåé.

22. Ñîâåðøåííûå è äðóæåñòâåííûå ÷èñëà.

23. Ôèãóðíûå ÷èñëà.

24. Ïðîáëåìû Âàðèíãà è Ãîëüäáàõà.

25. Òåîðåìà Ïèôàãîðà è ñïîñîáû åå äîêàçàòåëüñòâà.

26. Öåïíûå äðîáè.

27. Âåëèêàÿ òåîðåìà Ôåðìà.

28. Ñèììåòðèÿ â àëãåáðå.

29. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Ãèïåðêîìïëåêñíûå ÷èñëà. Êâàòåðíèîíû.

30. Àëãåáðà Áóëÿ.

31. Èíâåðñèÿ.

32. Çîëîòîå ñå÷åíèå.

33. Ôîêóñû è äèðåêòðèñû.

34. Ãèïåðáîëîèä èíæåíåðà Ãàðèíà.

35. Òðèñåêöèÿ óãëà.

36. Êâàäðàòóðà êðóãà.

37. Ìîäåëè íîâîé ãåîìåòðèè.
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38. Ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî.

39. Êðèâûå ïîâåðõíîñòè.

40. Òåëà Ïëàòîíà.

41. ×åòûðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî.

42. Ñôåðè÷åñêàÿ òðèãîíîìåòðèÿ.

Ìîæíî íàéòè ìíîãî òåì äëÿ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ðàáîò ó÷àùèõñÿ. Âñå îíè,
íåñîìíåííî, áóäóò èíòåðåñíû èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûì äåòÿì, áóäóò ñïîñîáñòâî-
âàòü èõ óìñòâåííîìó ðàçâèòèþ. Ê ïðèìåðó, èññëåäóÿ òåìó ¾Òåîðåìà Ïèôàãîðà è ñïî-
ñîáû åå äîêàçàòåëüñòâà¿, ó÷àùèéñÿ îòêðîåò ìíîãî íîâîãî äëÿ ñåáÿ. Âî-ïåðâûõ, ýòî
áîãàòåéøèé èñòîðè÷åñêèé ìàòåðèàë. Âî-âòîðûõ, ñóùåñòâóþò ñîòíè ñïîñîáîâ äîêàçà-
òåëüñòâà òåîðåìû Ïèôàãîðà: äîêàçàòåëüñòâî Ýéíøòåéíà, äîêàçàòåëüñòâî ñ ïîìîùüþ
ðàçáèåíèÿ àí-Íàéðèçèÿ, äîêàçàòåëüñòâî ìåòîäîì ðàçëîæåíèÿ êâàäðàòîâ íà ðàâíûå
÷àñòè (¾êîëåñî ñ ëîïàñòÿìè¿), äîêàçàòåëüñòâî ìåòîäîì äîñòðîåíèÿ, äîêàçàòåëüñòâî
Íàññèð-ýä-Äèíà, äîêàçàòåëüñòâî Ãîôìàíà, äîêàçàòåëüñòâî Áõàñêàðè, äîêàçàòåëüñòâî
Ìåëüìàííà, äîêàçàòåëüñòâî Ãàðôèëäà è äð. È, âîçìîæíî, èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåí-
íûé ó÷àùèéñÿ ïðèâåäåò ñâîé îðèãèíàëüíûé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà ýòîé Âåëèêîé
Òåîðåìû.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòû ïî òåìå ¾×åòûðåõìåðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî¿ ìîæåò âêëþ÷àòü:

� àêñèîìàòèêó ÷åòûðåõìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà;

� ïîäïðîñòðàíñòâà ÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà;

� îñíîâíûå îáúåêòû ÷åòûðåõìåðíîé ãåîìåòðèè;

� îñíîâíûå ìåòðè÷åñêèå ïîíÿòèÿ ÷åòûðåõìåðíîé ãåîìåòðèè;
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� ÷åòûðåõìåðíûé ñèìïëåêñ (îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ îòðåçêà, òðåóãîëüíèêà, òåòðàýä-
ðà);

� âûïóêëûå ôèãóðû (ìíîãîãðàííèêè, ñôåðà) ÷åòûðåõìåðíîé ãåîìåòðèè;

� òåîðåìó Ýéëåðà äëÿ âûïóêëûõ ñâåðõìíîãîãðàííèêîâ;

� ïðåîáðàçîâàíèÿ ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà;

� ãåîìåòðèþ Ìèíêîâñêîãî;

� ñâÿçü ïðîñòðàíñòâà ñîáûòèé ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè è ãåîìåòðèè
Ìèíêîâñêîãî;

� ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà è èõ ñëåäñòâèÿ.

Â ðàìêàõ äàííîé òåìû èññëåäîâàíèÿ óìåñòíî ðåøåíèå çàäà÷:

Çàäà÷à 1. Êàê âûãëÿäèò ðàçâåðòêà ñâåðõêóáà?

Çàäà÷à 2. Êàêàÿ ïîëó÷èòñÿ ôèãóðà, åñëè ñâåðõêóá ïåðåñå÷ü ãèïåðïëîñêîñòüþ,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî öåíòð è ïåðïåíäèêóëÿðíîé åãî äèàãîíàëè?

Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó ãðàíüþ ñâåðõêóáà ñ åäèíè÷íûì ðåáðîì
è åãî äèàãîíàëüþ, íå ïåðåñåêàþùåé ýòó ãðàíü.

Çàäà÷à 4. Âû÷èñëèòå óãîë ìåæäó äèàãîíàëüþ ñâåðõêóáà è ãèïåðïëîñêîñòü, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç êîíöû ÷åòûðåõ åãî ðåáåð, èìåþùèõ ñ ýòîé äèàãîíàëüþ îäíó è òó æå
îáùóþ âåðøèíó ñâåðõêóáà.

Çàäà÷à 5. Âû÷èñëèòå óãîë ìåæäó äèàãîíàëüþ ñâåðõêóáà è åãî ðåáðîì; ãðàíüþ;
ãèïåðãðàíüþ.
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Çàäà÷à 6. ×òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñå÷åíèå ñâåðõêóáà ãèïåðïëîñêîñòüþ x1 +
x2 + x3 + x4 = 1?

Çàäà÷à 7. ×åìó ðàâíà äëèíà äèàãîíàëè ñâåðõêóáà, ðåáðî êîòîðîãî ðàâíî 1.

Òàêîãî æå òèïà çàäà÷è ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû è äëÿ äðóãèõ ñâåðõìíî-
ãîãðàííèêîâ. Ó÷èòûâàÿ áîëüøîé îáúåì ìàòåðèàëà, âûïîëíèòü ýòó ðàáîòó ìîæíî
ïðåäëîæèòü ãðóïïå ó÷àùèõñÿ.

Ïðèâåäåì ïðèìåð èññëåäîâàíèÿ, ïðîâåäåííîãî ÷ëåíîì òâîð÷åñêîé ãðóïïû, ñòó-
äåíòêîé Îâèíîâè÷ Èííîé è ó÷àùèìèñÿ îáëàñòíîãî ëèöåÿ ã. Áðåñòà. Â õîäå ýòîãî èñ-
ñëåäîâàíèÿ øêîëüíèêè îòêðûëè äëÿ ñåáÿ ìíîãî ïîëåçíîé èíôîðìàöèè (èç èñòîðèè
äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé; î òèïàõ è ìåòîäàõ ðåøåíèÿ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé; î òîì,
ïðè ðåøåíèè êàêèõ øêîëüíûõ çàäà÷ ìîæíî ïðèìåíèòü íîâûå çíàíèÿ).Ðåçóëüòàòû
èññëåäîâàíèÿ âûëèëèñü â ñëåäóþùóþ ðàáîòó (ïðèâîäèì ïîëíîå ñîäåðæàíèå).

Ìåòîäû ðåøåíèÿ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé

Äèîôàíò Àëåêñàíäðèéñêèé � äðåâíåãðå÷åñêèé ìàòåìàòèê èç Àëåêñàíäðèè. Î ïî-
äðîáíîñòÿõ åãî æèçíè ïðàêòè÷åñêè íè÷åãî íå èçâåñòíî. Ñ îäíîé ñòîðîíû, Äèîôàíò
öèòèðóåò Ãèïñèêëà (II âåê äî íàøåé ýðû); ñ äðóãîé ñòîðîíû, î Äèîôàíòå ïèøåò
Òåîí Àëåêñàíäðèéñêèé (îêîëî 350 ãîäà íàøåé ýðû) � îòêóäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä,
÷òî åãî æèçíü ïðîòåêàëà â ãðàíèöàõ ýòîãî ïåðèîäà. Âîçìîæíîå óòî÷íåíèå âðåìåíè
æèçíè Äèîôàíòà îñíîâàíî íà òîì, ÷òî åãî ¾Àðèôìåòèêà¿ ïîñâÿùåíà ¾äîñòîïî÷òåí-
íåéøåìó Äèîíèñèþ¿. Ïîëàãàþò, ÷òî ýòîò Äèîíèñèé � íå êòî èíîé, êàê åïèñêîï
Äèîíèñèé Àëåêñàíäðèéñêèé, æèâøèé â ñåðåäèíå III âåêà íàøåé ýðû.

Â Ïàëàòèíñêîé àíòîëîãèè ñîäåðæèòñÿ ýïèãðàììà � çàäà÷à, â êîòîðîé ãîâîðèòñÿ:

Ïðàõ Äèîôàíòà ãðîáíèöà ïîêîèò; äèâèñü åé è êàìåíü
Ìóäðûì èñêóññòâîì åãî ñêàæåò óñîïøåãî âåê.
Âîëåé áîãîâ øåñòóþ ÷àñòü æèçíè îí ïðîæèë ðåáåíêîì.



373

È ïîëîâèíó øåñòîé âñòðåòèë ñ ïóøêîì íà ùåêàõ.
Òîëüêî ìèíóëà ñåäüìàÿ, ñ ïîäðóãîé îí îáðó÷èëñÿ.
Ñ íåþ, ïÿòü ëåò, ïðîâåäÿ, ñûíà äîæäàëñÿ ìóäðåö;
Òîëüêî ïîëæèçíè îòöîâñêîé âîçëþáëåííûé ñûí åãî ïðîæèë.
Îòíÿò îí áûë ó îòöà ðàííåé ìîãèëîé ñâîåé.
Äâàæäû äâà ãîäà ðîäèòåëü îïëàêèâàë òÿæêîå ãîðå,
Òóò è óâèäåë ïðåäåë æèçíè ïå÷àëüíîé ñâîåé.

Îòñþäà ìîæíî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî Äèîôàíò ïðîæèë 84 ãîäà. Îäíàêî äëÿ ýòîãî âîâñå
íå íóæíî âëàäåòü ¾ìóäðûì èñêóññòâîì åãî¿ äîñòàòî÷íî óìåòü ðåøàòü óðàâíåíèå
ïåðâîé ñòåïåíè ñ îäíèì íåèçâåñòíûì, à ýòî óìåëè äåëàòü åãèïåòñêèå ïèñöû åùå â
18 âåêå äî íàøåé ýðû [14].

Íàèáîëåå èíòåðåñíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ òâîð÷åñòâî Äèîôàíòà. Îí îòêðûë íîâóþ
ãëàâó â ìàòåìàòèêå, è íåâîçìîæíî âûÿâèòü, êàêèå íåâèäèìûå èñòî÷íèêè ïèòàëè åãî
òâîð÷åñòâî. ¾Òðóäû åãî ïîäîáíû ñâåðêàþùåìó îãíþ ñðåäè ïîëíîé íåïðîíèöàåìîé
òüìû¿. Äî íàñ äîøëî 7 êíèã èç, âîçìîæíî, 13, êîòîðûå áûëè îáúåäèíåíû â ¾Àðèôìå-
òèêó¿. Ñòèëü è ñîäåðæàíèå ýòèõ êíèã ðåçêî îòëè÷àþòñÿ îò êëàññè÷åñêèõ àíòè÷íûõ
ñî÷èíåíèé ïî òåîðèè ÷èñåë è àëãåáðå, îáðàçöû êîòîðûõ ìû çíàåì ïî ¾Íà÷àëàì¿ Åâ-
êëèäà, ëåììàì èç ñî÷èíåíèé Àðõèìåäà è Àïîëëîíèÿ. ¾Àðèôìåòèêà¿, íåñîìíåííî,
ÿâèëàñü ðåçóëüòàòîì ìíîãî÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé, ìíîãèå èç êîòîðûõ îñòàëèñü
íàì íåèçâåñòíû. Ìû ìîæåì òîëüêî ãàäàòü î å¼ êîðíÿõ è èçóìëÿòüñÿ áîãàòñòâó è
êðàñîòå å¼ ìåòîäîâ è ðåçóëüòàòîâ.

¾Àðèôìåòèêà¿ Äèîôàíòà � ýòî ñáîðíèê çàäà÷ (èõ âñåãî 189), êàæäàÿ èç êîòîðûõ
ñíàáæåíà ðåøåíèåì è íåîáõîäèìûì ïîÿñíåíèåì. Â ñîáðàíèå âõîäÿò âåñüìà ðàçíîîá-
ðàçíûå çàäà÷è, à èõ ðåøåíèå ÷àñòî â âûñøåé ñòåïåíè îñòðîóìíî. Çàäà÷è êíèãè I â
áîëüøèíñòâå îïðåäåëåííûå. Â íåé èìåþòñÿ è òàêèå, êîòîðûå ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ
ñèñòåì äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè, ýêâèâàëåíòíûõ êâàäðàòíîìó óðàâíå-
íèþ. Äëÿ åãî ðàçðåøèìîñòè Äèîôàíò âûäâèãàåò óñëîâèå, ÷òîáû äèñêðèìèíàíò áûë
ïîëíûì êâàäðàòîì. Òàê, çàäà÷à 30 � íàéòè òàêèõ äâà ÷èñëà, ÷òîáû èõ ðàçíîñòü è



374

ïðîèçâåäåíèå áûëè çàäàííûìè ÷èñëàìè, � ïðèâîäèòñÿ ê ñèñòåìå{
y = a,

x = b.

Äèîôàíò âûäâèãàåò ¾óñëîâèå ôîðìèðîâàíèÿ¿: òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ó÷åòâåðåííîå ïðî-
èçâåäåíèå ÷èñåë, ñëîæåííîå ñ êâàäðàòîì ðàçíîñòè èõ, áûëî êâàäðàòîì, òî åñòü
4b+ a2 = c2.

Â êíèãå II ðåøàþòñÿ çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ íåîïðåäåëåííûìè óðàâíåíèÿìè è ñèñòå-
ìàìè òàêèõ óðàâíåíèé ñ 2, 3, 4, 5, 6 íåèçâåñòíûìè ñòåïåíè íå âûøå âòîðîé. Äèîôàíò
ïðèìåíÿåò ðàçëè÷íûå ïðèåìû. Ïóñòü íåîáõîäèìî ðåøèòü íåîïðåäåëåííîå óðàâíåíèå
âòîðîé ñòåïåíè ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè f 2(x, y) = 0. Åñëè ó íåãî åñòü ðàöèîíàëüíîå
ðåøåíèå (x0, y0), òî Äèîôàíò ââîäèò ïîäñòàíîâêó x = x0 + t, y = y0 + kt, â êîòîðîé k
ðàöèîíàëüíî. Ïîñëå ýòîãî îñíîâíîå óðàâíåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ â êâàäðàòíîå îòíîñè-
òåëüíî t, ó êîòîðîãî ñâîáîäíûé ÷ëåí f 2(x0, y0) = 0. Èç óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ t1 = 0
(ýòî çíà÷åíèå Äèîôàíò îòáðàñûâàåò), t2 � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà ïîäñòàíîâêà
äàåò ðàöèîíàëüíûå çíà÷åíèÿ x è y. Â ñëó÷àå, êîãäà çàäà÷à ïðèâîäèëàñü ê óðàâíåíèþ
y2 = ax2 + bx + c, î÷åâèäíî ðàöèîíàëüíîå ðåøåíèå x0 = 0, y = e0 ± C. Ïîäñòàíîâêà
Äèîôàíòà âûãëÿäèò òàê: x = t,y = kt± c.

Äðóãèì ìåòîäîì ïðè ðåøåíèè çàäà÷ êíèãè II Äèîôàíò ïîëüçîâàëñÿ, êîãäà îíè
ïðèâîäèëè ê óðàâíåíèþ y2 = a2x2 + bx + c. Îí äåëàë ïîäñòàíîâêó x = t, y = at + k,
ïîñëå ÷åãî x è y âûðàæàëèñü ðàöèîíàëüíî ÷åðåç ïàðàìåòð k.

Äèîôàíò, ïî ñóùåñòâó, ïðèìåíÿë òåîðåìó, ñîñòîÿùóþ â òîì, ÷òî åñëè íåîïðå-
äåëåííîå óðàâíåíèå èìååò õîòÿ áû îäíî ðàöèîíàëüíîå ðåøåíèå, òî òàêèõ ðåøåíèé
áóäåò áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî, ïðè÷åì çíà÷åíèÿ x è y ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â
âèäå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà.

Ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå â êíèãå II, Äèîôàíò ïðèìåíÿë ê áîëåå òðóäíûì çàäà-
÷àì êíèãè III, ñâÿçàííûì ñ ñèñòåìàìè òðåõ, ÷åòûðåõ è áîëüøåãî ÷èñëà óðàâíåíèé



375

ñòåïåíè íå âûøå âòîðîé. Îí, êðîìå òîãî, äî ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðîâî-
äèë èññëåäîâàíèÿ è íàõîäèë óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ïàðàìåòðû,
÷òîáû ðåøåíèÿ ñóùåñòâîâàëè.

Â êíèãå IV âñòðå÷àþòñÿ îïðåäåëåííûå è íåîïðåäåëåííûå óðàâíåíèÿ òðåòüåé è
áîëåå âûñîêèõ ñòåïåíåé. Çäåñü äåëî îáñòîèò çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå, òàê êàê íåèç-
âåñòíûå íåâîçìîæíî âûðàçèòü êàê ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè îäíîãî ïàðàìåòðà. Íî,
êàê è ðàíüøå, åñëè èçâåñòíû îäíà èëè äâå ðàöèîíàëüíûå òî÷êè êóáè÷åñêîé êðèâîé
f 3(x, y) = 0, òî ìîæíî íàéòè è äðóãèå òî÷êè.

Êíèãà V ñîäåðæèò íàèáîëåå ñëîæíûå çàäà÷è; íåêîòîðûå èç íèõ ðåøàþòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ óðàâíåíèé òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ñòåïåíåé îò òðåõ è áîëåå íåèçâåñòíûõ.

Åñòü è òàêèå, â êîòîðûõ òðåáóåòñÿ ðàçëîæèòü äàííîå öåëîå ÷èñëî íà ñóììó äâóõ,
òðåõ èëè ÷åòûðåõ êâàäðàòîâ, ïðè÷åì ýòè êâàäðàòû äîëæíû óäîâëåòâîðèòü îïðåäå-
ëåííûì íåðàâåíñòâàì, ïðè ðåøåíèè çàäà÷ Äèîôàíò äâàæäû ðàññìàòðèâàåò óðàâíå-
íèå Ïåëëÿ ax2 + 1 = y2.

Çàäà÷è êíèãè V I êàñàþòñÿ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè ñòî-
ðîíàìè. Ê óñëîâèþ x2+y2 = z2 â íèõ äîáàâëÿþòñÿ åùå óñëîâèÿ îòíîñèòåëüíî ïëîùà-
äåé, ïåðèìåòðîâ, ñòîðîí òðåóãîëüíèêîâ.Â êíèãå V I äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè óðàâíå-
íèå ax2+b = y2 èìååò õîòÿ áû îäíî ðàöèîíàëüíîå ðåøåíèå, òî èõ áóäåò áåñ÷èñëåííîå
ìíîæåñòâî. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ êíèãè V I Äèîôàíò ïðèìåíÿë âñå óïîòðåáëÿåìûå èì
ñïîñîáû.

Äèîôàíò ïðàêòèêîâàëñÿ â íàõîæäåíèè ðåøåíèé íåîïðåäåëåííûõ óðàâíåíèé âèäà
Ax2+Bx+C = y2, Ax3+Bx2+Cx+D = y2 èëè ñèñòåì òàêèõ óðàâíåíèé. Òèïè÷íî äëÿ
Äèîôàíòà, ÷òî åãî èíòåðåñóþò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå öåëûå è ðàöèîíàëüíûå ðåøå-
íèÿ. Èððàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ îí íàçûâàåò ¾íåâîçìîæíûìè¿ è òùàòåëüíî ïîäáè-
ðàåò êîýôôèöèåíòû òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëèñü èñêîìûå ïîëîæèòåëüíûå ðàöèîíàëüíûå
ðåøåíèÿ.

Ïîýòîìó, îáû÷íî, ïðîèçâîëüíîå íåîïðåäåëåííîå óðàâíåíèå (íî, êàê ïðàâèëî, âñå-
òàêè ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè) ïîëó÷àåò òèòóë ¾äèîôàíòîâî¿, åñëè õîòÿò ïîä÷åðê-
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íóòü, ÷òî åãî òðåáóåòñÿ ðåøèòü â öåëûõ ÷èñëàõ.
Íåîïðåäåëåííûå óðàâíåíèÿ ïåðâîé ñòåïåíè íà÷àëè ðàññìàòðèâàòüñÿ èíäóññêèìè

ìàòåìàòèêàìè ïîçäíåå, ïðèìåðíî ñ ïÿòîãî âåêà. Íåêîòîðûå òàêèå óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ
è òðåìÿ íåèçâåñòíûìè ïîÿâèëèñü â ñâÿçè ñ ïðîáëåìàìè, âîçíèêøèìè â àñòðîíîìèè,
íàïðèìåð, ïðè ðàññìîòðåíèè âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ îïðåäåëåíèåì ïåðèîäè÷åñêîãî
ïîâòîðåíèÿ íåáåñíûõ ÿâëåíèé.

Ïåðâîå îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïåðâîé ñòåïåíè ax+ by = c, ãäå a, b, c � öåëûå
÷èñëà, âñòðå÷àåòñÿ ó èíäèéñêîãî ìóäðåöà Áðàõìàãóïòû (îêîëî 625 ãîäà). Ïîýòîìó,
ñòðîãî ãîâîðÿ, íåò îñíîâàíèé íàçûâàòü ëèíåéíûå íåîïðåäåëåííûå óðàâíåíèÿ äèî-
ôàíòîâûìè. Îäíàêî èñòîðè÷åñêè âñå æå ñëîæèëîñü ïðèìåíÿòü òåðìèí ¾äèîôàíòî-
âî¿, ê ëþáîìó óðàâíåíèþ, ðåøàåìîìó â öåëûõ ÷èñëàõ.

Â 1624 ãîäó ïóáëèêóåòñÿ êíèãà ôðàíöóçñêîãî ìàòåìàòèêà Áàøå äå Ìåçèðüÿêà
¾Problemes plaisans et delectables que se font par les nombres¿. Áàøå äå Ìåçèðüÿê
äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ax + by = c ôàêòè÷åñêè ïðèìåíÿåò ïðîöåññ, ñâîäÿùèéñÿ
ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó âû÷èñëåíèþ íåïîëíûõ ÷àñòíûõ è ðàññìîòðåíèþ ïîäõîäÿùèõ
äðîáåé.

Ïîñëå Áàøå äå Ìåçèðüÿêà â XV II è XV III âåêàõ ðàçëè÷íûå ïðàâèëà äëÿ ðåøå-
íèÿ íåîïðåäåëåííîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîé ñòåïåíè ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè äàâàëè Ðîëü,
Ýéëåð, Ñàóíäåðñîí è äðóãèå ìàòåìàòèêè.

Öåïíûå äðîáè ê ðåøåíèþ òàêèõ óðàâíåíèé áûëè ïðèìåíåíû Ëàãðàíæåì, êîòî-
ðûé, îäíàêî, çàìå÷àåò, ÷òî ôàêòè÷åñêè ýòî òîò æå ñïîñîá, êîòîðûé áûë äàí Áàøå
äå Ìåçèðüÿêîì è äðóãèìè ìàòåìàòèêàìè, ðàññìàòðèâàâøèìè íåîïðåäåëåííûå óðàâ-
íåíèÿ äî íåãî. Íåîïðåäåëåííûå óðàâíåíèÿ ïåðâîé ñòåïåíè ñòàëè çàïèñûâàòüñÿ è
ðåøàòüñÿ â ôîðìå ñðàâíåíèÿ çíà÷èòåëüíî ïîçæå, íà÷èíàÿ ñ Ãàóññà.

Â àâãóñòå 1900 ãîäà â Ïàðèæå ñîñòîÿëñÿ âòîðîé Ìåæäóíàðîäíûé êîíãðåññ ìà-
òåìàòèêîâ. 8 àâãóñòà Ä. Ãèëüáåðò ïðî÷èòàë íà íåì äîêëàä ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ïðî-
áëåìû¿. Ñðåäè 23 ïðîáëåì, ðåøåíèå êîòîðûõ (ïî ìíåíèþ Ä. Ãèëüáåðòà) ñîâåðøåííî
íåîáõîäèìî áûëî ïîëó÷èòü â íàñòóïàþùåì äâàäöàòîì âåêå, äåñÿòóþ ïðîáëåìó îí
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îïðåäåëèë ñëåäóþùèì îáðàçîì:
¾Ïóñòü çàäàíî äèîôàíòîâî óðàâíåíèå ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ è ðà-

öèîíàëüíûìè ÷èñëîâûìè êîýôôèöèåíòàìè. Óêàçàòü ñïîñîá, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî
âîçìîæíî ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà îïåðàöèé óñòàíîâèòü, ðàçðåøèìî ëè ýòî óðàâíåíèå
â öåëûõ ÷èñëàõ¿.

Ãèïîòåçó, ÷òî òàêîãî ñïîñîáà íåò, ïåðâûì âûäâèíóë (ñ äîñòàòî÷íûì íà òî îñíî-
âàíèåì) àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê Ì. Äýâèñ â 1949 ãîäó. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ãèïî-
òåçû ðàñòÿíóëîñü íà 20 ëåò � ïîñëåäíèé øàã áûë ñäåëàí òîëüêî â 1970 ãîäó Þðèåì
Âëàäèìèðîâè÷åì Ìàòèÿñååâè÷åì, íà ïåðâîì ãîäó àñïèðàíòóðû îí ïîêàçàë àëãîðèò-
ìè÷åñêóþ íåðàçðåøèìîñòü 10 ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà.

Îäíàêî åñëè ïðî ïðîèçâîëüíîå äèîôàíòîâî óðàâíåíèÿ íåëüçÿ ñêàçàòü, èìååò ëè
îíî öåëûå êîðíè, èëè íåò, òî ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ öåëûõ êîðíåé ëèíåéíîãî äè-
îôàíòîâà óðàâíåíèÿ ðåøåíà [14].

Óðàâíåíèÿ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì

Ìàòåìàòè÷åñêîå îáðàçîâàíèå, ïîëó÷àåìîå â îáùåîáðàçîâàòåëüíîé øêîëå, ÿâëÿåòñÿ
âàæíåéøèì êîìïîíåíòîì îáùåãî îáðàçîâàíèÿ è îáùåé êóëüòóðû ñîâðåìåííîãî ÷åëî-
âåêà. Ïðàêòè÷åñêè âñå, ÷òî îêðóæàåò ñîâðåìåííîãî ÷åëîâåêà � ýòî âñå, òàê èëè èíà÷å
ñâÿçàíî ñ ìàòåìàòèêîé. À ïîñëåäíèå äîñòèæåíèÿ â ôèçèêå, òåõíèêå è èíôîðìàöè-
îííûõ òåõíîëîãèÿõ íå îñòàâëÿþò íèêàêîãî ñîìíåíèÿ, ÷òî è â áóäóùåì ïîëîæåíèå
âåùåé îñòàíåòñÿ ïðåæíèì. Ïîýòîìó ðåøåíèå ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ñâîäèòñÿ
ê ðåøåíèþ ðàçëè÷íûõ âèäîâ óðàâíåíèé, êîòîðûå íåîáõîäèìî íàó÷èòüñÿ ðåøàòü.

Îäíèì èç îñîáî âàæíûõ òèïîâ çàäà÷, ðàññìàòðèâàåìûõ óæå â ñðåäíåé øêîëå, ÿâ-
ëÿþòñÿ çàäà÷è ïî ðåøåíèþ óðàâíåíèé ñ îäíèì íåèçâåñòíûì. Êàê ïîêàçûâàåò ïðàê-
òèêà îáùåíèÿ ñ âûïóñêíèêàìè øêîë è ñòóäåíòàìè ìëàäøèõ êóðñîâ âóçîâ ó ìíîãèõ
èç íèõ èìååòñÿ çíà÷èòåëüíûé ðàçðûâ ìåæäó ïðèîáðåòåííûìè â øêîëå òåõíè÷åñêè-
ìè, âû÷èñëèòåëüíûìè íàâûêàìè è óìåíèÿìè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé è ñîçíàòåëüíûì
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ïîíèìàíèåì òåõ ñòðàòåãè÷åñêèõ, òåîðåòè÷åñêèõ è ëîãè÷åñêèõ îñíîâ, áåç êîòîðûõ
ïðàâèëüíî ðåøèòü óðàâíåíèå íåâîçìîæíî.

Îïðåäåëåíèå 1. Ëèíåéíûì óðàâíåíèåì ñ îäíèì íåèçâåñòíûì íàçûâàåòñÿ óðàâ-
íåíèå âèäà

ax+ b = 0,

ãäå a è b � èçâåñòíûå ÷èñëà, à x � íåèçâåñòíàÿ âåëè÷èíà.

Ðåøèòü óðàâíåíèå � çíà÷èò íàéòè ÷èñëåííîå çíà÷åíèå íåèçâåñòíîãî x, ïðè êîòî-
ðîì ýòî óðàâíåíèå îáðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî.

Åñëè a íå ðàâíî íóëþ (a 6= 0), òî ðåøåíèå (êîðåíü) óðàâíåíèÿ èìååò âèä:

x = − b
a
.

Åñëè a = 0, òî âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

1. b = 0, òîãäà 0 · x+ 0 = 0. Çäåñü x ìîæåò áûòü ëþáûì ÷èñëîì.

2. b 6= 0, òîãäà 0 · x+ b = 0. Çäåñü íåò ðåøåíèé.

Ïðèìåð 1. Ðåøèòü óðàâíåíèå:

x

x− 2
=
x+ 1

x+ 2
.

Ðåøåíèå.
Ïåðåìíîæèì íàêðåñò ëåæàùèå âûðàæåíèÿ:

x2 + 2x = x2 − 2x+ x− 2.

Ïåðåíåñ¼ì âñå ÷ëåíû â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ. Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ
ïîëó÷èì, 3x+ 2 = 0, îòêóäà x = −2

3
.
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Óðàâíåíèÿ ïåðâîé ñòåïåíè ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ïåðâîé ñòåïåíè ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè

ax+ by + c = 0 (2.11)

ãäå a è b � öåëûå ÷èñëà, îòëè÷íûå îò íóëÿ, à c � ïðîèçâîëüíîå öåëîå. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî êîýôôèöèåíòû a è b íå èìåþò îáùèõ äåëèòåëåé, êðîìå åäèíèöû. Äåéñòâèòåëü-
íî, åñëè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ d = (a, b) îòëè÷åí îò
åäèíèöû, òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà a = a1d, b = b1d; óðàâíåíèå (2.11) ïðèíèìàåò
âèä

(a1x+ b1y)d+ c = 0

è ìîæåò èìåòü öåëûå ðåøåíèÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà c äåëèòñÿ íà d.
Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå (a, b) = d 6= 1 âñå êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (2.11)

äîëæíû äåëèòüñÿ íàöåëî íà d, è, ñîêðàùàÿ (2.11) íà d, ïðèäåì ê óðàâíåíèþ

a1x+ b1y + c1 = 0(c1 =
c

d
),

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî a1è b1 âçàèìíî ïðîñòû.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà c = 0. Óðàâíåíèå (2.11) ïåðåïèøåòñÿ òàê:

ax+ by = 0 (2.11′)

Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî x, ïîëó÷èì

x = − b

ay
.

ßñíî, ÷òî x áóäåò ïðèíèìàòü öåëûå çíà÷åíèÿ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà
y äåëèòñÿ íà a. Íî âñÿêîå öåëîå y, êðàòíîå a, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå y = at, ãäå t
ïðèíèìàåò ïðîèçâîëüíûå öåëûå çíà÷åíèÿ (t = 0,±1,±2, . . . ).
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Ïîäñòàâèì ýòî çíà÷åíèå y â ïðåäûäóùåå óðàâíåíèå, òîãäà x = − b
a
at = −bt è ìû

ïîëó÷àåì ôîðìóëû, ñîäåðæàùèå âñå öåëûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.11′):

x = −bt, y = at(t = 0,±1,±2, . . . )

.
Ïåðåéäåì òåïåðü ê ñëó÷àþ c 6= 0.
Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ âñåõ öåëûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.11)

äîñòàòî÷íî íàéòè êàêîå-íèáóäü îäíî åãî ðåøåíèå, òî åñòü íàéòè òàêèå öåëûå ÷èñëà
x0, y0, äëÿ êîòîðûõ ax0 + by0 + c = 0.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü a è b âçàèìíî ïðîñòû è (x0, y0) � êàêîå-íèáóäü ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ ax+ by + c = 0. Òîãäà ôîðìóëû{

x = x0 − bt,
y = y0 + at,

(t = 0,±1,±2, . . . ) (2.12)

äàþò âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.11).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (x, y) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.11). Òîãäà
èç ðàâåíñòâ ax+ by + c = 0 è ax0 + by0 + c = 0 ïîëó÷àåì:

ax− ax0 + by − by0 = 0; y − y0 =
a(x0 − x)

b
.

Òàê êàê y − y0 � öåëîå ÷èñëî è ÷èñëà a è b âçàèìíî ïðîñòû, òî x0 − äîëæíî
äåëèòüñÿ íà b, òî åñòü x0 − x èìååò âèä x0 − x = bt, ãäå t � öåëîå. Íî òîãäà y − y0 =
abt
b

= at è ïîëó÷àåì x = x0 − bt, y = y0 + at.
Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî âñÿêîå ðåøåíèå (x, y) èìååò âèä (2.12). Îñòàåòñÿ

åùå ïðîâåðèòü, ÷òî âñÿêàÿ ïàðà ÷èñåë (x1y1), ïîëó÷àåìàÿ ïî ôîðìóëàì (2.12) ïðè
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öåëîì t − t1, áóäåò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.11). ×òîáû ïðîâåñòè òàêóþ ïðîâåðêó,
ïîäñòàâèì âåëè÷èíû x1 = x0 − bt1, y1 = y0 + at1 â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.11):

ax1 + by1 + c = ax0 − abt1 + by0 + abt1 + c = ax0 + by0 + c,

íî òàê êàê (x0, y0) � ðåøåíèå, òî ax0 + bx0 + c = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ax1 + by1 + c = 0,
òî åñòü (x1, y1) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.11), ÷åì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà. �

Èòàê, åñëè èçâåñòíî îäíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ax + by + c = 0, òî âñå îñòàëüíûå
ðåøåíèÿ íàéäóòñÿ èç àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé, îáùèå ÷ëåíû êîòîðûõ èìåþò âèä{

x = x0 − bt,
y = y0 + at,

(t = 0,±1,±2, . . . )

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà c = 0, íàéäåííûå ðàíüøå ôîðìóëû ðåøåíèé x =
−bt, y = at ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç òîëüêî ÷òî âûâåäåííûõ ôîðìóë x = x0 − bt,
y = y0 + at, åñëè âûáðàòü x0 = y0 = 0, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê çíà÷åíèÿ x = 0,
y = 0 ÿâëÿþòñÿ, î÷åâèäíî, ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ax+ by = 0.

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äàííîãî âèäà.

Ïðèìåð 1. Ðåøèòü óðàâíåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ 127x− 52y + 1 = 0.

Ðåøåíèå.
Ïðåîáðàçóåì îòíîøåíèå êîýôôèöèåíòîâ ïðè íåèçâåñòíûõ. Ïðåæäå âñåãî, âûäå-

ëèì öåëóþ ÷àñòü íåïðàâèëüíîé äðîáè

127

52
:

127

52
= 2 +

23

52
.

Òîãäà ïîëó÷èì
127

52
= 2 +

127
52

23

.
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Ïðîäåëàåì òàêèå æå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ïîëó÷åííîé â çíàìåíàòåëå íåïðàâèëüíîé äðî-
áüþ

52

23
:

52

23
= 2 +

6

23
= 2 +

1
23

6

.

Òåïåðü èñõîäíàÿ äðîáü ïðèìåò âèä

127

52
= 2 +

1

2 +
1
23

6

.

Ïîâòîðèì òå æå ðàññóæäåíèÿ äëÿ äðîáè 23
6
. Òîãäà

127

52
= 2 +

1

2 +
1

3 +
1
6

5

,

âûäåëÿÿ öåëóþ ÷àñòü íåïðàâèëüíîé äðîáè 6
5

(6
5

= 1 + 1
5
) ïðèäåì ê îêîí÷àòåëüíîìó

ðåçóëüòàòó:
127

52
= 2 +

1

2 +
1

3 +
1

1 +
1

5

.

Ìû ïîëó÷èëè âûðàæåíèå, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé öåïíîé èëè íåïðåðûâíîé
äðîáüþ. Îòáðîñèâ ïîñëåäíåå çâåíî ýòîé öåïíîé äðîáè � îäíó ïÿòóþ, ïðåâðàòèì
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ïîëó÷àþùóþñÿ ïðè ýòîì íîâóþ öåïíóþ äðîáü â ïðîñòóþ è âû÷òåì åå èç èñõîäíîé
äðîáè 127

52
:

2 +
1

2 +
1

3 +
1

1

= 2 +
1

2 +
1

4

= 2 +
4

9
=

22

9
,

127

52
− 22

9
=

1143− 1144

52 · 9
= − 1

52 · 9
.

Ïðèâåäåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è îòáðîñèì åãî, òîãäà
ïîëó÷èì 127·9−52·22+1 = 0. Èç ñîïîñòàâëåíèÿ ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà ñ óðàâíåíèåì
127x − 52y + 1 = 0 ñëåäóåò, ÷òî x = 9, y = 22 áóäåò ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ, è
ñîãëàñíî òåîðåìå âñå åãî ðåøåíèÿ áóäóò ñîäåðæàòüñÿ â ïðîãðåññèÿõ

x = 9 + 52t, y = 22 + 127t (t = 0,±1,±2, . . . ).

Îòâåò: (9 + 52t; 22 + 127t), t ∈ Z.
Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò íàâîäèò íà ìûñëü î òîì, ÷òî è â îáùåì ñëó÷àå äëÿ íàõîæ-

äåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ax+by+c = 0 íàäî ðàçëîæèòü îòíîøåíèå êîýôôèöèåíòîâ
ïðè íåèçâåñòíûõ â öåïíóþ äðîáü, îòáðîñèòü åå ïîñëåäíåå çâåíî è ïðîäåëàòü âûêëàä-
êè, ïîäîáíûå òåì, êîòîðûå áûëè ïðîâåäåíû âûøå. Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé äàííî-
ãî âèäà ìîæíî òàêæå ðàçëîæèòü êîýôôèöèåíòû ïðè íåèçâåñòíûõ, íî íå â öåïíóþ
äðîáü, à èñïîëüçóÿ àëãîðèòì Åâêëèäà.

Ïðèìåð 2. Íàéòè íàòóðàëüíûå x è y, òàêèå, ÷òî 117x−79y = 17, äëÿ êîòîðûõ
x+ y èìååò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå.

Ðåøåíèå.
Èìååì 117 = 79 · 1 + 38. Ïåðåïèøåì äàííîå óðàâíåíèå â âèäå

79(x− y) + 38x = 17.
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Îáîçíà÷èì x−y = u, òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä 79u+38x = 17. Ïðîâåäåì öåïî÷êó
ïðåîáðàçîâàíèé.

Òàê êàê 79 = 2 · 38 + 3, òî 38(2u+ x) + 3u = 17.
Îáîçíà÷èì 2u + x = v, òîãäà ïîëó÷èì 38v + 3u = 17. Òàê êàê 38 = 3 · 12 + 2,

òî 3(12v + u) + 2v = 17, 12v + u = w, òîãäà 3w + 2v = 17, òàê êàê 3 = 2 · 1 + 1, òî
2(w + v) + w = 17, w + v = t, 2t + w = 17. Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå èìååò î÷åâèäíîå
ðåøåíèå w = 17− 2t, t ∈ Z.

Òåïåðü ïîéäåì â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè:

v = t− w = t− 17 + 2t = 3t− 17,

u = w − 12v = 17− 22t− 12(3t− 17) = 17− 2t− 36t+ 204 = 221− 38t,

x = v − 2u = 3t− 17− 2(221− 38t) = 3t− 17− 442 + 76t = 79t− 459,

y = x− u = 79t− 459− 221 + 38t = 117t− 680.

Èç óñëîâèÿ x, y ∈ N íàéäåì t > 6. Î÷åâèäíî, ÷òî x+y èìååò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå
ïðè t = 6.

Îòâåò: (15; 22).

Ïðèìåð 3. Ðåøèòü â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå 3y − 2x = 8.

Ðåøåíèå.
Âûðàçèì x ÷åðåç y, ïîëó÷èì:

x =
3y − 8

2
∈ Z ⇒ y = 2n, n ∈ Z.

Òîãäà

x =
6n− 8

2
= 3n− 4, n ∈ Z.

Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ïàðû âèäà (3n − 4; 2n), n ∈ Z ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ.

Îòâåò: (3n− 4; 2n), n ∈ Z.
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Ïðèìåð 4. Ðåøèòü â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå 4x− 6y = 18.

Ðåøåíèå.
Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë 4, 6, 18,

òî åñòü íà ÷èñëî 2, èìååì 2x − 3y = 9. Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ âûðàçèì íåèçâåñòíîå ñ
ìåíüøèì (ïî ìîäóëþ) êîýôôèöèåíòîì:

x =
9 + 3y

2
.

Äàëåå èç ïîëó÷åííîé äðîáè âûäåëèì öåëóþ ÷àñòü:

x =
9 + 3y

2
=

8 + 2y + 1 + y

2
= 4 + y +

1 + y

2
(2.13)

Ñ÷èòàÿ x è y öåëûìè, çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ òîãäà, êîãäà
äðîáü 1+y

2
ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì.

Ïóñòü 1+y
2

= n, ãäå n � öåëîå. Òîãäà, âûðàçèâ íåèçâåñòíîå y, ïîëó÷èì

y = 2n− 1.

Ïîäñòàâèì òåïåðü íàéäåííîå âûðàæåíèå y â ðàâåíñòâî (2.13) è ïîëó÷èì

x = 8 + 2(2n− 1) + n = 5n+ 6

Èòàê, íàéäåíû âñå ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ:

x = 5n+ 6, y = 2n− 1, ãäån ∈ Z.

Îòâåò: (5n+ 6; 2n− 1), n ∈ Z.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè ax+by+cz = d, ãäå

a, b è c � öåëûå ÷èñëà, îòëè÷íûå îò íóëÿ, a d � ïðîèçâîëüíîå öåëîå. Ïðè ðåøåíèè
òàêèõ óðàâíåíèé ñëåäóåò ðàçëè÷àòü äâà ñëó÷àÿ:
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1) cðåäè ïàð ÷èñåë (a; b), (b; c), (a; c) èìååòñÿ ïàðà âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë;

2) ñðåäè óêàçàííûõ ïàð íåò âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë.

Ïðèìåð 5. Ðåøèòü óðàâíåíèå 2x+ 4y + 5z = 1.

Ðåøåíèå.
Çäåñü èç òðåõ ïàð (2; 4), (2; 5), (4; 5) èìåþòñÿ äâå ïàðû âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë.

Âûáåðåì âòîðóþ ïàðó, ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå 2x + 5z = 1 − 4y è áóäåì ðå-
øàòü åãî êàê óðàâíåíèå ñ öåëûìè íåèçâåñòíûìè x è z, ñ÷èòàÿ y öåëûì ïàðàìåòðîì.
Âûðàçèì íåèçâåñòíîå x, à çàòåì âûäåëèì öåëóþ ÷àñòü:

x =
1− 4y − 5z

1
= −2y − 2z +

1− z
2

(2.14)

Òàê êàê x, y è z � öåëûå ÷èñëà, òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî áóäåò âûïîëíåíî òîëüêî,
êîãäà äðîáü 1−z

2
= n ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì. Îòñþäà íàõîäèì z = 1−2n. Ïîäñòàâëÿÿ

ýòî âûðàæåíèå â ðàâåíñòâî (2.14), ïîëó÷èì

x = 2y − 2z +
1− z

2
= −2y − 2(1− 2n) + n = 5n− 2y − 2.

Òîãäà âñå ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

x = 5n− 2k − 2, y = k, z = 1− 2n, n, k ∈ Z.

Îòâåò: (5n− 2k − 2, k, 1− 2n), n, k ∈ Z.

Ïðèìåð 6. Ðåøèòü óðàâíåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ 6x− 10y + 15z = 1.

Ðåøåíèå.



387

Â äàííîì ñëó÷àå ñðåäè ïàð (6; 10), (6; 15) è (10; 15) íåò âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë.
Ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåèçâåñòíîå z êàê öåëîå ôèê-
ñèðîâàííîå ÷èñëî è ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå

6x− 10y = 1− 15z ⇒ 3x− 5y =
1− 15z

2
⇒ 3x− 5y = −7z +

1− z
2

(2.15)

Òàê êàê x, y è z � öåëûå ÷èñëà, òî äðîáü 1−z
2

ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì è, çíà÷èò,
åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 1−z

2
= n ,ãäå n � öåëîå. Òîãäà ïîëó÷èì

z = 1− 2n, n ∈ Z.

Ïîäñòàâèâ z = 1− 2n â ðàâåíñòâî (2.15), ïîëó÷èì óðàâíåíèå

3x− 5y = −7(1− 2n) + n = 15n− 7

ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè çíà÷åíèÿìè x, y ñ öåëî÷èñëåííûì ïàðàìåòðîì n.
Ðåøèì ýòî óðàâíåíèå òàê, êàê îïèñàíî â ïðèìåðå 5. Â ðåçóëüòàòå íàéäåì âñå

ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ:

x = 5n+ 5k − 4, y = 3k − 1, z = 1− 2n, ãäån, k ∈ Z.

Îòâåò: (5n+ 5k − 4, 3k − 1, 1− 2n).
Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ íåêîòîðûõ óðàâíåíèé ñòåïåíè âûøå ïåðâîé.

Óðàâíåíèÿ âòîðîé ñòåïåíè

Êàê èçâåñòíî, óðàâíåíèå âòîðîé ñòåïåíè ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè

ax+ bxy + cy2 + fx+ hy + d, ãäå a, b, c, f, h, d ∈ Z,
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ìîæåò íå èìåòü ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ, ìîæåò èìåòü èõ òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî è,
íàêîíåö, ìîæåò èìåòü áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî òàêèõ ðåøåíèé, ïðè÷¼ì â ïîñëåäíåì
ñëó÷àå ïàðû ÷èñåë, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ, âñòðå÷àþòñÿ çíà-
÷èòåëüíî ðåæå, ÷åì ïàðû öåëûõ ÷èñåë, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ
ïåðâîé ñòåïåíè. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íå ñëó÷àéíî. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî óðàâíåíèÿ ñ äâó-
ìÿ íåèçâåñòíûìè ñòåïåíè âûøå âòîðîé, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîãóò èìåòü òîëüêî êîíå÷íîå
÷èñëî ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ. Èñêëþ÷åíèÿ èç ýòîãî ïðàâèëà êðàéíå ðåäêè. À. Òóý
äîêàçàë, ÷òî óðàâíåíèå

a0x
n + a1x

n−1y + a2x
n−2y2 + · · ·+ any

n, ãäån ∈ Z, n > 2, a0, a1, . . . , an, c ∈ Z,

èìååò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ, çà èñêëþ÷åíèåì, ìîæåò áûòü,
ñëó÷àåâ, êîãäà ëåâàÿ îäíîðîäíàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ åñòü ñòåïåíü îäíîðîäíîãî
äâó÷ëåíà ïåðâîé ñòåïåíè èëè òð¼õ÷ëåíà âòîðîé ñòåïåíè. Ìåòîä À. Òóý äà¼ò âîçìîæ-
íîñòü íàéòè ãðàíèöó äëÿ ÷èñëà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ, ïðàâäà, äîñòàòî÷íî ãðóáóþ.
Äëÿ îòäåëüíûõ êëàññîâ óðàâíåíèé ýòà ãðàíèöà ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíî óòî÷íåíà.
Íàïðèìåð, Á.Í. Äåëîíå ïîêàçàë, ÷òî óðàâíåíèå

ax3 + y3 = 1

ïðè a öåëîì ìîæåò èìåòü, êðîìå òðèâèàëüíîãî x = 0, y = 1, íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ
â öåëûõ ÷èñëàõ. Êðîìå òîãî, îí ïîêàçàë, ÷òî óðàâíåíèå

ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 = 1, a, b, c, d ∈ Z,

ìîæåò èìåòü íå áîëåå ïÿòè ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ. Ê. Çèãåëü äîêàçàë, ÷òî óðàâ-
íåíèå

P (x, y) = 0,

ãäå P (x, y) � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí âûøå ÷åì âòîðîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî x è
y, ìîæåò èìåòü áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ òîëüêî òîãäà, êîãäà
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ñóùåñòâóþò ÷èñëà

an, an−1, . . . , a0, a−1, . . . , a−n è bn, bn−1, . . . , b0, b−1, . . . , b−n

òàêèå, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå âìåñòî x è y â äàííîå óðàâíåíèå

x = ant
n + an−1t

n−1y + · · ·+ a0 +
a−1
t

+ · · ·+ a−n
tn

,

y = bnt
n + bn−1t

n−1y + · · ·+ b0 +
b−1
t

+ · · ·+ b−n
tn
,

ïîëó÷èòñÿ òîæäåñòâî P (x, y) = 0 îòíîñèòåëüíî t. Çäåñü n � íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî.
Ðàññìîòðèì ðåøåíèå óðàâíåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ ñòåïåíè âûøå ïåðâîé ñ äâóìÿ

íåèçâåñòíûìè íà ïðèìåðàõ.

Ïðèìåð 1. Ðåøèòü óðàâíåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ y − x− xy = 2.

Ðåøåíèå.
Ïðîâåäåì íàä äàííûì óðàâíåíèåì öåïî÷êó ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé:

y − x− xy = 2⇒ (y + 1)− x(1 + y)− 1 = 2⇔ (y + 1)(1− x) = 3.

Ïîñêîëüêó ÷èñëî 3 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ öåëûõ ÷èñåë ñ
ó÷åòîì ïîðÿäêà ÷åòûðüìÿ ñïîñîáàìè

3 = (−1) · (−3) = (−3) · (−1) = 1 · 3 = 3 · 1,

òî ïîëó÷èì ÷åòûðå ñèñòåìû:

1)

{
1− x = 3,

1 + y = 1;
⇔

{
x = −2,

y = 0.
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2)

{
1− x = −3,

1 + y = −1;
⇔

{
x = 4,

y = −2.

3)

{
1− x = 1,

1 + y = 3;
⇔

{
x = 0,

y = 2.

4)

{
1− x = −1,

1 + y = −3;
⇔

{
x = 2,

y = −4.

Îòâåò: (0; 2), (−2; 0), (2;−4), (4;−2).

Ïðèìåð 2. Ðåøèòü óðàâíåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ 3x2 + 4xy − 7y2 = 13.

Ðåøåíèå.
Ðàçëîæèì ëåâóþ ÷àñòü äàííîãî óðàâíåíèÿ íà ìíîæèòåëè

3x2 + 4xy − 7y2 = (3x+ 7y)(x− y).

Èìååì
(3x+ 7y)(x− y).

Ïðåäñòàâèì ÷èñëî 13 â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ öåëûõ ÷èñåë ñ ó÷åòîì ïîðÿäêà

13 = 1 · 13 = 13 · 1 = (−1) · (−13) = (−13) · (−1),

òîãäà ïîëó÷èì:

1)

{
3x+ 7y = 13,

x− y = 1;
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2)

{
3x+ 7y = −1,

x− y = −13;

3)

{
3x+ 7y = 1,

x− y = 13;

4)

{
3x+ 7y = −13,

x− y = −1.

Ñèñòåìû âòîðàÿ è òðåòüÿ íå èìåþò öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé.
Îòâåò: (2; 1), (−2;−1).

Ïðèìåð 3. Ðåøèòü óðàâíåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ 2x2 + xy = x+ 7.

Ðåøåíèå.
Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ èñïîëüçóåì ñëåäóþùèé õàðàêòåðíûé ïðèåì, êî-

òîðûé, íàðÿäó ñ ðàññìîòðåííûì âûøå, ìîæíî îòíåñòè ê ðàçðÿäó ñòàíäàðòíûõ, ïðè-
ìåíÿåìûõ ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ.

Âûðàçèì y ÷åðåç x:

y =
x− 2x2 + 7

x
= 1 = 2x+

7

x
.

Ïîñêîëüêó x è y öåëûå ÷èñëà, òî äðîáü 7
x
äîëæíà áûòü öåëûì ÷èñëîì. Ñëåäîâà-

òåëüíî, èìååì:

1)

{
x = 1,

y = 1− 2x+ 7;
⇔

{
x = 1,

y = 6;
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2)

{
x = −1,

y = 1− 2x+ 7;
⇔

{
x = −1,

y = −4;

3)

{
x = 7,

y = 1− 2x+ 1;
⇔

{
x = 7,

y = −12;

4)

{
x = −7,

y = 1− 2x+ 1;
⇔

{
x = −7,

y = 14.

Îòâåò: (−1;−4), (−7; 14), (7;−12), (1; 6).

Ïðèìåð 4. Ðåøèòü â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå x2 − 4x− y2 + 2y + 6 = 0.

Ðåøåíèå.
Âûäåëèì â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïîëíûå êâàäðàòû:

(x2 − 4x+ 4)− 4− (y2 − 2y + 1) + 1 + 6 = 0⇔
(x− 2)2 − (y − 1)2 = −3⇔
(x− y − 1)(x+ y − 3) = −3

Òåïåðü çàêëþ÷àåì, ÷òî èñõîäíîå óðàâíåíèå íà ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë ðàâíîñèëüíî
ñîâîêóïíîñòè ÷åòûðåõ ñèñòåì:

1)

{
x− y − 1 = 1,

x+ y − 3 = −3;

2)

{
x− y − 1 = −1,

x+ y − 3 = 3;



393

3)

{
x− y − 1 = 3,

x+ y − 3 = −1;

4)

{
x− y − 1 = −3,

x+ y − 3 = 1.

Ðåøàÿ äàííûå ñèñòåìû, ïîëó÷àåì îòâåò.
Îòâåò: (1;−1), (3; 3), (3;−1), (1; 3).

Ïðèìåð 5. Ðåøèòü óðàâíåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ x2 + xy − 2y2 − x+ y = 3.

Ðåøåíèå.
Ïðîâåäåì ðàâíîñèëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

x2 + xy − 2y2 − x+ y = 3⇔
⇔ (x− y)2 + 2xy − y2 + xy − 2y2 − x+ y = 3,⇔
⇔ (x− y)2 + 3xy − 3y2 − (x− y) = 3⇔
⇔ (x− y)2 + 3y(x− y)− (x− y) = 3⇔

⇔ (x− y)(2y + x− 1) = 3.

Äàííîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè ÷åòûðåõ ñèñòåì:

1)

{
x− y = 1,

2y + x− 1 = 3;

2)

{
x− y = 3,

2y + x− 1 = 1;
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3)

{
x− y = −1,

2y + x− 1 = −3;

4)

{
x− y = −3,

2y + x− 1 = −1.

Ñèñòåìû âòîðàÿ è òðåòüÿ íå èìåþò öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé.
Îòâåò: (2; 1), (−2; 1).

Ïðèìåð 6. Ðåøèòü óðàâíåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ 3x2 − 4y2 = 13.

Ðåøåíèå.
Ïåðåïèøåì äàííîå óðàâíåíèå â âèäå

3x2 − 23− 4y2 = 10⇔ 3(x2 − 1)− 4y2 = 10⇔ 3(x+ 1)(x− 1)− 4y2 = 10 (2.16)

Òàê êàê 3x2 − 4y2 = 13 � íå÷¼òíîå ÷èñëî � òî ÿñíî, ÷òî x ìîæåò áûòü òîëüêî
íå÷¼òíûì ÷èñëîì. Ñëåäîâàòåëüíî, (x−1)(x+1) � ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïîñëåäîâàòåëü-
íûõ ÷¼òíûõ ÷èñåë, à ïîýòîìó ýòî ïðîèçâåäåíèå êðàòíî 4.

Òàêèì îáðàçîì, ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.16) êðàòíà 4. Íî òàê êàê ÷èñëî 10 íå
êðàòíî ÷åòûðåì, òî ðàâåíñòâî (2.16) íå âûïîëíÿåòñÿ íè ïðè êàêèõ öåëûõ çíà÷åíèÿõ
x è y, òî åñòü äàííîå óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ.

Îòâåò: ðåøåíèé íåò.

Ïðèìåð 7. Ðåøèòü óðàâíåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ x2 − 3y = 17.

Ðåøåíèå.
Î÷åâèäíî, ÷òî x íå äåëèòñÿ íà 3, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (x2 − 3y) äåëèòñÿ

íà 3, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê 17 íå äåëèòñÿ íà 3. Ïîýòîìó, ïóñòü

x = 3k ± 1, k ∈ Z.
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Òîãäà äàííîå óðàâíåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

9k2 ± 6k + 1− 3y = 17⇔ 3(3k2 ± 2k − y) = 16,

÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê 16 íå äåëèòñÿ íà 3.
Îòâåò: ðåøåíèé íåò.

Ïðèìåð 8. Ðåøèòü â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå x2 + xy − y2 = x2y2.

Ðåøåíèå.
Ïðîâåäåì ðàöèîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

(y2 − 1)x2 − yx+ y2 = 0.

Åñëè y2 − 1 6=, òî åñòü y 6= ±1, òî ðåøèì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî x:

x =
y ±

√
y2 − 4y2(y2 − 1)

2(y2 − 1)
=
y ± y

√
5− 4y2

2(y2 − 1)
.

Åñëè y 6= 0, òî äîëæíî èìåòü ìåñòî ðàâåíñòâî 5 − 4y2 = a2 , ãäå a � íåêîòîðîå
öåëîå ÷èñëî, òî åñòü 4y2 + a2 = 5. Ýòî âîçìîæíî â ñëó÷àå, êîãäà y = ±1, ÷åãî íå
ìîæåò áûòü ïî ïðåäïîëîæåíèþ.

Åñëè y = 0, òî x = 0.
Åñëè y2 − 1 = 0, òî åñòü y = ±1, òî ïðè y = 1 èìååì x− 1 = 0, òî åñòü x = 1; ïðè

y = −1 èìååì −x− 1 = 0, òî åñòü x = −1.
Îòâåò: (0; 0), (1; 1), (−1;−1).
Ñóùåñòâóåò î÷åíü ìíîãî óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè, êîòîðûå íå îòíîñÿòñÿ

ê êàêîìó-òî èç âèäîâ, ðàññìîòðåííûõ âûøå. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

Ïðèìåð 9. Ðåøèòü â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå

x4 + x3 + x2 + x+ 1 = y2 (2.17)
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Ðåøåíèå.
Ïðîâåäåì ðàâíîñèëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.17) ê âèäó

(x2 +
x

2
+

3

8
)2 +

5

8
x+

55

64
.

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.17) íà 64 ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

(8x2 + 4x+ 3)2 + 40x+ 55 = (8y)2 (2.18)

Òàê êàê x, y ∈ N , òî èç (2.18) çàêëþ÷àåì, ÷òî

(8y)2 > (8x2 + 4x+ 3)2 ⇒ 8y > 8x2 + 4x+ 3⇒

⇒ 2y > 2x2 + x+
3

4
⇒ 2y > 2x2 + x+ 1,

îòêóäà
4y2 > (2x2 + x+ 1)2 = 4x4 + 4x3 + 5x2 + 2x+ 1.

Óìíîæèâ òåïåðü îáå ÷àñòè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (2.17) íà 4 è âîñïîëüçîâàâøèñü
ïîñëåäíèì íåðàâåíñòâîì, èìååì

4x4 + 4x3 + 4x2 + 4x+ 4 = 4y2 ⇒
4x4 + 4x3 + 4x2 + 4x+ 4 > 4x4 + 4x3 + 5x2 + 2x+ 1⇔

x2 − 2x− 3 6 0⇔ −1 6 x 6 3.

Çàäà÷à ñâåëàñü ê ïðîâåðêå äëÿ x ÷èñåë 1, 2, 3.
Îòâåò: (3; 11).

Ïðèìåð 10. Ðåøèòü óðàâíåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ x2 + 9y2 = 3z + 2.
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Ðåøåíèå.
Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå

x2 = 3z − 9y2 + 2. (2.19)

Ïðàâàÿ ÷àñòü äàííîãî óðàâíåíèÿ åñòü ÷èñëî, êîòîðîå ïðè äåëåíèè íà 3 äàåò â
îñòàòêå 2. Ñëåäîâàòåëüíî, x2 íå äåëèòñÿ íà 3. Íî êâàäðàò ÷èñëà, íå äåëÿùåãîñÿ íà
3, äàåò â îñòàòêå 1. Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (2.19) íåâîçìîæíî, òàê êàê ëåâàÿ è
ïðàâàÿ ÷àñòü äàþò ïðè äåëåíèè íà 3 ðàçíûå îñòàòêè.

Îòâåò: ðåøåíèé íåò.

Ïðèìåð 11. Ðåøèòü óðàâíåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ 1! + 2! + · · ·+ x! = y2.

Ðåøåíèå.
Ïîäñòàâèâ âìåñòî x ïîñëåäîâàòåëüíî ÷èñëà 1, 2, 3, 4, 5, . . . óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïðè

x = 1, y = ±1è ïðè x = 3, y = ±3, ÷èñëà 2, 4, 5, 6, . . . íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
çàäà÷è. Äîêàæåì, ÷òî ïðè x > 4 äàííîå óðàâíåíèå ðåøåíèé íå èìååò. Â ñàìîì äåëå,
ñóììà 1! + 2! + 3! + 4! + 5! + · · · + x! ïðè x > 4 îêàí÷èâàåòñÿ öèôðîé 3, íî êâàäðàò
öåëîãî ÷èñëà íå ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ öèôðîé 3, ïîýòîìó äðóãèõ ðåøåíèé óðàâíåíèå
íå èìååò.

Îòâåò: (1; 1), (1; -1), (3; 3), (3; -3).

Ïðèìåð 12. Ðåøèòü óðàâíåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ x3 − y3 = xy + 61.

Ðåøåíèå.
Ñäåëàåì çàìåíó x = d+ y, ãäå d > 1, d ∈ N . Òîãäà ïîëó÷èì

(d+ y)3 − y3 − y(d+ y) = 61⇔
d3 + 3d2y + 3dy2 − dy − y2 = 61,

(3d− 1)y2 + (3d2 − d)y + d3 − 61 = 0. (2.20)
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Äèñêðèìèíàíò ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäåò íåîòðèöàòåëüíûì ïðè 1 6 d 6 5. Ïåðåáèðàÿ
âñå d îò 1 äî 5 è, ïîäñòàâëÿÿ â (2.20), ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ëèøü ïðè d = 1 óðàâíåíèå
áóäåò èìåòü öåëûå êîðíè y = 5 è y = −6. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî x = 6 è x = −5
ñîîòâåòñòâåííî.

Îòâåò: (−5;−6), (6; 5).
Èíîãäà â ëèòåðàòóðå âñòðå÷àþòñÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé, êîòîðûå íåîáõîäèìî ðå-

øèòü â öåëûõ ÷èñëàõ. Òàêèå ñèñòåìû î÷åíü ÷àñòî ìîæíî óâèäåòü â ìàòåðèàëàõ âñòó-
ïèòåëüíûõ ýêçàìåíîâ â âûñøèå ó÷åáíûå çàâåäåíèÿ. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ
òàêèõ ñèñòåì.

Ïðèìåð 13. Ðåøèòü â öåëûõ ÷èñëàõ ñèñòåìó
x2 = y − 1,

y2 = z − 1,

z2 = x− 1.

Ðåøåíèå.
Åñëè x � ÷åòíî, òî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî y � íå÷¼òíî, à òîãäà èç

âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî z � ÷åòíî, à èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî
x � íå÷¼òíî. Òåì ñàìûì ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè æå x � íå÷¼òíî, òî y � ÷åòíî,
z � íå÷¼òíî, x � ÷åòíî � ïðîòèâîðå÷èå. Ïîëó÷åííûå ïðîòèâîðå÷èÿ ñâèäåòåëüñòâóþò
î òîì, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ.

Îòâåò: íåò ðåøåíèé.

Ïðèìåð 14. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ{
|x|+ |y| = 5,

xy = −6.
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Ðåøåíèå.
Äàííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñîâîêóïíîñòè äâóõ ñèñòåì,

ïðè÷åì è áóäóò èìåòü ðàçíûå çíàêè:

1)


x > 0,

y < 0,

x− y = 5,

xy = −6.

2)


x < 0,

y > 0,

y − x = 5,

xy = −6.

Ðåøàÿ ïåðâóþ ñèñòåìó, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå:
x = 5 + y,[
y = −2,
y = −3.

Ïðè y = −2, x = 3, y = −3, x = 2. Ðåøàÿ âòîðóþ ñèñòåìó, ïðèäåì ê âûâîäó, ÷òî ïðè
x = −2, y = 3, à ïðè x = −3, y = 2.

Çàìå÷àíèå. Ñèñòåìó ìîæíî ðåøèòü ãðàôè÷åñêèì ìåòîäîì.

Îòâåò: (−3; 2), (−2; 3), (2;−3), (3;−2).

Ïðèìåð 15. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ{
x+ y + z = 0,
1
x

+ 1
y

+ 1
z

= 0.
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Ðåøåíèå.
Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî xyz 6= 0. Åñëè îáå ÷àñòè âòîðîãî

óðàâíåíèÿ óìíîæèòü íà xyz, òî ïîëó÷èì óðàâíåíèå

xy + xz + zy = 0. (2.21)

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî x + y = −z. Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå x + y â
óðàâíåíèå (2.21), òîãäà xy = z2. Àíàëîãè÷íî ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî xz = y2 è yz = x2.
Â òàêîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (2.21) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

x2 + y2 + z2 = 0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî x = y = z = 0. Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ïðîòèâîðå-
÷àò îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ. Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíàÿ ñèñòåìà íå
èìååò ðåøåíèé.

Îòâåò: íåò ðåøåíèé.

Ïðèìåð 16. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ
x2 + y2 + z2 = 14,

xy + xz + yz = 11,

xyz = 6.

Ðåøåíèå.
Óìíîæèì âòîðîå óðàâíåíèå íà äâà è ñëîæèì ñ ïåðâûì óðàâíåíèåì. Òîãäà ïîëó-

÷àåì óðàâíåíèå x+ y + z = ±6. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1) Ïóñòü x+ y + z = 6. Òîãäà y + z = 6− x. Èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì

yz =
6

x
.
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Ïåðåïèøåì âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû â âèäå x(y + z) + yz = 11. Îòñþäà íåòðóäíî
ïîëó÷èòü óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x âèäà

x(6− x) +
6

11
= 11,

êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ òðåòüåé ñòåïåíè

x3 − 6x2 + 11x− 6 = 0. (2.22)

Ïåðâûé êîðåíü óðàâíåíèÿ (2.22) ëåãêî íàõîäèòñÿ ïîäáîðîì, òî åñòü x1 = 1.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ äðóãèõ êîðíåé óðàâíåíèÿ (2.22) íåîáõîäèìî ðåøèòü êâàäðàòíîå
óðàâíåíèå

x2 − 5x+ 6 = 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî êîðíÿìè ÿâëÿþòñÿ x2 = 2 è x3 = 3.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ y è z íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü òðè ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé {

y + z = 5,

yz = 6.

{
y + z = 4,

yz = 3.

{
y + z = 3,

yz = 2.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå òðîéêè ðåøåíèé:

(1; 2; 3), (1; 3; 2), (2; 1; 3), (2; 3; 1), (3; 1; 2), (3; 2; 1).

2) Ïóñòü x + y + z = −6. Î÷åâèäíî, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå èñõîäíàÿ ñèñòåìà áóäåò
èìåòü õîòÿ áû îäèí îòðèöàòåëüíûé êîðåíü [2, 3, 6, 9].

Îòâåò: (1; 2; 3), (1; 3; 2), (2; 1; 3), (2; 3; 1), (3; 1; 2), (3; 2; 1).
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Óðàâíåíèÿ ñòåïåíè âûøå âòîðîé

Åñëè äëÿ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè ìû ìîæåì äàòü îòâåò íà âîïðîñ î ñó-
ùåñòâîâàíèè êîíå÷íîãî èëè áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ, òî äëÿ
óðàâíåíèé ñ áîëåå ÷åì äâóìÿ íåèçâåñòíûìè ñòåïåíè âûøå âòîðîé äàòü îòâåò íà ýòîò
âîïðîñ ìû ìîæåì òîëüêî äëÿ âåñüìà ÷àñòíûõ êëàññîâ óðàâíåíèé. Òåì íå ìåíåå, â
ýòîì ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïîääàåòñÿ ðàçðåøåíèþ è áîëåå òðóäíûé âîïðîñ îá îïðåäåëå-
íèè âñåõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà îñòàíîâèìñÿ íà
òàê íàçûâàåìîé âåëèêîé òåîðåìå Ôåðìà.

Çàìå÷àòåëüíûé ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê Ïüåð Ôåðìà âûñêàçàë óòâåðæäåíèå, ÷òî
óðàâíåíèå

xn + yn = zn (2.23)

ïðè öåëîì n ≥ 3 íå èìååò ðåøåíèé â öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëàõ x, y, z (ñëó-
÷àé xyz = 0 èñêëþ÷àåòñÿ ïîëîæèòåëüíîñòüþ x, y, z). Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî Ï. Ôåð-
ìà óòâåðæäàë, ÷òî îí èìååò äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, åãî äîêàçàòåëüñòâî
âïîñëåäñòâèè íå áûëî íàéäåíî. Áîëåå òîãî, êîãäà ìàòåìàòèê Êóììåð ïîïûòàëñÿ åãî
íàéòè è äàæå äóìàë îäíî âðåìÿ, ÷òî îí åãî íàøåë, îí îáíàðóæèë, ÷òî îäíî ïîëî-
æåíèå, âåðíîå â îáëàñòè îáû÷íûõ öåëûõ ÷èñåë, îêàçûâàåòñÿ íåâåðíûì äëÿ áîëåå
ñëîæíûõ ÷èñëîâûõ îáðàçîâàíèé, ñ êîòîðûìè, åñòåñòâåííî, ïðèõîäèòñÿ ñòàëêèâàòü-
ñÿ ïðè èññëåäîâàíèè ïðîáëåìû Ôåðìà. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
òàê íàçûâàåìûå öåëûå àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà, � äðóãèìè ñëîâàìè, êîðíè àëãåáðàè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ öåëûìè ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ñ êîýôôèöèåíòîì
ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè, ðàâíûì 1 ìîãóò íå åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì áûòü ðàçëîæå-
íû íà ïðîñòûå íåðàçëîæèìûå öåëûå ñîìíîæèòåëè òîé æå àëãåáðàè÷åñêîé ïðèðîäû.
Îáû÷íûå æå öåëûå ÷èñëà ðàçëàãàþòñÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè åäèíñòâåííûì îá-
ðàçîì. Íàïðèìåð, 6 = 2 − 3 è íå äîïóñêàåò íèêàêèõ äðóãèõ ðàçëîæåíèé âíóòðè
ñîâîêóïíîñòè îáû÷íûõ öåëûõ ÷èñåë. Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü âñåõ öåëûõ àëãåáðà-
è÷åñêèõ ÷èñåë âèäà m+n

√
−5, ãäå m è n � îáû÷íûå öåëûå ÷èñëà. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
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ñóììà è ïðîèçâåäåíèå äâóõ òàêèõ ÷èñåë îïÿòü áóäóò ÷èñëàìè òîé æå ñîâîêóïíîñòè.
Ñîâîêóïíîñòü ÷èñåë, îáëàäàþùàÿ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî îíà ñîäåðæèò ëþáûå ñóììû
è ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñåë, â íåå âõîäÿùèõ, íàçûâàåòñÿ êîëüöîì. Ïî îïðåäåëåíèþ, â íà-
øåì êîëüöå ñîäåðæàòñÿ ÷èñëà 2, 3, 1 +

√
−5, 1−

√
−5. Êàæäîå èç óêàçàííûõ ÷èñåë â

ýòîì êîëüöå, êàê ëåãêî ìîæíî óñòàíîâèòü, áóäåò ïðîñòûì, òî åñòü íå áóäåò ïðåäñòàâ-
ëÿòüñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ íå ðàâíûõ åäèíèöå öåëûõ ÷èñåë íàøåãî êîëüöà.
Íî 6 = 2 · 3 = (1 +

√
−5)(1 −

√
−5); äðóãèìè ñëîâàìè, ÷èñëî 6 íå åäèíñòâåííûì

îáðàçîì ðàçëàãàåòñÿ íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè â íàøåì êîëüöå. Òî æå îáñòîÿòåëü-
ñòâî, íå åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè, ìîæåò èìåòü ìåñòî
è â äðóãèõ, áîëåå ñëîæíûõ, êîëüöàõ àëãåáðàè÷åñêèõ öåëûõ ÷èñåë. Îáíàðóæèâ ýòî
îáñòîÿòåëüñòâî, Êóììåð óáåäèëñÿ, ÷òî åãî äîêàçàòåëüñòâî îáùåé âåëèêîé òåîðåìû
Ôåðìà íåâåðíî. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ òðóäíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ íå åäèíñòâåííîñòüþ ðàç-
ëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè, Êóììåðîì áûëà ïîñòðîåíà òåîðèÿ èäåàëîâ, êîòîðàÿ èãðàåò
â íàñòîÿùåå âðåìÿ èñêëþ÷èòåëüíî áîëüøóþ ðîëü â àëãåáðå è òåîðèè ÷èñåë. Íî äàæå
ñ ïîìîùüþ ýòîé íîâîé òåîðèè ïîëíîñòüþ äîêàçàòü âåëèêóþ òåîðåìó Ôåðìà Êóììåð
íå ñìîã è äîêàçàë åå òîëüêî äëÿ n, äåëÿùèõñÿ õîòÿ áû íà îäíî èç òàê íàçûâàåìûõ
ðåãóëÿðíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âåëèêàÿ òåîðåìà Ôåðìà äîêàçàíà äëÿ ìíîãèõ n, â ÷àñòíîñòè,
äëÿ ëþáîãî n, äåëÿùåãîñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî, ìåíüøåå 100. Âåëèêàÿ òåîðåìà Ôåðìà
ñûãðàëà áîëüøóþ ðîëü â ðàçâèòèè ìàòåìàòèêè áëàãîäàðÿ ñâÿçàííîìó ñ ïîïûòêàìè
åå äîêàçàòåëüñòâà îòêðûòèþ òåîðèé èäåàëîâ. Íî ïðè ýòîì ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî
ñîâñåì äðóãèì ïóòåì è ïî äðóãîìó ïîâîäó ýòà òåîðèÿ áûëà ïîñòðîåíà çàìå÷àòåëüíûì
ðóññêèì ìàòåìàòèêîì Å.È. Çîëîòàð¼âûì.

Âåëèêóþ òåîðåìó Ôåðìà îêîí÷àòåëüíî äîêàçàë â 1995 ãîäó Ýíäðþ Óàéëñ (åãî
äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ).

Ïðèìåð 1. Ðåøèòü óðàâíåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ

x+ y + z = xyz(0 6 x 6 y 6 z).
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Ðåøåíèå.
Òàê êàê y > x, òî ìîæåì ïðåäñòàâèòü y â âèäå y = x + a, ãäå a > 0, a ∈ Z,

àíàëîãè÷íî z > y, òîãäà z = y+ b, ãäå b > 0, b ∈ Z ⇒ z = x+ (a+ b). Òîãäà èñõîäíîå
óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

x+ (x+ a) + (x+ (a+ b)) = x(x+ a)(x+ (a+ b))⇔
⇔ 3x+ (2a+ b)x3 · (2a+ b)x2 · (a2 + ab)x = 0.

Åñëè x = 0, òîãäà ïîëó÷èì

2a+ b = 0⇔ a = 0, b = 0⇒ y = z = 0.

Åñëè x = 1, òî

a(a+ b) = 2⇔

{
a+ b = 2,

a = 1.
⇒ y = 2, z = 3.

Ïðè x > 1 ïîëó÷èì, ÷òî

x3 > 3x, x2(2a+ b) > 2a+ b,

òî åñòü
x3 + (2a+ b)x2 + (a2 + ab)x > 3x+ (2a+ b).

Çíà÷èò, ïðè x > 1 óðàâíåíèå ðåøåíèé íå èìååò.
Îòâåò: (0; 0; 0), (1; 2; 3).

Ïðèìåð 2. Ðåøèòü óðàâíåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ

3(u− 3)2 + 6v2 + 2w2 + 3v2w2 = 33.
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Ðåøåíèå.
Ïóñòü (u0, v0, w0) � òðîéêà ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ çàäà÷è, òîãäà

3(u0 − 3)2 + 6v20 + 2w2
0 + 3v20w

2
0 = 33. (2.24)

Îòêóäà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî 3(u0−3)2 6 33, òî åñòü (u0−3)2 6 11. Ïîñêîëüêó
(u0 − 3)2 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì öåëîãî ÷èñëà (u0 − 3), òî (u0 − 3)2 ðàâíî ëèáî 0, ëèáî
1, ëèáî 4, ëèáî 9. Ïåðåïèøåì (2.24) â âèäå

3(u0 − 3)2 + (w2
0 + 2)(3v20 + 2) = 37.

Åñëè (u0 − 3)2 = 0, òî
(w2

0 + 2)(3v20 + 2) = 37.

Òàê êàê (w2
0 + 2) è (3v20 + 2) öåëûå ÷èñëà, áîëüøèå 1, à 37 � ïðîñòîå ÷èñëî, òî

ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíÿòüñÿ íå ìîæåò, çíà÷èò (u0 − 3)2 6= 0.
Åñëè (u0 − 3)2 = 1, òî

(w2
0 + 2)(3v20 + 2) = 34.

Òàê êàê (w2
0 + 2) > 2 è (3v20 + 2) > 2, òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå ñîâîêóïíîñòè äâóõ ñèñòåì: {
w2

0 + 2 = 2,

3v20 + 2 = 5;

ëèáî {
w2

0 + 2 = 5,

3v20 + 2 = 2.

Âòîðàÿ ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé, à ðåøåíèåì ïåðâîé ÿâëÿþòñÿ ïàðû w0 = 0,
v0 = ±1.

Îòâåò: (6;−1; 0), (6; 1; 0), (0;−1; 0), (0; 1; 0)[8,9].
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Ðåøåíèå äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ïåðâîé ñòåïåíè ax + by = c, ãäå a, b, c � öåëûå ÷èñëà. Óðàâ-
íåíèÿ òàêîãî âèäà íàçûâàþòñÿ ëèíåéíûìè äèîôàíòîâûìè.

Îïðåäåëåíèå 1. Ëèíåéíûì äèîôàíòîâûì óðàâíåíèåì ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè
íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå âèäà

ax+ by = c, (2.25)

ãäå a, b, c ∈ Z è (a, b, c) = 1.

Îïðåäåëåíèå 2. Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.25) íàçûâàåòñÿ ïàðà öåëûõ ÷èñåë, ïðè
ïîäñòàíîâêå êîòîðûõ â óðàâíåíèå (2.25) ïîëó÷àåòñÿ âåðíîå ÷èñëîâîå ðàâåíñòâî.

Òåîðåìà 1. Äèîôàíòîâî óðàâíåíèå (2.25) ðàçðåøåíî â öåëûõ ÷èñëàõ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà (a, b) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(a, b) = d > 1 (*)

è äîêàæåì, ÷òî äèîôàíòîâî óðàâíåíèå (2.25) íåðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò x0, y0 ∈ Z òàêîå, ÷òî

ax0 + by0 = c, (2.26)

òî åñòü x0, y0 � ðåøåíèå (2.25). Î÷åâèäíî, ÷òî èç (*) è (2.26) ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî c
d
.

Ñëåäîâàòåëüíî, d � îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë (a, b, c). Ñëåäîâàòåëüíî, (1
d
, d) = 1, òàêèì

îáðàçîì ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü (a, b) = 1, òîãäà ïî êðèòåðèþ ÍÎÄà: ∃x′, y′ ∈ Z, ÷òî

1 = ax′ + by′. Äîìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà c, ïîëó÷èì

a(cx′) + b(cy′) = c. (2.27)
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Ñëåäîâàòåëüíî, cx′, cy′ � öåëûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.25). Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç x0 è
y0, òî åñòü cx′ = x0, cy

′ = y0. Òåì ñàìûì, äîêàçàíî, ÷òî åñëè (a, b) = 1, òî äèîôàíòîâî
óðàâíåíèå (2.25) èìååò öåëîå ðåøåíèå (x0, y0).

Ïîêàæåì, êàê íàéòè âñå öåëûå ðåøåíèÿ ýòîãî äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ:

1) Åñëè c = 0, òî ax + by = 0, ñëåäîâàòåëüíî,y = −ax
b
, íî ïî óñëîâèþ y ∈ Z è

(a, b) = 1, îòñþäà ax
b
è (a, b) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ñâîéñòâó âçàèìíî ïðîñòûõ

÷èñåë x
b
, îòñþäà ∃t ∈ Z òàêîå, ÷òî x = bt. Îòñþäà y = −at. Òàêèì îáðàçîì,

öåëûì ðåøåíèåì òàêîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ:{
x = bt,

y = −at;
t ∈ Z.

2) Åñëè c 6= 0, òî óðàâíåíèå (2.25) ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ. ∃x0, y0 ∈ Z òàêèå,
÷òî

ax0 + by0 = c. (2.25′)

Âû÷òåì èç (2.25) (2.25′), ïîëó÷èì

a(x− x0) + b(y − y0) = 0, (2.26′)

à óðàâíåíèå (2.26′) ñîâïàäàåò ñ òèïîì óðàâíåíèÿ, ðàññìîòðåííûì â ïóíêòå 1.

Òàêèì îáðàçîì, ïàðà (x−x0, y−y0) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.26′). Îòñþäà, ñîãëàñíî
ñëó÷àþ 1. èìååì: {

x− x0 = bt,

y − y0 = −at;
t ∈ Z,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Ïðèìåð 1. Ðåøèòü äèîôàíòîâî óðàâíåíèå 12x− 17y = 2.
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Ðåøåíèå.
Òàê êàê (12,−17, 2) = 1, òî óðàâíåíèå 12x− 17y = 2 � äèîôàíòîâî.
(12,−17) = 1 ⇒ äàííîå óðàâíåíèå ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ. Íàéäåì âûðàæå-

íèå äëÿ 1 ÷åðåç a è b, a = 12,b = −17 (áóäåì ðàññìàòðèâàòü |b|, òàê êàê y ∈ Z).

17

12
⇒ 17 = 12 · 1 + 5, 12 = 5 · 2 + 2, 5 = 2 · 2 + 1.⇒

⇒ 1 = 5− 2 · 2 = 5− 2 · (12− 5 · 2) = 5 · 5− 2 · 12 =

= 5 · (17− 12 · 1)− 2 · 12 = 5 · 17− 7 · 12.

12 · (−7) + 17 · 5 = 1;

12 · (−7)− 17 · (−5) = 1;

12 · (−14)− 17 · (−10) = 2;

ñëåäîâàòåëüíî,

x0 = −14, y0 = −10⇒

{
x = −14− 17t,

y = −10− 12t,
t ∈ Z.

Îòâåò: (−14− 17t,−10− 12t), k ∈ Z.

Ïðèìåð 2. Ðåøèòå óðàâíåíèå 24x− 17y = 2.

Ðåøåíèå.
(24, 17, 2) = 1, ñëåäîâàòåëüíî, èìååì äèîôàíòîâî óðàâíåíèå.
Òàê êàê ÍÎÄ(24, 17) = 1, òî äàííîå óðàâíåíèå ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ. Íàé-

äåì ÷àñòíîå ðåøåíèå (x0, y0) ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà:

24

17
⇒ 24 = 17 · 1 + 7; 17 = 7 · 2 + 3; 7 = 3 · 2 + 1; 3 = 1 · 3 + 0.
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Íàéäåì ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ÍÎÄà:

1 = 7− 3 · 2 = 7− (17− 7 · 2) · 2 = 7− 17 · 2 + 7 · 4 + 5 · 7− 2 · 17 =

= 5 · (24− 17 · 1)− 2 · 17 = 5 · 24− 5 · 17− 2 · 17 = 5 · 24− 7 · 17 =

= 24 · 5− 17 · 7.
24 · 5− 17 · 7 = 1;

24 · 10− 17 · 14 = 2;

x0 = 10, y0 = 14;⇒

{
x = 10− 17t,

y = 14− 24t,
t ∈ Z.

Îòâåò: (10− 17t, 14− 24t), k ∈ Z.

Ïðèìåð 3. Ðåøèòå óðàâíåíèå 5x− 3y = −1.

Ðåøåíèå.
(5, 3, 1) = 1, ñëåäîâàòåëüíî, èìååì äèîôàíòîâî óðàâíåíèå.
ÍÎÄ(5, 3) = 1, ñëåäîâàòåëüíî, äàííîå óðàâíåíèå ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ.

Íàéäåì ÷àñòíîå ðåøåíèå (x0, y0) ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà: ;5
3
⇒ 5 = 3·1+2; 3 =

2 · 1 + 1.; Íàéäåì ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ÍÎÄà:

1 = 3− 2 · 1 = 3− (5− 3 · 1) = 3 · 2− 5 · 1.
5 · (−1)− 3 · (−2) = 1;

5 · 1− 3 · 2 = 1;

x0 = 1, y0 = 2;⇒

{
x = 1 + 3t,

y = 2− 5t,
t ∈ Z.

Îòâåò: (1 + 3t, 2− 5t), k ∈ Z.
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Ïðèìåð 4. Ðåøèòå óðàâíåíèå 17x+ 11y = 6;

Ðåøåíèå.
(17, 11, 6) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì äèîôàíòîâî óðàâíåíèå.
ÍÎÄ(17, 11) = 1, ñëåäîâàòåëüíî, äàííîå óðàâíåíèå ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ.

Íàéäåì ÷àñòíîå ðåøåíèå (x0, y0) ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà:

17

11
⇒ 17 = 11 · 1 + 6; 11 = 6 · 1 + 5; 6 = 5 · 1 + 1; 5 = 1 · 5 + 0.

Íàéäåì ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ÍÎÄà:

1 = 6− 5 · 1 = 6− (11− 6 · 1) · 1 = 6 · 2− 11 = (17− 11 · 1) · 2− 11 =

= 17 · 2− 11 · 2− 11 = 17 · 2 + 11 · (−2− 1) = 17 · 2− 11 · 3.
17 · 2− 11 · 3 = 1;

17 · 12 + 3 · (−18) = 6;

x0 = 12, y0 = −18;⇒

{
x = 12− 11t,

y = −18 + 17t,
t ∈ Z.

Îòâåò: (12− 11t,−18 + 17t), k ∈ Z.

Ïðèìåð 5. Ðåøèòå óðàâíåíèå 130x+ 160y = 3000.

Ðåøåíèå.
13x + 16y = 300. (13, 16, 300) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî äèîôàíòîâî óðàâíåíèå,

ÍÎÄ(13, 16) = 1, ñëåäîâàòåëüíî, äàííîå óðàâíåíèå ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ. Íàé-
äåì ÷àñòíîå ðåøåíèå (x0, y0) ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà:

16

13
⇒ 16 = 13 · 1 + 3; 13 = 3 · 4 + 1.
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Íàéäåì ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ÍÎÄà:

1 = 13− 3 · 4 = 13− (16− 13 · 1) · 4 = 13 · 5 + 16 · (−4).

13 · 5 + 16 · (−4) = 1;

13 · 1500 + 16 · (−1200) = 300;

x0 = 1500, y0 = 1200;⇒

{
x = 1500− 16t,

y = −1200 + 13t,
t ∈ Z.

Îòâåò: (1500− 16t,−1200 + 13t), k ∈ Z.

Ïðèìåð 6. Õîçÿéêà êóïèëà ãëóáîêèå è ìåëêèå òàðåëêè. Ãëóáîêàÿ òàðåëêà ñòî-
èò 80 ðóáëåé, ìåëêàÿ � 60 ðóáëåé. Çà âñþ ïîêóïêó õîçÿéêà óïëàòèëà 700 ðóáëåé.
Ñêîëüêî ìåëêèõ òàðåëîê êóïèëà õîçÿéêà?

Ðåøåíèå.
Ïóñòü x � ÷èñëî ãëóáîêèõ òàðåëîê, à y � ÷èñëî ìåëêèõ òàðåëîê.

80x+ 60y = 700;

4x+ 3y = 35;

(4, 3, 35) = 1, ñëåäîâàòåëüíî, ýòî äèîôàíòîâî óðàâíåíèå. Òàê êàê ÍÎÄ(4, 3) = 1,
òî äàííîå óðàâíåíèå ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ. Íàéäåì ÷àñòíîå ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ
àëãîðèòìà Åâêëèäà:

4

3
⇒ 1 = 4 · 1− 3 · 1;

4 · 1 + 3 · (−1) = 1;

4 · 35 + 3 · (−35) = 35;

x0 = 35, y0 = −35;⇒
{
x = 35 + 3t,
y = −35− 4t,

t ∈ Z



412

Îòâåò: (35 + 3t,−35− 4t), t ∈ Z.

Ïðèìåð 7. Ñòîèìîñòü òîâàðà 23 ðóáëÿ, ïîêóïàòåëü èìååò òîëüêî äâóõðóá-
ëåâûå, à êàññèð ïÿòèðóáëåâûå ìîíåòû. Ìîæíî ëè îñóùåñòâèòü ïîêóïêó áåç ïðåä-
âàðèòåëüíîãî ðàçìåíà äåíåã?

Ðåøåíèå.
Ïóñòü x � êîëè÷åñòâî äâóõðóáëåâûõ ìîíåò, y � êîëè÷åñòâî ïÿòèðóáëåâûõ ìî-

íåò. 2x − 5y = 23; (2, 5, 23) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî äèîôàíòîâî óðàâíåíèå. Òàê êàê
ÍÎÄ(2, 5) = 1, òî äàííîå óðàâíåíèå ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ. Íàéäåì ÷àñòíîå
ðåøåíèå (x0, y0) ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà:

5

2
⇒ 1 = 5 · 1− 2 · 2;

2 · (−2) + 5 · 1 = 1;

2 · (−2)− 5 · (−1) = 1;

2 · (−46)− 5 · (−23) = 23;

x0 = −46, y0 = 23;⇒
{
x = −46− 5t,
y = −23− 2t,

t ∈ Z

Îòâåò: (−46− 5t,−23− 2t), t ∈ Z

Ïðèìåð 8. Ðåøèòü äèîôàíòîâî óðàâíåíèå 8x+ 3y = 2.

Ðåøåíèå.
(8, 3, 2) = 1, ñëåäîâàòåëüíî ýòî äèîôàíòîâî óðàâíåíèå. Òàê êàê (8, 3) = 1, òî
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äàííîå óðàâíåíèå ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ.

8

3
⇒ 8 = 3 · 2 + 2, 3 = 2 · 1 + 1.⇒

1 = 3− 2 · 1 = 3− (8 + 3 · 2) = 3 · 3− 8 · 1.
8 · (−1) + 3 · 3 = 1;

8 · (−2) + 3 · 6 = 2.⇒

x0 = −2, y0 = 6;⇒
{
x = −2 + 3t,
y = 6− 8t,

t ∈ Z

Îòâåò: (−2 + 3t, 6− 8t), t ∈ Z.

Ïðèìåð 9. Ðåøèòü äèîôàíòîâî óðàâíåíèå 8x+ 5y = 49.

Ðåøåíèå.
(8, 5, 49) = 1, ñëåäîâàòåëüíî, ýòî äèîôàíòîâî óðàâíåíèå. Òàê êàê (8, 5) = 1, òî

äàííîå óðàâíåíèå ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ.

8

5
⇒ 8 = 5 · 1 + 3, 5 = 3 · 1 + 2, 3 = 2 · 1 + 1⇒

1 = 3− 2 · 1 = 3− (5− 3 · 1) = 3− 5 · 1 + 3 · 1 =

= 3 · (1 + 1)− 5 · 1 = 3 · 2− 5 · 1 =

= (8− 5 · 1) · 2− 5 · 1 = 8 · 2− 5 · 2− 5 · 1 =

= 8 · 2− 5 · (2 + 1) = 8 · 2− 5 · 3.
8 · 2 + 5 · (−3) = 1;

8 · 98 + 5 · (−144) = 49;⇒

x0 = 98, y0 = −141;⇒
{
x = 98 + 5t,
y = −141− 8t,

t ∈ Z

Îòâåò: (98 + 5t,−141− 8t), t ∈ Z.
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Ïðèìåð 10. Ðåøèòü äèîôàíòîâî óðàâíåíèå 3x− 2y + 11 = 0.

Ðåøåíèå.
3x− 2y = −11;
(3,−2,−11) = 1 ⇒ ýòî äèîôàíòîâî óðàâíåíè. Òàê êàê (3,−2) = 1, òî äàííîå

óðàâíåíèå ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ.

3

2
⇒ 3 = 2 · 1 + 1.1 = 3− 2 · 1.

3 · 1− 2 · 1 = 1;

3 · (−11)− 2 · (−11) = −11;⇒

x0 = −11, y0 = −11;⇒
{
x = −11− 2t,
y = −11− 3t,

t ∈ Z

Îòâåò: (−11− 2t,−11− 3t), t ∈ Z.

Ïðèìåð 11. Ðåøèòü óðàâíåíèå 75x− 39y = 1.

Ðåøåíèå.
(75, 39, 1) = 1⇒ ýòî äèîôàíòîâî óðàâíåíèå, (75, 39) 6= 1⇒ íåðàçðåøèìî â öåëûõ

÷èñëàõ.
Îòâåò: íåðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ.

Ðåøåíèå äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ öåïíûõ äðîáåé

Îïðåäåëåíèå 1. Êîíå÷íîé öåïíîé äðîáüþ íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà:

a0 +
1

a1 +
1

a2 + . . .+
1

an

,
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ãäå âñå ai ∈ N, i = 1, n, a0 ∈ Z, an 6= 1.

Îáîçíà÷àåòñÿ
a

b
= [a0; a1, a2, . . . , an].

Îïðåäåëåíèå 2. Ýëåìåíò ai íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòîì öåïíîé äðîáè.

Îïðåäåëåíèå 3. Îòðåçîê öåïíîé äðîáè îò a0 äî an íàçûâàåòñÿ ïîäõîäÿùåé
äðîáüþ k�ãî ïîðÿäêà äëÿ äàííîé öåïíîé äðîáè è îáîçíà÷àåòñÿ

Ak = [a0; a1, a2, . . . , ak], k 6 n.

Çàìå÷àíèå. Ïîñëåäíÿÿ ïîäõîäÿùàÿ äðîáü ñîâïàäàåò ñî âñåé äðîáüþ. Òàêèì îá-
ðàçîì,

A1 = a0 +
1

a1
,

A2 = a1 +
1

a2
,

. . .

An =
a

b
,

Îïðåäåëåíèå 4. ×èñëî a0 íàçûâàåòñÿ íóëåâîé ïîäõîäÿùåé äðîáüþ (ïîäõîäÿùåé
äðîáüþ íóëåâîãî ïîðÿäêà)

a0 =
b0
q0
.

Òåîðåìà 1. Âñÿêîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî a
b
ìîæíî îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèòü â

âèäå êîíå÷íîé öåïíîé äðîáè, ïðè÷åì ýëåìåíòû öåïíîé äðîáè [ai] áóäóò ÿâëÿòüñÿ
íåïîëíûìè ÷àñòíûìè èç àëãîðèòìà Åâêëèäà äëÿ ÷èñåë a è b.
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Äîêàçàòåëüñòâî.
a

b
∈ Q⇒ a ∈ Z, b ∈ N,

ïðèìåíèì ê a è b àëãîðèòì Åâêëèäà:

a = ba0 + r1, 0 6 r1 < b,

b = r1a1 + r2, 0 6 r2 < r1,

r1 = r2a2 + r3, 0 6 r3 < r2,

. . .

rn−2 = rn−1an−1 + rn, 0 6 rn < rn−1,

rn−1 = rnan + 0.

Çàìåòèì, ÷òî a0 ∈ Z, ai ∈ N, i = 1, n. Ðàçäåëèì ïåðâîå ðàâåíñòâî íà b, âòîðîå íà
r1 è òàê äàëåå:

a

b
= a0 +

r1
b

= a0 +
1
b
r1

,

b

r1
= a1 +

r2
r1

= a1 +
1
r1
r2

,

. . .

rn−2
rn−1

= an−1 +
1

rn−1

rn

,

rn−1
rn

= an.
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Ïîäñòàâèì â ïåðâîå ðàâåíñòâî âñå îñòàëüíûå, ïîëó÷èì:

a

b
= a0 +

1

a1 +
1

a2 + . . .+
1

an

, /, ai ∈ N, i = 1, n, a0 ∈ Z, an 6= 1.

Åäèíñòâåííîñòü òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âûòåêàåò â ñèëó îäíîçíà÷íîñòè äåëåíèÿ ñ
îñòàòêîì. �

Çàìå÷àíèå. Åñëè â îïðåäåëåíèè (1) äîïóñòèòü, ÷òî an = 1, òî òîãäà ïðåä-
ñòàâëåíèå ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà a

b
â âèäå êîíå÷íîé öåïíîé äðîáè íå åäèíñòâåííî.

Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïîäõîäÿùèõ äðîáåé ê äàííîé öåïíîé äðîáè. Ïóñòü äàíà
äðîáü

a

b
= [a0; a1, . . . , an], Ak = [a0; a1, a2, . . . , ak], k 6 n.

1) A0 = a0 = p0
q0
� ïîäõîäÿùàÿ äðîáü íóëåâîãî ïîðÿäêà, ñëåäîâàòåëüíî, p0 = a0,

q0 = 1

2) A1 = a0 + 1
a1

= p1
q1
⇒ p1 = a0a1 + 1, q1 = a1 . . .

3) Ak = pk
qk

= pk−1ak+pk−2

qk−1ak+qk−2
⇒ pk = pk−1ak + pk−2, qk = qk−1ak + qk−2.
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Òàáëèöà 2.25. Òàáëèöà ðàñ÷åòîâ ïîäõîäÿùèõ äðîáåé

0 1 2 . . . n
ak a0 a1 a2 an
pk p0 = a0 p1 = a0a1 + 1 p1a2 + p0 pn−1an + pn−2
qk q0 = 1 q1 = a1 q1a2 + q0 qn−1an + qn−2

Ïðèìåíåíèå öåïíûõ äðîáåé ê ðåøåíèþ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé.

ax+ by = c, ãäå (a, b, c) = 1 è (a, b) = 1,

ñëåäîâàòåëüíî, ∃x, y ∈ Z � ðåøåíèå äàííîãî äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ, ãäå

a

b
= [a0; a1, . . . , an],

a

b
=
pn
qn
,

òîãäà ïî ñâîéñòâó ïîäõîäÿùèõ äðîáåé ñïðàâåäëèâî:

pn
qn
− pn−1
qn−1

=
(−1)n−1

qnqn−1
⇒ a

b
− pn−1
qn−1

=
(−1)n−1

bqn−1
,

òîãäà
aqn−1 − bpn−1 = (−1)n−1.

Äîìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà c èëè (−c):

a(cqn−1)− b(cpn−1) = c(−1)n−1,

çàòåì íà (−1)n−1, ïîëó÷èì:

a((−1)n−1cqn−1)− b((−1)n−1cpn−1) = c.
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Ïðèìåð 1. Ðåøèòå óðàâíåíèå 45x− 13y = 2.

Ðåøåíèå.
(45;−13; 2) = 1 è (45;−13) = 1⇒ èìååì äèîôàíòîâî óðàâíåíèå è îíî ðàçðåøèìî

â öåëûõ ÷èñëàõ.
a

b
=

45

13
;⇒ 45

13
= [3; 2, 6].

Òàáëèöà 2.26. Òàáëèöà ðàñ÷åòà ïîäõîäÿùèõ äðîáåé äëÿ ïðèìåðà 1

k 0 1 2
ak 3 2 6
pk 3 7 45
qk 1 2 13

45

13
− 7

2
=

(−1)1

13 · 2
;

45 · 2− 13 · 7 = −1,

45 · (−4)− 13 · (−14) = 2⇒ x0 = −4, y0 = −14,

ïîýòîìó {
x = −4− 13t,

y = −14− 45t,
t ∈ Z.

Îòâåò: (−4− 13t,−14− 45t), t ∈ Z.

Ïðèìåð 2. Ðåøèòå óðàâíåíèå 64x− 25y = 3.

Ðåøåíèå.
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(64, 25, 3) = 1 è (64, 25) = 1 ⇒ èìååì äèîôàíòîâî óðàâíåíèå è îíî ðàçðåøèìî â
öåëûõ ÷èñëàõ.

a

b
=

64

25
;⇒ 64

25
= [2; 1, 1, 3, 1, 2].

Òàáëèöà 2.27. Òàáëèöà ðàñ÷åòà ïîäõîäÿùèõ äðîáåé äëÿ ïðèìåðà 2

k 0 1 2 3 4 5
ak 2 1 1 3 1 2
pk 2 3 5 18 23 64
qk 1 1 2 7 9 25

64

25
− 3

9
=

(−1)4

25 · 9
;

64 · 9− 25 · 23 = 1,

64 · 27− 25 · 23 = 3⇒ x0 = 27, y0 = 69,

ïîýòîìó {
x = 27− 25t,

y = 69− 64t,
t ∈ Z

Îòâåò: (27− 25t, 69− 64t), t ∈ Z.
Ïðèìåð 3. Ðåøèòå óðàâíåíèå 571x+ 359y = 7.

Ðåøåíèå.
(571, 359, 7) = 1 è (571, 359) = 1⇒ èìååì äèîôàíòîâî óðàâíåíèå è îíî ðàçðåøèìî

â öåëûõ ÷èñëàõ.
a

b
=

571

359
;⇒ 571

359
= [1; 1, 1, 2, 3, 1, 4, 1, 2].



421

Òàáëèöà 2.28. Òàáëèöà ðàñ÷åòà ïîäõîäÿùèõ äðîáåé äëÿ ïðèìåðà 3

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8
ak 1 1 1 2 3 1 4 1 2
pk 1 2 3 8 27 35 167 202 571
qk 1 1 2 5 17 22 105 127 359

571

359
− 202

127
=

(−1)7

359 · 127
;

571 · 127− 359 · 202 = −1,

571 · (−127) + 359 · 202 = 1,

571 · (−127) + 359 · 202 = 1⇒ x0 = −889, y0 = 1414,

ïîýòîìó {
x = −889 + 359t,

y = 1414− 571t,
t ∈ Z.

Îòâåò: (−889 + 359t, 1414− 571t), t ∈ Z.

Ïðèìåð 4. Ðåøèòå óðàâíåíèå 29x+ 37y = 2.

Ðåøåíèå.
(29, 37, 2) = 1 è (29, 37) = 1 ⇒ èìååì äèîôàíòîâî óðàâíåíèå è îíî ðàçðåøèìî â

öåëûõ ÷èñëàõ.
a

b
=

27

39
;⇒ 27

39
= [1; 3, 1, 1, 1, 2].

Òàáëèöà 2.29. Òàáëèöà ðàñ÷åòà ïîäõîäÿùèõ äðîáåé äëÿ ïðèìåðà 4
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k 0 1 2 3 4 5
ak 1 3 1 1 1 2
pk 1 4 5 9 14 37
qk 1 3 4 7 11 29

27

29
− 14

11
=

(−1)4

29 · 11
;

37 · 11− 29 · 14 = 1,

29 · (−14)− 37 · 11 = 1,

29 · (−28) + 37 · 22 = 2⇒ x0 = −28, y0 = 22,

ïîýòîìó {
x = −28 + 37t,

y = 22− 29t,
t ∈ Z.

Îòâåò: (−28 + 37t, 22− 29t), t ∈ Z.

Ïðèìåð 5. Ðåøèòå óðàâíåíèå 2121x− 1500y = 21.

Ðåøåíèå.
(2121, 1500, 21) = 3, 707x− 500y = 7;
(707, 500, 21) = 1 è (707, 500) = 1⇒ èìååì äèîôàíòîâî óðàâíåíèå è îíî ðàçðåøè-

ìî â öåëûõ ÷èñëàõ.
a

b
=

707

500
;⇒ 707

500
= [1; 2, 2, 2, 2, 5, 3].

Òàáëèöà 2.30. Òàáëèöà ðàñ÷åòà ïîäõîäÿùèõ äðîáåé äëÿ ïðèìåðà 5
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k 0 1 2 3 4 5 6
ak 1 2 2 2 2 5 3
pk 1 3 7 17 41 222 485
qk 1 2 5 12 29 157 500

707

500
− 222

157
=

(−1)5

500 · 157
;

700 · 157− 500 · 222 = −1,

700 · (−157)− 500 · (−222) = 1,

707 · (−1099)− 500 · (−1554) = 7⇒ x0 = −1099, y0 = −1554,

ïîýòîìó {
x = −1099− 500t,

y = −1554− 707t,
t ∈ Z.

Îòâåò: (−1099− 500t,−1554− 707t), t ∈ Z.

Ïðèìåð 6. Ðåøèòå óðàâíåíèå 3587x− 2743y = 1.

Ðåøåíèå.
(3587, 2743, 1) = 1 è (3587, 2743) = 2111 ⇒ äèîôàíòîâî óðàâíåíèå, íî îíî íå

ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ.
Îòâåò: íåðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ.

Ïðèìåð 7. Ðåøèòå óðàâíåíèå 38x+ 117y = 209.
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Ðåøåíèå.
(38, 117, 209) = 1 è (38, 117) = 1⇒ èìååì äèîôàíòîâî óðàâíåíèå è îíî ðàçðåøèìî

â öåëûõ ÷èñëàõ.
a

b
=

117

38
;⇒ 117

38
= [3; 12, 1, 2].

Òàáëèöà 2.31. Òàáëèöà ðàñ÷åòà ïîäõîäÿùèõ äðîáåé äëÿ ïðèìåðà 7

k 0 1 2 3
ak 3 12 1 2
pk 3 37 40 117
qk 1 12 13 38

117

38
− 40

13
=

(−1)2

38 · 13
;

117 · 13− 38 · 40 = 1,

38 · (−40) + 117 · 13 = 1,

38 · (−8360) + 117 · 520 = 209⇒ x0 = −8360, y0 = 520,

ïîýòîìó {
x = −8360 + 117t,

y = 520− 38t,
t ∈ Z.

Îòâåò: (−8360 + 117t, 520− 38t), t ∈ Z.

Ïðèìåð 8. Ðåøèòå óðàâíåíèå 119x− 68y = 34.

Ðåøåíèå.
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7x − 4y = 2, (7,−4, 2) = 1 è (7,−4) = 1 ⇒ èìååì äèîôàíòîâî óðàâíåíèå è îíî
ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ.

a

b
=

7

4
;⇒ 7

4
= [1; 1, 3].

Òàáëèöà 2.32. Òàáëèöà ðàñ÷åòà ïîäõîäÿùèõ äðîáåé äëÿ ïðèìåðà 8

k 0 1 2
ak 1 1 3
pk 1 2 7
qk 1 1 4

7

4
− 2

1
=

(−1)1

4 · 1
;

7 · 1− 4 · 2 = −1,

7 · (−1)− 4 · (−2) = 1,

7 · (−2)− 4 · (−4) = 2⇒ x0 = −2, y0 = −4,

ïîýòîìó {
x = x = −2− 4t,

y = −4− 7t,
t ∈ Z.

Îòâåò: (x = −2− 4t, y = −4− 7t), t ∈ Z.

Ïðèìåð 9. Ðåøèòå óðàâíåíèå 258x− 175y = 113.
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Ðåøåíèå.
(258, 175, 113) = 1 è (258, 175) = 1 ⇒ èìååì äèîôàíòîâî óðàâíåíèå è îíî ðàçðå-

øèìî â öåëûõ ÷èñëàõ.
a

b
=

258

175
;⇒ 258

175
= [1; 2, 9, 4, 2].

Òàáëèöà 2.33. Òàáëèöà ðàñ÷åòà ïîäõîäÿùèõ äðîáåé äëÿ ïðèìåðà 9

k 0 1 2 3 4
ak 1 2 9 4 2
pk 1 3 28 115 258
qk 1 2 19 78 175

258

175
− 115

78
=

(−1)3

175 · 78
;

258 · 78− 175 · 115 = −1,

258 · (−78)− 175 · (−115) = 1,

4258 · (−8814)− 175 · (−12995) = 113⇒ x0 = −8814, y0 = −12995,

ïîýòîìó {
x = −8814− 175t,

y = −12995− 258t,
t ∈ Z.

Îòâåò: (−8814− 175t,−12995− 258t), t ∈ Z.

Ïðèìåð 10. Ðåøèòå óðàâíåíèå 587x+ 113y = 1.

Ðåøåíèå.
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(587, 113, 1) = 1 è (587, 113) = 1⇒ èìååì äèîôàíòîâî óðàâíåíèå è îíî ðàçðåøèìî
â öåëûõ ÷èñëàõ.

a

b
=

587

113
;⇒ 587

113
= [5; 5, 7, 3].

Òàáëèöà 2.34. Òàáëèöà ðàñ÷åòà ïîäõîäÿùèõ äðîáåé äëÿ ïðèìåðà 10

k 0 1 2 3
ak 5 5 7 3
pk 5 26 187 587
qk 1 5 36 113

587

113
− 187

36
=

(−1)2

113 · 36
;

587 · 36− 113 · 187 = 1,

587 · 36 + 113 · (−187) = 1⇒ x0 = 36, y0 = −187,

ïîýòîìó {
x = 36 + 113t,

y = −187− 587t,
t ∈ Z.

Îòâåò: (36 + 113t,−187− 587t), t ∈ Z. [3, 8, 10, 11]

Ðåøåíèå äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ñðàâíåíèé

Îïðåäåëåíèå 1. Åñëè äâà ÷èñëà a è b èìåþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè
íà m, òî ãîâîðÿò, ÷òî a è b ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ m, è ïèøóò a ≡ b(mod m)
(÷èòàþò: a ñðàâíèìî ñ b ïî ìîäóëþ m).
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Òåîðåìà 1. Ñðàâíåíèå a ≡ b (mod m) èìååò ìåñòî â òîì è òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, åñëè ðàçíîñòü a− b äåëèòñÿ íà m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a ≡ b (mod m), òî åñòü ÷èñëà a è b äàþò
ïðè äåëåíèè íà m îäèí è òîò æå îñòàòîê r. Òîãäà

a = mq1 + r, b = mq2 + r,

ãäå q1, q2 � íåêîòîðûå öåëûå ÷èñëà. Âû÷èòàÿ îäíî ðàâåíñòâî èç äðóãîãî, ïîëó÷àåì:

a− b = mq1 −mq2 = m(q1 − q2).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàçíîñòü a− b äåëèòñÿ íà m.
Îáðàòíî, ïóñòü a− b äåëèòñÿ íà m, òî åñòü a− b = km (∗). Ðàçäåëèì ñ îñòàòêîì

b íà m: b = qm+ r (∗∗), ãäå 0 6 r 6 m. Ñëîæèâ ðàâåíñòâà (∗) è (∗∗), ïîëó÷èì:

a = km+ qm+ r = m(k + q) + r,

à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî a èìååò òîò æå îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà m, ÷òî è ÷èñëî b.
Çíà÷èò, a ≡ b (mod m). �

Òåîðåìà 2. Ñðàâíåíèÿ ñ îáùèì ìîäóëåì ìîæíî ïî÷ëåííî ñêëàäûâàòü è âû÷è-
òàòü, òî åñòü åñëè a ≡ b (mod m) è c ≡ d (mod m), òî a + c ≡ b + d (mod m) è
a− c ≡ b− d (mod m).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê a ≡ b (mod m) è c ≡ d (mod m), òî ïî òåîðåìå 1:
a − c è b − d äåëÿòñÿ íà m, òî åñòü a − b = km, c − d = hm. Ñêëàäûâàÿ ýòè äâà
ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

a− b+ c− d = km+ hm;

(a+ c)− (b+ d) = (k + h)m.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçíîñòü (a+ c)− (b+d) äåëèòñÿ íà m, à ýòî çíà÷èò, ÷òî a+ c ≡ b+d
(mod m).

Ñðàâíåíèå a− c ≡ b− d (mod m) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. �

Òåîðåìà 3. Ñðàâíåíèÿ ñ îáùèì ìîäóëåì ìîæíî ïî÷ëåííî óìíîæàòü, òî åñòü
åñëè a ≡ b (mod m) è c ≡ d (mod m), òî ac ≡ bd (mod m).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê a ≡ b (mod m) è c ≡ d (mod m), òî ïî òåîðåìå 1:
a− c è b− d äåëÿòñÿ íà m, òî åñòü a− b = km, c− d = hm. Ïîýòîìó

ac− bd = (ac− ad) + (ad− bd) = a(c− d) + d(a− b) = ahm− dkm = m(ah− kd),

òî åñòü ðàçíîñòü ac− bd äåëèòñÿ íà m. Çíà÷èò, ac ≡ bd (mod m). �

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìû 2 è 3 âåðíû äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ èëè ìíîæèòåëåé.

Ðàññìîòðèì äèîôàíòîâî óðàâíåíèå 2.25, (a, b, c) = 1, (a, b) = 1, ñëåäîâàòåëüíî,
∃x, yε Z �ðåøåíèå (2.25).

y = c−ax
b

ïðè öåëîì x íóæíî, ÷òîáû yεZ, à ýòî áóäåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

c− ax
b
⇔ ax ≡ c(mod b),

òîãäà

(
x0 + bt,

c− ax0
b

− at
)
� ðåøåíèå (2.25), ãäå

c− ax0
b

= y0.

Ïðèìåð 1. 14x− 10y = 6;

Ðåøåíèå.
Ðàçäåëèì êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ íà 2: 7x−5y = 3 � äèîôàíòîâî óðàâíåíèå, òàê

êàê (7, 5, 3) = 1, à ïîñêîëüêó (7, 5) = 1, òî ∃x, y ∈ Z � ðåøåíèå äàííîãî äèîôàíòîâà
óðàâíåíèÿ.
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y =
7x− 3

5
∈ Z ⇔ 7x− 3

5
⇔ 7x ≡ 3 (mod 5),

òàê êàê (7, 5) = 1, òî ñðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

2x ≡ 8 (mod 5),

x ≡ 4 (mod 5),

x = 4 + 5t, t ∈ Z.

x0 = 4⇒ y0 = 5⇒

{
x = 4− 5t,

y = 5− 7t,
t ∈ Z.

Îòâåò: (4− 5t, 5− 7t), k ∈ Z.

Ïðèìåð 2. Ðåøèòü óðàâíåíèå 5x− 7y = 6.

Ðåøåíèå.
Òàê êàê (5, 7, 6) = 1, òî èñõîäíîå óðàâíåíèå äèîôàíòîâî, à ïîñêîëüêó (5, 7) = 1,

òî ∃ x, y ∈ Z � ðåøåíèå äàííîãî äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ.

y =
5x− 7

6
∈ Z ⇔ 5x− 6

7
⇔ 5x ≡ 6 (mod 7),

òàê êàê (5, 6) = 1, òî ñðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

5x ≡ 20 (mod 7),

x ≡ 4 (mod 7),

x = 4 + 7t, t ∈ Z.

y =
5 · (4 + 7t)− 6

7
= 2 + 5t, t ∈ Z.
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Ñëåäîâàòåëüíî, {
x = 4 + 7t,

y = 2 + 5t,
t ∈ Z.

Îòâåò: (4 + 7t, 2 + 5t), k ∈ Z.

Ïðèìåð 3. Èâàíóøêà áüåòñÿ ñî Çìååì Ãîðûíû÷åì, ó êîòîðîãî 2001 ãîëîâà.
Ìàõíóâ ìå÷åì íàëåâî, Èâàí ñðóáàåò 10 ãîëîâ, à âçàìåí âûðàñòàþò 16. Ìàõíóâ,
ìå÷åì íàïðàâî � ñðóáàåò 15, âûðàñòàþò � 6. Åñëè âñå ãîëîâû ñðóáëåíû � íîâûõ íå
âûðàñòàåò. Ìàõàòü ìîæíî â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå, íî åñëè ãîëîâ ìåíüøå 15, òî
òîëüêî íàëåâî, à åñëè ìåíüøå 10, òî âîîáùå íåëüçÿ. Ìîæåò ëè Èâàíóøêà ïîáåäèòü
Çìåÿ Ãîðûíû÷à?

Ðåøåíèå.
Ïóñòü x � ÷èñëî óäàðîâ íàïðàâî, à y � ÷èñëî óäàðîâ íàëåâî, òîãäà

1986− 9x+ 6y = 0.

Ïîäåëèì âñå óðàâíåíèå íà 6, ïîëó÷èì 3x− 2y = 662.
(3, 2, 662) = 1 � äèîôàíòîâî óðàâíåíèå, (3, 2) = 1, çíà÷èò, ∃ x, y ∈ Z � ðåøåíèå

äàííîãî äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ.

y =
3x− 662

2
∈ Z ⇔ 3x− 662

2
⇔ 3x ≡ 662 (mod 2),

òàê êàê (5, 662) = 1, òî ñðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

3x ≡ 660 (mod 2),

x ≡ 220 (mod 2),

x = 220 + 2t, t ∈ Z.

y =
3 · (220 + 2t)− 662

2
= −1 + 3t, t ∈ Z.
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Ñëåäîâàòåëüíî, {
x = 220 + 2t,

y = −1 + 3t,
t ∈ Z.

Îòâåò: (220 + 2t,−1 + 3t), k ∈ Z.

Ïðèìåð 4. Ðåøèòü óðàâíåíèå 13x+ 29y = 19.

Ðåøåíèå.
(13, 29, 19) = 1 � äèîôàíòîâî óðàâíåíèå, à ïîñêîëüêó (13, 29) = 1, òî ∃x, y ∈ Z �

ðåøåíèå äàííîãî äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ.

y =
−13x+ 19

29
∈ Z ⇔ −13x+ 19

29
⇔ −13x ≡ 19 (mod 29),

òàê òàê (−13, 19), òî ñðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

8x ≡ −24 (mod 29),

x ≡ −3 (mod 29),

x = −3 + 29t, t ∈ Z.

y =
−13 · (−3 + 29t) + 19

29
= 2− t, t ∈ Z.

Ñëåäîâàòåëüíî, {
x = −3 + 29t,
y = 2− t, t ∈ Z.

Îòâåò: (−3 + 29t, 2− t), k ∈ Z.

Ïðèìåð 5. Ðåøèòü óðàâíåíèå 14x− 10y = 6.
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Ðåøåíèå.
7x − 5y = 3, (7, 5, 3) = 1 �äèîôàíòîâî óðàâíåíèå, à ïîñêîëüêó (7, 5) = 1, òî

∃x, y ∈ Z �ðåøåíèå äàííîãî äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ.

y =
7x− 3

5
∈ Z ⇔ 7x− 3

5
⇔ 7x ≡ 3 (mod 5),

òàê êàê (7, 3) = 1, òî ñðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

7x ≡ 28 (mod 5),

x ≡ 3 (mod 5),

x = 3 + 5t, t ∈ Z.

y =
7 · (4 + 5t)− 3

5
= 5 + 7t, t ∈ Z.

Ñëåäîâàòåëüíî, {
x = 4 + 5t,

y = 5 + 7t,
t ∈ Z.

Îòâåò: (4 + 5t, 5 + 7t), k ∈ Z.

Ïðèìåð 6. Ðåøèòü óðàâíåíèå 7x− 3y = 2.

Ðåøåíèå.
(7, 3, 2) = 1 �äèîôàíòîâî óðàâíåíèå, à ïîñêîëüêó (7, 3) = 1, òî ∃ x, y ∈ Z �

ðåøåíèå äàííîãî äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ.

y =
7x− 2

3
∈ Z ⇔ 7x− 2

3
⇔ 7x ≡ 2 (mod 3),
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òàê êàê (7, 2) = 1, òî ñðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

7x ≡ 14 (mod 3),

x ≡ 2 (mod 3),

x = 2 + 3t, t ∈ Z.

y =
7 · (2 + 3t)2

3
= 4 + t, t ∈ Z.

Cëåäîâàòåëüíî, {
x = 2 + 3t,

y = 4 + t,
t ∈ Z.

Îòâåò: (2 + 3t, 4 + t), k ∈ Z. [1, 8, 11]

Ðåøåíèå äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ìåòîäà áåñêîíå÷íîãî ñïóñêà

Ìåòîäîì áåñêîíå÷íîãî ñïóñêà íàçûâàþò ðàññóæäåíèÿ, ïðîõîäÿùèå ïî ñëåäóþùåé
ñõåìå: ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó çàäà÷è åñòü ðåøåíèÿ, ñòðîèì íåêîòîðûé áåñêîíå÷íûé
ïðîöåññ, â òî âðåìÿ êàê ïî ñàìîìó ñìûñëó çàäà÷è ýòîò äîëæåí íà ÷åì-òî çàêàí÷è-
âàòüñÿ.

Äîêàæåì, ê ïðèìåðó, íåðàçðåøèìîñòü â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèÿ

8x4 + 4y4 + 2z4 = t4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî ðåøåíèÿ åñòü, è x = m, y = n, z = p, t = q �
ðåøåíèå ñ íàèìåíüøèì âîçìîæíûì x. Èç âèäà óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî q = 2q1.
Ïîäñòàâèì ðåøåíèå â óðàâíåíèå è ðàçäåëèì íà 2:

4m4 + 2n4 + p4 = q41.
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Ïîëó÷àåì, ÷òî p = 2p1, ñëåäîâàòåëüíî, 2m4 + n4 + 8p41 = 4q41.
Àíàëîãè÷íî,

n = 2n1,m
4 + 8n4

1 + 4p41 = 2q41

m = 2m1, 8m
4
1 + 4n4

1 + 2p41 = q41.

Çíà÷èò, x = m1, y = n1, z = p1, t = q1 òàêæå ðåøåíèå íàøåãî óðàâíåíèÿ. Íî
m1 < m, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó èñõîäíîãî ðåøåíèÿ. Çíà÷èò, ðåøåíèÿ íåò. �

Èç äîêàçàòåëüñòâà âèäíî, ÷òî ïðèìåíåíèå ìåòîäà ñïóñêà â ýòîé çàäà÷å îñíîâû-
âàåòñÿ íà òîì ôàêòå, ÷òî ëþáîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë èìååò ìè-
íèìàëüíûé ýëåìåíò.

Çàäà÷à 1. Ðåøèòü óðàâíåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ 5x+ 8y = 39.

Ðåøåíèå.

1. Âûáåðåì íåèçâåñòíîå, èìåþùåå íàèìåíüøèé êîýôôèöèåíò (â íàøåì ñëó÷àå ýòî

x), è âûðàçèì åãî ÷åðåç äðóãîå íåèçâåñòíîå: x =
39− 8y

5
.

2. Âûäåëèì öåëóþ ÷àñòü: x = (7 − y) +
(4− 3y)

5
. Î÷åâèäíî, ÷òî x áóäåò öåëûì,

åñëè âûðàæåíèå
4− 3y

5
îêàæåòñÿ öåëûì, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, áóäåò èìåòü

ìåñòî òîãäà, êîãäà ÷èñëî 4− 3y áåç îñòàòêà äåëèòñÿ íà 5.

3. Ââåäåì äîïîëíèòåëüíóþ öåëî÷èñëåííóþ ïåðåìåííóþ z ñëåäóþùèì îáðàçîì:
4 − 3y = 5z. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå òàêîãî æå òèïà, êàê è ïåðâîíà-
÷àëüíîå, íî óæå ñ ìåíüøèìè êîýôôèöèåíòàìè.

4. Ðåøàåì åãî óæå îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé y, y =
4− 5z

3
. Âûäåëÿÿ öåëóþ ÷àñòü,

ïîëó÷èì: y = 1− z +
1− 2z

3
.
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5. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, ââîäèì íîâóþ ïåðåìåííóþ u:

3u = 1− 2z.

6. Âûðàçèì íåèçâåñòíóþ ñ íàèìåíüøèì êîýôôèöèåíòîì, â ýòîì ñëó÷àå ïåðåìåí-

íóþ z : z =
1− 3u

2
=

1− u
2− u

. Òðåáóÿ, ÷òîáû
1− u

2
áûëî öåëûì, ïîëó÷èì:

1 − u = 2v, îòêóäà u = 1 − 2v. Äðîáåé áîëüøå íåò, ñïóñê çàêîí÷åí (ïðîöåññ
ïðîäîëæàåì äî òåç ïîð, ïîêà â âûðàæåíèè äëÿ î÷åðåäíîé ïåðåìåííîé íå îñòà-
íåòñÿ äðîáåé).

7. Òåïåðü íåîáõîäèìî ¾ïîäíÿòüñÿ ââåðõ¿. Âûðàçèì ÷åðåç ïåðåìåííóþ v ñíà÷àëà
z, ïîòîì y è çàòåì x:

z =
1− u

2
− u =

1− 1 + 2v

2
− 1 + 2v = 3v − 1;

y =
4− 5z

3
=

4− 5(3v − 1)

3
= 3− 5v.

x =
39− 8y

5
=

39− 8(3− 5v)

5
= 3 + 8v.

8. Ôîðìóëû x = 3 + 8v è y = 3− 5v, ãäå v � ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî, ïðåäñòàâ-
ëÿþò îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ.

Çàìå÷àíèå. Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä ñïóñêà ïðåäïîëàãàåò ñíà÷àëà ïîñëåäîâàòåëü-
íîå âûðàæåíèå îäíîé ïåðåìåíîé ÷åðåç äðóãóþ, ïîêà â ïðåäñòàâëåíèè ïåðåìåííîé íå
îñòàíåòñÿ äðîáåé, à çàòåì, ïîñëåäîâàòåëüíîå ¾âîñõîæäåíèå¿ ïî öåïî÷êå ðàâåíñòâ,
äëÿ ïîëó÷åíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ.

Ýòî óðàâíåíèå è ëþáîå äðóãîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè ìîæåò
áûòü ðåøåíî è äðóãèì ìåòîäîì, ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà Åâêëèäà, áîëåå òîãî
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ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå, ðàññìîòðåííîå âûøå âñåãäà èìååò åäèíñòâåííîå ðå-
øåíèå. Ïðèâåäåì çäåñü ôîðìóëèðîâêè òåîðåì, íà îñíîâàíèè êîòîðûõ ìîæåò áûòü
ñîñòàâëåí àëãîðèòì ðåøåíèÿ íåîïðåäåëåííûõ óðàâíåíèé ïåðâîé ñòåïåíè îò äâóõ ïå-
ðåìåííûõ â öåëûõ ÷èñëàõ.

Òåîðåìà 1. Åñëè â óðàâíåíèè ax + by = 1, (a, b) = 1, òî óðàâíåíèå èìååò, ïî
êðàéíåé ìåðå, îäíî ðåøåíèå.

Òåîðåìà 2. Åñëè â óðàâíåíèè ax+ by = 1, (a, b) = d > 1 è c íå äåëèòñÿ íà d, òî
óðàâíåíèå öåëûõ ðåøåíèé íå èìååò.

Òåîðåìà 3. Åñëè â óðàâíåíèè ax+by = 1, (a, b) = d > 1 è c
...d, òî îíî ðàâíîñèëüíî

óðàâíåíèþ a1x+ b1y = c1, â êîòîðîì (a1, b1) = 1.

Òåîðåìà 4. Åñëè â óðàâíåíèè ax + by = 1, (a, b) = 1, òî âñå öåëûå ðåøåíèÿ
ýòîãî óðàâíåíèÿ çàêëþ÷åíû â ôîðìóëàõ:

x = x0c+ bt,

y = y0c− at,

ãäå x0, y0 � öåëîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ax+ by = 1, t � ëþáîå öåëîå ÷èñëî.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ñôîðìóëèðîâàííûå òåîðåìû ïîçâîëÿþò ñîñòàâèòü
ñëåäóþùèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèÿ âèäà ax+ by = 1 :

1) Íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a è b,

Åñëè (a, b) ≡ d > 1 è c íå äåëèòñÿ íà d, òî óðàâíåíèå öåëûõ ðåøåíèé íå èìååò;

Åñëè (a, b) = d > 1 è c
...d, òî

2) Ðàçäåëèòü ïî÷ëåííî óðàâíåíèå ax + by = c íà d, ïîëó÷èâ ïðè ýòîì óðàâíåíèå
a1x+ b1y = c1, â êîòîðîì (a1, b1) = 1.
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3) Íàéòè öåëîå ðåøåíèå (x0, y0) óðàâíåíèÿ a1x + b1y = 1 ïóòåì ïðåäñòàâëåíèÿ 1
êàê ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ÷èñåë a1 è b1;

4) Ñîñòàâèòü îáùóþ ôîðìóëó öåëûõ ðåøåíèé äàííîãî óðàâíåíèÿ

x = x0c1 + b1t,

y = y0c1 − a1t.

ãäå x0, y0 �� öåëîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ a1x+ b1y = 1, t � ëþáîå öåëîå ÷èñëî.

Ïðèìåð 1. Ðåøèòü óðàâíåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ 407x− 2816y = 33.

Ðåøåíèå.
Âîñïîëüçóåìñÿ ñîñòàâëåííûì àëãîðèòìîì.

1) Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì Åâêëèäà, íàéäåì íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë 407
è 2816:

2816 = 407 · 6 + 374;

407 = 374 · 1 + 33;

374 = 33 · 11 + 11;

33 = 11 · 3.

Ñëåäîâàòåëüíî, (407, 2816) = 11, ïðè÷åì 33 äåëèòñÿ íà 11.

2) Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè ïåðâîíà÷àëüíîãî óðàâíåíèÿ íà 11, ïîëó÷èì óðàâíåíèå
37x+ 256y = 3, ïðè÷åì (37, 256) = 1.
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3) Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà íàéäåì ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà 1 ÷åðåç
÷èñëà 37 è 256.

256 = 37 · 6 + 34;

37 = 34 · 1 + 3;

34 = 3 · 11 + 1.

Âûðàçèì 1 èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, çàòåì, ïîñëåäîâàòåëüíî ïîäíèìàÿñü ïî
öåïî÷êå ðàâåíñòâ, áóäåì âûðàæàòü 3; 34 è ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ïîäñòàâèì
â âûðàæåíèå äëÿ 1.

1 = 34− 3 · 11 = 34− (37− 34 · 1) · 11 = 34 · 12− 37 · 11 =

= (256− 37 · 6) · 12− 37 · 11 = −83 · 37− 256 · (−12).

Òàêèì îáðàçîì, 37 · (−83)− 256 · (−12) = 1,⇒ 256y = 3.

4) Çàïèøåì îáùèå ôîðìóëû ðåøåíèé ïåðâîíà÷àëüíîãî óðàâíåíèÿ

x = −83c+ bt = −83 · 3− 256t = −249− 256t,

y = −12c− at = −12 · 3− 37t = −36− 37t,

ãäå t � ëþáîå öåëîå ÷èñëî.

Îòâåò: (−249− 256t,−36− 37t), k ∈ Z.

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïàðà (x1, y1) � öåëîå ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ ax+ by = c, ãäå (a, b) = 1, òî âñå öåëûå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ íàõîäÿòñÿ ïî
ôîðìóëàì:

x = x1 + bt,

y = y1 − at[1, 10, 11].
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Äðóãèå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé

Ìåòîä ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè. Ïåðâîíà÷àëüíîå óðàâíåíèå ïóòåì ãðóïïè-
ðîâêè ñëàãàåìûõ è âûíåñåíèÿ îáùèõ ìíîæèòåëåé ïðèâîäèòñÿ ê âèäó, êîãäà â ëå-
âîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ñòîèò ïðîèçâåäåíèå ñîìíîæèòåëåé, ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíûå,
à ñïðàâà ñòîèò íåêîòîðîå ÷èñëî. Ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå äåëèòåëè ÷èñëà, ñòîÿùåãî â
ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ. Ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå, â êîòîðîì êàæäûé ñîìíîæèòåëü,
ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïðèðàâíèâàåòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåìó äåëèòåëþ
÷èñëà, ñòîÿùåãî â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ.

Ïðèìåð 1. Ðåøèòü óðàâíåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ y3 − x3 = 91.

Ðåøåíèå.

1. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû ñîêðàùåííîãî óìíîæåíèÿ ðàçëîæèì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâ-
íåíèÿ íà ìíîæèòåëè:

(y − x)(y2 + xy + x2) = 91 (2.28)

2. Âûïèøåì âñå äåëèòåëè ÷èñëà 91: ±1;±7;±13;±91

3. Ïðîâîäèì èññëåäîâàíèå. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ öåëûõ x è y ÷èñëî

y2 + xy + x2 > y2 − 2|x||y|+ x2 = (|y| − |x|)2 > 0,

ñëåäîâàòåëüíî, îáà ñîìíîæèòåëÿ â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ äîëæíû áûòü ïîëî-
æèòåëüíûìè. Òîãäà óðàâíåíèå 2.28 ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè ñèñòåì óðàâíå-
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íèé: 

{
y − x = 1,
y2 + xy + x2 = 91;{
y − x = 91,
y2 + xy + x2 = 1;{
y − x = 7,
y2 + xy + x2 = 13;{
y − x = 13,
y2 + xy + x2 = 7;

4. Ðåøèâ ñèñòåìû, ïîëó÷èì:

� ïåðâàÿ ñèñòåìà èìååò ðåøåíèÿ (5; 6), (−6;−5);

� òðåòüÿ � (−3; 4), (−4; 3);

� âòîðàÿ è ÷åòâåðòàÿ ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ íå èìåþò.

Îòâåò: (5; 6); (−6;−5); (−3; 4); (−4; 3).

Ïðèìåð 2. Ðåøèòü â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå x+ y = xy.

Ðåøåíèå.

1. Ïåðåíåñåì âñå ÷ëåíû óðàâíåíèÿ âëåâî è ê îáåèì ÷àñòÿì ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ
ïðèáàâèì (−1):

x+ y − xy − 1 = −1.

Ñãðóïïèðóåì ïåðâîå-÷åòâåðòîå è âòîðîå-òðåòüå ñëàãàåìûå è âûíåñåì îáùèå
ìíîæèòåëè, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå:

(x− 1)(y − 1) = 1.
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2. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ öåëûõ ÷èñåë ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 1 â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
êîãäà îáà ýòèõ ÷èñëà ðàâíû èëè 1, èëè (−1).

3. Çàïèñàâ ñîîòâåòñòâóþùèå ñèñòåìû óðàâíåíèé è ðåøèâ èõ, ïîëó÷èì ðåøåíèå
èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Îòâåò: (0, 0) è (2, 2).

Ïðèìåð 3. Äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå (x−y)3 + (y− z)3 + (z−x)3 = 30 íå èìååò
ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ.

Ðåøåíèå.

1. Ðàçëîæèì ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ íà ìíîæèòåëè è îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ ðàçäå-
ëèì íà 3, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå:

(x− y)(y − z)(z − x) = 10 (2.29)

2. Äåëèòåëÿìè 10 ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà ±1,±2,±5,±10. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñóììà ñî-
ìíîæèòåëåé ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.29) ðàâíà 0. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
ñóììà ëþáûõ òðåõ ÷èñåë èç ìíîæåñòâà äåëèòåëåé ÷èñëà 10, äàþùèõ â ïðîèç-
âåäåíèè 10, íå áóäåò ðàâíÿòüñÿ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíîå óðàâíåíèå íå èìååò
ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ.

Îòâåò: ðåøåíèé íåò.

Ìåòîä èñïûòàíèÿ îñòàòêîâ. Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà èññëåäîâàíèè âîçìîæíûõ
îñòàòêîâ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé óðàâíåíèÿ îò äåëåíèÿ íà íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû, êîòîðûå ðàñêðûâàþò ñóùíîñòü äàííîãî ìåòîäà.
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Ïðèìåð 4. Ðåøèòü â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå x2 + 1 = 3y.

Ðåøåíèå.

1. Çàìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ äåëèòñÿ íà 3 ïðè ëþáîì öåëîì y.

2. Èññëåäóåì êàêèå îñòàòêè ìîæåò èìåòü ïðè äåëåíèè íà òðè ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî
óðàâíåíèÿ.

Ïî òåîðåìå î äåëåíèè ñ îñòàòêîì öåëîå ÷èñëî x ëèáî äåëèòñÿ íà 3, ëèáî ïðè
äåëåíèè íà òðè â îñòàòêå äàåò 1 èëè 2:

� åñëè x = 3k, òî ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ íà 3 íå äåëèòñÿ.

� åñëè x = 3k+ 1, òî x2 + 1 = (3k+ 1)2 + 1 = 3m+ 2, ñëåäîâàòåëüíî, îïÿòü ëåâàÿ
÷àñòü íà 3 íå äåëèòñÿ.

� åñëè x = 3k + 2, òî x2 + 1 = (3k + 2)2 + 1 = 3m + 2, ñëåäîâàòåëüíî, è â ýòîì
ñëó÷àå ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ íà òðè íå äåëèòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî íè ïðè êàêèõ öåëûõ x ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ
íà 3 íå äåëèòñÿ, ïðèòîì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ äåëèòñÿ íà òðè ïðè ëþáûõ çíà-
÷åíèÿõ ïåðåìåííîé y. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ ðåøåíèé íå èìååò.

Îòâåò: ðåøåíèé íåò.

Ïðèìåð 5. Ðåøèòü â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå x3 − 3y3 − 9z3 = 0.

Ðåøåíèå.

1. Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ áóäåò òðîéêà ÷èñåë (0; 0; 0).
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2. Âûÿñíèì, èìååò ëè óðàâíåíèå äðóãèå ðåøåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ïðåîáðàçóåì óðàâ-
íåíèå ê âèäó

x3 = 3y3 + 9z3 (2.30)

Òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ äåëèòñÿ íà 3, òî è ëåâàÿ îáÿçàíà
äåëèòñÿ íà 3, ñëåäîâàòåëüíî, òàê êàê 3 � ÷èñëî ïðîñòîå, x äåëèòñÿ íà 3, òî åñòü
x = 3k, ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå (2.30):

27k3 = 3y3 + 9z3,

îòêóäà

9k3 = y3 + 3z3, (2.31)

ñëåäîâàòåëüíî, y3 äåëèòñÿ íà 3 è y = 3m.
Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â óðàâíåíèå (2.31):

9k33 = 27m3 + 3z3,

îòêóäà

3k3 = 9m3 + z3 (2.32)

Â ñâîþ î÷åðåäü, èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî z3 äåëèòñÿ íà 3, è z = 3n. Ïîäñòàâèâ
ýòî âûðàæåíèå â (2.32), ïîëó÷èì, ÷òî k3 äîëæíî äåëèòüñÿ íà 3.

Èòàê, îêàçàëîñü, ÷òî ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå ïåðâîíà÷àëüíîìó óðàâíåíèþ, êðàò-
íû òð¼ì, è ñêîëüêî ðàç ìû íå äåëèëè áû èõ íà 3, îïÿòü äîëæíû ïîëó÷àòüñÿ ÷èñëà,
êðàòíûå òð¼ì. Åäèíñòâåííîå öåëîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå ýòîìó óñëîâèþ, áóäåò
íóëü, òî åñòü ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ (0; 0; 0) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì.

Îòâåò: (0, 0, 0).
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Ïðèìåíåíèå äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé ê ðåøåíèþ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü â óðàâíåíèè

kx+my = n (2.33)

ãäå k,m, n ∈ Z. Åñëè ÷èñëà k,m, n âçàèìíî ïðîñòûå, òî åñòü ÍÎÄ (k,m) = 1, òî
óðàâíåíèå (2.33) èìååò öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ.

Ïóñòü (x0, y0) � îäíî êàêîå-ëèáî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.33), åãî íàõîäÿò ïîäáîðîì.
Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

kx0 +my0 = n (2.34)

Ïîêàæåì, êàê íàéòè âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.33). Âû÷èòàÿ èç óðàâíåíèÿ (2.33)
òîæäåñòâî (2.34), ïîëó÷àåì:

k(x− x0) +m(y − y0) = 0, x = x0 −
m

k
(y − y0).

Ïîñêîëüêó x0 � öåëîå ÷èñëî, òî äëÿ öåëî÷èñëåííîñòè x íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû öåëî÷èñëåííî áûëî

m

k
(y − y0). Íî ÍÎÄ (k,m) = 1, òî åñòü m íå äåëèòñÿ íà

k. Çíà÷èò,
y − y0
k

äîëæíî áûòü öåëûì ÷èñëîì, òî åñòü
y − y0
k

= t, t ∈ Z, îòêóäà

y = y0 + kt.
Òîãäà x = x0 −mt. Â èòîãå èìååì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.33):{

x = x0 −mt,
y = y0 + kt,

t ∈ Z.

Ïðèìåð 1. Ðåøèòü â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå 3n− 4m = 2.
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Ðåøåíèå.

Ïîñêîëüêó ÍÎÄ(3, 4) = 1, ÍÎÄ(3, 4, 2) = 1, òî äàííîå óðàâíåíèå, ñîãëàñíî ïðè-
âåäåííîìó âûøå óòâåðæäåíèþ 2.6.1.11, èìååò ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî n = 2, m = 1 �
ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ, òî åñòü èìååì òîæäåñòâî 3 · 2 − 4 · 1 = 2. Âû÷èòàÿ èç
èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ïîñëåäíåå òîæäåñòâî, ïîëó÷àåì

3(n− 2)− 4(m− 1) = 0,

îòêóäà ñëåäóåò

m− 1 =
3

4
(n− 2).

Äëÿ öåëî÷èñëåííîñòè m íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
n− 2

4
= t, t ∈ Z, òî åñòü

n− 2 = 4t, n = 2 + 4t, t ∈ Z, è òîãäà m = 1 + 3t, t ∈ Z. Â èòîãå èìååì:

m = 1 + 3t, n = 2 + 4t, t ∈ Z.

Îòâåò: {(2 + 4t; 1 + 3t)|t ∈ Z}.

Ïðèìåð 2. Ðåøèòü óðàâíåíèå

cos2 x+ cos2 2x+ cos2 3x+ cos2 4x = 2.

Ðåøåíèå.
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Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè cos2
x

2
=

1 + cos x

2
, ïîëó÷àåì:

1 + cos 2x

2
+

1 + cos 4x

2
+

1 + cos 6x

2
+

1 + cos 8x

2
= 2⇔

⇔ cos 2x+ cos 4x+ cos 6x+ cos 8x = 0⇔
⇔ 2 cos 3x cosx+ 2 cos 7x cosx = 0⇔

⇔ 2 cosx(cos 3x+ cos 7x) = 0⇔ 4 cosx cos 2x cos 5x = 0⇔

⇔

 cosx = 0,
cos 2x = 0,
cos 5x = 0;

⇔

 x = π
2

+ πk,
2x = π

2
+ πn,

5x = π
2

+ πm;
⇔

 x = π
2

+ πk, k ∈ Z
x = π

4
+ πn

2
, n ∈ Z

x = π
10

+ πm
5
,m ∈ Z.

Ðàññìîòðèì âîçìîæíîñòü ñîâïàäåíèÿ ñåðèé. Äëÿ ýòîãî ñîñòàâèì ñîâîêóïíîñòü
ðàâåíñòâ: π

2
+ πk = π

4
+ πn

2
,

π
2

+ πk = π
10

+ πm
5
,

π
4

+ πn
2

= π
10

+ πm
5

;
⇔

 1
2

+ k = 1
4

+ n
2
,

1
2

+ k = 1
10

+ m
5
,

1
4

+ n
2

= 1
10

+ m
5

;
⇔

 2 + 4k = 1 + 2n,
5 + 10k = 1 + 2m,
5 + 10n = 2 + 4m;

⇔

⇔

 1 = 2(n− 2k),
m = 2 + 5k,
3 = 2(2m− 5n).

Ïåðâîå è òðåòüå ðàâåíñòâà íè ïðè êàêèõ öåëûõ ÷èñëàõ ñîîòâåòñòâåííî n, k è m,n
íåâîçìîæíû, ïîñêîëüêó â ëåâûõ ÷àñòÿõ ñòîÿò íå÷åòíûå ÷èñëà, à â ïðàâûõ � ÷åòíûå.
À âîò âòîðîå ðàâåíñòâî m = 2 + 5k ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ïðè m = 2 + 5k èç
òðåòüåé ñåðèè ïîëó÷àåòñÿ ïåðâàÿ ñåðèÿ ðåøåíèé. Â ñàìîì äåëå,

x =
π

10
+
π(2 + 5k)

5
=

π

10
+

2π

5
+

5πk

5
=
π

2
+ πk.
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Â èòîãå ïîëó÷àåì ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ:{π
4

+
πn

2
;
π

10
+
πm

5
| n,m ∈ Z

}
Îòâåò:

{
π
4

+ πn
2

; π
10

+ πm
5
| n,m ∈ Z

}
.

Ðåøåíèå íåêîòîðûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ ñèñòåì
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé, à ýòî â ñâîþ î÷åðåäü � ê ïåðåñå÷åíèþ ñåðèé ðåøå-
íèé.

Ïðèìåð 3. Ðåøèòü óðàâíåíèå cos 3x+ cos 4x = 2.

Ðåøåíèå.
Ïîñêîëüêó cos 3x 6 1 è cos 4x 6 1, òî äàííîå óðàâíåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè âûïîë-

íåíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé{
cos 3x = 1,
cos 4x = 1,

⇔
{

3x = 2πk,
4x = 2πn,

⇔
{
x = 2πk

3
, k ∈ Z,

x = πn
2
, n ∈ Z.

Íàõîäèì ïåðåñå÷åíèå ñåðèé ðåøåíèé ïîñëåäíåé ñèñòåìû:

2πk

3
=
πn

2
⇔ 4πk = 3πn⇔ 4k = 3n, n ∈ Z.

Óðàâíåíèå 4k = 3n èìååò î÷åâèäíîå ðåøåíèå: k = 3t, n = 4t, t ∈ Z, è îáùåå ðåøåíèå
ñèñòåìû, à âìåñòå ñ íèì è èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, åñòü

x =
2πk

3
=

2π · 3t
3

= 2πt, t ∈ Z.

Îòâåò: {2πt, t ∈ Z}.

Ïðèìåð 4. Ðåøèòü óðàâíåíèå sinx+ sin
√

2x = 2.
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Ðåøåíèå.
Òàê êàê | sinx| 6 1, | sin

√
2x| 6 1, âûðàæåíèå sinx + sin

√
2x = 2 ïðèíèìàåò

çíà÷åíèå, ðàâíîå 2, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà sinx = 1 è sin
√

2x = 1, òî åñòü
èìååì:

sinx+ sin
√

2x = 2⇔
{

sinx = 1,

sin
√

2x = 1,
⇔
{
x = π

2
+ 2πk,√

2x = π
2

+ 2πn,
⇔

⇔


x =

π

2
+ 2πk, k ∈ Z

x =
1√
2

(π
2

+ 2πn
)
, n ∈ Z

îòêóäà

π

2
+ 2πk =

1√
2

(π
2

+ 2πn
)
⇔ 1

2
+ 2k =

1√
2

(
1

2
+ 2n

)
⇔
√

2(1 + 4k) = 1 + 4n.

Íè ïðè êàêèõ öåëûõ k è n ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó â åãî
ëåâîé ÷àñòè ÷èñëî èððàöèîíàëüíîå, à â ïðàâîé � öåëîå. Ïîýòîìó ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà,
à âìåñòå ñ íåé è äàííîå óðàâíåíèå, íå èìååò ðåøåíèé.

Îòâåò: íåò ðåøåíèé.

Ïðèìåð 5. Ðåøèòü óðàâíåíèå cos 2x+ cos 6
5
x = −2.

Ðåøåíèå.
Óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé{

cos 2x = −1,
cos 6

5
x = −1,

⇔
{
x = π + 2πk,
cos 6

5
x = π + 2πn,

⇔

{
x = π

2
+ πk, k ∈ Z

x = 5
6

(π + 2πn) , n ∈ Z
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Íàõîäèì ïåðåñå÷åíèå ðåøåíèé ïîñëåäíåé ñèñòåìû:

π

2
+ πk =

5

6
(π + 2πn) , k, n ∈ Z ⇔ 1

2
+ k =

5

6
(1 + 2n)⇔

⇔ 3(1 + 2k) = 5(1 + 2n)⇔ 3k − 3n = 1 (2.35)

Ðåøèì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ. Î÷åâèäíî, ÷òî k = 2 è n = 1 ÿâëÿþòñÿ
ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ. Òî åñòü èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

3 · 2− 5 · 1 = 1 (2.36)

Âû÷èòàÿ èç óðàâíåíèÿ (2.35) òîæäåñòâî (2.36), ïîëó÷àåì:

3(k − 2)− 5(n− 1) = 0⇔ k − 2 =
5

3
(n− 1).

×òîáû k−2 áûëî öåëûì, íóæíî, ÷òîáû
n− 1

3
= t áûëî öåëûì. Òîãäà èìååì ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (2.35) â öåëûõ ÷èñëàõ:{
n = 1 + 3t,
k = 2 + 5t,

t ∈ Z

Â ñèëó ýòîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé{
cos 2x = −1,
cos 6

5
x = −1,

ýêâèâàëåíòíàÿ èñõîäíîìó óðàâíåíèþ, èìååò ðåøåíèå

x =
π

2
+ π(2 + 5t), t ∈ Z

Îòâåò:
{π

2
+ π(2 + 5t) | t ∈ Z

}
.
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Ïðèìåð 6. Ðåøèòü óðàâíåíèå sin ax + sin bx = 2 è âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ a è b
ðåøåíèå ñóùåñòâóåò.

Ðåøåíèå.
Î÷åâèäíî, ÷òî óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå óðàâíåíèé

{
sin ax = 1,
sin bx = 1,

⇔

 ax =
π

2
+ 2πk, k ∈ Z

bx =
π

2
+ 2πn, n ∈ Z

⇔


x =

1

a

(π
2

+ 2πk
)
,

x =
1

b

(π
2

+ 2πn
)
.

Íàõîäèì ïåðåñå÷åíèå ðåøåíèé ïîñëåäíåé ñèñòåìû:

1

a

(π
2

+ 2πk
)

=
1

b

(π
2

+ 2πn
)
⇔ b(1 + 4k) = a(1 + 4n)

×òîáû ðàâåíñòâî b(1 + 4k) = a(1 + 4n) áûëî ñïðàâåäëèâûì ïðè öåëûõ k è n, íåîá-

õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû a è b áûëè ñâÿçàíû çàâèñèìîñòüþ
b

a
=

1 + 4n

1 + 4k
, îòêóäà

b =
1 + 4p

1 + 4q
a ïðè p, q ∈ Z. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàçðåøèìîñòè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ

åãî íóæíî âçÿòü â âèäå

sin ax+ sin a
1 + 4p

1 + 4q
x = 2 ïðè p, q ∈ Z,

îòêóäà ïîëó÷àåì: 
x =

1

a

(π
2

+ 2πk
)
,

x =
1

1 + 4n

1 + 4k
a

(π
2

+ 2πn
)
.
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Íàõîäèì ïåðåñå÷åíèå ýòîé ñèñòåìû:

π

2
+ 2πk =

1 + 4q

1 + 4p

(π
2

+ 2πn
)
⇔ (1 + 4p)k − (1 + 4q)n = q − p (2.37)

Ïðè k = q è n = p èç óðàâíåíèÿ (2.37) ïîëó÷àåì òîæäåñòâî

(1 + 4p)q − (1 + 4q)p = q − p (2.38)

Âû÷èòàÿ èç óðàâíåíèÿ (2.37) òîæäåñòâî (2.38), èìååì:

(1 + 4p)(k − q)− (1 + 4q)(n− p) = 0.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ öåëî÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîëîæèì

n− p
1 + 4p

= t, t ∈ Z,

òîãäà áóäåì èìåòü îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.37):

k = q + (1 + 4q)t, n = p+ (1 + 4p)t, t, p, q ∈ Z.

Â èòîãå ðåøåíèåì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ áóäåò

x =
1

a

(π
2

+ 2π (q + (1 + 4q) t)
)
, q, t ∈ Z.

Îòâåò:
{

1

a

(π
2

+ 2π (q + (1 + 4q) t)
)
| b =

1 + 4p

1 + 4q
| a 6= 0, q, t ∈ Z

}
[1, 2, 9, 11].
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2.7. Î âîñïèòàíèè èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé

Áåçóñëîâíî, ìàòåìàòèêó íóæíî ëþáèòü ëèøü çà òî, ÷òî îíà óì â ïîðÿäîê ïðè-
âîäèò. Ýòî àêñèîìà, íå òðåáóþùàÿ äîêàçàòåëüñòâà. Ìàòåìàòèêà � ýòî òîò ïðåäìåò,
êîòîðûé îêàçûâàåò íàèëó÷øåå âëèÿíèå íà ðàçâèòèå ÷åëîâå÷åñêîãî ìûøëåíèÿ. Èç-
âåñòíûé ôèçèê � îäèí èç èçîáðåòàòåëåé ÿäåðíîé áîìáû, Âèêòîð Âàéñêîïô ïèñàë:
¾Ìàòåìàòèêà äåðæèòñÿ íà äâóõ êèòàõ: çíàíèÿõ è ÷óâñòâàõ. ×óâñòâà áåç çíàíèé ìåðò-
âû, çíàíèÿ áåç ÷óâñòâ � áåñïîëåçíû¿ (â 1983 ãîäó â èíòåðâüþ îí íàçâàë ÿäåðíóþ
áîìáó ¾òåíüþ ñâîåé æèçíè¿).

Ðåàëèè òàêîâû, ÷òî ñåãîäíÿ ÷åëîâå÷åñòâî ñèëîé çàñòàâëÿåò ïðèðîäó âûïîëíÿòü
ñâîè æåëàíèÿ, òðåáóåò äëÿ ñåáÿ íåñîêðóøèìîãî çäîðîâüÿ, àáñîëþòíîé áåçîïàñíî-
ñòè, áîãàòñòâà, áåññìåðòèÿ, íå äóìàÿ î òîì, ÷òî åñòåñòâåííûå ÷åëîâå÷åñêèå æåëàíèÿ
ïðåâðàùàþòñÿ â àë÷íîñòü. ¾Àë÷íîñòü, ïîäêðåïëåííàÿ ÇÍÀÍÈÅÌ, îòêðûâàåò âðàòà
ÇËÓ¿ (Óðñóëà Ëå Ãóèí). Áåç äóõîâíîñòè çíàíèÿ ìîãóò ñòàòü ñèëîé, ðàçðóøàþùåé
âñå âîêðóã. Èñòîðèÿ çíàåò íåìàëî òîìó ïðèìåðîâ. Áîìáó, îðóæèå, ïîãóáèâøåå ìèë-
ëèîíû ëþäåé, èçîáðåëè èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûå ëþäè.

Âîñïèòàíèå ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé óñòîé÷èâîãî ðàçâèòèÿ îáùåñòâà �� ýòî òîæå àêñè-
îìà. Íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ, ïðîíèçûâàÿ âñå ñôåðû ñîâðåìåííîãî îáùåñòâà
(â òîì ÷èñëå è ñèñòåìó îáðàçîâàíèÿ), ñîçäàåò îïðåäåëåííûé òèï ìûøëåíèÿ è ïîâå-
äåíèÿ. Âëîæåíèÿ â îáó÷åíèå è âîñïèòàíèå èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé �� ýòî
ñàìûé íàäåæíûé ñïîñîá îáåñïå÷èòü ñòðàíå ïîäúåì.

Îáðàùåíèå ê ãóìàíèñòè÷åñêèì ïðèíöèïàì âîñïèòàíèÿ èãðàåò íàèâàæíåéøóþ
ðîëü. Èíòåëëåêò, ñïîñîáíîñòè, òâîð÷åñòâî �� âñå äëÿ ÷åëîâåêà, òàêàÿ ãóìàíèñòè-
÷åñêàÿ îðèåíòàöèÿ îäàðåííûõ äåòåé äàåò, íà íàø âçãëÿä, óíèâåðñàëüíóþ îñíîâó
äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ èõ æèçíåííîé ôèëîñîôèè. Ìûøëåíèå èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåí-
íûõ äåòåé äîëæíî ñòðåìèòüñÿ ê âîññîåäèíåíèþ ñ îêðóæàþùèì ìèðîì, à ïðîöåññ
ãóìàíèçàöèè èõ âîñïèòàíèÿ äîëæåí áûòü ñîîòíîñèì ñ ÷åëîâå÷åñêèìè êà÷åñòâàìè,
íàïðÿìóþ ñâÿçàí ñ ôîðìèðîâàíèåì îáùå÷åëîâå÷åñêèõ öåííîñòåé. Ñåãîäíÿ íóæíà
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íîâàÿ ïàðàäèãìà îáðàçîâàíèÿ. Îáðàçîâàíèå äîëæíî áûòü íàó÷íî äóõîâíûì. Äóõîâ-
íîñòü äîëæíà áûòü ïðèîðèòåòíîé. Ñåìüÿ, øêîëà, îáùåñòâî îáÿçàíû íàó÷èòü ïîä-
ðàñòàþùåå ïîêîëåíèå ëþáèòü íå òîëüêî ìàòåìàòèêó, à ëþáèòü ýòîò ìèð, ëþáèòü
ëþäåé. ¾Ëþáîâü íèêîãäà íå ïåðåñòàåò, õîòÿ è ïðîðî÷åñòâà ïðåêðàòÿòñÿ, è ÿçûêè
óìîëêíóò, è çíàíèå óïðàçäíèòñÿ¿ (1-å Êîðèíôÿíàì 13:1-8). Ëþáîâü � ýòà òà ñèëà,
êîòîðàÿ ìîæåò ñòàòü ñòåðæíåì, îïîðîé, ìàÿêîì â æèçíè êàæäîãî èíòåëëåêòóàëüíî
îäàðåííîãî ðåáåíêà. Ðàáîòàÿ, îáùàÿñü ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè, ìû
äîëæíû ïîìíèòü, ÷òî ¾âî ìíîãîé ìóäðîñòè ìíîãî ïå÷àëè; è êòî óìíîæàåò ïîçíàíèÿ,
óìíîæàåò ñêîðáü¿ [Åêêë.1, 18]). È òîëüêî ëþáîâü (ìàòåðè, îòöà, äðóçåé, ó÷èòåëåé,
ñàìûõ ðàçíûõ ëþäåé) è ëþáîâü, êîòîðàÿ áóäåò æèòü â þíîì ÷åëîâå÷åñêîì ñåðäöå,
ïîìîæåò åìó ïðåîäîëåòü âñå òÿãîòû è íåâçãîäû æèçíè. Ëè÷íîñòü èíòåëëåêòóàëüíî
îäàðåííîãî ðåáåíêà � ýòî ñëîæíàÿ ñèñòåìà ñ ïðèñóùèìè åé îñîáåííîñòÿìè. Êàæ-
äûé èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûé ðåáåíîê íåïîâòîðèì, íî ïðè âñåì èíäèâèäóàëüíîì
ñâîåîáðàçèè ðåàëüíûõ ïðîÿâëåíèé äåòñêîé îäàðåííîñòè ñóùåñòâóåò äîâîëüíî ìíîãî
÷åðò, õàðàêòåðíûõ äëÿ áîëüøèíñòâà îäàðåííûõ äåòåé. Îñîáîãî âíèìàíèÿ çàñëóæèâà-
þò òå êà÷åñòâà, êîòîðûå ñóùåñòâåííî îòëè÷àþò îäàðåííûõ äåòåé îò èõ ñâåðñòíèêîâ.
Çíàíèå ýòèõ êà÷åñòâ íåîáõîäèìî äëÿ àäåêâàòíîãî ïîñòðîåíèÿ ïðîöåññà âîñïèòàíèÿ.
Ñðåäè íàèáîëåå õàðàêòåðíûõ è ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ îñîáåííîñòåé ïåäàãîãè è ïñèõî-
ëîãè âûäåëÿþò: óñêîðåííîå ïñèõè÷åñêîå ðàçâèòèå; ïîâûøåííóþ ÷óâñòâèòåëüíîñòü;
íèçêóþ ñòåïåíü ïðîÿâëåíèÿ êîíôîðìíûõ ðåàêöèé; îáîñòðåííîå ÷óâñòâî ñïðàâåäëè-
âîñòè; íåïîñðåäñòâåííîñòü ýìîöèîíàëüíûõ ïðîÿâëåíèé; íåàäåêâàòíóþ ñàìîîöåíêó
(êàê ïðàâèëî, çàíèæåííóþ); îïðåäåë¼ííûé ýãîöåíòðèçì (îñîáåííî â ìëàäøåì âîç-
ðàñòå); ïîâûøåííûé óðîâåíü àãðåññèâíîñòè [13, 68, 74�76, 80].

Ôîðìèðîâàíèå îñîáåííîñòåé ëè÷íîñòíîé ñôåðû îäàðåííîãî ðåáåíêà ïðîèñõîäèò
ïîä âëèÿíèåì îïðåäåëåííûõ ñîöèàëüíûõ ôàêòîðîâ, à èìåííî: õàðàêòåðà ñåìåéíîãî
âîñïèòàíèÿ, ôîðì, ìåòîäîâ è óñòàíîâîê, ñóùåñòâóþùèõ â ñèñòåìå øêîëüíîãî îáó-
÷åíèÿ, à òàêæå ïðàâèë è íîðì ïîâåäåíèÿ ñðåäè ñâåðñòíèêîâ. Â ðåçóëüòàòå íåñî-
îòâåòñòâèÿ îñîáåííîñòåé ðàçâèòèÿ ëè÷íîñòè îäàð¼ííîãî ðåá¼íêà è ïðåäúÿâëÿåìûõ
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òðåáîâàíèé ê íåìó ñî ñòîðîíû ñîöèóìà, ó îäàð¼ííîãî ðåá¼íêà âîçíèêàþò òðóäíîñòè
ñîöèàëèçàöèè, àäàïòàöèè, ÷òî âûçûâàåò ó íåãî âûñîêîå íåðâíî-ïñèõè÷åñêîå íàïðÿ-
æåíèå, íåâðîòèçàöèþ, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ñîöèàëüíîé äåçàäàïòàöèè è àãðåññèâíî-
ñòè (Ä.Á. Áîãîÿâëåíñêàÿ, Î.Ì. Äüÿ÷åíêî, À.Â. Ïåòðîâñêèé) [12, 63].

Ñðåäè êà÷åñòâ, ñâîéñòâåííûõ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûì äåòÿì � ñâåðõ÷óâ-
ñòâèòåëüíîñòü ê ïðîáëåìàì çàíèìàåò îäíî èç âåäóùèõ ìåñò. Ðàçâèòèå ñâåðõ÷óâ-
ñòâèòåëüíîñòè ê ïðîáëåìàì ìíîãèå èññëåäîâàòåëè ñâÿçûâàþò â ïåðâóþ î÷åðåäü ñ
õàðàêòåðîì îáó÷åíèÿ (Ç.È. Êàëìûêîâà, À.Ì. Ìàòþøêèí è äð.) [53].

Èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûå äåòè îáëàäàþò ñïîñîáíîñòüþ ãåíåðèðîâàòü íîâûå
îðèãèíàëüíûå èäåè. Ýòà ñïîñîáíîñòü èõ ìûøëåíèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî íà óðîêàõ,
íî è â îáùåíèè ñî ñâåðñòíèêàìè è âçðîñëûìè, âî âñåõ âèäàõ äåÿòåëüíîñòè.

Èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûì äåòÿì ïðèñóùà ñïîñîáíîñòü ê îáîáùåíèþ, âûÿâëå-
íèþ àíàëîãèé òàì, ãäå òðàäèöèîííî îíè íå óñìàòðèâàþòñÿ. Îíè âèäÿò ñâÿçè ìåæäó
ðàçíûìè ÿâëåíèÿìè è ñîáûòèÿìè (èíîãäà î÷åíü äàëåêèìè ïî ñìûñëó è ñîäåðæàíèþ)
è çíà÷èòåëüíî ïðîäóêòèâíåå, ÷åì ñâåðñòíèêè, âîñïðèíèìàþò èõ. Ìíîãèå èññëåäîâà-
òåëè (À.Ì. Ìàòþøêèí, Ï. Òîððåíñ è äð.) îòìå÷àþò âûñîêèé óðîâåíü èíòóèöèè èí-
òåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé. Èì â çíà÷èòåëüíî áîëüøåé ñòåïåíè, ÷åì èõ ñâåðñò-
íèêàì, ñâîéñòâåííû ñïîñîáíîñòè ê ïðîãíîçèðîâàíèþ, ïðåäâèäåíèþ [53, 63]. Èíòåë-
ëåêòóàëüíî îäàðåííûå äåòè îáëàäàþò õîðîøî ðàçâèòûì êðèòè÷åñêèì (îöåíî÷íûì)
ìûøëåíèåì (À.Ì. Ìàòþøêèí, Ê. Òýêýêñ, Ë. Õîëëèíãóîðò è äð.). Îíè îöåíèâàþò
âñå ïðîäóêòû ñîáñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè, à òàêæå äåéñòâèÿ è ïîñòóïêè äðóãèõ ëþ-
äåé [68].

Èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûå äåòè õàðàêòåðèçóþòñÿ óïîðñòâîì â äîñòèæåíèè öå-
ëè, ïðåäàííîñòè ïðåäìåòó ñâîåãî èíòåðåñà è ñàìîïîæåðòâîâàíèåì. Ðàäè ëþáèìîãî
äåëà îíè ãîòîâû îãðàíè÷èòü ñåáÿ âî ìíîãèõ àñïåêòàõ. È âìåñòå ñ òåì, îíè õîòÿò
çíàòü âñå è îáî âñåì. Èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûå äåòè ñòðåìÿòñÿ ðåàëèçîâàòü ñïîë-
íà ñâîè âîçìîæíîñòè. Ýòî ñòðåìëåíèå ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ïîáóäèòåëüíûì ìîòèâîì
èõ äåéñòâèé è ïîñòóïêîâ. Èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûì äåòÿì ïðèñóùà âíóòðåííÿÿ
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ïîòðåáíîñòü â ñîâåðøåíñòâå ñâîåé äåÿòåëüíîñòè, ñòðåìëåíèå ñîîòâåòñòâîâàòü ñàìûì
âûñîêèì ýòàëîíàì (èíòåëëåêòóàëüíûì, íðàâñòâåííûì, ýñòåòè÷åñêèì) óæå íà ñàìûõ
ðàííèõ âîçðàñòíûõ ýòàïàõ. Èõ ñîïðîâîæäàåò ÷óâñòâî íåóäîâëåòâîðåííîñòè, êîòîðîå
ìîæåò íåãàòèâíî ñêàçàòüñÿ íà ôîðìèðîâàíèè ß � êîíöåïöèè.

Èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûì äåòÿì ïðèñóù ýãîöåíòðèçì, çà÷àñòóþ îíè íå ìîãóò
ïîíÿòü, ÷òî îêðóæàþùèå èõ ëþäè îòëè÷àþòñÿ îò íèõ ïî ìíîãèì ïàðàìåòðàì. Òà-
êèå êà÷åñòâà êàê òîëåðàíòíîñòü, ñïîñîáíîñòü ïîíÿòü äðóãîãî ÷åëîâåêà, ñòàòü íà åãî
ïîçèöèè ðàçâèâàåòñÿ ó ýòîé êàòåãîðèè äåòåé ìåäëåííî (Æ. Ïèàæå, Ê. Òýêýêñ è äð.
). Ñëåäñòâèåì ýòîãî ÿâëÿþòñÿ ñëîæíîñòè èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé â îá-
ùåíèè. Ýãîöåíòðèçì � îñîáåííîñòü âîçðàñòíîãî ðàçâèòèÿ, êîòîðàÿ ïðåîäîëåâàåòñÿ
ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, ñ âçðîñëåíèåì, ïðèîáðåòåíèåì îïûòà è âîñïèòàíèåì [68].

Èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûå äåòè îò ïðèðîäû íàäåëåíû ñèëüíûìè ëèäåðñêèìè
êà÷åñòâàìè, îðãàíèçàòîðñêèìè ñïîñîáíîñòÿìè. Ïðè÷èíà íàëè÷èÿ ýòîãî êà÷åñòâà êðî-
åòñÿ â èíòåëëåêòóàëüíîì ðàçâèòèè, ãèáêîñòè è áûñòðîòå ìûøëåíèÿ. Îíè îò÷åòëèâåå
äðóãèõ ïðåäñòàâëÿþò îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ äåéñòâèé (â èññëåäîâàíèè, â èãðå, â
ëþáîé äðóãîé äåÿòåëüíîñòè), ïðåäâèäÿò è ïðîñ÷èòûâàþò âîçìîæíûå îøèáêè. Ïðè-
âëåêàòåëüíûìè äëÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ñîðåâ-
íîâàíèÿ, òóðíèðû, îëèìïèàäû, ãäå îíè ïîòåíöèàëüíî ìîãóò ñòàòü ïîáåäèòåëÿìè,
ñàìîóòâåðäèòñÿ. Â íà÷àëüíîé øêîëå è ñðåäíèõ êëàññàõ ýòè äåòè ñòðåìÿòñÿ ó÷àñò-
âîâàòü â ñàìûõ ðàçëè÷íûõ ìåðîïðèÿòèÿõ. Îäíàêî, ïîâçðîñëåâ, ïðèîáðåòÿ îïðåäå-
ëåííûé îïûò, îíè îòäàþò ïðåäïî÷òåíèå òåì íàïðàâëåíèÿì äåÿòåëüíîñòè, â êîòîðûõ
îíè ÷óâñòâóþò ñåáÿ óâåðåííî, è áîëåå ïðèâëåêàòåëüíûìè äëÿ íèõ ñòàíîâÿòñÿ ìåðî-
ïðèÿòèÿ, ó÷àñòíèêîâ êîòîðûõ îíè ñ÷èòàþò ðàâíûìè ñåáå. Ïîáåäû ïðèíîñÿò èíòåë-
ëåêòóàëüíî îäàðåííûì äåòÿì áîëüøîå óäîâëåòâîðåíèå. Ïîðàæåíèÿ îíè áîëåçíåííî
ïåðåæèâàþò. Áîëüøèíñòâî èññëåäîâàòåëåé îòìå÷àþò ïîâûøåííóþ óÿçâèìîñòü èí-
òåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé. Â åå îñíîâå � ñâåðõ÷óâñòâèòåëüíîñòü, ñïîñîáíîñòü
óëàâëèâàòü ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûå ñâÿçè, âèäåòü áîëüøå äðóãèõ, òîíüøå ÷óâñòâî-
âàòü. Ìíîãîå, äàæå âíåøíå íåéòðàëüíîå, îíè ïðèíèìàþò íà ñâîé ñ÷åò.
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Ïðè êîíñòðóèðîâàíèè è îñóùåñòâëåíèè ïðîöåññà âîñïèòàíèÿ íåîáõîäèìî ó÷èòû-
âàòü îñîáåííîñòè èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé.

Âîñïèòàíèå èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé äîëæíî îñóùåñòâëÿòüñÿ ñ îïîðîé
íà ñëåäóþùèå ïðèíöèïû:

� ïðèíöèï êîëëåêòèâíîñòè âîñïèòàíèÿ, ïðåäïîëàãàþùèé, ÷òî âîñïèòàíèå, îñó-
ùåñòâëÿÿñü â êîëëåêòèâàõ ðàçëè÷íîãî òèïà, äà¼ò èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííîìó
ðåáåíêó îïûò æèçíè â îáùåñòâå, îïûò âçàèìîäåéñòâèÿ ñ îêðóæàþùèìè, ìîæåò
ñîçäàâàòü óñëîâèÿ äëÿ ïîçèòèâíî íàïðàâëåííûõ ñàìîïîçíàíèÿ, ñàìîîïðåäåëå-
íèÿ, ñàìîðåàëèçàöèè è ñàìîðåãóëÿöèè;

� ïðèíöèï äèàëîãè÷íîñòè âîñïèòàíèÿ, ïðåäïîëàãàþùèé, ÷òî äóõîâíî-öåííîñòíàÿ
îðèåíòàöèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé è èõ ðàçâèòèå îñóùåñòâëÿþòñÿ
â ïðîöåññå òàêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñóáúåêòîâ, ñîäåðæàíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
îáìåí öåííîñòÿìè, à òàêæå ñîâìåñòíîå ïðîäóöèðîâàíèå öåííîñòåé;

� ïðèíöèï äîïîëíèòåëüíîñòè â âîñïèòàíèè ïðåäïîëàãàþùèé: ïîäõîä ê èçó÷å-
íèþ âîñïèòàíèÿ êàê îäíîãî èç ñîöèàëüíûõ èíñòèòóòîâ, êîòîðûé âêëþ÷àåò â
ñåáÿ âçàèìîäîïîëíÿþùèå âèäû âîñïèòàíèÿ (ñåìåéíîå, ñîöèàëüíîå, ðåëèãèîç-
íîå, êîððåêöèîííîå), ñèñòåìû âîñïèòàíèÿ ðàçëè÷íîãî óðîâíÿ (ãîñóäàðñòâåí-
íóþ, ðåãèîíàëüíûå, ëîêàëüíûå) âîñïèòàòåëüíûå îðãàíèçàöèè ðàçëè÷íûõ òè-
ïîâ è âèäîâ; ðàññìîòðåíèå âîñïèòàíèÿ êàê ñîâîêóïíîñòè âçàèìîäîïîëíÿþùèõ
ïðîöåññîâ (íàïðèìåð, îðãàíèçàöèè ñîöèàëüíîãî îïûòà, âîñïèòûâàþùåãî îáó÷å-
íèÿ, èíäèâèäóàëüíîé ïîìîùè), ñîçäàþùèõ óñëîâèÿ äëÿ ðàçâèòèÿ ïðèðîäíûõ
çàäàòêîâ è äóõîâíî-öåííîñòíîé îðèåíòàöèè ÷åëîâåêà; ïðèçíàíèå òîãî, ÷òî ñî-
äåðæàòåëüíî ïðîöåññ äóõîâíî-öåííîñòíîé îðèåíòàöèè âêëþ÷àåò â ñåáÿ âçàèìî-
äîïîëíÿþùèå ñèñòåìû öåííîñòåé;

� ïðèíöèï ãóìàíèñòè÷åñêîé íàïðàâëåííîñòè âîñïèòàíèÿ. Ðåàëèçàöèÿ ýòîãî ïðèí-
öèïà ýôôåêòèâíî âëèÿåò íà ôîðìèðîâàíèå åãî îòíîøåíèé ê ìèðó è ñ ìèðîì, ê
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ñåáå è ñ ñàìèì ñîáîé; íà ôîðìèðîâàíèå ëè÷íîñòè � íîñèòåëÿ äåìîêðàòè÷åñêèõ
è ãóìàíèñòè÷åñêèõ îòíîøåíèé â îáùåñòâå;

� ïðèíöèï ïðèðîäîñîîáðàçíîñòè âîñïèòàíèÿ, ïðåäïîëàãàþùèé, ÷òî âîñïèòàíèå
äîëæíî îñíîâûâàòüñÿ íà íàó÷íîì ïîíèìàíèè âçàèìîñâÿçè åñòåñòâåííûõ è ñî-
öèàëüíûõ ïðîöåññîâ, ñîãëàñîâûâàòüñÿ ñ îáùèìè çàêîíàìè ðàçâèòèÿ ïðèðîäû
è ÷åëîâåêà, âîñïèòûâàòü åãî ñîîáðàçíî ïîëó è âîçðàñòó;

� ïðèíöèï êóëüòóðîñîîáðàçíîñòè âîñïèòàíèÿ, ïðåäïîëàãàþùèé, ÷òî âîñïèòàíèå
äîëæíî îñíîâûâàòüñÿ íà îáùå÷åëîâå÷åñêèõ öåííîñòÿõ êóëüòóðû è ñòðîèòüñÿ â
ñîîòâåòñòâèè ñ öåííîñòÿìè è íîðìàìè íàöèîíàëüíîé êóëüòóðû;

� ïðèíöèï íåçàâåðøèìîñòè âîñïèòàíèÿ, ïðåäïîëàãàþùèé, ÷òî êàæäûé êàæäûé
âîçðàñòíîé ýòàï ðàçâèòèÿ ÷åëîâåêà ñàìîöåíåí.

Âîñïèòàòåëüíóþ ðàáîòó â êëàññíûõ êîëëåêòèâàõ, ãäå îáó÷àþòñÿ èíòåëëåêòóàëüíî
îäàðåííûå äåòè, öåëåñîîáðàçíî ñòðîèòü íà îñíîâå ñèñòåìíî-ðîëåâîãî ïîäõîäà, ïðåä-
ëîæåííîãî Â.Ò. Êàáóøåì (ðàáîòàÿ ïî ñëåäóþùèì íàïðàâëåíèÿì: ¾ß è îáùåñòâî¿,
¾ß è ïðèðîäà¿, ¾ß è ìîÿ øêîëà¿, ¾ß è ìîÿ ñåìüÿ¿, ¾ß è ìî¼ ß¿). Îñíîâó ïëà-
íèðîâàíèÿ ìîãóò ñîñòàâèòü ñëåäóþùèå öåëåâûå ïðîãðàììû: ¾Ó÷åíèå¿, ¾Îáùåíèå¿,
¾Äîñóã¿, ¾Îáðàç æèçíè¿, ¾Çäîðîâüå¿ (ïðåäëîæåíî Î.Ñ. Ãàçìàíîì); îáùå÷åëîâå÷å-
ñêèå öåííîñòè: çåìëÿ, îòå÷åñòâî, ñåìüÿ, òðóä, çíàíèÿ, êóëüòóðà, ìèð, ÷åëîâåê (ïðåä-
ëîæåíî Â.À. Êàðàêîâñêèì). Ïðèîðèòåòíûìè íàïðàâëåíèÿìè âîñïèòàòåëüíîé ðàáî-
òû ìîãóò áûòü: ¾Çäîðîâüå¿, ¾Îáùåíèå¿, ¾Íðàâñòâåííîñòü¿, ¾Èíòåëëåêò¿, ¾Äîñóã¿,
¾Ñåìüÿ¿, ¾Ãðàæäàíèí¿, ¾Ó÷åáà¿ (ïðåäëîæåíî Í.È. Äåðåêëååâîé). Ë.È. Ìàëåíêî-
âà è Í.Å. Ùóðêîâà ïðåäëàãàþò âêëþ÷àòü øêîëüíèêîâ, â òîì ÷èñëå è èíòåëëåê-
òóàëüíî îäàðåííûõ, â òàêèå âèäû äåÿòåëüíîñòè, êàê ïîçíàâàòåëüíàÿ, öåííîñòíî-
îðèåíòèðîâî÷íàÿ, òðóäîâàÿ, õóäîæåñòâåííî-òâîð÷åñêàÿ, èãðîâàÿ, ôèçêóëüòóðíî-îçäî-
ðîâèòåëüíàÿ, êîììóíèêàòèâíàÿ.
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Êëàññíûå êîëëåêòèâû, ãäå îáó÷àþòñÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûå äåòè, äîëæíû
ôóíêöèîíèðîâàòü êàê îòêðûòûå âîñïèòàòåëüíûå ñèñòåìû. Êëàññíûé êîëëåêòèâ êàê
îòêðûòàÿ âîñïèòàòåëüíàÿ ñèñòåìà � ýòî ïåäàãîãè÷åñêè öåëåñîîáðàçíî îðãàíèçîâàí-
íàÿ ñðåäà æèçíåäåÿòåëüíîñòè åãî ñóáúåêòîâ, âûïîëíÿþùàÿ ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

1) ñîãëàñîâàíèå âñåõ ñòîðîí æèçíåäåÿòåëüíîñòè êîëëåêòèâà ñ ó÷¼òîì çàïðîñîâ
ëè÷íîñòè ó÷àùåãîñÿ, îáùåñòâà è ãîñóäàðñòâà;

2) ó÷åò, ðåàëèçàöèÿ è âîçâûøåíèå àêòóàëüíûõ ñîöèîãåííûõ ïîòðåáíîñòåé ëè÷íî-
ñòè;

3) îïîðà íà âíåøíèå èñòî÷íèêè ðàçâèòèÿ;

4) óïðàâëåíèå êàê ñîâîêóïíîñòü òð¼õ âçàèìîñâÿçàííûõ ïðîöåññîâ ïåäàãîãè÷åñêî-
ãî ðóêîâîäñòâà, ñàìîîðãàíèçàöèè è ñàìîðåãóëÿöèè.

Îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ îðãàíèçàöèè æèçíåäåÿòåëüíîñòè èíòåëëåêòóàëüíî îäà-
ðåííûõ äåòåé â êëàññíûõ êîëëåêòèâàõ ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 2.35.

Òàáëèöà 2.35. Îðãàíèçàöèÿ âçàèìîäåéñòâèé èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé

1 2

Âçàèìîäåéñòâèå

Ìåäèöèíñêèå ðàáîòíèêè ó÷åáíîãî çàâåäåíèÿ è ñïåöèàëè-
ñòû ìåäèöèíñêèõ ó÷ðåæäåíèé íàñåë¼ííîãî ïóíêòà; ðîäè-
òåëè; ïåäàãîãè; ïñèõîëîãè÷åñêèå ñëóæáû; Öåíòð ¾Çäîðî-
âüå¿; Öåíòð êîððåêöèîííî-ðàçâèâàþùåãî îáó÷åíèÿ è ðå-
àáèëèòàöèè; Öåíòð ëå÷åáíîé ïåäàãîãèêè è äèôôåðåíöè-
ðîâàííîãî îáó÷åíèÿ; Öåíòð äèàãíîñòèêè è êîíñóëüòàöèè;
ó÷ðåæäåíèÿ ôèçè÷åñêîé êóëüòóðû è ñïîðòà; ó÷ðåæäåíèÿ
âíåøêîëüíîãî âîñïèòàíèÿ è îáó÷åíèÿ.
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Òàáëèöà 2.35 (ïðîäîëæåíèå)

1 2

Ôîðìû ðàáîòû

Âñòðå÷è ñ ìåäèöèíñêèìè ðàáîòíèêàìè, èíòåðàêòèâíûå èã-
ðû, èíäèâèäóàëüíûå è ãðóïïîâûå êîíñóëüòàöèè; îáñóæ-
äåíèå ïóáëèêàöèé, ÷èòàòåëüñêèå êîíôåðåíöèè, ïðîñìîòð
âèäåî è õóäîæåñòâåííûõ ôèëüìîâ; äíè çäîðîâüÿ, òóðè-
ñòè÷åñêèå ïîõîäû, ïîõîäû âûõîäíîãî äíÿ; òåìàòè÷åñêèå
ñîáðàíèÿ è êîíñèëèóìû ïî âîïðîñàì ñîõðàíåíèÿ çäîðî-
âüÿ ó÷àùèõñÿ; ñïîðòèâíûå ñîñòÿçàíèÿ, êîíêóðñû, ñïàðòà-
êèàäû, îëèìïèàäû, ñïîðòëàíäèè; âñòðå÷è ñî ñïîðòñìåíà-
ìè, ñòóäåíòàìè ñïîðòèâíûõ ôàêóëüòåòîâ âóçîâ, ïîáåäèòå-
ëÿìè ñïîðòèâíûõ ñîðåâíîâàíèé, ðîäèòåëÿìè, àêòèâíî çà-
íèìàþùèìèñÿ ñïîðòîì è ôèçè÷åñêîé êóëüòóðîé; ñïîðòèâ-
íûå âèêòîðèíû, êëàññíûå ÷àñû ïî ñïîðòèâíîé òåìàòèêå,
ïðàçäíèêè è ôåñòèâàëè ñïîðòèâíîé ïåñíè, êîíêóðñû ñòåí-
ãàçåò íà ñïîðòèâíóþ òåìó; áåñåäû è äèñêóññèè ïî òåìàì:
¾Âûäàþùèåñÿ ñïîðòñìåíû íàøåé ðåñïóáëèêè¿, ¾Ðàçâèòèå
ôèçè÷åñêîé êóëüòóðû è ñïîðòà â Ðåñïóáëèêå Áåëàðóñü¿,
¾Èñòîðèÿ âèäîâ ñïîðòà¿, ¾Ñïîðò â íàøåé ñåìüå¿, ¾Ýêñ-
òðåìàëüíûå âèäû ñïîðòà¿, ¾Âîçðàñòíûå èçìåíåíèÿ â îð-
ãàíèçìå äåâî÷êè (ìàëü÷èêà)¿, ¾Ëè÷íàÿ ãèãèåíà äåâî÷åê
(ìàëü÷èêîâ)¿, ¾ÑÏÈÄ è åãî ïðîôèëàêòèêà¿, ¾Íàðêîòè-
êè è çäîðîâüå¿, ¾Ñîöèàëüíûå ïîñëåäñòâèÿ àëêîãîëèçìà¿,
¾Áåçîïàñíîå è îòâåòñòâåííîå ïîâåäåíèå¿.

Íàïðàâëåíèå Èíòåëëåêò
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Òàáëèöà 2.35 (ïðîäîëæåíèå)

1 2

Ôîðìû ðàáîòû

Êîíêóðñû ïî ðàçâèòèþ ïàìÿòè, ìûøëåíèÿ, âíèìàíèÿ; èí-
òåëëåêòóàëüíûå ìàðàôîíû â êëàññå è ïàðàëëåëè; èíòåë-
ëåêòóàëüíûå áîè, ðèíãè; íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèå êîí-
ôåðåíöèè; ôàêóëüòàòèâû, êðóæêè. Îáùåñòâåííûé ñìîòð
çíàíèé (ñ ó÷àñòèåì ðîäèòåëåé, ïðåäñòàâèòåëåé îáùåñòâåí-
íîñòè; ïðåäìåòíûå îëèìïèàäû; âñòðå÷è ñ ïðåïîäàâàòå-
ëÿìè âóçîâ, ïîáåäèòåëÿìè îëèìïèàä; ýêñêóðñèè â âóçû;
ïðîñìîòð âèäåî è õóäîæåñòâåííûõ ôèëüìîâ î âûäàþ-
ùèõñÿ ó÷¼íûõ; âå÷åðà âîïðîñîâ è îòâåòîâ; îáçîð ñòàòåé
è ïóáëèêàöèé, ïîñâÿù¼ííûõ íàó÷íûì îòêðûòèÿì; ðàáî-
òà èíòåëëåêòóàëüíûõ êëóáîâ; èñïîëüçîâàíèå âîçìîæíî-
ñòåé Internet; èíòåëëåêòóàëüíûå âñòðå÷è ñ çàðóáåæíûìè
ñâåðñòíèêàìè; ïñèõîëîãè÷åñêàÿ äèàãíîñòèêà.

Íàïðàâëåíèå Íðàâñòâåííîñòü

Âçàèìîäåéñòâèå

Áèáëèîòåêè; ìóçåè; ÑÌÈ; ðåëèãèîçíûå è îáùåñòâåííûå
îðãàíèçàöèè; ñîöèàëüíî-ïåäàãîãè÷åñêèå öåíòðû; ïðèþòû;
ñîòðóäíèêè ïðàâîîõðàíèòåëüíûõ îðãàíîâ; âåòåðàíû âîé-
íû è òðóäà; ñîòðóäíèêè Ì×Ñ; ðîäèòåëè, ïåäàãîãè, äåÿòåëè
êóëüòóðû, æèòåëè ìèêðîðàéîíà øêîëû.
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Òàáëèöà 2.35 (ïðîäîëæåíèå)

1 2

Ôîðìû ðàáîòû

Öèêëû áåñåä ïî íðàâñòâåííîé òåìàòèêå; òðåíèíãè íðàâ-
ñòâåííîãî ñàìîñîâåðøåíñòâîâàíèÿ; âèäåî è êèíîïðîñìîò-
ðû; òåàòðàëüíûå ïîñòàíîâêè; ýêñêóðñèè ê èñòîðè÷åñêèì
è ïàìÿòíûì ìåñòàì íàøåé Ðîäèíû; ïîèñêîâàÿ ðàáîòà;
øåôñêàÿ ðàáîòà â äåòñêèõ äîìàõ, ñèðîòñêèõ ïðèþòàõ, äî-
ìàõ âåòåðàíîâ, áîëüíèöàõ, äåòñêèõ ñàäàõ; îêàçàíèå ïî-
ñèëüíîé ïîìîùè âåòåðàíàì è ïðåñòàðåëûì ëþäÿì; èçó-
÷åíèå íðàâñòâåííîãî ëèòåðàòóðíîãî íàñëåäèÿ, ÷åëîâå÷å-
ñêèõ öåííîñòåé; ïðàçäíè÷íûå ïîçäðàâëåíèÿ îäíîêëàññíè-
êîâ, ïåäàãîãîâ, âåòåðàíîâ; êëóáû ¾Àçáóêà íðàâñòâåííî-
ñòè¿, ¾Íðàâñòâåííûå èñòèíû¿; ñî÷èíåíèÿ-ðàçìûøëåíèÿ;
öèêëû âñòðå÷ ¾Èñòîðèÿ â ëèöàõ¿; òðåíèíãè ïî ôîðìèðî-
âàíèþ ó ó÷àùèõñÿ ïîçèòèâíîãî îòíîøåíèÿ ê ñåáå è îêðó-
æàþùèì; ðàáîòà â æèâîì óãîëêå; øåôñêàÿ ðàáîòà.

Íàïðàâëåíèå Ãðàæäàíèí, ïàòðèîò

Âçàèìîäåéñòâèå

Ïðàâîîõðàíèòåëüíûå îðãàíû; ïàòðèîòè÷åñêèå êëóáû; âî-
èíñêèå ÷àñòè; äîïðèçûâíûå ïóíêòû; ìóçåè; âåòåðàíû âîé-
íû è òðóäà; ìîëîä¼æíûå è äåòñêèå îáùåñòâåííûå îðãà-
íèçàöèè è îáúåäèíåíèÿ; ÑÌÈ; ðîäèòåëè; ïåäàãîãè; îá-
ùåñòâåííûå äåÿòåëè; ðóêîâîäèòåëè õîçÿéñòâ; ñîöèàëüíî-
ïåäàãîãè÷åñêèå öåíòðû; ó÷ðåæäåíèÿ âíåøêîëüíîãî âîñïè-
òàíèÿ è îáó÷åíèÿ; öåíòðû ïî èíôîðìàöèè è îáó÷åíèþ â
îáëàñòè ïðàâ ÷åëîâåêà è ãðàæäàíñêîìó îáðàçîâàíèþ.
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Òàáëèöà 2.35 (ïðîäîëæåíèå)

1 2

Ôîðìû ðàáîòû

Âñåáåëîðóññêàÿ òóðèñòñêî�êðàåâåä÷åñêàÿ ýêñïåäèöèÿ ó÷à-
ùèõñÿ ¾Íàø êðàé¿; ðåñïóáëèêàíñêàÿ àêöèÿ ó÷àùèõñÿ
¾Ïàìÿòü¿; ðåñïóáëèêàíñêèå ïàòðèîòè÷åñêèå àêöèè ¾Îïå-
ðàöèÿ ¾Ïîáåäà¿¿, ¾Îïåðàöèÿ ¾Áàãðàòèîí¿¿; ¾Ãîä ðîäíîé
çåìëè¿; òåìàòè÷åñêèå êëàññíûå ÷àñû, ñïåöêóðñû; ÷èòà-
òåëüñêèå êîíôåðåíöèè ïî ïðàâîâîé òåìàòèêå; äèñêóññèè
íà òåìó ¾Ïðàâà ÷åëîâåêà¿; àíàëèòè÷åñêèé ðàçáîð îñòðûõ
ïðîáëåì, ïîñòàâëåííûõ â ñðåäñòâàõ ìàññîâîé èíôîðìà-
öèè; âñòðå÷è ñ ñîâðåìåííûìè ïîëèòè÷åñêèìè äåÿòåëÿìè,
ïèñàòåëÿìè, ïóáëèöèñòàìè, æóðíàëèñòàìè; äåÿòåëüíîñòü
ìîëîä¼æíûõ êëóáîâ ¾Ïàòðèîò¿, ¾Îòå÷åñòâî¿; ó÷àñòèå â
îáùåñòâåííî-ïîëåçíîé äåÿòåëüíîñòè; ñîçäàíèå ôîíäà ïî-
ìîùè íóæäàþùèìñÿ øêîëüíèêàì; ñîòðóäíè÷åñòâî ñ çàðó-
áåæíûìè áëàãîòâîðèòåëüíûìè ôîíäàìè; âñòðå÷è ñ ïðåä-
ñòàâèòåëÿìè ïðàâîîõðàíèòåëüíûõ îðãàíîâ; ïîñåùåíèå âî-
èíñêèõ ÷àñòåé; ïîñåùåíèå ìóçååâ áîåâîé ñëàâû, ìåìîðè-
àëüíûõ êîìïëåêñîâ; ýêñêóðñèè ïî ïàðòèçàíñêèì òðîïàì;
ïðàçäíèê Äíÿ Êîíñòèòóöèè è Äíÿ íåçàâèñèìîñòè Ðåñïóá-
ëèêè Áåëàðóñü; ïðàçäíèê ïîëó÷åíèÿ ïàñïîðòà; Äåíü Ïî-
áåäû; Äåíü îñâîáîæäåíèÿ ãîðîäà îò íåìåöêî-ôàøèñòñêèõ
çàõâàò÷èêîâ; óõîä çà ìîãèëàìè ïîãèáøèõ âîèíîâ; íåñåíèå
ïî÷¼òíîé âàõòû íà Ïîñòó � 1 â Áðåñòñêîé êðåïîñòè; ïîèñ-
êîâàÿ ðàáîòà; øåôñêàÿ ðàáîòà, àêöèè ìèëîñåðäèÿ; èçó÷å-
íèå æèçíåäåÿòåëüíîñòè âûäàþùèõñÿ ãðàæäàí Áåëàðóñè;
ñîçäàíèå ìóçååâ, ãàëåðåé.
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Òàáëèöà 2.35 (ïðîäîëæåíèå)

1 2
Íàïðàâëåíèå Äîñóã

Âçàèìîäåéñòâèå

Ó÷ðåæäåíèÿ âíåøêîëüíîãî îáó÷åíèÿ è âîñïèòàíèÿ; Öåí-
òðû ìîëîä¼æíîãî òâîð÷åñòâà; ïîäðîñòêîâûå îáúåäèíåíèÿ
è êëóáû; òåàòðû; ìóçåè; êèíîòåàòðû; äîìà êóëüòóðû; áèá-
ëèîòåêè; ïåäàãîãè; ðîäèòåëè; êðóæêè, ñåêöèè; ñòóäèè; ñïå-
öèàëèçèðîâàííûå øêîëû.

Ôîðìû ðàáîòû

Ïðàçäíîâàíèå ïàìÿòíûõ äàò â æèçíè ó÷àùèõñÿ; ïðàçäíî-
âàíèå ïàìÿòíûõ äàò êàëåíäàðÿ; ïîñåùåíèå òåàòðîâ, âûñòà-
âîê, ìóçååâ; òåàòðàëèçîâàííûå ïðåäñòàâëåíèÿ; ôåñòèâàëè,
ïðåçåíòàöèè, êîíêóðñû, ñìîòðû.

Íàïðàâëåíèå Ñåìüÿ

Âçàèìîäåéñòâèå

Òåìàòè÷åñêèå êëàññíûå ÷àñû, ïîñâÿù¼ííûå ñåìüå: ¾Ìîÿ
ðîäîñëîâíàÿ¿, ¾Èñòîðèÿ ìîåé ñåìüè â ôîòîãðàôèÿõ¿, ¾Âî-
åííàÿ ëåòîïèñü ìîåé ñåìüè¿, ¾Ïàìÿòíûå äàòû ìîåé ñå-
ìüè¿; ïðàçäíèêè ñåìüè, ñïîðòèâíûå ñîñòÿçàíèÿ ¾Ïàïà, ìà-
ìà, ÿ � äðóæíàÿ ñåìüÿ¿; ñïîðòëàíäèè ñ ó÷àñòèåì äåäó-
øåê, áàáóøåê, ðîäèòåëåé; ïðàçäíèêè (8 Ìàðòà, 23 Ôåâðà-
ëÿ); Äåíü çíàíèé, Äåíü ó÷èòåëÿ; òðåíèíãè ðîäèòåëüñêîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ, èíäèâèäóàëüíûå è ãðóïïîâûå êîíñóëüòà-
öèè, áåñåäû ñ äåòüìè è ðîäèòåëÿìè; ïîõîäû, ýêñêóðñèè;
ÊÂÍ, áðåéí-ðèíã, èíòåëëåêòóàëüíûé ìàðàôîí äëÿ äåòåé
è ðîäèòåëåé; äíè òâîð÷åñòâà, äíè îòêðûòûõ äâåðåé.

Íàïðàâëåíèå Äîñóã



465

Òàáëèöà 2.35 (ïðîäîëæåíèå)

1 2

Âçàèìîäåéñòâèå

Ó÷ðåæäåíèÿ âíåøêîëüíîãî îáó÷åíèÿ è âîñïèòàíèÿ; Öåí-
òðû ìîëîä¼æíîãî òâîð÷åñòâà; ïîäðîñòêîâûå îáúåäèíåíèÿ
è êëóáû; òåàòðû; ìóçåè; êèíîòåàòðû; äîìà êóëüòóðû; áèá-
ëèîòåêè; ïåäàãîãè; ðîäèòåëè; êðóæêè, ñåêöèè; ñòóäèè; ñïå-
öèàëèçèðîâàííûå øêîëû.

Ôîðìû ðàáîòû

Ïðàçäíîâàíèå ïàìÿòíûõ äàò â æèçíè ó÷àùèõñÿ; ïðàçäíî-
âàíèå ïàìÿòíûõ äàò êàëåíäàðÿ; ïîñåùåíèå òåàòðîâ, âûñòà-
âîê, ìóçååâ; òåàòðàëèçîâàííûå ïðåäñòàâëåíèÿ; ôåñòèâàëè,
ïðåçåíòàöèè, êîíêóðñû, ñìîòðû.

Íàïðàâëåíèå Îáùåíèå
Âçàèìîäåéñòâèå Ïåäàãîãè, ïñèõîëîãè, ðîäèòåëè, ïðåäñòàâèòåëè ñîöèóìà.

Ôîðìû ðàáîòû

Îáó÷åíèå ó÷àùèõñÿ êîíñòðóèðîâàíèþ è ìîäåëèðîâàíèþ â
ñôåðå îáùåíèÿ; îáó÷åíèå ïðîÿâëåíèþ ýìïàòèè, ñîçäàíèþ
ïîëîæèòåëüíûõ ñèòóàöèé îáùåíèÿ; êîíñóëüòèðîâàíèå ðî-
äèòåëåé ïî ïðîáëåìå îáùåíèÿ; ñïåöêóðñû, òåìàòè÷åñêèå
êëàññíûå ÷àñû, èíòåðàêòèâíûå èãðû ïî ïðîáëåìå ¾Îáùå-
íèå¿; òðåíèíãè îáùåíèÿ ó÷àùèõñÿ è èõ ðîäèòåëåé: ¾Çíà-
êîìñòâî¿, ¾Ìåòàôîðà¿, ¾Ôðàçà ïî êðóãó¿, ¾Çåðêàëî¿, ¾Çà
÷òî íàì íðàâÿòñÿ ëþäè¿, ¾ Öâåòà ýìîöèé¿, ¾Ðàññìåøèòü
ïàðòí¼ðà¿, ¾Âñåîáùåå âíèìàíèå¿; ¾Çà ÷òî ìû ëþáèì¿; ðî-
ëåâûå èãðû: ¾Ìàìà ñïèò, îíà óñòàëà. . . ¿, ¾Ïðèõîäèòå â ãî-
ñòè¿, ïðàçäíèêè, êîíêóðñû; ñîâìåñòíûå âå÷åðà; ðîäèòåëü-
ñêèå ñîáðàíèÿ.
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Âçàèìîäåéñòâèÿ èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ðàçâèòèè è âîñïèòàíèè èíòåëëåêòóàëüíî
îäàðåííûõ äåòåé. Òàê, íà îñåííèõ êàíèêóëàõ 2008 ãîäà èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûå
ó÷àùèåñÿ èç ó÷ðåæäåíèé îáðàçîâàíèÿ ã. Áàðàíîâè÷è ïðèíèìàëè ó÷àñòèå â òåñò-
ðåéòèíãîâîé îëèìïèàäå â Ãðåöèè (ñîðåâíîâàëèñü ïî ìàòåìàòèêå, ôèçèêå è èñòîðèè
íàó÷íûõ èäåé è äîñòèæåíèé). Ðåçóëüòàò � ñåðåáðÿíàÿ ìåäàëü. Ëåòîì 2009 ãîäà îíè
äâå íåäåëè îòäûõàëè è ó÷èëèñü â ã. Êðàíåâî (Áîëãàðèÿ). Ðÿäîì ñ áàðàíîâè÷ñêèìè
âóíäåðêèíäàìè îòäûõàëè òàêèå æå äåòè èç Íîðâåãèè, Ãåðìàíèè, Ðîññèè. Ñêîëüêî
âïå÷àòëåíèé îñòàëîñü ó áåëîðóññêèõ øêîëüíèêîâ îò âñòðå÷, ñîñòÿçàíèé! À ýòîé îñå-
íüþ èõ æäóò â Àíòàëèè (Òóðöèÿ). Òàêèå âçàèìîäåéñòâèÿ ïîçèòèâíî ñêàçûâàþòñÿ
íà ëè÷íîñòè èíòåëëåêòóàëà, ïðèâîäÿò âåñü åãî ïîòåíöèàë â äâèæåíèå, çàñòàâëÿþò
óñåðäíî è ìíîãî ðàáîòàòü è, êîíå÷íî æå, âåäóò ê õîðîøèì ðåçóëüòàòàì.

Ïðè ïëàíèðîâàíèè âîñïèòàòåëüíîé ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäà-ðåííûìè äåòüìè
íåîáõîäèìî ïîääåðæèâàòü îïòèìàëüíûé áàëàíñ âçàèìîñâÿçàííûõ âèäîâ äåÿòåëüíî-
ñòè. Âîñïèòàíèå èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé äîëæíî áûòü ìíîãîàñïåêòíûì.
Íåëüçÿ çàáûâàòü è î òîì, ÷òî ìû ôîðìèðóåì ãàðìîíè÷íî ðàçâèòóþ ëè÷íîñòü, à íå
¾îäíîìåðíîãî¿ ÷åëîâåêà. Çíàÿ îñîáåííîñòè ñâîèõ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äå-
òåé, íàäî îáðàùàòü âíèìàíèå íå òîëüêî íà ðàçâèâàþùóþ ñîñòàâëÿþùóþ ïðîöåññà
îáó÷åíèÿ è âîñïèòàíèÿ, íî è íà êîððåêöèîííóþ.

Èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûå äåòè òðåáóþò îñîáîãî âíèìàíèÿ îáùåñòâà, ïåäàãîãîâ
è ðîäèòåëåé. Èìåííî íà ýòèõ ëþäÿõ ëåæèò îòâåòñòâåííîñòü çà ïðåäîñòàâëåíèå ïðî-
ñòðàíñòâà íåîðäèíàðíûì ñïîñîáíîñòÿì îäàðåííûõ äåòåé. À èíòåëëåêòóàëüíî îäà-
ðåííûå äåòè, ñòàâ âçðîñëûìè, ñìîãóò íàïðàâèòü ñâîþ ýíåðãèþ, çíàíèÿ, ñèëû íà
ïðîöâåòàíèå ðîäíîé çåìëè, íà ñîçèäàíèå; ñìîãóò íåñòè Ëþáîâü è Äîáðî â ìèð ëþ-
äåé, âåñòè çà ñîáîé äðóãèõ.
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Âîïðîñû äëÿ îáñóæäåíèÿ

1. Êîíöåïòóàëüíûå ìîäåëè îáó÷åíèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé.

2. Òåõíîëîãèè îáó÷åíèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé.

3. Òåõíîëîãèÿ ïðîáëåìíîãî îáó÷åíèÿ.

4. Òåõíîëîãèÿ óêðóïíåíèÿ äèäàêòè÷åñêèõ åäèíèö.

5. Äàëüòîí-òåõíîëîãèÿ.

6. Òåõíîëîãèÿ îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå íà îñíîâå ñèñòåìû ýôôåêòèâíûõ óðîêîâ.

7. Òåõíîëîãèÿ îáó÷åíèÿ êàê ó÷åáíîãî èññëåäîâàíèÿ.

8. Òåõíîëîãèÿ îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå íà îñíîâå ðåøåíèÿ çàäà÷.

9. Âíåêëàññíàÿ è âíåøêîëüíàÿ ðàáîòà ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè.

10. Ôàêóëüòàòèâû äëÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé.

11. Ìåòîäè÷åñêèå àñïåêòû ïîäãîòîâêè èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé ê îëèì-
ïèàäàì ðàçëè÷íîãî óðîâíÿ.

12. Îðãàíèçàöèÿ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííû-
ìè äåòüìè.

13. Êîíñòðóèðîâàíèå çàäà÷ òâîð÷åñêîãî õàðàêòåðà äëÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåí-
íûõ äåòåé.

14. Ìîäåëü îðãàíèçàöèè ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè â óñëîâèÿõ
ñåëüñêîé øêîëû.
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15. Ìîäåëü îðãàíèçàöèè ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè â óñëîâèÿõ
ðàéîííîãî öåíòðà.

16. Ìîäåëü îðãàíèçàöèè ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè â óñëîâèÿõ
îáëàñòíîãî öåíòðà.

17. Èçó÷åíèå îïûòà ðàáîòû ó÷èòåëåé, ðàáîòàþùèõ ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè
äåòüìè.

18. Ìåíòîðñòâî â ðàáîòå ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè.

19. Èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè â ðàçâèòèè èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè.

20. Äèñòàíöèîííîå îáó÷åíèå â ðàçâèòèè èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè.

21. Óïðàâëÿåìàÿ ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà â ðàçâèòèè èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííî-
ñòè.

22. Îðãàíèçàöèÿ è ñîäåðæàíèå êëóáíûõ ôîðì ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåí-
íûìè äåòüìè.

23. Ïðåäìåòíîå íàïðàâëåíèå â ëåòíåì ëàãåðå äëÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äå-
òåé.
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

1. Ó Àëåñÿ, Ìèøè è Ë¼íè âìåñòå 27 îðåõîâ. Ó Àëåñÿ íà 3 îðåõà áîëüøå, ÷åì ó
Ìèøè, à ó Ìèøè íà 3 îðåõà áîëüøå, ÷åì ó Ë¼íè. Ñêîëüêî îðåõîâ ó êàæäîãî
ìàëü÷èêà?

Ðåøåíèå

2. Â êîìíàòå ñòîÿëè ñòóëüÿ (ñ ÷åòûðüìÿ íîæêàìè) è òàáóðåòêè (ñ òðåìÿ íîæêà-
ìè). Êîãäà íà êàæäûé ñòóë è êàæäûé òàáóðåò ñåëî ïî îäíîìó øêîëüíèêó, òî
îáùåå ÷èñëî ¾íîã¿ â êîìíàòå ñîñòàâèëî 39. Ñêîëüêî ñòóëüåâ è ñêîëüêî òàáóðå-
òîê ñòîÿëè â êîìíàòå?

Ðåøåíèå

3. Â ñåìüå ÷åòâåðî äåòåé, êîòîðûì 5, 8, 13 è 15 ëåò. Èõ çîâóò Àëëà, Áîðèñ, Âåðà
è Ãàëÿ. Ñêîëüêî ëåò êàæäîìó, åñëè îäíà äåâî÷êà õîäèò â äåòñêèé ñàä, Àëëà
ñòàðøå Áîðèñà, à ñóììà âîçðàñòîâ Àëëû è Âåðû äåëèòñÿ íà 3?

Ðåøåíèå

4. Êàê, èìåÿ äâå ïîëíûå äåñÿòèëèòðîâûå åìêîñòè ñ áåðåçîâûì ñîêîì, îòìåðèòü
ïî äâà ëèòðà ñîêà â äâà ïóñòûõ áèäîíà åìêîñòüþ ÷åòûðå è ïÿòü ëèòðîâ?

Ðåøåíèå

5. Èç 4-õ ìîíåò � îäíà ôàëüøèâàÿ. Îíà îòëè÷àåòñÿ îò îñòàëüíûõ òîëüêî âåñîì.
Êîãäà äâå ìîíåòû ïîëîæèëè íà ÷àøå÷íûå âåñû, òî:

à) èõ ðàâíîâåñèå íàðóøèëîñü. Êàê ñ ïîìîùüþ åùå îäíîãî âçâåøèâàíèÿ íàéòè
ôàëüøèâóþ ìîíåòó?

á) îñòàëèñü â ðàâíîâåñèè. Êàê ñ ïîìîùüþ åùå îäíîãî âçâåøèâàíèÿ íàéòè,
êàêàÿ èç ìîíåò ôàëüøèâàÿ?
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Ðåøåíèå

6. Ðåøèòå ðåáóñ: ÀÈÑÒ + ÀÈÑÒ + ÀÈÑÒ + ÀÈÑÒ = ÑÒÀß.

Ðåøåíèå

7. Íà äîñêå çàïèñàíî íåñêîëüêî (> 3) ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-
ñåë. Èçâåñòíî, ÷òî èç ëþáûõ 3-õ çàïèñàííûõ ÷èñåë ìîæíî âûáðàòü äâà, ñóììà
êîòîðûõ åñòü íåêîòîðîå ÷èñëî, çàïèñàííîå íà äîñêå. Íàéäèòå íàèáîëüøåå âîç-
ìîæíîå êîëè÷åñòâî çàïèñàííûõ íà äîñêå ÷èñåë.

Ðåøåíèå

8. Â ñîðåâíîâàíèÿõ ó÷àñòâîâàëè 35 ñïîðòñìåíîâ. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî ñðå-
äè íèõ íàéäóòñÿ õîòÿ áû äâà ñïîðòñìåíà, ôàìèëèè êîòîðûõ íà÷èíàþòñÿ ñ îä-
íîé áóêâû?

Ðåøåíèå

9. Â öåíòðå êâàäðàòíîãî áàññåéíà íàõîäèòñÿ Ñàøà, à â âåðøèíå íà áåðåãó ñòîèò
Ìèøà. Ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü Ñàøè â âîäå â òðè ðàçà ìåíüøå ìàêñèìàëüíîé
ñêîðîñòè Ìèøè íà ñóøå. Ìèøà ïëàâàòü íå óìååò, à íà áåðåãó Ñàøà áåãàåò
áûñòðåå Ìèøè. Ñìîæåò ëè Ñàøà óáåæàòü îò Ìèøè?

Ðåøåíèå

10. 2011 ÷åëîâåê âûñòðîèëèñü â øåðåíãó. Âñåãäà ëè ìîæíî èõ ðàññòàâèòü ïî ðîñòó,
åñëè çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ ïåðåñòàâëÿòü òîëüêî 2 ëþäåé, ñòîÿùèõ ÷åðåç
îäíîãî?

Ðåøåíèå

11. Èç 100 êóáèêîâ 80 èìåþò êðàñíóþ ãðàíü, 85 � ñèíþþ, 75 � çåë¼íóþ. Ñêîëüêî
êóáèêîâ èìåþò ãðàíè âñåõ òð¼õ öâåòîâ?
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Ðåøåíèå

12. Â êëàññå 38 ÷åëîâåê. Èç íèõ 16 èãðàþò â áàñêåòáîë, 17 � â õîêêåé, 18 � â
ôóòáîë. Óâëåêàþòñÿ äâóìÿ âèäàìè ñïîðòà � áàñêåòáîëîì è õîêêååì � ÷åòâåðî,
áàñêåòáîëîì è ôóòáîëîì � òðîå, ôóòáîëîì è õîêêååì � ïÿòåðî. Òðîå íå óâëå-
êàþòñÿ íè áàñêåòáîëîì, íè õîêêååì, íè ôóòáîëîì. Ñêîëüêî ðåáÿò óâëåêàþòñÿ
îäíîâðåìåííî òðåìÿ âèäàìè ñïîðòà? Ñêîëüêî ðåáÿò óâëåêàåòñÿ ëèøü îäíèì èç
ýòèõ âèäîâ ñïîðòà?

Ðåøåíèå

13. Â âåùåâîé ëîòåðåå ðàçûãðûâàåòñÿ 8 ïðåäìåòîâ. Ïåðâûé ïîäîøåäøèé ê óðíå
âûíèìàåò èç íåå 5 áèëåòîâ. Êàêèì ÷èñëîì ñïîñîáîâ îí ìîæåò èõ âûíóòü, ÷òîáû:

1) ðîâíî äâà èç íèõ îêàçàëèñü âûèãðûøíûìè;

2) ïî êðàéíåé ìåðå, äâà èç íèõ îêàçàëèñü âûèãðûøíûìè.

Âñåãî â óðíå 50 áèëåòîâ.

Ðåøåíèå

14. Ìîæíî ëè îðãàíèçîâàòü ôóòáîëüíûé òóðíèð äåâÿòè êîìàíä òàê, ÷òîáû êàæäàÿ
êîìàíäà ïðîâåëà ïî ÷åòûðå âñòðå÷è?

Ðåøåíèå

15. Òðè äåâî÷êè äåëèëè 120 êîíôåò. Ñíà÷àëà Ïîëèíà äàëà Âàëåíòèíå è Òàòüÿíå
ñòîëüêî êîíôåò, ñêîëüêî ó íèõ áûëî. Çàòåì Âàëåíòèíà äàëà Òàòüÿíå è Ïîëèíå
ñòîëüêî êîíôåò, ñêîëüêî ó íèõ ñòàëî. È íàêîíåö, Òàòüÿíà äàëà Ïîëèíå è Âà-
ëåíòèíå ñòîëüêî êîíôåò, ñêîëüêî ó íèõ ê ýòîìó âðåìåíè èìåëîñü. Â ðåçóëüòàòå
âñåì äîñòàëîñü ïîðîâíó. Ñêîëüêî áûëî êîíôåò ó êàæäîé äåâî÷êè âíà÷àëå?

Ðåøåíèå
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16. Äàí êâàäðàò n×n êëåòîê (n > 2). Õóäîæíèê ðåøèë çàêðàñèòü åãî êëåòêè â òðè
öâåòà (êàæäóþ êëåòêó � â îäèí öâåò), òàê, ÷òîáû ó êàæäîé êëåòêè ñðåäè åå
ñîñåäíèõ êëåòîê áûëè êëåòêè äâóõ äðóãèõ öâåòîâ (íå îáÿçàòåëüíî, òîëüêî äâóõ
äðóãèõ öâåòîâ) (êëåòêè ñîñåäíèå, åñëè ó íèõ åñòü îáùàÿ ñòîðîíà). Íàéäèòå âñå
n, ïðè êîòîðûõ òàê ìîæíî çàêðàñèòü êëåòêè äàííîãî êâàäðàòà.

Ðåøåíèå

17. Íà ñòîëå ñòîÿò äâå êîðîáêè, â îäíîé èç êîòîðûõ íàõîäèòñÿ m ìîíåò, à â äðó-
ãîé � n. Ñàøà è Ìèøà èãðàþò â òàêóþ èãðó. Îíè õîäÿò ïî î÷åðåäè, ïðè÷åì,
íà÷èíàåò õîäèòü Ñàøà, è çà îäèí õîä ìîæåò ñäåëàòü òîëüêî îäíó èç ñëåäóþùèõ
3-õ îïåðàöèé (ëþáóþ, ïî âûáîðó èãðîêà):

1) âçÿòü èç ëþáîé êîðîáêè 1 ìîíåòó;

2) âçÿòü èç êàæäîé êîðîáêè ïî ìîíåòå;

3) ïåðåëîæèòü 1 ìîíåòó èç îäíîé êîðîáêè â äðóãóþ.

Èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà â êîðîáêàõ íå îñòàíåòñÿ ìîíåò. Âûèãðûâàåò òîò,
êòî ñäåëàåò õîä ïîñëåäíèì. Íàéäèòå âñå òàêèå m è n, ïðè êîòîðûõ âûèãðàåò
Ñàøà ïðè åãî ïðàâèëüíîé èãðå. Êàæäûé èãðîê çíàåò, ñêîëüêî ìîíåò íàõîäèòñÿ
â êàæäîé èç êîðîáîê è êàêîé õîä ñäåëàë åãî ñîïåðíèê.

Ðåøåíèå

18. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

13 + 23 + 33 + ...+ n3 =
n2(n+ 1)2

4
.

Ðåøåíèå
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19. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 1995 + 9519 äåëèòñÿ íàöåëî íà ÷èñëî 19 + 95.

Ðåøåíèå

20. Íàéäèòå äâå ïîñëåäíèå öèôðû ÷èñëà 1782.

Ðåøåíèå

21. Ðåøèòå óðàâíåíèå x2 − 11y2 = 1.

Ðåøåíèå

22. Íàéäèòå ôóíêöèþ f(x) îïðåäåëåííóþ íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, óäî-
âëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ f(x+ 1) = f(x) + k, ãäå k � íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå
÷èñëî.

Ðåøåíèå

23. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) = 1 +x+x3 +x9 +x27 +x81 +x243

íà ìíîãî÷ëåí g(x) = x2 − 1.

Ðåøåíèå

24. Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ x3−20x2+280x−1440 = 0.
Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå

25. Äîêàæèòå, ÷òî êàêîâû áû íè áûëè äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a1, a2, a3, a4, . . . ., an
è b1, b2, b3, b4, . . . , bn âñåãäà√

a21 + b21 + ...+
√
a2n + b2n >

√
(a1 + ...+ an)2 + (b1 + ...+ bn)2.

Ïðè êàêîì óñëîâèè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî?

Ðåøåíèå
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Ðåøåíèå çàäàíèé äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

Çàäà÷à 1. Ó Àëåñÿ, Ìèøè è Ë¼íè âìåñòå 27 îðåõîâ. Ó Àëåñÿ íà 3 îðåõà áîëüøå,
÷åì ó Ìèøè, à ó Ìèøè íà 3 îðåõà áîëüøå, ÷åì ó Ë¼íè. Ñêîëüêî îðåõîâ ó êàæäîãî
ìàëü÷èêà?

Ðåøåíèå.
Óðàâíÿåì êîëè÷åñòâî îðåõîâ ó êàæäîãî ìàëü÷èêà ïî Ìèøå. Äëÿ ýòîãî äîáàâèì

Ë¼íå 3 îðåõà è çàáåðåì ó Àëåñÿ 3 îðåõà. Ïðè ýòîì îáùåå êîëè÷åñòâî îðåõîâ íå
èçìåíèòñÿ.

1) 27 : 3 = 9 (áûëî ó Ìèøè).
2) 9 + 3 = 12 (áûëî ó Àëåñÿ).
3) 9 � 3 = 6 (áûëî ó Ë¼íè).
Óðàâíÿåì êîëè÷åñòâî îðåõîâ ïî Ë¼íå. ×òîáû ó Ìèøè è Àëåñÿ áûëî ñòîëüêî

æå îðåõîâ, ñêîëüêî ó Ë¼íè, íàäî ó Ìèøè çàáðàòü 3 îðåõà, à ó Àëåñÿ � 6. Îáùåå
êîëè÷åñòâî îðåõîâ ó ìàëü÷èêîâ óìåíüøèòñÿ íà 9.

1) 3 + 6 = 9 (óìåíüøèëîñü).
2) 27 � 9 = 18 (ñòàëî).
3) 18 : 3 = 6 (áûëî ó Ë¼íè).
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4) 6 + 3 = 9 (áûëî ó Ìèøè).
5) 9 + 3 = 12 (áûëî ó Àëåñÿ).
Åñëè ìû óðàâíÿåì êîëè÷åñòâî îðåõîâ ïî Àëåñþ, òî ïîëó÷èì åùå îäèí ñïîñîá

ðåøåíèÿ. ×òîáû ó Ìèøè è Ë¼íè áûëî ñòîëüêî îðåõîâ, ñêîëüêî ó Àëåñÿ, íàäî Ìèøå
äîáàâèòü 3 îðåõà, à Ë¼íå � 6 îðåõîâ. Ïðè ýòîì îáùåå êîëè÷åñòâî îðåõîâ óâåëè÷èòñÿ.

1) 3 + 6 = 9 (äîáàâèëîñü).
2) 27 + 9 = 36 (ñòàëî).
3) 36 : 3 = 12 (áûëî ó Àëåñÿ).
4) 12 � 3 = 9 (áûëî ó Ìèøè).
5) 9 � 3 = 6 (áûëî ó Ë¼íè).

Çàäà÷à 2. Â êîìíàòå ñòîÿëè ñòóëüÿ (ñ ÷åòûðüìÿ íîæêàìè) è òàáóðåòêè
(ñ òðåìÿ íîæêàìè). Êîãäà íà êàæäûé ñòóë è êàæäûé òàáóðåò ñåëî ïî îäíîìó
øêîëüíèêó, òî îáùåå ÷èñëî ¾íîã¿ â êîìíàòå ñîñòàâèëî 39. Ñêîëüêî ñòóëüåâ è
ñêîëüêî òàáóðåòîê ñòîÿëè â êîìíàòå?

Ðåøåíèå.
Òàê êàê îáùåå ÷èñëî ¾íîã¿ â êîìíàòå 39, òî ñòóëüåâ íå áîëüøå 6 (4 ¾íîãè¿ ñòóëà

+2 íîãè ÷åëîâåêà), ïîëó÷àåòñÿ 6 · 6 = 36 ¾íîã¿.
Ïåðåáåðåì ñëó÷àè, êîãäà â êîìíàòå c = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 ñòóëüåâ. Òîãäà ÷èñëî ¾íîã¿,

âíîñèìûõ â îáùåå êîëè÷åñòâî òàáóðåòêàìè: t = 39− 6c (t äîëæíî äåëèòüñÿ íà 5).
Åñëè

c = 0, òî t = 39;
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c = 1, òî t = 33;

c = 2, òî t = 27;

c = 3, òî t = 21;

c = 4, òî t = 15;

c = 5, òî t = 9;

c = 6, òî t = 3.

Óñëîâèþ çàäà÷è óäîâëåòâîðÿåò òîëüêî ïàðà: c = 4, t = 15. 15 : 5 = 3 � êîëè÷åñòâî
òàáóðåòîê.

Èòàê, äëÿ 4 ñòóëüåâ è 3 òàáóðåòîê óñëîâèå çàäà÷è âûïîëíÿåòñÿ.

Çàäà÷à 3. Â ñåìüå ÷åòâåðî äåòåé, êîòîðûì 5, 8, 13 è 15 ëåò. Èõ çîâóò Àëëà,
Áîðèñ, Âåðà è Ãàëÿ. Ñêîëüêî ëåò êàæäîìó, åñëè îäíà äåâî÷êà õîäèò â äåòñêèé ñàä,
Àëëà ñòàðøå Áîðèñà, à ñóììà âîçðàñòîâ Àëëû è Âåðû äåëèòñÿ íà 3?

Ðåøåíèå.

5 8 13 15
Àëëà +
Áîðèñ +
Âåðà +
Ãàëÿ +

Çàäà÷à 4. Êàê, èìåÿ äâå ïîëíûå äåñÿòèëèòðîâûå åìêîñòè ñ áåðåçîâûì ñîêîì,
îòìåðèòü ïî äâà ëèòðà ñîêà â äâà ïóñòûõ áèäîíà åìêîñòüþ ÷åòûðå è ïÿòü ëèò-
ðîâ?
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Ðåøåíèå.

10 ë. 10 ë. 4 ë. 5 ë.
10 10 0 0
5 10 0 5
5 10 4 1
9 10 0 1
9 10 1 0
4 10 1 5
4 10 4 2
8 10 0 2
8 6 4 2
10 6 2 2

Çàäà÷à 5. Èç 4-õ ìîíåò � îäíà ôàëüøèâàÿ. Îíà îòëè÷àåòñÿ îò îñòàëüíûõ
òîëüêî âåñîì. Êîãäà äâå ìîíåòû ïîëîæèëè íà ÷àøå÷íûå âåñû, òî:

à) èõ ðàâíîâåñèå íàðóøèëîñü. Êàê ñ ïîìîùüþ åùå îäíîãî âçâåøèâàíèÿ íàéòè
ôàëüøèâóþ ìîíåòó?

á) îñòàëèñü â ðàâíîâåñèè. Êàê ñ ïîìîùüþ åùå îäíîãî âçâåøèâàíèÿ íàéòè, êàêàÿ
èç ìîíåò ôàëüøèâàÿ?

Ðåøåíèå.
à) òàê êàê ðàâíîâåñèå âåñîâ íàðóøèëîñü, çíà÷èò îäíà èç ìîíåò íà âåñàõ ôàëü-

øèâàÿ. Ñíèìåì îäíó èç ìîíåò ñ âåñîâ è ïîëîæèì âìåñòî íåå ëþáóþ äðóãóþ èç
îñòàëüíûõ, íå ëåæàâøèõ íà âåñàõ. Åñëè âåñû îêàæóòñÿ â ðàâíîâåñèè, çíà÷èò, ñíÿòàÿ
ìîíåòà � ôàëüøèâàÿ; åñëè æå ðàâíîâåñèå âåñîâ íàðóøèòñÿ, òî ôàëüøèâîé ÿâëÿåòñÿ
ìîíåòà, êîòîðàÿ âñå âðåìÿ ëåæàëà íà âåñàõ;
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á) òàê êàê âåñû íàõîäÿòñÿ â ðàâíîâåñèè, òî îáå ìîíåòû íå ÿâëÿþòñÿ ôàëüøèâûìè.
Ñíèìåì îäíó èç ìîíåò è ïîëîæèì âìåñòî íåå äðóãóþ èõ òåõ, ÷òî íå ëåæàëè íà
âåñàõ. Åñëè âåñû îñòàíóòñÿ â ðàâíîâåñèè, òî ôàëüøèâàÿ ìîíåòà � ìîíåòà, êîòîðàÿ íå
ó÷àñòâîâàëà âî âçâåøèâàíèè; åñëè æå ðàâíîâåñèå âåñîâ íàðóøèëîñü, òî ôàëüøèâàÿ
òà ìîíåòà, êîòîðóþ ìû òîëüêî ÷òî ïîëîæèëè íà âåñû.

Çàäà÷à 6. Ðåøèòå ðåáóñ: ÀÈÑÒ + ÀÈÑÒ + ÀÈÑÒ + ÀÈÑÒ = ÑÒÀß.

Ðåøåíèå.

ÀÈÑÒ = 1000À + 100Ò + 10È + ß, ÑÒÀß = 1000Ñ + 100 Ò + 10À + ß.

Ñîñòàâèì óðàâíåíèå:

4(1000À + 100Ò + 10È + ß) = 1000Ñ + 100 Ò + 10À + ß

è ðåøèì åãî â íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñëàõ (îäíîçíà÷íûõ).
Çàìåòèì, ÷òî À è Ñ 6= 0. Ïåðåíåñåì âñå ñëàãàåìûå â ëåâóþ ÷àñòü, ïðèâåäåì

ïîäîáíûå è ïîëó÷èì:

3990À � 960Ñ + 400È � 96Ò � ß = 0.

Âîçüìåì À = 1 è ðàññìîòðèì òðè ïåðâûõ ñëàãàåìûõ:

3990 � 960Ñ + 400È.

Ïîäáåðåì Ñ òàê, ÷òîáû ñóììà äâóõ ïåðâûõ ñëàãàåìûõ áûëà êàê ìîæíî áëèæå ê
íóëþ, íî îñòàâàëàñü íå áîëüøå íóëÿ. Ýòî áóäåò, åñëè âçÿòü Ñ = 5. Òîãäà

3990 � 960·5 = 810.

Ðàññìîòðèì ñóììó:
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� 810 + 400È.

Ïîäáåðåì È òàê, ÷òîáû ñóìì áûëà êàê ìîæíî áëèæå ê íóëþ, íî îñòàâàëàñü íå ìåíüøå
íóëÿ. Ýòî áóäåò, åñëè âçÿòü È=3. Ïîëó÷èì:

� 810 + 400·3 = 390.

Ðàññìîòðèì 390 � 96Ò è ïîäáåðåì Ò òàêèì, ÷òîáû ñóììà îñòàâàëàñü íå ìåíüøå íóëÿ,
íî êàê ìîæíî áëèæå ê íóëþ. Ýòî áóäåò ïðè Ò = 4. Òîãäà

390 � 96·4 = 6.

È, íàêîíåö, ðàññìîòðèì ñóììó 6 � ß. Îíà äîëæíà ðàâíÿòüñÿ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ß =
= 6.

Çíà÷èò, ÀÈÑÒ = 1354, ÑÒÀß = 5416.

Çàäà÷à 7. Íà äîñêå çàïèñàíî íåñêîëüêî (> 3) ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë. Èçâåñòíî, ÷òî èç ëþáûõ 3-õ çàïèñàííûõ ÷èñåë ìîæíî âûáðàòü äâà,
ñóììà êîòîðûõ åñòü íåêîòîðîå ÷èñëî, çàïèñàííîå íà äîñêå. Íàéäèòå íàèáîëüøåå
âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî çàïèñàííûõ íà äîñêå ÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ñðåäè çàïèñàííûõ ÷èñåë íå ìîæåò áûòü áîëåå
4-õ ÷èñåë îäíîãî çíàêà. Èñïîëüçóåì ìåòîä îò ïðîòèâíîãî.

Ïóñòü ñðåäè çàïèñàííûõ ÷èñåë íå ìåíåå 4-õ ïîëîæèòåëüíûõ. Âûáåðåì èç íèõ
÷åòûðå íàèáîëüøèõ:

α4 > α3 > α2 > α1 > 0.

Ðàññìîòðèì òðîéêó {α4;α3;α2}. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è, õîòÿ áû îäíà èç ñóìì α3+α2,
α4 + α2, α3 + α4 äîëæíà ñîâïàäàòü ñ îäíèì èç çàïèñàííûõ íà äîñêå ÷èñëîì. Ýòèìè
ñóììàìè íå ìîãóò áûòü α4 +α2, α3 +α4, òàê êàê îíè áîëüøå íàèáîëüøåãî ÷èñëà α4.



480

Ñëåäîâàòåëüíî, îäíîìó èç çàïèñàííûõ íà äîñêå ÷èñåë äîëæíà ðàâíÿòüñÿ ñóììà
α3 + α2. Òàê êàê îíà áîëüøå α3, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü

α3 + α2 = α4.

Ýòè ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ òðîéêè {α4;α3;α1}. Ïîýòîìó α3 + α1 = α4.
Çíà÷èò, α1 = α2.

Ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, íà äîñêå íå áîëåå 3-õ ïîëîæèòåëüíûõ, íå
áîëåå 3-õ îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë è, âîçìîæíî, ÷èñëî 0. Ñëåäîâàòåëüíî, íà äîñêå íå
áîëåå 3 + 3 + 1 = 7 ÷èñåë. Óñëîâèþ çàäà÷è óäîâëåòâîðÿþò: −3,−2,−1, 0, 1, 2, 3. �

Çàäà÷à 8. Â ñîðåâíîâàíèÿõ ó÷àñòâîâàëè 35 ñïîðòñìåíîâ. Ìîæíî ëè óòâåð-
æäàòü, ÷òî ñðåäè íèõ íàéäóòñÿ õîòÿ áû äâà ñïîðòñìåíà, ôàìèëèè êîòîðûõ íà-
÷èíàþòñÿ ñ îäíîé áóêâû?

Ðåøåíèå.
Îáîçíà÷èì 35 ñïîðòñìåíîâ çà ¾çàéöåâ¿, à áóêâû çà ¾êëåòêè¿. Â ðóññêîì àëôàâèòå

33 áóêâû. Êðîìå ýòîãî, ôàìèëèè íå ìîãóò íà÷èíàòüñÿ ñ áóêâ Ú è Ü. Çíà÷èò, ó íàñ
îñòàëàñü 31 áóêâà. Òàê êàê 35 > 31, òî, ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå, íàéäåòñÿ 2 ñïîðòñìåíà,
ó êîòîðûõ ôàìèëèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ îäíîé áóêâû.

Çàäà÷à 9. Â öåíòðå êâàäðàòíîãî áàññåéíà íàõîäèòñÿ Ñàøà, à â âåðøèíå íà
áåðåãó ñòîèò Ìèøà. Ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü Ñàøè â âîäå â òðè ðàçà ìåíüøå ìàê-
ñèìàëüíîé ñêîðîñòè Ìèøè íà ñóøå. Ìèøà ïëàâàòü íå óìååò, à íà áåðåãó Ñàøà
áåãàåò áûñòðåå Ìèøè. Ñìîæåò ëè Ñàøà óáåæàòü îò Ìèøè?

Ðåøåíèå.
Ïóñòü Ìèøà íàõîäèòñÿ â âåðøèíå T . Ñíà÷àëà Ñàøà äîëæåí ïëûòü ê ïðîòèâî-

ïîëîæíîé âåðøèíå V . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ìèøà ïîáåæèò ïî íàïðàâëåíèþ ê âåð-
øèíå W . Ïóñòü â òîò ìîìåíò, êîãäà Ìèøà ïðèáåæèò â W , Ñàøà äîïëûâ¼ò äî òî÷-
êè C. Ïóñòü TW = 1. Òîãäà BC = 1

3
, CV = 1√

2
− 1

3
, CD = 1

2
− 1

3
√
2
, ãäå CD ïåðïåíäè-

êóëÿðíî V U . Ìèøà íå ñìîæåò äîáåæàòü äî âåðøèíû V ðàíüøå, ÷åì Ñàøà äîïëûâ¼ò
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äî òî÷êè D:
1

3
−
(

1

2
− 1

3
√

2

)
=

√
2− 1

6
> 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, Ñàøà ìîæåò óáåæàòü.

Çàäà÷à 10. 2011 ÷åëîâåê âûñòðîèëèñü â øåðåíãó. Âñåãäà ëè ìîæíî èõ ðàññòà-
âèòü ïî ðîñòó, åñëè çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ ïåðåñòàâëÿòü òîëüêî 2 ëþäåé, ñòî-
ÿùèõ ÷åðåç îäíîãî?.

Ðåøåíèå.
Ïðè ïåðåñòàíîâêå ñîõðàíÿåòñÿ ÷åòíîñòü íîìåðà ìåñòà. Ïîýòîìó åñëè ñàìûé âûñî-

êèé ÷åëîâåê, íàïðèìåð, ñòîèò âòîðûì, òî îí íèêîãäà íå ñòàíåò ïåðâûì, è ÷èñëî 2011
çäåñü ðîëè íå èãðàåò. Çíà÷èò, íå âñåãäà 2011 ÷åëîâåê ìîæíî ðàññòàâèòü ïî ðîñòó.

Çàäà÷à 11. Èç 100 êóáèêîâ 80 èìåþò êðàñíóþ ãðàíü, 85 � ñèíþþ, 75 � çåë¼íóþ.
Ñêîëüêî êóáèêîâ èìåþò ãðàíè âñåõ òð¼õ öâåòîâ?
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Ðåøåíèå.
Îïðåäåëèì ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî êóáèêîâ, èìåþùèõ ãðàíè âñåõ òð¼õ öâåòîâ. Îíî

ðàâíî 75 è äîñòèãàåòñÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà êàæäûé èç 75 êóáèêîâ, èìåþùèõ çåë¼íóþ
ãðàíü, èìååò òàêæå êðàñíóþ è ñèíþþ ãðàíü. Íå èìåþò êðàñíîé ãðàíè 100− 80 = 20
êóáèêîâ, ñèíåé � 15, çåë¼íîé � 25. Ñëîæèì ïîëó÷åííûå ÷èñëà: 20 + 15 + 25 = 60.
Ïîëó÷èëè ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî êóáèêîâ, íå èìåþùèõ ãðàíè âñåõ òð¼õ öâåòîâ. Ýòîò
ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà òðè ìíîæåñòâà, êîòîðûå ñîñòîÿò èç 20,
15 è 25 êóáèêîâ, íå èìåþò ïîïàðíî îáùèõ ýëåìåíòîâ. Çíà÷èò, ìèíèìàëüíîå ÷èñëî
êóáèêîâ, èìåþùèõ ãðàíè âñåõ òð¼õ öâåòîâ, ðàâíî 100−60 = 40. Èòàê, èñêîìîå ÷èñëî
n êóáèêîâ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó 40 6 n 6 75.

Çàäà÷à 12. Â êëàññå 38 ÷åëîâåê. Èç íèõ 16 èãðàþò â áàñêåòáîë, 17 � â õîêêåé,
18 � â ôóòáîë. Óâëåêàþòñÿ äâóìÿ âèäàìè ñïîðòà � áàñêåòáîëîì è õîêêååì �
÷åòâåðî, áàñêåòáîëîì è ôóòáîëîì � òðîå, ôóòáîëîì è õîêêååì � ïÿòåðî. Òðîå íå
óâëåêàþòñÿ íè áàñêåòáîëîì, íè õîêêååì, íè ôóòáîëîì. Ñêîëüêî ðåáÿò óâëåêàþòñÿ
îäíîâðåìåííî òðåìÿ âèäàìè ñïîðòà? Ñêîëüêî ðåáÿò óâëåêàåòñÿ ëèøü îäíèì èç
ýòèõ âèäîâ ñïîðòà?

Ðåøåíèå.
Âîñïîëüçóåìñÿ êðóãàìè Ýéëåðà.
Ïóñòü áîëüøîé êðóã èçîáðàæàåò âñåõ ó÷àùèõñÿ êëàññà, à òðè ìåíüøèõ êðóãà

B, H è F èçîáðàæàþò ñîîòâåòñòâåííî áàñêåòáîëèñòîâ, õîêêåèñòîâ è ôóòáîëèñòîâ.
Òîãäà ôèãóðà Z, îáùàÿ ÷àñòü êðóãîâ B, H è F , èçîáðàæàåò ðåáÿò, óâëåêàþùèõñÿ
òðåìÿ âèäàìè ñïîðòà.

Èç ðàññìîòðåíèÿ êðóãîâ Ýéëåðà âèäíî, ÷òî îäíèì ëèøü âèäîì ñïîðòà � áàñêåò-
áîëîì çàíèìàþòñÿ

16− (4 + z + 3) = 9− z;

îäíèì ëèøü õîêêååì
17− (4 + z + 5) = 8− z;
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îäíèì ëèøü ôóòáîëîì
18− (3 + z + 5) = 10− z.

Ñîñòàâëÿåì óðàâíåíèå, ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî êëàññ ðàçáèëñÿ íà îòäåëüíûå ãðóïïû:

3 + (9− z) + (8− z) + (10− z) + 4 + 3 + 5 + z = 38,

z = 2.

Òàêèì îáðàçîì, äâîå ðåáÿò óâëåêàþòñÿ âñåìè òðåìÿ âèäàìè ñïîðòà. Ñêëàäûâàÿ
÷èñëà 9− z, 8− z è 10− z, ãäå z = 2, íàéäåì êîëè÷åñòâî øêîëüíèêîâ, óâëåêàþùèõñÿ
ëèøü îäíèì âèäîì ñïîðòà: 21 ÷åëîâåê.

Èòàê, äâîå ðåáÿò óâëåêàþòñÿ âñåìè òðåìÿ âèäàìè ñïîðòà; óâëåêàþùèõñÿ ëèøü
îäíèì âèäîì ñïîðòà � 21 ÷åëîâåê.

Çàäà÷à 13. Â âåùåâîé ëîòåðåå ðàçûãðûâàåòñÿ 8 ïðåäìåòîâ. Ïåðâûé ïîäîøåä-
øèé ê óðíå âûíèìàåò èç íåå 5 áèëåòîâ. Êàêèì ÷èñëîì ñïîñîáîâ îí ìîæåò èõ
âûíóòü, ÷òîáû:

1) ðîâíî äâà èç íèõ îêàçàëèñü âûèãðûøíûìè;

2) ïî êðàéíåé ìåðå, äâà èç íèõ îêàçàëèñü âûèãðûøíûìè.

Âñåãî â óðíå 50 áèëåòîâ.

Ðåøåíèå.
1) åñëè ñðåäè âûíóòûõ 5 áèëåòîâ îêàçàëîñü ðîâíî äâà âûèãðûøíûõ, òî îñòàëü-

íûå òðè � íåâûèãðûøíûå. Èç âîñüìè âûèãðûøíûõ áèëåòîâ ìîæíî âûáðàòü äâà C2
8

ñïîñîáàìè; èç 50−8 = 42 íåâûèãðûøíûõ áèëåòîâ òðè ìîæíî âûáðàòü C3
42 ñïîñîáàìè.

Êàæäûé ñïîñîá âûáîðà äâóõ âûèãðûøíûõ áèëåòîâ ìîæåò ñî÷åòàòüñÿ ñ ëþáûì èç
ñïîñîáîâ âûáîðà òðåõ íåâûèãðûøíûõ áèëåòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ÷èñëî ñïîñîáîâ
ðàâíî

C2
8 · C3

42 = 326240.
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2) ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáîðà 5 áèëåòîâ, ïðè êîòîðîì, ïî êðàéíåé ìåðå, äâà áóäóò
âûèãðûøíûìè, ðàâíî ñóììå ÷èñëà ñïîñîáîâ, ïðè êîòîðûõ èçâëåêàåòñÿ ðîâíî äâà
âûèãðûøíûõ áèëåòà, ðîâíî òðè âûèãðûøíûõ áèëåòà, ðîâíî ÷åòûðå âûèãðûøíûõ
áèëåòà è ðîâíî ïÿòü âûèãðûøíûõ áèëåòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî ÷èñëî ðàâíî

C2
8 · C3

42 + C3
8 · C2

42 + C4
8 · C1

42 + C5
8 · C0

42 = 377452.

Çàäà÷à 14. Ìîæíî ëè îðãàíèçîâàòü ôóòáîëüíûé òóðíèð äåâÿòè êîìàíä òàê,
÷òîáû êàæäàÿ êîìàíäà ïðîâåëà ïî ÷åòûðå âñòðå÷è?

Ðåøåíèå.
Èçîáðàçèì êàæäóþ êîìàíäó òî÷êîé, à ïðîâåä¼ííóþ åþ âñòðå÷ó � îòðåçêîì, èñ-

õîäÿùèì èç ýòîé òî÷êè. Äåâÿòü òî÷åê ëó÷øå ðàñïîëîæèòü òàê, ÷òîáû ïðè ïîñëåäî-
âàòåëüíîì ñîåäèíåíèè èõ îòðåçêàìè îáðàçîâàëñÿ âûïóêëûé äåâÿòèóãîëüíèê. Çàäà÷à
ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé: ìîæíî ëè 9 òî÷åê ñîåäèíèòü îòðåçêàìè òàê, ÷òîáû èç êàæäîé
òî÷êè âûõîäèëè ÷åòûðå îòðåçêà? Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò ëè ãðàô ñ äåâÿòüþ
âåðøèíàìè, ó êîòîðîãî ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ðàâíà 4? Ïðåæäå âñåãî, ïðîâåä¼ì
âñå ñòîðîíû äåâÿòèóãîëüíèêà; îíè áóäóò îçíà÷àòü, ÷òî êàæäàÿ êîìàíäà ïðîâåëà äâå
âñòðå÷è. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü åù¼ ïî äâå âñòðå÷è, áóäåì, íàïðèìåð, ñîåäèíÿòü
âñå âåðøèíû äèàãîíàëÿìè ÷åðåç îäíó. (Öåëåñîîáðàçíî äëÿ âñåõ âåðøèí äåðæàòüñÿ
îäíîé è òîé æå ñèñòåìû ïðîâåäåíèÿ èç íèõ îòðåçêîâ.)

Èòàê, ìîæíî îðãàíèçîâàòü ôóòáîëüíûé òóðíèð äåâÿòè êîìàíä òàê, ÷òîáû êàæ-
äàÿ êîìàíäà ïðîâåëà ïî ÷åòûðå âñòðå÷è.

Çàäà÷à 15. Òðè äåâî÷êè äåëèëè 120 êîíôåò. Ñíà÷àëà Ïîëèíà äàëà Âàëåíòèíå è
Òàòüÿíå ñòîëüêî êîíôåò, ñêîëüêî ó íèõ áûëî. Çàòåì Âàëåíòèíà äàëà Òàòüÿíå è
Ïîëèíå ñòîëüêî êîíôåò, ñêîëüêî ó íèõ ñòàëî. È íàêîíåö, Òàòüÿíà äàëà Ïîëèíå è
Âàëåíòèíå ñòîëüêî êîíôåò, ñêîëüêî ó íèõ ê ýòîìó âðåìåíè èìåëîñü. Â ðåçóëüòàòå
âñåì äîñòàëîñü ïîðîâíó. Ñêîëüêî áûëî êîíôåò ó êàæäîé äåâî÷êè âíà÷àëå?
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Ðåøåíèå.
Â êîíöå ó âñåõ äåâî÷åê ñòàëî ïî 40 êîíôåò, à ïåðåä ýòèì ó Ïîëèíû è Âàëåíòèíû

áûëî âäâîå ìåíüøå, òî åñòü ïî 20, à ó Òàòüÿíû � 80. À ïðåä ýòèì ó Ïîëèíû è Òàòüÿíû
áûëî âäâîå ìåíüøå, òî åñòü ó Ïîëèíû áûëî 10, ó Òàòüÿíû � 40, ó Âàëåíòèíû � 70.
È, íàêîíåö, çàáåðåì ïîëîâèíó êîíôåò ó Âàëåíòèíû è Òàòüÿíû è îòäàäèì Ïîëèíå.
Ïîëó÷èëîñü, ÷òî ó Ïîëèíû áûëî 65 êîíôåò, ó Âàëåíòèíû � 20, à ó Òàòüÿíû � 35.

Çàäà÷à 16. Äàí êâàäðàò n × n êëåòîê (n > 2). Õóäîæíèê ðåøèë çàêðàñèòü
åãî êëåòêè â òðè öâåòà (êàæäóþ êëåòêó � â îäèí öâåò), òàê, ÷òîáû ó êàæäîé
êëåòêè ñðåäè åå ñîñåäíèõ êëåòîê áûëè êëåòêè äâóõ äðóãèõ öâåòîâ (íå îáÿçàòåëüíî,
òîëüêî äâóõ äðóãèõ öâåòîâ) (êëåòêè ñîñåäíèå, åñëè ó íèõ åñòü îáùàÿ ñòîðîíà).
Íàéäèòå âñå n, ïðè êîòîðûõ òàê ìîæíî çàêðàñèòü êëåòêè äàííîãî êâàäðàòà.

Ðåøåíèå.
Îáîçíà÷èì öâåòà íîìåðàìè 1, 2, 3. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ êâàäðàòà 2 × 2 çàäà÷à

íåðàçðåøèìà.

2
1 3

Ïóñòü íèæíÿÿ ëåâàÿ êëåòêà îêðàøåíà â öâåò 1. Òîãäà äâå åå ñîñåäíèå êëåòêè
äîëæíû áûòü îêðàøåíû â öâåòà 2 è 3. Òàê êàê ó êëåòêè 2 òîëüêî äâå ñîñåäíèå êëåòêè
è îäíà èç íèõ îêðàøåíà â öâåò 1, òî íåîêðàøåííàÿ êëåòêà äîëæíà áûòü öâåòà 3.
Àíàëîãè÷íî, ðàññìàòðèâàÿ íèæíþþ ïðàâóþ êëåòêó, çàêëþ÷àåì, ÷òî íåîêðàøåííàÿ
êëåòêà ñâåðõó äîëæíà áûòü öâåòà 2. Íî ýòà êëåòêà íå ìîæåò áûòü îäíîâðåìåííî
îêðàøåííîé â öâåòà 2 è 3. Ñëåäîâàòåëüíî, êëåòêè êâàäðàòà 2× 2 îêðàñèòü òàê, êàê
òðåáóåò óñëîâèå çàäà÷è, íåâîçìîæíî. Ïðè âñåõ îñòàëüíûõ n ýòî ìîæíî ñäåëàòü. Åñëè
n � íå÷åòíîå, òî çàêðàñèì êëåòêè âñåõ ÷åòíûõ ñòîëáöîâ â öâåò 3, à îñòàëüíûå � êàê
ïîêàçàíî íà ðèñóíêå:
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1 3 2
2 3 1
1 3 2

Åñëè n � ÷åòíîå, òî çàêðàñèì, êàê ïîêàçàíî íèæå:

1 3 2 3
2 3 1 1
1 3 2 2
2 3 1 3

Çàäà÷à 17. Íà ñòîëå ñòîÿò äâå êîðîáêè, â îäíîé èç êîòîðûõ íàõîäèòñÿ m
ìîíåò, à â äðóãîé � n. Ñàøà è Ìèøà èãðàþò â òàêóþ èãðó. Îíè õîäÿò ïî î÷åðåäè,
ïðè÷åì, íà÷èíàåò õîäèòü Ñàøà, è çà îäèí õîä ìîæåò ñäåëàòü òîëüêî îäíó èç
ñëåäóþùèõ 3-õ îïåðàöèé (ëþáóþ, ïî âûáîðó èãðîêà):

1) âçÿòü èç ëþáîé êîðîáêè 1 ìîíåòó;

2) âçÿòü èç êàæäîé êîðîáêè ïî ìîíåòå;

3) ïåðåëîæèòü 1 ìîíåòó èç îäíîé êîðîáêè â äðóãóþ.

Èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà â êîðîáêàõ íå îñòàíåòñÿ ìîíåò. Âûèãðûâàåò òîò, êòî
ñäåëàåò õîä ïîñëåäíèì. Íàéäèòå âñå òàêèå m è n, ïðè êîòîðûõ âûèãðàåò Ñàøà
ïðè åãî ïðàâèëüíîé èãðå. Êàæäûé èãðîê çíàåò, ñêîëüêî ìîíåò íàõîäèòñÿ â êàæäîé
èç êîðîáîê è êàêîé õîä ñäåëàë åãî ñîïåðíèê.

Ðåøåíèå.
Ïóñòü õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë m èëè n íå÷åòíî. Óêàæåì âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ

Ñàøè: ïîñëå êàæäîãî åãî õîäà â êàæäîé èç êîðîáîê äîëæíî áûòü ÷åòíîå ÷èñëî
ìîíåò. Ïîêàæåì, ÷òî Ñàøà ñìîæåò îñóùåñòâèòü ýòó ñòðàòåãèþ. Åñëè â îäíîé êîðîáêå
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÷åòíîå, à â äðóãîé � íå÷åòíîå ÷èñëî ìîíåò, òî Ñàøà äîëæåí âçÿòü 1 ìîíåòó èç òîé
êîðîáêè, ãäå èõ ÷èñëî � íå÷åòíî; åñëè æå â îáåèõ êîðîáêàõ íå÷åòíîå ÷èñëî ìîíåò, òî
Ñàøà äîëæåí âçÿòü èç îáåèõ êîðîáîê ïî îäíîé ìîíåòå. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ïåðâîãî
õîäà â êàæäîé êîðîáêå ñòàëî ïî ÷åòíîìó ÷èñëó ìîíåò. Òåïåðü êàê áû íè ïîõîäèë
Ìèøà, ïîñëå åãî õîäà õîòÿ áû â îäíîé èç êîðîáîê ÷èñëî ìîíåò áóäåò íå÷åòíî, è
Ñàøà îïÿòü ñìîæåò äåéñòâîâàòü òàê, êàê îïèñàíî âûøå, è îí âûèãðàåò.

Åñëè æå m è n � îáà ÷åòíûå, òî óæå Ìèøà, ïðèìåíÿÿ îïèñàííóþ âûøå ñòðàòå-
ãèþ, ñòàíîâèòñÿ ïîáåäèòåëåì.

Çàäà÷à 18. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

13 + 23 + 33 + ...+ n3 =
n2(n+ 1)2

4
.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1) ïðè n = 1 ëåâàÿ ÷àñòü ýòîé ôîðìóëû ïðèíèìàåò âèä: 13 = 1; ïðàâàÿ ÷àñòü

ïðèíèìàåò âèä:
12(1 + 1)2

4
= 1. Çíà÷èò, ïðè n = 1 ôîðìóëà âåðíà;

2) ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôîðìóëà âåðíà ïðè n = k, òî åñòü, âåðíî, ðàâåíñòâî

13 + 23 + 33 + ...+ k3 =
k2(k + 1)2

4
;

3) äîêàæåì, ÷òî ýòà ôîðìóëà âåðíà è ïðè n = k + 1, òî åñòü, âåðíî, ðàâåíñòâî

13 + 23 + ...+ k3 + (k + 1)3 =
(k + 1)2(k + 2)2

4
.

Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ëåâóþ ÷àñòü äîêàçûâàåìîãî ðàâåíñòâà ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå

(13 + 23 + 33 + ...+ k3) + (k + 1)3.
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Íî ïî ïðåäïîëîæåíèþ âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ðàâíî
k2(k + 1)2

4
, è ïîýòîìó

13 + 23 + ...+ k3 + (k + 1)3 =
k2(k + 1)2 + 4(k + 1)3

4
=

(k + 1)2(k2 + 4k + 4)

4
=

=
(k + 1)2(k + 2)2

4
.

�

Çàäà÷à 19. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 1995 + 9519 äåëèòñÿ íàöåëî íà ÷èñëî 19 + 95.

Äîêàçàòåëüñòâî.
19 + 95 = 114 = 2 · 3 · 19.

Ïðîâåðèì, äåëèòñÿ ëè 1995 + 9519 íà 2, íà 3 è íà 19. Çàïèøåì

1995 + 9519 = 1919 · (1976 + 519) =

= 1919 · ((1976− 1975) + (1975− 1974) + ...+ (192− 19) + (19− 1)+

+(519− 517) + (517− 515) + ...+ (53− 5) + 5 + 1).

Â êàæäîé ñêîáêå ðàçíîñòü äåëèòñÿ íà 3 è íà 2, òàê êàê

19n+ 1− 19n = 19n · (19− 1) = 3 · 6 · 19n

è
5n+ 2− 5n = 5n · (25− 1) = 3 · 8 · 5n;

êðîìå ýòîãî,
1995 + 9519 = 1919 · (1976 + 519)

äåëèòñÿ íà 19. �
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Çàäà÷à 20. Íàéäèòå äâå ïîñëåäíèå öèôðû ÷èñëà 1782.

Ðåøåíèå.
Äâå ïîñëåäíèå öèôðû ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà îïðåäåëÿþòñÿ îñòàòêîì îò

äåëåíèÿ ýòîãî ÷èñëà íà 100. Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî ðåøèòü ñðàâíåíèå

1782 ≡ r (mod 100),

ãäå 0 6 r < 100.
Òàê êàê (17, 100) = 1, òî ïî òåîðåìå Ýéëåðà

17ϕ(n) ≡ 1 (mod 100).

Íî

ϕ(100) = 100

(
1− 1

2

)(
1− 1

5

)
= 40,

òàê êàê 100 = 22 · 52.
Çíà÷èò,

1740 ≡ 1 (mod 100),

è

r ≡ 1782 (mod 100) ≡ (1740)2 · 172 (mod 100) ≡ 172 (mod 100) ≡ 89 (mod 100).

Äâå ïîñëåäíèå öèôðû ÷èñëà 1782 åñòü öèôðû 8 è 9.

Çàäà÷à 21. Ðåøèòå óðàâíåíèå x2 − 11y2 = 1.

Ðåøåíèå.
Çàïèøåì åãî â âèäå:

11y2 + 1 = x2.
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Äàëåå çàìåòèì, ÷òî
(32 + 2) · 32 + 1 = (32 + 1) · 2,

99 = 99(âåðíî).

Ñëåäîâàòåëüíî, x = 10, y = 3 � ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ.

Çàäà÷à 22. Íàéäèòå ôóíêöèþ f(x) îïðåäåëåííóþ íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ
÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ f(x+ 1) = f(x) + k, ãäå k � íåêîòîðîå äåéñòâè-
òåëüíîå ÷èñëî.

Ðåøåíèå.
Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è èñïîëüçóåì ìåòîä Êîøè.
Âíà÷àëå íàéäåì âûðàæåíèÿ äëÿ x = 1, 2, 3.... Ïîëó÷èì

f(2) = f(1) + k,

f(3) = f(2) + k = f(1) + k + k = f(1) + 2k,

f(4) = f(3) + k = f(1) + 3k, . . . ,

f(n) = f(1) + (x− 1)k,

ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Ïðîâåðèì, äåéñòâèòåëüíî ëè âûïîëíÿåòñÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî:

f(n) = f(1) + (x− 1)k,

ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Èñïîëüçóåì ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ïðîâåðèì, âûïîëíÿåòñÿ ëè ðàâåí-

ñòâî ïðè x = 1: f(1) = f(1) � âåðíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàâåíñòâî âåðíî ïðè
x = n − 1, ãäå n > 2, òî åñòü f(n) = f(1) + (n − 1)k � âåðíî. Äîêàæåì, ÷òî èç
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ýòîãî ñëåäóåò ðàâåíñòâî äëÿ x = n. Òàê êàê f(x + 1) = f(x) + k, òî ïðè x = n
ïîëó÷èì

f(n+ 1) = f(n) + k

èëè
f(n+ 1) = f(1) + (n− 1)k + k,

f(n+ 1) = f(1) + nk.

Çíà÷èò, ðàâåíñòâî âåðíî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n. Ðåøåíèåì äàííîãî ôóíêöèî-
íàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

f(x) = f(1) + (x− 1)k,

ãäå f(1) � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî.

Çàäà÷à 23. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà

f(x) = 1 + x+ x3 + x9 + x27 + x81 + x243

íà ìíîãî÷ëåí g(x) = x2 − 1.

Ðåøåíèå.
Ìíîãî÷ëåí f(x) äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåí g(x) ñ îñòàòêîì, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå

ìíîãî÷ëåíû q(x) è r(x) (ñòåïåíü r(x) ìåíüøå ñòåïåíè g(x)), ÷òî

f(x) = g(x) · q(x) + r(x).

Çíà÷èò,
f(x) = (x− 1)(x+ 1) · q(x) + r(x),

è ñòåïåíü r(x) 6 1, òî åñòü r(x) = ax+ b.
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Ïî òåîðåìå Áåçó {
f(α1) = r(α1),
f(α2) = r(α2),

ãäå α1 = 1, α2 = −1.
Ïîëó÷àåì ñèñòåìó: {

a+ b = 7,
−a+ b = −5,

Îòêóäà {
a = 6,
b = 1.

Çíà÷èò, r(x) = 6x+ 1.

Çàäà÷à 24. Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

x3 − 20x2 + 280x− 1440 = 0.

Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå.
Ïóñòü x1, x2, x3 � äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçóåì

ôîðìóëû Âèåòà: 
x1 + x2 + x3 = 20,
x1x2 + x1x3 + x2x3 = 280,
x1x2x3 = 1440.

Èñïîëüçóåì ôîðìóëó Ãåðîíà:

S =
√
p(p− x1)(p− x2)(p− x3),

ãäå p = x1+x2+x3
2

= 10.
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Òîãäà

S =
√

10(10− x1)(10− x2)(10− x3) =

=
√

10− 100(x1 + x2 + x3) + 10(x1x2 + x1x3 + x2x3)− x1x2x3 = 60.

Çàäà÷à 25. Äîêàæèòå, ÷òî êàêîâû áû íè áûëè äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a1, a2,
a3, a4,. . . .,an è b1, b2, b3, b4,. . . ,bn âñåãäà√

a21 + b21 + ...+
√
a2n + b2n >

√
(a1 + ...+ an)2 + (b1 + ...+ bn)2.

Ïðè êàêîì óñëîâèè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî?

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî ñ ñàìîãî íà÷àëà, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü âñå a1, a2,
a3, a4,. . . .,an è b1, b2, b3, b4,. . . ,bn ïîëîæèòåëüíûìè.

Ðàññìîòðèì ëîìàíóþ A0A1A2...An, òàêóþ, ÷òî ïðîåêöèè îòðåçêîâ A0A1, A1A2, ...,
An−1An íà îñü Ox ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî a1, a2, a3, a4,. . . .,an, à íà îñü Oy � b1, b2,
b3, b4,. . . ,bn. Ïðè ýòîì êàæäàÿ âåðøèíà ëîìàíîé áóäåò ðàñïîëàãàòüñÿ ïðàâåå è âûøå
ïðåäøåñòâóþùåé.

Èç òåîðåìû Ïèôàãîðà ñëåäóåò, ÷òî

A0A1 =
√
a21 + b21,

A1A2 =
√
a22 + b22,

...,

An−1An =
√
a2n + b2n,

A0An =
√

(a1 + ...+ an)2 + (b1 + ...+ bn)2.

Îòñþäà è ïîëó÷àåòñÿ íåðàâåíñòâî çàäà÷è.
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Ëîìàíàÿ A0A1A2...An áóäåò ðàâíà îòðåçêó A0An òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè âñå åå
çâåíüÿ ÿâëÿþòñÿ ïðîäîëæåíèÿìè îäíî äðóãîãî (ëîìàíàÿ ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì ïðÿìîé).
Ýòî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, åñëè

a1
b1

=
a2
b2

= ... =
an
bn
.

Ëèøü â ýòîì ñëó÷àå áóäåò èìåòü ìåñòî ðàâåíñòâî:√
a21 + b21 + ...+

√
a2n + b2n =

√
(a1 + ...+ an)2 + (b1 + ...+ bn)2.

�
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Çàêëþ÷åíèå

Ìíîãèå ñòîðîíû ñîâðåìåííîé æèçíè íàøåé ñòðàíû áóêâàëüíî îáÿçàíû ñâîèì ñó-
ùåñòâîâàíèåì ÷åëîâå÷åñêîìó èíòåëëåêòó, åãî âòîðæåíèþ â ìàòåðèàëüíûå è äóõîâ-
íûå îñíîâû öèâèëèçàöèè. Ìû ñ ãîðäîñòüþ ñåãîäíÿ íàáëþäàåì çà óñïåõàìè ó÷åíûõ,
ýêîíîìèñòîâ, èíæåíåðîâ, âðà÷åé, ìû ðàäóåìñÿ êðàñîòå íàøèõ ãîðîäîâ è ñåë. Çàâ-
òðàøíèé äåíü òàêæå ñîçäàåòñÿ èíòåëëåêòîì, êîòîðûé ïðèâîäèò â äâèæåíèå êîëîñ-
ñàëüíûå ìàòåðèàëüíûå ñèëû, îãðîìíûé äóõîâíûé ïîòåíöèàë ëþäåé. Êàêèì áóäåò
íàøå ñ âàìè áóäóùåå, áóäóùåå íàøèõ äåòåé è âíóêîâ, áóäóùåå çåìíîé öèâèëèçà-
öèè íàïðÿìóþ çàâèñèò îò îáó÷åíèÿ è âîñïèòàíèÿ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äåòåé.
Ñîâîêóïíûé ÷åëîâå÷åñêèé èíòåëëåêò, ÷åì äàëüøå, òåì áîëüøå ñòàíîâèòñÿ ãëàâíîé
òâîð÷åñêîé ñèëîé. Áóäåò ýòà ñèëà ñëóæèòü ïðîãðåññó èëè ñòàíåò ïðè÷èíîé áåä è
ñòðàäàíèé ëþäåé? Ìèð ïîìíèò èìåíà ãåíèàëüíûõ ñîçèäàòåëåé è íå ìåíåå ãåíèàëü-
íûõ ðàçðóøèòåëåé.

Ôàêòîðàìè, îïòèìèçèðóþùèìè ïðîöåññ îáó÷åíèÿ è âîñïèòàíèÿ èíòåëëåêòóàëüíî
îäàðåííûõ äåòåé, âûñòóïàþò: ðàííÿÿ äèàãíîñòèêà; óñêîðåííîå è îáîãàùåííîå îáó-
÷åíèå, ïðèìåíåíèå ýôôåêòèâíûõ ïåäàãîãè÷åñêèõ òåõíîëîãèé (îñîáåííî, ïðîáëåì-
íîãî îáó÷åíèÿ); âîçìîæíîñòü ìåòîäîâ ìàòåìàòèêè, ôèçèêè, èíôîðìàòèêè è äð. â
ðàçâèòèè ìûøëåíèÿ, ôîðìèðîâàíèè èíäèâèäóàëüíîãî ñòèëÿ ó÷åáíî-ïîçíàâàòåëüíîé
äåÿòåëüíîñòè; îáðàçîâàòåëüíàÿ ñðåäà, àäåêâàòíàÿ èíòåëëåêòóàëüíûì ïîòðåáíîñòÿì
ó÷àùèõñÿ; ïåäàãîãè÷åñêàÿ è ïñèõîëîãè÷åñêàÿ ïîääåðæêà è ñîïðîâîæäåíèå; ðåàëèçà-
öèÿ ñèñòåìíîãî ïîäõîäà â îðãàíèçàöèè îáó÷åíèÿ è âîñïèòàíèÿ. Âåäóùèìè ïðèíöèïà-
ìè ðàáîòû ñ èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííûìè äåòüìè â îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ ó÷ðåæäå-
íèÿõ ÿâëÿþòñÿ: ñî÷åòàíèå îáÿçàòåëüíûõ è îñóùåñòâëÿåìûõ ïî âûáîðó ñîäåðæàíèÿ,
ôîðì, ìåòîäîâ è ïðèåìîâ îáó÷åíèÿ; ïðèíöèï èíäèâèäóàëüíîãî ïîäõîäà ê êàæäîìó
èíòåëëåêòóàëüíî îäàðåííîìó ðåáåíêó; ïðèíöèï îáîãàùåíèÿ ìîòèâàöèè è ñîäåðæà-
íèÿ äåÿòåëüíîñòè. Çíà÷èìûìè êîìïîíåíòàìè ïðîôåññèîíàëüíîé êóëüòóðû ó÷èòåëÿ
äëÿ îäàðåííûõ äîëæíû áûòü êàê ìåòîäû, ôîðìû, òåõíîëîãèè îáó÷åíèÿ è âîñïèòà-
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íèÿ, òàê è îñîáàÿ ïåäàãîãè÷åñêàÿ ôèëîñîôèÿ, âêëþ÷àþùàÿ ñîâîêóïíîñòü öåííîñòåé,
íåðàçðûâíî ñâÿçàííûõ íðàâñòâåííîñòüþ, äóõîâíîñòüþ, ëè÷íîñòíûì ñïîñîáîì áûòèÿ
÷åëîâåêà â ìèðå. Îáðàç ÷åëîâåêà ñîçäàåòñÿ âîñïèòàíèåì, ãëàâíàÿ çàäà÷à êîòîðîãî
ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîäðàñòàþùåãî ÷åëîâåêà ñäåëàòü ×åëîâåêîì. Çíàíèÿ íîñÿò
äâîéñòâåííûé õàðàêòåð. Èíòåëëåêò îòäåëüíîãî ÷åëîâåêà ìîæåò ñòàòü ñèëîé, ñëóæà-
ùåé ëþäÿì, à ìîæåò îáåðíóòüñÿ ïðîòèâ ÷åëîâå÷åñòâà. Â îñíîâå âîñïèòàíèÿ èíòåë-
ëåêòóàëüíî îäàðåííûõ äîëæíû ëåæàòü îáùå÷åëîâå÷åñêèå öåííîñòè: ëþáîâü âî âñåõ
åå ïðîÿâëåíèÿõ, äóõîâíîñòü, äîáðîòà, ïîðÿäî÷íîñòü, òðóäîëþáèå.
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