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Указано строение холловых подгрупп конечной группы, все подгруппы Шмидта которой имеют ранг 4.  
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Введение  
Рассматриваются только конечные группы. 

Все используемые обозначения и терминология 
стандартны и соответствуют [1], [2].  

Пусть 1G  – минимальная нормальная под-

группа группы G. Для каждого натурального 2i   
определим подгруппу iG  так, что 1i iG G   – ми-

нимальная нормальная подгруппа фактор-
группы 1iG G    Ряд подгрупп  

0 11 mG G … G G      

называют главным рядом группы G, а его факто-
ры 1i iG G   – главными факторами. Если G  – 

неединичная разрешимая группа, то все главные 
факторы являются элементарными абелевыми 

примарными группами. Пусть 1
in

i i ip G G    

все ip  – простые числа, не обязательно различ-

ные. Число 1( ) max i m ir G n   называется рангом 

группы G  [2, VI.5.2]. Для единичной группы 

считают (1) 0r    Группы ранга 1  называют 

сверхразрешимыми, их основные свойства при-
ведены в [2, VI.9]. В силу теоремы Жордана–
Гельдера любые два главных ряда группы G 
изоморфны, поэтому значения ранга для каждой 
разрешимой группы определяется однозначно. 
Свойства разрешимых групп G  с ( ) 2r G   полу-

чены в работах Б. Хупперта [3] и Дж. Роуза [4]. 
Монахов В.С. и Трофимук А.А. [5] изучили раз-
решимые группы ранга 3    

Группой Шмидта называют ненильпотент-
ную группу, все собственные подгруппы которой 
нильпотентны. Их строение хорошо известно, в 
частности, группы Шмидта бипримарны, одна 
из силовских подгрупп нормальна, а другая цик-
лическая. Следуя [6] группу Шмидта с нормаль-
ной силовской p-подгруппой и ненормальной 
циклической  силовской q-подгруппой будем 

называть p qS   -группой. Здесь и везде ниже p  и 

q – различные простые числа. Для p qS   -группы 

S  будем использовать запись [ ]S P Q   где P  – 

нормальная силовская p-подгруппа, а Q – цикли-
ческая ненормальная силовская q-подгруппа. 
О.Ю. Шмидт [7] установил, что ранг p qS   -груп-

пы равен показателю числа p по модулю q.  
Для любой подгруппы H  группы G  ранг 

подгруппы H  не превышает ранга группы G  
Следовательно, ранги подгрупп Шмидта не вы-
ше ранга группы. В минимальной несверхразре-
шимой группе все собственные подгруппы 
Шмидта имеют ранг 1  а ранг всей группы 1   
Поэтому совпадение ранга группы и ранга собст-
венных подгрупп в общем случае не будет.  

Монахов В.С. [8] изучил класс F  всех 
групп с подгруппами Шмидта ранга 1, т. е. со 
сверхразрешимыми подгруппами Шмидта. Класс 
F  является наследственной насыщенной ради-
кальной формацией и каждая группа из F  обла-
дает силовской башней сверхразрешимого типа. 
Класс H  всех групп с подгруппами Шмидта ран-
га 1  тоже является наследственной насыщен-
ной радикальной формацией и каждая группа из 
H  2-замкнута, в частности, разрешима [8]. 
Свойства групп с подгруппами Шмидта ранга 2 и 
3 установлены в работах [9]–[11].  

В настоящей статье исследуются строение 
группы, у которой все с подгруппы Шмидта 
имеют ранг 4.  
 

1 Свойства групп Шмидта  
Напомним некоторые необходимые свойст-

ва групп Шмидта.  
В лемме 1.1 приведены свойства групп 

Шмидта, полученные самим О.Ю. Шмидтом в 
1924 году.  

МАТЕМАТИКА
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Лемма 1.1. [7] Пусть S – группа Шмидта, 
т. е. ненильпотентная группа, все собственные 
подгруппы которой нильпотентны. Тогда спра-
ведливы следующие утверждения:  

(1) [ ]S P Q   где P  – нормальная силовская 

p-подгруппа, Q – ненормальная силовская q-под-
группа, p и q – различные простые числа;  

(2) Q y   – циклическая подгруппа и 

( )qy Z S    

(3) mP P p     где m  – показатель числа 

p по модулю q;  
(4) главный ряд группы S имеет систему 

индексов: mp p p p q q        где m  – показа-

тель числа p  по модулю q  число индексов рав-

ных p  совпадает с n  где np P   число ин-

дексов равных q  совпадает с b  где bq Q     
Из леммы 1.1 (4) вытекает  
Лемма 1.2. Пусть p  и q  – различные про-

стые числа и m  – показатель числа p  по моду-

лю q  Тогда любая p qS   -группа имеет ранг m   
Лемма 1.3. [12] Пусть p q  – различные 

простые числа и m – показатель p по модулю q  
Тогда естественное полупрямое произведение [ ]P Q  

элементарной абелевой p-группы P порядка mp  

и группы Q порядка q является p qS   -группой 

ранга m, у которой все подгруппы примарны.  
Лемма 1.4 [2, теорема IV.5.4.]. Если в группе 

G  нет p qS   -подгрупп для всех ( )q G   то 

группа G p-нильпотентна.  
Лемма 1.5. Если { }p q -группа не q-замкну-

та, то в ней существует p qS   -подгруппа.  

Доказательство. Утверждение вытекает из 
леммы 1.4.  

Лемма 1.6 [13]. Если группа не 2-замкнута, 
то в ней существует 2pS   -подгруппа для неко-

торого ( )p G    
Лемма 1.7 [14, теорема IX.8.3]. Пусть a и 

m  – целые числа 1   Тогда, исключая случаи 

2 2 1bm a     и 6 2m a     существует про-
стое число q  со следующими свойствами:  

(1) q  делит 1ma     

(2) q  не делит 1ia   для всех 0 i m     
(3) q  не делит m   
В частности, m есть показатель числа a по 

модулю q. 
 

2 Холловы подгруппы в группах с под-
группами Шмидта ранга 4  

Лемма 2.1. Для любого простого числа p 
существует p qS   -группа для некоторого про-

стого числа q ранга 4. 

Доказательство. По лемме 1.7 для любого 
натурального числа m  и любого простого числа 

p  за исключением 2m    2 1bp    и 6m    

2p    существует простое число q  для которо-

го m  является показателем числа p  по модулю 

q  По лемме 1.3 существует p qS   -подгруппа, 

ранг которой будет равен m  по лемме 1.2. При 
4m   получаем искомое утверждение.                

Обозначим через Sch (4)  класс, состоящих 

из всех нильпотентных групп и всех групп, у 
которых каждая подгруппа Шмидта имеет ранг 
4  Через Sch { }(4) p q  обозначается класс всех 

{ }p q -групп из Sch (4)  Как обычно S N  и pN  – 

классы  всех  разрешимых,  нильпотентных  и   
p-групп соответственно, а p qN N  – формацион-

ное произведение классов pN  и q N  Ясно, что 

класс p qN N  состоит из всех p -замкнутых 

{ }p q -групп. Класс всех { }p q -групп и всех 

нильпотентных { }p q -групп обозначаются через 

{ }p qS  и { }p qN  соответственно.  

Лемма 2.2. Группа Шмидта четного по-
рядка ранга 4  является 2 5S   -группой.  

Доказательство. Пусть G  – {2 }p -группа 

Шмидта ранга 4  Если G p-замкнута, то ее ранг 
по лемме 1.2 равен 1. Это противоречит усло-
вию. Поэтому группа G будет 2 pS   -группой. 

Так как ранг G равен 4, то из леммы 1.2 следует, 
что показатель числа 2 по модулю p равен 4, т. е. 

5p    Значит, группа G является 2 5S   -группой.  

Лемма 2.3. Пусть p  и q  – нечетные про-

стые числа. Тогда и только тогда показатель 
числа q  по модулю p  равен 4  когда p  делит 

2 1q     
Доказательство. Пусть показатель числа q  

по модулю p равен 4. Тогда p делит 4 1q    
2 2( 1)( 1)q q    и не делит 2 1q    поэтому p  

делит 2 1q    Обратно, пусть p  делит 2 1q    

Если p делит 2( 1)q    то p делит 2( 1)q    
2( 1) 2q     противоречие. Поэтому p  не делит 

1q   и не делит 2 1q    Если p  делит 3 1q    то p 

делит 3 2 3 2 2( 1) ( 1) ( 1)q q q q q q         т. е. p 

делит 1q    Но теперь p делит ( 1)( 1)q q    
2 1q    противоречие. Значит, показатель числа 

q  по модулю p  равен 4  Лемма доказана.  

Лемма 2.4.  Пусть p  и q  – нечетные про-

стые числа. Тогда и только тогда существует 

p qS   -группа ранга 4  когда делит q  делит 
2 1p     
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Доказательство. Пусть q  делит 2 1p    То-

гда по лемме 2.3 показатель числа p  по модулю 

q  равен 4  и по лемме 1.2 любая S p q   -группа 

имеет ранг равный 4   
Если любая S p q   -группа имеет ранг 

равный 4  то показатель числа p  по модулю q  

равен 4  и по лемме 2.3 q  делит 2 1p     
Теорема 2.5.  
1. Пусть p – нечетное простое число. Тогда: 
(1 1)  Sch {2 } {2 }(4) p p N  при 5p     

(1 2)  Sch {2 5} 2 5(4)   N N   

2. Пусть p  и q  – нечетные простые числа, 

p q   Тогда:  

(2 1)  Sch { } { }(4) p q p q N  в случае, когда 
2 2( 1) ( 1)p q q p        

(2 2)  Sch { }(4) p q p q N N  в случае, когда 
2 2( 1) ( 1)p q q p       

(2 3)  Sch { }(4) p q q p N N  в случае, когда 
2 2( 1) ( 1)p q q p       

(2 4)  Sch { } { }(4) p q p q S  в случае, когда 
2 2( 1) ( 1)p q q p       

Доказательство. 1. Все нильпотентные 
{2 }p -группы принадлежат классу Sch {2 }(4) p   

Пусть ненильпотентная группа GSch {2 }(4) p   

Тогда в группе G существует подгруппа Шмидта 
и по условию она имеет ранг 4  По лемме 2.2 все 
подгруппы Шмидта в группе G будут 2 5S   -под-

группами. Значит, при 5p   класс Sch {2 }(4) p  

состоит из нильпотентных групп. При 5p   в 

ненильпотентных группах из класса Sch {2 5}(4)   

нет 5 2S   -подгрупп. Следовательно, 

Sch {2 5} 2 5(4)   N N  

2. Пусть GSch { }(4) p q   т. е. G  является 

{ }p q -группой и любая ее подгруппа Шмидта 

имеет ранг 4   
Предположим, что p  не делит 2( 1)q    По 

лемме 2.3 показатель числа q  по модулю p  не 

равен 4  Поэтому в G  нет q pS   -подгрупп и 

Sch { }(4) p q p q N N  по лемме 1.5. Аналогично, 

если q  не делит 2( 1)p    то Sch { }(4) p q q p  N N  

Отсюда следует, что Sch { } { }(4) p q p q N  в случае, 

когда p  не делит 2( 1)q   и q  не делит 2( 1)p    
Поскольку { }p q N Sch { }(4) p q   то утверждение 

(2.1) доказано.  
Пусть теперь p  не делит 2( 1)q    а q  делит 

2( 1)p    По доказанному Sch { }(4) p q p q  N N  

Если X  – произвольная группа из p qN N  и S  – 

ее подгруппа Шмидта, то S будет p qS   -под-

групп по лемме 1.5 и ранг S равен 4 по лемме 2.3. 
Значит, X Sch { }(4) p q  и Sch { }(4) p q p q  N N   

Аналогично проверяется утверждение (2.3).  
Рассмотрим случай (2.4). Пусть Y  – произ-

вольная { }p q -группа. Поскольку p делит 2( 1)q    

а q делит 2( 1)p    то по лемме 2.3 ранг p qS   -под-

групп и q pS   -подгрупп из группы Y  равен 4  

Значит, Y Sch { }(4) p q  и { }p q S Sch { }(4) p q   
Обратное включение выполняется по определе-
нию класса Sch { }(4) p q   поэтому имеем равенство 

Sch { } { }(4) p q p q  S               

Пример 2.1. Для простых чисел 13  и 5  
число 4  является показателем 13  по модулю 5  
и показателем 5  по модулю 13  Пусть np

E  – 

элементарная абелева группа порядка np   а mZ  – 

циклическая группа порядка m  По лемме 1.3 
существуют 5 13S   -группа 4 135

[ ]E Z  и 13 5S   -груп-

па 4 513
[ ]E Z   Их прямое произведение 4 135

([ ] )E Z   

4 513
([ ] )E Z  является недисперсивной {5 13} -груп-

пой, у которой все подгруппы Шмидта имеют 
ранг 4  Поэтому ситуация, рассмотренная в 
пункте (2.4) теоремы 2.5, имеет место для 
{ } {5 13}p q     В частности, существуют недис-

персивные группы, у которых каждая подгруппа 
Шмидта имеет ранг 4   

Следствие 2.5.1. Пусть GSch (4)  Тогда  

(1) G  – 2-замктута;  
(2) 5 -холлова подгруппа  2-разложима  и  

3-нильпотентна;  
(3) 61 -холлова подгруппа 11-нильпотентна.  
Доказательство. 1. Если группа не 2-зам-

кнута, то по лемме 1.6 в ней существует 2pS   -под-

группа для некоторого p  Но ее ранг равен 1  
противоречие. Значит, G  – 2-замкнута.  

2. Пусть 5G H   – 5 -холлова подгруппа. 

Тогда H  – 2-замкнута по пункту (1). Если H  не 
является 2-нильпотентной, то по лемме 1.5 в ней 
существует 2 pS   -подгруппа для некоторого 

( )p H   Так как ее ранг равен 4  то имеем 

противоречие с леммой 2.2. Значит, H – 2-ниль-
потентна, поэтому она 2-разложима. Если H  не 
является 3-нильпотентной, то существует 3 pS   -под-

группа S  для некоторого ( )p H   Так как ранг 

S  равен 4  то p  делит 23 1 10    т. е. 5p    но 

5 ( )H   Значит, H  – 3-нильпотентна.  

3. Пусть 61G K   – 61 -холлова подгруппа. 

Если  K   не является  11 -нильпотентной,  то 
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существует 11 pS   -подгруппа S  для некоторого 

( )p K   Так как ранг S  равен 4  то p  делит 
211 1 122    т. е. 61p    но 61 ( )K   Значит, 

K  – 11-нильпотентна. Следствие доказано.  
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