
 

МАТЭМАТЫКА 
 

 

УДК 519.24 

Т.И. Воротницкая 

ОЦЕНКИ КОВАРИАЦИОННОЙ ФУНКЦИИ  

И СПЕКТРАЛЬНОЙ ПЛОТНОСТИ  

СТАЦИОНАРНОГО СЛУЧАЙНОГО ПРОЦЕССА  

С ПУАССОНОВСКИМИ ПРОПУСКАМИ  

НАБЛЮДЕНИЙ 
 

Рассматривается амплитудная модуляция стационарного случайного процесса. Нерегулярности 

задаются независимой последовательностью, распределенной по закону Пуассона. Построены оценки 

ковариационной функции и спектральной плотности для стационарного случайного процесса 

с нерегулярными наблюдениями и исследованы их статистические свойства. 

 

В последние годы в социальных науках, в физике, медицине, в приложениях, 

связанных с обработкой данных, широкое распространение получили практические 

задачи, связанные с пропусками наблюдений. 

В частотной области спектральный анализ для процессов с пропущенными 

наблюдениями проведен в [7; 9]. Спектральный анализ в случае, когда пропуски 

наблюдений носят случайный характер, рассмотрен в [3; 10]. В [9] рассматривалась 

случайная последовательность вида 

      ,t,tdtXtY                  (1) 

которая называется амплитудной модуляцией процесса   t,tX . Различные 

примеры случайной последовательности   t,td исследовались в [4; 5; 6]. Как 

стохастический процесс   t,td  рассматривался в [3; 10]. Случай, когда 

  t,td  – последовательность независимых бернуллиевских случайных величин, 

исследован в [10], в то время как в [3] эти результаты обобщены для зависимых 

последовательностей. В [8] исследовалась состоятельность оценок автоковариационной 

функции и спектральной плотности для авторегрессионных процессов в случае 

амплитудно-модулированного процесса с пропущенными данными. 

 В данной статье предлагается рассмотреть случай, когда   t,td  является 

независимой последовательностью, распределенной по закону Пуассона.  

Рассмотрим стационарный в широком смысле случайный процесс ZttX ),(  

с математическим ожиданием 0Xm , ковариационной функцией   ZRX  , , 

спектральной плотностью  Xf ,   , , семиинвариантной спектральной 

плотностью четвертого порядка  321 ,,4 Xf , 3,1i,i   и смешанным моментом 

четвертого порядка ),,( 3214 tttmX , 3,1,  iti . Пусть в результате некоторого 

эксперимента через равные промежутки времени получено Т последовательных 

наблюдений 

     )1(...,),1(),0( TYYY                                            (2) 
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за процессом   ttY , , который связан с процессом ZttX ),(  соотношением (1), где 

Zttd ),(  – последовательность независимых случайных величин, распределенных 

по закону Пуассона с параметром 0 . Предположим, что Zttd ),(  не зависит 

от процесса ZttХ ),( .  

В качестве оценки ковариационной функции процесса Х(t), Zt  , построенной 

по наблюдениям (2), рассмотрим статистику вида 
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  – параметр пуассоновского распределения. 

 Теорема 1. Оценка ковариационной функции (3) является несмещенной и при 

условии, что   
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RD , то есть статистика (3) является состоятельной в среднеквадратическом 

смысле оценкой для  XR . 

Доказательство. Используя свойства математического ожидания, определение 

ковариационной функции и независимость )(tX  и Zttd ),( , получим 
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что и доказывает несмещенность оценки. 

Используя определение дисперсии, свойства математического ожидания 

и соотношение (1), имеем 

 
   

 
 

    .)()()()()(

)()()()(
)(

1

)()()()()(
)(

1
)(

2

2211

1

0

1

0

221122

2
1

0

1

0

221122

1 2

1 2











 



 



X

T

t

T

t
d

X
T

t

T

t
d

X

RtdtdtdtdM

tXtXtXtXM
CT

RtYtYtYtYM
CT

RD













 

 



















 

Учитывая определения смешанных моментов четвертого порядка, свойства 

последовательности Zttd ),(  и обозначение (4), перепишем выражение для 

дисперсии оценки в виде 

  .)(),0,(1
)(

)(

1
),,(

)(

1
)(

2

44

22

2121

1

0

1

0

42

1 2












 
XX

T

t

T

t

XX Rm
T

ttttm
T

RD 















  











Далее, используя соотношение 
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и учитывая, что математическое ожидание процесса )(tX  равно нулю, перейдем 

от смешанных моментов к смешанным семиинвариантам четвертого порядка, получим 
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Сделаем замену переменных 
211 ttu,tt  и перепишем выражение для 

дисперсии в виде  
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где 

   .)u(R)u(R)u(R),u,u(c),u(J XX2XX
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Преобразуем выражение, стоящее в квадратных скобках, получим 
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Таким образом, 
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Следовательно, 
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В условиях теоремы очевидно, что при T  предел дисперсии равен нулю. 

Следовательно, оценка ковариационной функции является состоятельной 

в среднеквадратическом смысле. Теорема доказана. 

Теорема 2. Если  
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Доказательство. Рассмотрим равенство (5). Подставляя вместо смешанных 

семиинвариантов четвертого порядка их выражения через семиинвариантные 

спектральные плотности [2, с. 21], а вместо ковариационных функций их выражения 

через спектральные плотности [2, с. 20], имеем 
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Учитывая, что  
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 , получим следующее выражение 
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Сделаем замену переменных интегрирования 332111 ,, xxzxхxx   и перепишем 

последнее выражение с учетом представления ядра Фейера ).(
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Таким образом, 
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Учитывая условия теоремы, свойства ядра Фейера и представления функций 

),(),(),(),( 321 Gzgzgzg получаем требуемый результат. Теорема доказана. 

Следствие. В условиях теоремы 2 статистика, задаваемая соотношением (3), 

является состоятельной в среднеквадратическом смысле оценкой для   ZRX  , . 

Рассмотрим задачу построения оценки спектральной плотности процесса 

ZttX ),(  по наблюдениям за процессом )(tY , Zt  и исследования 

ее статистических свойств. В качестве оценки спектральной плотности рассмотрим 

статистику 
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где d

stC   определено соотношением (4).  

Теорема 3. Пусть семиинвариантная спектральная плотность четвертого порядка 

),,( 3214 Xf  непрерывна на 3  и спектральная плотность )(Xf непрерывна на  , 

тогда статистика  

TI , задаваемая равенством (6), является асимптотически 

несмещенной оценкой для ),(Xf  и 
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Доказательство. Найдем математическое ожидание  

TI , используя свойства 

математического ожидания, выражение ковариационной функции через спектральную 

плотность и определение ядра Фейера. Имеем  
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где  zzT ),(  – ядро Фейера.  Учитывая непрерывность спектральной плотности 

и свойства ядра Фейера, получаем требуемое.  

Докажем второе соотношение, используя определение ковариации 

и независимость процессов )(tX  и )(td , Zt . Получим, что 
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Учитывая свойства математического ожидания, определение смешанных 

моментов четвертого и второго порядков, преобразуем выражение, стоящее 

в квадратных скобках. Имеем 
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Используя связывающие соотношения между смешанными моментами и сме-

шанными семиинвариантами, перепишем последнее выражение в следующем виде 
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Подставляя вместо ковариационной функции и смешанного семиинварианта 

их выражения через спектральную плотность и семиинвариантную спектральную 
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плотность четвертого порядка и используя представление функции ),...,( 1 nT yy , 

...,3,2n  [2, с. 86], получим 
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Учитывая непрерывность ),,( 3214 Xf  на 3 , )(Xf  на   и свойства ядерной 

функции ),,( 321 yyyT , имеем 
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Теорема доказана.   

Таким образом, построенная оценка спектральной плотности не является 

состоятельной. Для получения состоятельной оценки сгладим ее спектральными 

окнами [2, с.72]. Получим оценку вида 
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Теорема 4. Если семиинвариантная спектральная плотность четвертого порядка 
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, задаваемая равенством (7), является 

состоятельной в среднеквадратическом смысле. 

Доказательство теоремы аналогично доказательству теоремы 2 в работе [1]. 
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T.I. Vorotnitskaya. The Estimations of Covariance Function and Spectral Density 

of Stationary Random Process with Poisson Omissions of Observations 

 

Amplitude modulation of stationary random process is considered. The irregularities are given 

as Poisson sequences. The estimations of covariance function and spectral density have been 

constructed, its statistical properties having been studied too. 

 

 


