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СХОДИМОСТЬ В ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

НЕЯВНОГО ИТЕРАЦИОННОГО ПРОЦЕССА 
РЕШЕНИЯ НЕКОРРЕКТНЫХ УРАВНЕНИЙ ПЕРВОГО РОДА 

 
Для решения линейных уравнений с положительным ограниченным самосопряженным операто-

ром в гильбертовом пространстве предлагается новый неявный итерационный метод. Доказана сходи-
мость метода в исходной норме гильбертова пространства. Получены априорные оценки погрешности 
метода при точной и приближенной правой части операторного уравнения, погрешность в счете. Най-
денные для предложенного метода оценки погрешности оптимизированы. Проведено сравнение оценок 
погрешности рассматриваемого итерационного метода и явного метода простой итерации. 

 
1. Постановка задачи 

В гильбертовом пространстве H решается операторное уравнение I рода 

yAx                                                                     (1) 

с положительным ограниченным самосопряженным оператором А, для которого нуль 
не является собственным значением. Однако предполагается, что нуль принадлежит 
спектру оператора А, поэтому задача (1) неустойчива и, следовательно, некорректна. 
Для решения задачи предлагается неявный итерационный метод 
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Предполагая существование единственного точного решения x уравнения (1) 

при точной правой части y, ищем его приближение ,nx  при приближенной правой час-

ти yyy , . В этом случае метод (2) примет вид 
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Ниже под сходимостью метода (3) понимается утверждение о том, что прибли-
жения (3) сколь угодно близко подходят к точному решению х уравнения (1) при под-

ходящем выборе n и достаточно малых , т.е. если 0inflim ,
0

n
n

xx . 

 

2. Сходимость метода при точной правой части уравнения 

Теорема 1. Итерационный метод (2) при условии 0  сходится в исходной 
норме гильбертова пространства. 

Доказательство 

По индукции нетрудно показать, что 

.221 yAEAEEAx
nn

n
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Используя интегральное представление самосопряженного оператора 
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( EAM , спектральная функция), имеем 
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Потребуем, чтобы при M,0  выполнялось 0 .                                                      (4) 
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 так как при 0  E  сильно стремится 

к нулю в силу свойств спектральной функции. Таким образом, доказано, что при усло-
вии (4) метод (2) сходится. Теорема 1 доказана. 
 

3. Оценка скорости сходимости 

Скорость убывания к нулю nxx  неизвестна и может быть сколь угодно ма-

лой. Для ее оценки предположим, что точное решение уравнения (1) истокообразно 

представимо, т.е. 0, szAx s . Тогда zdExx
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s

n
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Используя результаты из [1], получим оценку для подынтегральной функции: 
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Отсюда zensxx
ss
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22 2 . 

Но может оказаться, что локальный максимум внутри [0, М] не будет являться 

глобальным, поэтому будем учитывать значение функции f  на правом конце отрез-

ка, т.е. в точке M  (на левом конце отрезка 00f ). Тогда справедливо 
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4. Сходимость при приближенной правой части уравнения 

Покажем, что при условии (4) метод (3) можно сделать сходящимся, если нуж-

ным образом выбрать число итераций n  в зависимости от уровня погрешности  при-
ближенной правой части уравнения (1). 
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Рассмотрим разность ,, nnnn xxxxxx . По доказанному, 

nxx n ,0 . Убедимся, что ,nn xx  можно сделать сходящимся к нулю. Вос-

пользовавшись интегральным представлением самосопряженного оператора, имеем 
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при условии (4). 

При п = 1 
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2
g . Ее производная равна 
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Покажем по индукции, что при Nn  

2121

4ngg nn .                                            (5) 

При п = 1 неравенство (5) проверено выше. В дальнейшем будем считать 2n . 

Предположим, что (5) верно при п = т, т.е. 21214mgm  и рассмотрим 
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Поэтому 
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Покажем, что 
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что равносильно неравенству 211 221
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Покажем, что каждый положительный член ряда больше модуля следующего за ним от-
рицательного члена, т.е. 
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довательно, 
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Вернемся к доказательству неравенства (6). Поскольку (раздел 3) 
21

2 21 em
m

, то вместо (6) докажем более сильное неравенство 
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Преобразуем его: 
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emem , то докажем более сильное неравенство 
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Неравенство (7) выполняется, и тем более справедливо неравенство (6). Таким 

образом, для 1n  справедлива оценка (5), т.е. 1,4 2121 nngn . Отсюда 

1,4 2121

, nnxx nn . 

Поскольку 
21

,,

21

4nxxxxxxxx nnnnn  и ,0nxx  

n , то для сходимости метода (3) достаточно выбрать n , зависящим от  так, 

чтобы 0,,021 nn . Итак, доказана 

Теорема 2. При условии (4) итерационный метод (3) сходится, если число ите-

раций п выбирать из условия 0,,02/1 nn . 
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5. Оценка погрешности метода и ее оптимизация 

Запишем теперь общую оценку погрешности метода (3) 
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Так как для достаточно больших п ,2
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то для этих п спра-

ведлива оценка 
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Следовательно, справедлива 

Теорема 3. Если решение х уравнения (1) истокообразно представимо, то при ус-
ловии (4) для метода (3) справедлива оценка погрешности (8). 

Для минимизации оценки погрешности вычислим правую часть оценки (8) в точ-
ке, в которой производная от нее равна нулю: в результате получим априорный момент 
останова 
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Подставив onтn  в оценку (8), имеем 
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Замечание 1. Оценка погрешности (10) имеет порядок )1(ssO , и, как следу-

ет из [2], он является оптимальным в классе задач с истокопредставимыми решения-

ми 0, szAx s . 

Замечание 2. Оптимальная оценка (10) не зависит от , но от параметра  

зависит оптn , поэтому для уменьшения объема вычислительной работы следует 

брать , удовлетворяющим условию (4), и так, чтобы 1оптn . Для этого достаточ-

но выбрать )1(2)1(2)1(

)1()2(

)1(2
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2

2 ssss
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Сравнение метода (3) с широко известным явным методом итераций [2–6] 

0, ,0,,,1 xAxyxx nnn                                     (11) 

показывает, что порядки их оптимальных оценок одинаковы. Достоинство явных мето-
дов в том, что явные методы не требуют обращения оператора, а требуют только вы-
числения значений оператора на последовательных приближениях. В этом смысле яв-
ный метод (11) предпочтительнее неявного метода (3). Однако неявный метод (3) обла-

дает следующим важным достоинством. В явном методе (11) на шаг  накладывается 

ограничение сверху – неравенство 
A4

5
0 , что может привести на практике к не-
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обходимости большого числа вычислений. В неявном методе (3) ограничений сверху 

на 0  нет. Это позволяет считать 0  произвольно большим (независимо от A ). 

В связи с чем оптимальную оценку для метода (3) можно получить уже на первом шаге 
итераций. 

6. Погрешность в счете 

Рассмотрим погрешность метода при счете с округлениями. Пусть ,nx  – точное 

значение, получаемое по формуле (3), а nz  – значение с учетом вычислительной по-

грешности, т.е. 

0,2 0

212

1 zAyzAEAEz nnn .                        (12) 

Здесь n  – погрешность вычислений. Обозначим ,nnn xz  и вычтем из (12) равен-

ство (3). Имеем 0, 0

212

1 nnn AEAE . Так как нулевые приближе-

ния равны нулю, то 00 . По индукции нетрудно получить, что 
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В силу (4) и того, что ASp0  справедливо 1212 AEAE , поэтому 

i
i

n n sup, . 

Таким образом, с учетом вычислительной погрешности оценка погрешности ме-
тода (3) запишется в виде 

1,42 212122

,, nnnzenszxxxzx
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Matysik O.V., Sidak S.V. Convergence the Non-evident Iteration Process of the Decision of the Ill-

Posed Equations of first kind in the Hilbert Space 
 
In the Hilbert space to solve of the linear equations with limited affirmated self-adjoned operator we in-

vestigate the application of the new non-evident iterative method. Convergence of the method in its initial norm 
of Hilbert space is proved. The apriori estimations of this method error, having a precise and approximate right-
side part of the operator equation, the error in calculation have been received. For the offered method the found 
estimations of the error are optimised. The comparison of the error estimations of the given iteration method and 
the evident method of simple iteration has been done. 
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