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ИТЕРАЦИОННАЯ РЕГУЛЯРИЗАЦИЯ НЕКОРРЕКТНО ПОСТАВЛЕННЫХ
ЗАДАЧ В ЭНЕРГЕТИЧЕСКОЙ НОРМЕ ГИЛЬБЕРТОВА ПРОСТРАНСТВА

В гильбертовом пространстве для решения некорректных уравнений первого рода с положи-
тельно определённым ограниченным самосопряжённым оператором предлагается явный итерационный
метод с попеременно чередующимся шагом. Исследована сходимость метода в энергетической норме
гильбертова пространства, при этом для получения априорных оценок погрешности не требуется зна-
ния истокопредставимости точного решения. Получены достаточные условия, когда из сходимости
в энергетической норме следует сходимость итерационного метода в обычной норме гильбертова про-
странства. Проведено сравнение оценок погрешности рассматриваемого итерационного метода и яв-
ного метода простой итерации.

Введение
Как известно, погрешность метода простой итерации с постоянным шагом [1–6]

( ) 0, ,0,,,1 =-a+= ddddd+ xAxyxx nnn                                        (1)
зависит от итерационного шага, и притом так, что для сокращения числа итераций же-
лательно,  чтобы итерационный шаг был как можно большим.  Однако на этот шаг на-

кладываются ограничения сверху
A4
50 £a< . Возникла идея попытаться ослабить эти

ограничения. Это удалось сделать, выбирая для шага два значения a  и b  попеременно,
где b  уже не обязано удовлетворять прежним требованиям.

В данной статье исследуется сходимость предлагаемого явного итерационного
метода с попеременно чередующимся шагом в случае единственного решения некор-
ректного уравнения в энергетической норме гильбертова пространства.

1. Постановка задачи
В действительном гильбертовом пространстве H решается некорректное уравне-

ние первого рода
,yAx =                                                             (2)

где A – положительно определённый ограниченный и самосопряжённый оператор,
для которого нуль не является собственным значением. Предполагается, что нуль при-
надлежит спектру оператора А, и, следовательно, задача некорректна. Пусть )(ARyÎ ,
т.е. при точной правой части y уравнение (2) имеет единственное решение x. Для отыс-
кания этого решения применим явную схему метода итераций с попеременно череду-
ющимся шагом

....,2,1,0,,,0),( 2212011 =b=aa=a=-a-= ++++ nxyAxxx nnnnnn      (3)
Здесь -E единичный оператор. В случае приближённой правой части dy , d£- dyy
соответствующие методу (3) итерации примут вид:

....,2,1,0,,,0),( 2212,0,1,,1 =b=aa=a=-a-= ++ddd+dd+ nxyAxxx nnnnnn   (4)
Далее, под сходимостью метода (4) понимается утверждение о том, что приближения (4)
сколь угодно близко подходят к точному решению уравнения (2) при подходящем вы-
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боре n и достаточно малых d . Иными словами, итерационный метод (4) является сходя-

щимся, если 0inflim ,
0

=÷
ø
öç

è
æ - d

®d
n

n
xx [7]. Далее будем считать, что 1=А .

2. Сходимость метода в случае априорного и апостериорного выбора числа
итераций в исходной норме гильбертова пространства

Методы (3) и (4) были рассмотрены в работе [7], в которой изучена сходимость
обоих методов в исходной норме гильбертова пространства. Для их сходимости в [7]
требуется, чтобы при 0,20 >b<a<  было

1)1()1( <bl-al-                                                            (5)
для любого ( ]1,0Îl . Условие (5) равносильно совокупности двух условий

( ) ab<b+a 82 ,                                                               (6)
b+a<ab .                                                                   (7)

Для метода (4) изучен априорный выбор числа итераций. Доказано, что итераци-
онный процесс (4) сходится при условиях (6), (7) и 20 <a< , если выбирать число ите-
раций n в зависимости от d  так, чтобы ,0®dn при .0, ®d¥®n  В предположении,

что точное решение х является истокообразно представимым, т.е. 0, >= szAx s

и при условиях 20 <a< , (6),

ab<b+a
2
3 ,                                                               (8)

b+a£ab+
16
1 .                                                             (9)

Получена следующая оценка погрешности метода (4) (см. [7]):

( )[ ] ( ) .
2, db+a+b+a£- -

d
nznsxx ss

n                                         (10)

Для нахождения оптимальной по n оценки погрешности производную
по n от правой части неравенства (10) приравняем к нулю. Тогда оптимальная
по n оценка погрешности имеет вид )1(1)1()1(

, 2)1( +++-
d d+£- sssss

n zsxx
опт

 и полу-

чается при )1(1)1(1)1(
опт 2

2
=

1 ++-+- d÷
ø
ö

ç
è
æ b+a - ssss zsn .

Таким образом, оптимальная оценка для метода (4) при неточности в правой ча-
сти уравнения оказывается такой же, как и оценка для метода простой итерации (1).
Следовательно, метод (4) не даёт преимущества в мажорантных оценках по сравнению
с методом простой итерации (1). Но он даёт выигрыш в следующем. В методе простой

итерации с постоянным шагом (1) ,
4
50 £a<  а в методе (4) 4

2
0 <

b+a
<  (см. [7]). Зна-

чит, выбирая a  и b  попеременно соответствующим образом можно сделать nопт в ме-
тоде (4) примерно втрое меньшим, чем в методе итераций с постоянным шагом (1).
Т.е., используя метод (4), для достижения оптимальной точности достаточно сделать
итераций в три раза меньше, чем используя метод (1).

В статье [8] для предлагаемого метода при решении уравнения (2) с точным опе-
ратором и приближённой правой частью доказана сходимость, получены оценка по-
грешности и оценка для момента останова в случае апостериорного выбора числа ите-
раций. Справедливы
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Теорема 1. Пусть 1,0* £³= AAA  и пусть момент останова )(d= mm
(m – чётное) в методе (4) выбирается по правилу останова по малости невязки

1,,),(, ,, >d=ee£-<e>- dddd bbyAxmnyAx mn , тогда xxm ®dd),(  при 0®d .

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1 и пусть 0, >= szAx s . Тогда

справедливы оценки ,
)1(

12)(

)1(1 +

ú
û

ù
ê
ë

é
d-b+a

+
+£d

s

b
zsm [ ] +d+£- ++

dd
)1(1)1(

),( )1( sss
m zbxx

.
)1(

12
2

)1(1

d
ï
þ

ï
ý

ü

ï
î

ï
í

ì

ú
û

ù
ê
ë

é

d-b+a
+

+
b+a

+

+s

b
zs

Также в [8] для метода (3) изучен случай неединственного решения уравнения (2):
доказана сходимость приближений (3) к решению с минимальной нормой.

3. Сходимость метода в энергетической норме гильбертова пространства
при приближенной правой части уравнения

Изучим сходимость итерационного метода (4) в случае единственного решения
в энергетической норме гильбертова пространства ( ) .,, HxxAxx A Î=  При этом,
как обычно, число итераций n  нужно выбирать в зависимости от уровня погрешности .d
Полагаем, что 0,0 =dx , и рассмотрим разность

( ) ( )dd -+-=- ,, nnnn xxxxxx . (11)

По индукции нетрудно показать [7], что ( ) ( )[ ]yAEAEEAx ml
n b-a--= -1 , где -ml,

натуральные показатели и nml =+ ,
2
nml ==  или 1+= ml . Тогда запишем первое

слагаемое из равенства (11) в виде

( ) ( )[ ] ( ) ( ) .11 xAEAEyAEAEEAуAxx mlml
n b-a-=b-a---=- --

Как было показано в [7] nxx -  бесконечно мало в норме пространства H
при ,¥®n  но скорость сходимости при этом может быть сколь угодно малой, и для ее
оценки необходима дополнительная информация на гладкость точного решения х – его
истокообразная представимость. При использовании энергетической нормы нам это до-
полнительное предположение не потребуется. Действительно, с помощью интегрально-
го представления самосопряжённого оператора A имеем

( )( ) =--=- nnАn xxxxAxx ,2 ( ) ( ) ( ) ( )( )=b-a-b-a- xAEAExAEAEA mlml ,

= ( ) ( )( )=b-a- xxAEAEA ml ,22 ( ) ( ) ( )xxEdml ,11 22
1

0
lbl-al-lò ,

где lE  – соответствующая оператору А спектральная функция.

В дальнейшем, для простоты, считаем, что ),2(
2

Nppnnml Î=== . Для оцен-

ки интересующей нас нормы найдём при [ ]1,0Îl  максимум подынтегральной функ-

ции ( ) ( ) ( ) ( )nnml bl-al-l=bl-al-l=lj 1111)( 22 .  Потребуем,  чтобы при ]1,0(Îl ,
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положительном b  выполнялись условия ,20 <a<  (6), (8)–(9). Тогда (см. [7]) для дос-

таточно больших n справедливо ( ) ( ) [ ] ,)(11 122 -b+a£bl-al-l nnn  поэтому имеем

( ) ( ) [ ] 1)(211 -b+a£bl-al-l nnn .

Поэтому для таких n справедлива оценка
[ ]

[ ] 1

1,0

)(2)(max
-

Îl

b+a£lj n . Следова-

тельно, при условиях ,20 <a< ,0>b  (6), (8) – (9) получим

[ ] xnxx An
21)(2 -b+a£- .

Оценим второе слагаемое в (11). Как показано в [7], имеет место равенство

( ) ( )[ ]( ) =-b-a--=- d
-

d yyAEAEEAxx nn
nn

221
,

( ) ( )[ ] ( )dl
- -bl-al--l= ò yydEnn

1

0

221 111 .

Тогда

( )( ) ( ) ( )[ ]( )ç
è
æ -b-a--=--=- dddd ,, 22

,,
2

, yyAEAEExxxxAxx nn
nnnnAnn

( ) ( )[ ]( ))=-b-a-- d
- yyAEAEEA nn 221

( ) ( )[ ] ( )( )=--b-a--= dd
- yyyyAEAEEA nn ,2221

( ) ( )[ ] ( )( )ddl
- --bl-al--l= ò yyyyEdnn ,111

1

0

2221 .

Обозначим через )(lxn  подынтегральную функцию и оценим её сверху при ус-
ловии (5). Сначала при (5) докажем, что =lw )(n

( ) ( )[ ] ).(
2

111 221 b+a£bl-al--l= - nnn Это то же самое, что методом математиче-

ской индукции доказать неравенство ( ) ( )[ ] å
=

- a£la-la--l
n

i
in

1
1

1 111 K .

Обозначим левую часть последнего неравенства через )(lnz .
При n = 1 получим ,)( 111 a£a=lz  т.е. при n = 1 рассматриваемое неравенство

справедливо. Предположим, что доказываемое неравенство верно при n = k, т.е. выпол-

няется ( ) ( )[ ] å
=

- a£la-la--l=l
k

i
ikkz

1
1

1 111)( K , и докажем его справедливость

при n = k+1. Итак, получим
( ) ( )( )[ ] =la-la-la--l=l +

-
+ 11

1
1 1111)( kkkz K

( ) ( ) ( ) ( )[ ] =lala-la-+la-la--l= +
-

111
1 11111 kkk KK

( ) ( )[ ] ( ) ( ) £ala-la-+la-la--l= +
-

111
1 11111 kkk KK
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( ) ( )[ ] ( ) ( )la-la-a+la-la--l£ +
-

kkk 11111 111
1

KK åå
+

=
+

=

a=a+a£
1

1
1

1

k

i
ik

k

i
i .

Поэтому по индукции справедливость рассматриваемого неравенства доказана. Следо-

вательно, при (5) выполняется ).(
2

)( b+a£lw
n

n

Вернемся к оценке положительной функции )(lxn , имеем

( ) ( )[ ] =bl-al--l=lx - 2221 111)( nn
n

( ) ( )[ ] ( ) ( ) £bl-al--bl-al--l= - 22221 111111 nnnn

( )( )( ) ),(111)(
2

2 b+a£bl-al-+b+a£ nn n

так как при условии (5) справедливо ( )( ) 111 2<bl-al- n .  Итак,  для любых 1³n
22

, )( db+a£- d nxx
Ann , поэтому 1,)( 2121

, ³db+a£- d nnxx
Ann .

Поскольку ,)( 2121
,, db+a+-£-+-£- dd nxxxxxxxx AnAnnAnAn 1³n

и при ¥®n 0®- Anxx , то для сходимости 0, ®- d Anxx , ¥®n  достаточно, что-

бы 0®dn , ¥®n , 0®d . Таким образом, если в процедуре (4) выбрать число ите-
раций )(d= nn , зависящих от d  так, чтобы 0®dn , ¥®n , 0®d , то получим регу-
ляризующий метод, обеспечивающий сходимость к точному решению уравнения (2)
в энергетической норме гильбертова пространства. Итак, доказана

Теорема 3. Итерационная процедура (4) при условиях ,20 <a< ,0>b  (6),
(8) – (9) сходится в энергетической норме гильбертова пространства, если число ите-
раций n  выбирать так, чтобы 0®dn , ¥®n , 0®d .

Запишем теперь общую оценку погрешности для метода (4)
[ ] 1,)()(2 212121

, ³db+a+b+a£- -
d nnxnxx

An .                     (12)

Оптимизируем полученную оценку (12) по n, т.е. при заданном d  найдём такое
значение числа итераций n, при котором оценка погрешности становится минимальной.
Приравняв нулю производную по n от правой части равенства (12), получим

,)(2)( 212121 nx db+a=b+a --  отсюда

( ) xn 121
опт 2

1 -- db+a=
-

.                                             (13)
Подставив оптn  в оценку (12), найдём её оптимальное значение

2143опт
, 2 d£- d Anxx 21x .                                          (14)

Из (14) вытекает, что оптимальная оценка погрешности не зависит от параметров ba, .
Но оптn  зависит от ba, , и поэтому для уменьшения объема вычислительной работы
следует брать ba,  возможно большими, удовлетворяющими условиям

,20 <a< ,0>b  (6), (8) – (9), и так, чтобы ZÎоптn . Таким образом, доказана
Теорема 4. При условиях ,20 <a< ,0>b  (6),  (8) – (9) оптимальная оценка по-

грешности для итерационного процесса (4) в энергетической норме гильбертова про-
странства имеет вид (14) и получается при оптn  из (13).
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Сравним метод (4) в энергетической норме с хорошо известным методом (1).
В статье [9] для явного метода простой итерации (1) с 25,10 £a<

при xen 121
21

опт
1

27
35 --

-

da÷
ø
ö

ç
è
æ=

-
 получена оптимальная оценка £- d

опт
, Anxx

2141
41

)2(
27
35

d÷
ø
ö

ç
è
æ£ -e 21x . Отсюда легко увидеть, что порядки оптимальных оценок

погрешности для методов (1) и (4) одинаковы. Более того, используя метод итераций (4),
для достижения оптимальной точности потребуется сделать число итераций по крайней
мере в 2,5 раза меньше, чем методом итераций (1).

Рассмотрим вопрос о том, когда из сходимости в энергетической норме следует
сходимость в обычной норме гильбертова пространства H.

Из этих условий выходит
Теорема 5. Если выполнены условия:
1) 0, =dt nxE ,

2) 0=t xE , где t= ò
t

lt ,
0

dEE  – фиксированное положительное число ( ),10 <t<

то из сходимости d,nx  к x в энергетической норме следует сходимость в обычной нор-
ме гильбертова пространства.

Доказательство.  Из 1)  и 2)  имеем ( ) ( )( ) 0,1

0
,, =--

lò
t

ddl nn xxAxxEd .  Отсюда по-

лучим

2
,d- nxx ( )( )=--= ò ddl

1

0

,, , nn xxxxEd ( ) ( )( )=--
lò ddl

1

0

,, ,1
nn xxAxxEd

( ) ( )( )+--
l

= ò
t

ddl

0
,, ,1

nn xxAxxEd ( ) ( )( )=--
lò

t

ddl

1

,, ,1
nn xxAxxEd

( ) ( )( )ò
t

ddl --
l

=
1

,, ,1
nn xxAxxEd ( ) ( )( )£--

t
£ ò

t

ddl

1

,, ,1
nn xxAxxEd

( ) ( )( )=--
t

£ ò ddl

1

0
,, ,1

nn xxAxxEd
t
1 2

, Anxx d- .

Поэтому из 0, ®- d Anxx , ¥®n  следует 0, ®- dnxx , ¥®n . Теорема 5 доказана.

Замечание 1. Так как ( ) ( )[ ] d
-

d b-a--= yAEAEEAx nn
n

221
, , то для того, что-

бы d,nx  удовлетворяло условию 0, =dt nxE , достаточно потребовать, чтобы 0=dt yE .
Таким образом, если решение x и приближённая правая часть dy  таковы, что 0=t xE
и 0=dt yE , то из сходимости d,nx  к x в энергетической норме вытекает сходимость
в исходной норме гильбертова пространства и, следовательно, для сходимости при-
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ближений (4) в исходной норме пространства H не требуется предположения исто-
кообразной представимости точного решения.

Замечание 2. Считаем, что 1=A , но на самом деле все результаты легко пе-

реносятся на случай, когда .¥<A
Замечание 3. Уравнение yAx =  с действующим в гильбертовом пространстве H

оператором, не обладающим свойством самосопряжённости или положительной оп-
ределённости, может быть сведено к решению уравнения yAAxA ** =  уже с положи-

тельно определённым и самосопряжённым оператором AA* . Описанные выше ре-
зультаты для уравнения (2) аналогичны результатам для уравнений yAx =  уже с про-
извольным действующим в гильбертовом пространстве оператором A .
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Matysik O.V. The Iterative Regularization of Ill-posed Problems in Energy Norm of Hilbert Space

In the Hilbert space for solving Ill-posed equations the first kind with positive definite bounded self-
adjoint operator the explicit iteration method with alternating step is proposed. Convergence property of proce-
dure in energy norm of Hilbert space has been investigated; here it is not required to know source representabil-
ity of exact solution in order to get аpriori estimations of error. The sufficient conditions are received when con-
vergence of iteration method in ordinary norm of Hilbert space goes out of the convergence in energy norm. The
comparison of the error estimations of the given iteration method and the evident method of simple iteration has
been done.
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