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ВЫЧИСЛЕНИЕ ИНДЕКСА КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ РИМАНА – ГИЛЬБЕРТА
ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ КОСОСИММЕТРИЧЕСКИХ СИСТЕМ В 3R

Доказывается, что индекс регуляризуемой краевой задачи Римана – Гильберта для ограничен-
ной односвязной области трехмерного пространства и произвольной эллиптической системы четырех
дифференциальных уравнений первого порядка с действительными коэффициентами кососимметриче-
ского типа равен минус единице.

Введение
В работе рассматривается класс эллиптических систем четырех дифференциаль-

ных уравнений первого порядка с тремя переменными кососимметрического типа.
Для систем этого класса доказывается критерий, позволяющий в явном виде описать
условие регуляризуемости Я.Б. Лопатинского произвольной краевой задачи Римана –
Гильберта в терминах матрицы граничного оператора и нормального вектора к гранич-
ной поверхности. Это условие обеспечивает нетеровость задачи в широком классе ба-
наховых пространств [1; 2]. Подобный критерий был ранее получен В.И. Шевченко
для системы Моисила – Теодореску [3] (см. также [4]) и А.Т. Усом для трехмерных ана-
логов системы Коши – Римана [5]. Для сравнения отметим, что для четырехмерных
аналогов системы Коши – Римана [6] и псевдосимметрических эллиптических систем
в 4R  [7] такого критерия не существует.

Одной из важных характеристик эллиптической краевой задачи является ее ин-
декс. Доказанный критерий позволяет провести гомотопию произвольной краевой зада-
чи Римана – Гильберта для рассматриваемых систем в классе регуляризуемых краевых
задач к простейшему виду, тем самым установить равенство индексов этих задач. Ин-
декс регуляризуемой задачи Римана – Гильберта для системы Моисила – Теодореску [3],
а также для трехмерных аналогов системы Коши – Римана [5] равен минус единице.
В настоящей работе мы распространяем этот результат на класс эллиптических косо-
симметрических систем в 3R .

Постановка задачи Римана – Гильберта
Пусть в ограниченной односвязной области 3RÌW , границей которой является

поверхность Ляпунова W¶ , задана эллиптическая система четырех дифференциальных
уравнений первого порядка с действительными коэффициентами
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где TUUUUU ),,,( 4321=  – неизвестная вектор-функция, 1A , 2A  и 3A  являются косо-
симметрическими матрицами размера 44´  вида
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Эллиптичность системы (1) означает, что для каждого ненулевого вектора
3RÎx характеристическая матрица системы (1) 332211:)( xxxx AAAA ++=  является не-

вырожденной.
Обозначим ),,(),,,(),,,( 321321321 ccccbbbbaaaa === . Тогда нетрудно убедиться,

что ( )2222 ;;;)(det xxxx cbaA ++= , где 332211; yxyxyxyx ++=  – стандартное ска-

лярное произведение в 3R .
Лемма 1. Система (1) является эллиптической тогда и только тогда, когда векто-

ры a , b и c  линейно независимы.
Доказательство. Необходимость. Предположим, что существуют числа

1x , 2x , 3x , не все равные нулю, такие, что 0321 =++ xxx cba . Последнее означает,
что система уравнений
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имеет ненулевое решение, но тогда 0),,(det 321 =xxxA , что противоречит эллиптично-
сти системы (1).

Докажем достаточность. Уравнение 0)(det =xA  равносильно системе (2),  кото-
рая в силу линейной независимости векторов a , b  и c  имеет только нулевое решение.
Таким образом, система (1) является эллиптической. Лемма доказана.

Задача Римана – Гильберта для системы (1) состоит в отыскании решения этой
системы, непрерывно дифференцируемого в области W и непрерывного по Гельдеру
на W¶ÈW=W , удовлетворяющего на ¶W граничным условиям

),)()()( W¶Î= yyfyUyB ( (3)
где B  – заданная непрерывная по Гельдеру на W¶  матрица-функция размера 42 ´  вида
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f  – заданная непрерывная по Гельдеру на W¶  двухкомпонентная вектор-функция.

Условие регуляризуемости
Задача (1), (3) называется регуляризуемой, если для нее выполнено условие

Я.Б. Лопатинского. Это условие представляет собой дополнительное ограничение
на матрицу граничного оператора и состоит в том, что ранг матрицы
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g

ltln dyyAyB ))()(()( 1 (4)

является максимальным в каждой точке W¶Îy  и при каждом ненулевом касательном
к W¶  в точке y  векторе )(ytt = . Здесь через )( ynn =  обозначен единичный вектор
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внутренней нормали к W¶  в точке y, и интегрирование в (3) ведется по простому замк-
нутому контуру g, лежащему в верхней комплексной l-полуплоскости и охватывающе-
му корень )0( >+ bba i  уравнения .0))()((det =+ yyA tln

Отметим, что для максимальности ранга матрицы (4) необходимо, что-
бы 2)( =yBrank  в каждой точке W¶Îy , что и предполагаем в дальнейшем выполнен-
ным.

Через jkL  обозначим минор матрицы )(yB , составленный из ее j-го и k-го
столбцов (j, k = 1, 2, 3, 4), и рассмотрим векторное поле ),,( 321 LLLL = , где

)()()( 1423124131341211 L+L+L-L+L+L= cbaL ,
)()()( 1423224132341222 L+L+L-L+L+L= cbaL ,
)()()( 1423324133341233 L+L+L-L+L+L= cbaL .

Теорема 1. Задача (1), (3) регуляризуема тогда и только тогда, когда в каждой
точке W¶Îy  выполняется условие

0)();( ¹yLyn . (5)
Доказательство. Пусть jkH  – минор матрицы Я.Б. Лопатинского (4), составлен-

ный из ее j-го и k-го столбцов (j, k = 1, 2, 3, 4). Непосредственные вычисления показы-
вают, что

,3412 HH = ,2413 HH -= ,2314 HH =
и с точностью до ненулевого множителя

( ))(;)(;)(;; 14232413341212 L+L+L-L+L+L= xxxx cbaaH ,
( ))(;)(;)(;; 14232413341213 L+L+L-L+L+L= xxxx cbabH ,
( ))(;)(;)(;; 14232413341214 L+L+L-L+L+L= xxxx cbacH ,

где )()()( yyi tnbax ++= .
Условие максимальности ранга матрицы Я.Б. Лопатинского (3) равносильно то-

му, что в каждой точке W¶Îy  и при каждом единичном касательном векторе )(yt
к поверхности W¶ в точке y  выполняется условие

.0|||||| 2
14

2
13

2
12 ¹++ HHH

Заметим, что
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Докажем необходимость выполнения неравенства (4). Предположим, что в неко-
торой точке W¶Î0y  выполняется равенство 0)();( 00 =yLyn , т.е. вектор )( 0yL  лежит
в касательной плоскости W¶

0yT  к поверхности W¶  в точке 0y . Поэтому найдется еди-

ничный вектор W¶Î
0

~
yTt  ортогональный )( 0yL .  Положив в формуле (5) tt ~=

и 0yy = , получим 02
14

2
13

2
12 =++ HHH , что противоречит максимальности ранга

матрицы (3).
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Обратно, пусть выполняется условие (5), однако 02
14

2
13

2
12 =++ HHH  в не-

которой точке 0y  и при некотором единичном векторе t , тогда из формулы (6) следу-
ет, что 0; =xa , 0; =xb  и 0; =xc , где tnbax ++= )()( 0yi . Последнее противо-
речит эллиптичности системы (1). Теорема доказана.

Индекс задачи (1), (3)
При выполнении условия (5), согласно теореме 1, задача (1), (3) является регуля-

ризуемой. Это означает, что однородная задача (1), (3) имеет a  линейных независимых
решений, а для разрешимости неоднородной задачи требуется выполнение b  линейно
независимых условий разрешимости. Число ba -  называется индексом задачи (1), (3).
Известно, что индекс является гомотопически устойчивым. Вычисление индекса прове-
дем методом гомотопий.

Напомним, что две задачи Римана – Гильберта называются гомотопными, ес-
ли существует непрерывная деформация одной задачи в другую, не нарушающая усло-
вия Лопатинского. При этом предполагается, что деформация сохраняет гладкость (не-
прерывность по Гельдеру) коэффициентов этих задач.

В силу непрерывности векторного поля )( yL  и связности поверхности W¶  ска-
лярное произведение )();( yLyn  сохраняет знак на W¶ . Не ограничивая общности,
можно считать, что всюду на W¶  выполняется неравенство 0)();( >yLyn  (случай

0)();( <yLyn  сводится к рассматриваемому, например, умножением одного из гра-
ничных условий (3) на −1).

Так как 2)( =yBrank  в каждой точке W¶Îy , то на поверхности W¶  первая
строка ))(),(),(),((:)( 4321 ymymymymym =  матрицы )( yB  не обращается в нуль.  По-

этому существует [8] непрерывное отображение }0{\]1;0[: 4R®´W¶M , такое,
что при каждом yÎ¶W

)()0,( ymyM =  и )0,0,0,1()1,( =yM ,
и при каждом tÎ[0; 1] вектор-функция ),( tM ×  непрерывна по Гельдеру на W¶ .
Проведем гомотопию матрицы граничного оператора задачи (1), (3). Для этого рассмот-
рим линейную систему уравнений относительно неизвестной строки

)),(),,(),,(),,(( 4321 tyNtyNtyNtyNN =

),(~),(),( tyLtyNty T =X , (7)
где матрица ),( tyX  имеет вид (для упрощения записей точка ]1;0[),( ´W¶Îty , в кото-
рой вычисляются элементы матрицы, не указывается):
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а правая часть системы (7):
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Так как в каждой точке W¶Îy  и при каждом tÎ[0; 1]

( ) 0),,(),(det 22
4

2
3

2
2

2
1 ¹+++=X MMMMcbaty ,

то система (7) однозначно разрешима (через ),,( cba обозначено векторное произведе-
ние векторов ba, и c ), при этом отображение 4]1;0[: R®´W¶N  непрерывно
и, как нетрудно видеть, при каждом фиксированном tÎ[0; 1] непрерывно по Гельдеру
на W¶ . При 0=t  решением системы (7) является вторая строка матрицы )(yB .

Рассмотрим гомотопию задачи (1), (3), при которой система (1) остается неиз-
менной, а матрица соответствующего этой системе граничного условия

( , ) ( ) ( )   ( )B y t U y f y y= Î¶W (8)
имеет вид
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Так как векторное поле ),( tyL , отвечающее задаче (1), (8), имеет вид
)()()1(),( ytyLttyL n+-= ,

то
0)();()1(),();( >+-= tyLyttyLy nn

при всех W¶Îy  и любом ]1;0[Ît . Следовательно, задача (1), (3) в классе регуляризу-
емых краевых задач гомотопна задаче для системы (1) с граничным условием ( W¶Îy )
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Отметим, что задача (1), (9) регуляризуема для любых линейно независимых векторов
ba,  и c .

Проведем теперь гомотопию эллиптической системы задачи (1), (9). Если ba, , c
образует правую тройку векторов, то непрерывной деформацией в 3R  с сохранением
условия линейной независимости она может быть сгомотопирована в стандартный ба-
зис ,1e ,2e 3e пространства 3R  (см., например, [9, c. 211]). В этом случае задача (1), (9)
гомотопна задаче
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Заменой ),,( 432 uuuV ---=  и 1uW =  (10), (11) приводится к виду
,0)(div =xV ),(grad)(rot xWxV = (12)

),(1 yfW =
W¶ ).(; 2 yfV -=

W¶
n       (13)

Индекс последней задачи вычислен в работе [8] и равен минус единице.
Левая тройка векторов ba, ,c  непрерывной деформацией в 3R  может быть пере-

ведена в базис ,1e- ,2e 3e  пространства 3R  (см.,  например,  [9,  c.  211]).  Тогда (1),  (9)
гомотопна задаче
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Задача (13), (14) заменой ),,( 432 uuuV -=  и 1uW =  также приводится к виду (12), (13)
и, следовательно, имеет индекс равный минус единице. Таким образом, нами доказано
следующее утверждение.

Теорема 2. Индекс регуляризуемой задачи Римана – Гильберта (1), (3) равен ми-
нус единице.

Заключение
В работе рассмотрены вопросы регуляризуемости и индекса краевой задачи Ри-

мана – Гильберта в произвольной односвязной области трехмерного пространства
и произвольной эллиптической системы четырех уравнений кососимметрического ти-
па. В частности, установлено, что индекс регуляризуемой задачи Римана – Гильберта
для рассматриваемых систем равен минус единице.
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Basik A.I., Hatskevich V.A., Gritsuk E.V. Calculation of the Index of the Riemann – Hilbert Boun-
dary Value Problem for Elliptic Systems in 3R of Skew-Symmetric Type

The class of elliptic systems of four differential equations of the first order with three variables skew-
symmetric type is considered in this paper. The questions of the regularizability and the index of Riemann – Hil-
bert boundary value problem are studied for this class of systems. In particular, it is proved that the index
of a regularizable Riemann – Hilbert boundary value problem does not depend on a choice of elliptic system
of the indicated type, it is equal 1- .
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