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УДК 517.5 
А.М. Поддубный  

ТЕОРЕМЫ ТИПА ХАРДИ–ЛИТТЛВУДА 
 

В работе проведено исследование вопросов о граничном поведении производных аналитических 
и гармонических функций в единичном круге комплексной плоскости. Полученные результаты обобща-
ют некоторые результаты Ф. Лесли и С. Варшавского и имеют вид, удобный для исследования гранич-
ных свойств обобщенных в смысле Ниче минимальных поверхностей. 
 

Сформулируем сначала некоторые определения понятий и обозначения, исполь-
зуемые в работе. 

Определение 1 [1, с.14]. Будем говорить, что вещественная функция )(t , за-
данная на некотором сегменте ],0[ l , принадлежит классу  , если выполняются следу-
ющие условия: 

1) (0) 0,    0)( t  при (0, ]t l ; 
2) )(t  не убывает вместе с  t ; 
3) )(t  непрерывна на [0, ]l ; 
4) для ],0[, 21 ltt   выполняется  неравенство 

)()()( 2121 tttt   . 
Функции класса   называют функциями типа модуля непрерывности. По тео-

реме С.М. Никольского [2] для )(t  имеет место равенство 
)(),( tt   . 

Определение 2  [1, с.17]. Будем говорить, что ( )t  , если )(t  и выпол-
няется условие Дини 

1

0

( ) .t
dt

t


  

Определение 3  [1, с.17]. Если )(t  и существует такая константа 1C , что 

1
)(
)(lim

0


 t

ct
t 

 , то скажем , что функция )(t  принадлежит классу  **. 

Известно  [3], что если )(t **, то 

 
t

tAdu
u

u

0

)()(  , 

где 0A  – константа, независящая от t . 

Определение 4. Будем говорить, что вещественная функция ( )t , заданная на 

сегменте [ , ]  , принадлежит  обобщенному классу Гёльдера [ , ], 1 ,pH p       

если модуль непрерывности ( , )p t   функции ( )t  удовлетворяет условию 

( , ) ( ),p t t    где )(t  –  функция типа модуля непрерывности. 

Пусть { : 1}D z C z   – единичный круг,  { : 1}T z C z   – единичная 

окружность комплексной плоскости, .D D T   Классическая  теорема Харди–
Литтлвуда  описывает связь между гладкостью предельных значений аналитической 
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функции на границе аналитичности и скоростью роста модуля ее производных высших 
порядков, а именно  

Теорема Харди–Литтлвуда [4, с. 397]. Для того чтобы функция    ( )f z   ана-
литическая в D  и непрерывная в D  удовлетворяла на T  условию Липшица  

'( ) ( ) ' , 0 1,i if f Ke e
          

необходимо и достаточно, чтобы в D  выполнялось неравенство 

1'( )) , ,
(1 )

M
f z r z

r  


 

где М – конечная постоянная. 
Эта теорема стала эффективным орудием в решении многих задачах теории 

функций и теории тригонометрических рядов. Классические результаты  Г. Харди и 
Дж. Литтлвуда [4, с.397–399] о граничных свойствах функций, аналитических в откры-
том круге и непрерывных в замкнутом круге, обобщались в разных направлениях в за-
висимости от их применения. В частности, в работах [ 5 – 7] получено обобщение ре-
зультатов Г. Харди и Дж. Литтлвуда в форме, удобной для исследования граничных 
свойств обобщенных в смысле Ниче [ 8] минимальных  поверхностей.  

Ниже изложенное утверждение дополняет результаты автора, полученные в [7 ] 
и обобщает некоторые результаты Ф. Лесли и С. Варшавского [ 5; 6].  

Теорема 1. Пусть функция )(zf  аналитическая в D  и непрерывна в D . Если для 
всех irez  , 10  r , выполняется неравенство 

)()( zf kn  dt
t

t
M

r
k




 

1
1

)( , 0M const  , 

где ( ), 0t t   – неотрицательная  неубывающая функция, удовлетворяющая условию 
Дини 

1

0

( ) ,t
dt

t


   

, 0,1, 2,...,n N k  то существует константа 0K  , независящая от r , такая, что для 
Dz  выполняется неравество 

.)()( Kzf n   

Доказательство .  Имеет место формула Тейлора для функции )()( zf n , 
,1z  с остаточным членом в интегральной форме 


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                      (1)
 

 



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11
)(1

1 )()(
)!1(

1 . 

Так как нам надо оценить ( ) ( ) , 1nf z z  , то достаточно ограничиться оценкой 
интегрального слагаемого в правой части (1), потому что величина 

1
( ) ( 1) ( 1)(0) (0) (0)  

( 1)!

k
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ограничена сверху в замкнутому круге D . Иными словами, не нарушая общности, 
можно считать, что  

0)0()0()0( )1()1()(   knnn fff   

и исследовать  формулу 

 



z

knkn zdzfzz
k

zf
0

11
)(1

1
)( )()()(

)!1(
1)( . 

Обозначим irez  , irez 1  и будем считать, что интегрирование ведется 
вдоль радиус-векторов точек, взятых в рассматриваемом круге. Тогда 

 



r

iknk
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in drerfrr
k

e
ref

0
11

)(1
1

)( )()(
)!1(

)( 


 , 

а следовательно, используя условие теоремы, получаем, что 

 

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kin dtdr
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M
ref

0 1
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  .                                  (2) 

Далее изменим порядок интегрирования в повторном ин-
теграле, используя класическую теорему Фубини. А именно, 
заданный двукратный интеграл в правой части (2) по области 
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
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 заменим сумой двукратных интегралов по об-
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В силу свойств функции ( ), 0,t t   

   

 



1 1
11 )1)(()()(
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t
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t
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и ttr 1    получим 
1 1 1

1
1 1 0

( ) ( ) ( )( 1 )k
k

r r

t t t
r t dt dt dt

t t t

  


 

         (за условием Дини). 
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Тогда 

.0)1)(()(
!
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1

0

)( 







  constKdt

t
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k

M
ref in   

Теорема 1 доказана. 
Замечание 1. При 1k  из данной теоремы получаем следствие к лемме 2 рабо-

ты [5]. Следует отметить, что метод доказательства теоремы отличается от метода до-
казательства соответствующих результатов работы [5]. 

Следующая же теорема дает для гармонических в единичном круге функций до-
статочные условия принадлежности предельных значений к обобщенному классу Гель-
дера. 

Теорема 2. Пусть  )( ireu  гармоническая  в D  функция с граничной функцией 
 ( ) , , 1i

pu e L p       . Если для )(t ** выполняются условия 

r

r
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2






, 

где 21 ,CC  − положительные константы , не зависящие от  r , то   ,)(  p
i Heu . 

Доказательство .  Нужно доказать соотношение: 

 











  ppihi

r
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1
, 

где 0 constC  не зависит от h . 

Не теряя общности, будем считать, что 
 

1
2
1

 r ,  
2
10  h , и введем следую-

щие обозначения: 

 
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u
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Тогда для r 0 будем иметь 

  )]()([)]()([)()( )()()()(   ihihihiihi eueueureureureu  

  


 
r h r

i
r

iitithi
r

hiii dtteuedteueidtteuereueu




 




  )()()()]()([ )()( . 

Для r 0  имеем  
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В результате  получаем оценку 
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Проведем теперь оценку интегралов ,ki  1, 2, 3,k   используя обобщенное неравенство 
Минковского [9 , с.601], условие теоремы и соответствующие свойства функции )(t . 
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Положим  rh 1 , rh  . Это можно сделать, поскольку 1 1
2

r  . Тогда 

hhr 21 , а следовательно  
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Полагая  htu  , получим: 
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И поскольку )(t **, то 

)()()( *
111 hChACi   ,  0*

1  constC .                          (3) 

Аналогично устанавливается оценка 
)(33 hCi   .                                                       (4) 

Поскольку 
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то, используя условия теоремы, аналогично оценке величины 1i  получаем: 
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Поскольку 

 rh  ,   и   h21   ,   то 
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)(
2

)2(
2 hh

h

h
i 

 .                                                  (5) 

Тепер из соотношений  (3) – (5) получаем, что )()( hCh   , где 0 constC  не за-
висит от h . 

Теорема 2 доказана. 

Следствие. При ( ) ,0 1,t t      из теоремы 2 получаем лему 3 работы [10]. 

Замечание 2. Теорему 2 можно получить как следствие одной теоремы Ю.И. 
Волкова [11, теорема 1] при 1k , но теорема 1 Ю.И. Волкова получена при дополни-
тельном условии на модуль непрерывности )(t : существует такое ,  0 1,   что 
функция )(tt    не возрастает. В теореме 2 такого условия на модуль непрерывности 
нету. 
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O.M.Piddubny Hardy-Littlewood Type Theorems 
 

In this paper we researched the issues about the boundary behavior of derivatives of analytic 
and  harmonic functions in the unit disc of the complex plane. The obtained results generalize some 
F.Lesley and S.Warschawski results and have a form convenient for the study of boundary properties of 
generalized in the sense of Nitsche minimal surfaces. 
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