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ОБОБЩЕННЫЕ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫЕ 
ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ  
ЭРМИТА–БИРКГОФА ДЛЯ ФУНКЦИЙ  
СКАЛЯРНОГО И МАТРИЧНОГО АРГУМЕНТА 
 
Для функций скалярного аргумента построен и исследован обобщенный интерполяционный 

многочлен Эрмита–Биркгофа относительно экспоненциальных функций с произвольными показателями 
степени. Получены явное представление и оценка погрешности. Данная формула обобщена на случай 
функций матричного аргумента. В частных случаях показана инвариантность интерполяционной форму-
лы относительно экспоненциальных матричных многочленов. 

 
Введение  
Интерполяционная задача Эрмита–Биркгофа для случая функций состоит в по-

строении многочленов, для которых выполнялись бы условия совпадения значений 
многочлена и его производных некоторых фиксированных порядков во всех или от-
дельных узлах с соответствующими значениями интерполируемой функции и её произ-
водных. Эта задача с пропусками порядков производных в отличие от задачи эрмитова 
типа не всегда разрешима [1–3]. 

В более общей постановке интерполяционной задачи Эрмита–Биркгофа условия 
совпадения в отдельных узлах производных заменяются на условия совпадения задан-
ного дифференциального или некоторого другого вида оператора. В случае алгебраиче-
ских операторных многочленов интерполяционные формулы такого типа получены 
в [4; 5]. В скалярном случае обобщенные интерполяционные многочлены Эрмита–
Биркгофа относительно отдельных чебышевских систем функций построены и иссле-
дованы в [6; 7]. В [8; 9] они обобщены на случай функций матричного аргумента. 

Интерполирование скалярных функций. Пусть имеется совокупность узлов 
,10 bxxxa n =<<<=   а также заданы действительные числа .0 110 +<<<= nλλλ   

В узлах известны значения ),0()( nixf i =  функции ∈xxf ),( R

jx
. Кроме этого, в одном 

из узлов  известно значение );(1 jn xfD +  дифференциального оператора  вида 
 ),()())(()( 211 xfDDDDxfD nn λλλ −−−=+   

где .
dx
dD =  

Функцию )(xf  будем интерполировать с помощью обобщенных полиномов от-

носительно экспоненциальных функций вида ).1,0()( +== nkex x
k

kλϕ  Построим мно-

гочлен )(~
1 xLn+  степени ,1+n  удовлетворяющий интерполяционным условиям 

 );,0()()(~
1 nkxfxL kkn ==+   ( ) .);(;~

111 jnjnn xfDxLD +++ =  (1) 
Введем следующие функции ),,,,( 10 mm yyyg   заданные рекуррентными соот-

ношениями 
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 3323 ),,(),,( 21023102
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и в общем случае 
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Приведем две леммы, которые понадобятся в дальнейших рассуждениях. 
Лемма 1. При перестановке любых двух соседних аргументов 1, +kk yy  местами 

функция ),,,( 10 nn yyyg   меняет знак на противоположный: 
 ).,,,,,,(),,,,,,,,( 11021110 nkknnkkkkn yyyyygyyyyyyyg  +++− −=  
Доказательство. Применим метод математической индукции. При 1=n  имеет 

место равенство ).,(),( 101011 yygyyg −=  Предположим, что при mn =  данное утвер-
ждение верно, т. е. для любого 10 −≤≤ mk  

 ).,,,(),,,,,,,,( 1021110 mmmkkkkm yyygyyyyyyyg  −=++−  
Выберем произвольное .0 mp ≤≤  Тогда при 1+= mn  получаем, что 

 =+++−+ ),,,,,,,,( 1211101 mppppm yyyyyyyg   
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Равенство (2) имеет место для .0 mk ≤≤  Отсюда следует справедливость леммы 1. 
Лемма 2. Для любых вещественных чисел 110 ,,, −nyyy   и любых i и n 

)1,10( ≥−≤≤ nni  справедливо равенство 
 .0),,,,( 110 =−nin yyyyg   
Доказательство. Так же, как и в доказательстве предыдущей леммы, применим 

метод математической индукции. При 1=n  получим  
 .0),( 0101

001 =−= yy eeyyg λλ  
Предположим, что при mn =  утверждение верно, т. е. для любого 10 −≤≤ mi  
 .0),,,,( 110 =−mim yyyyg   
Выберем произвольное .0 mk ≤≤  Тогда при 1+= mn  получим 
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Последовательно меняя местами соседние аргументы, в силу леммы 1 будем 
иметь 

 =−= +−+− ),,,,,,,(),,,,,,( 1110110 mkkkmmkkkm yyyyyygyyyyyg   

 ).,,,()1(),,,,,,,,( 1011210 mm
k

mkkkm yyygyyyyyyyg  −=== +−  
Таким образом, 
 ( ) .0),,,()1(1)1(),,,,( 1
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km y
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  (3)  
Равенство (3) справедливо для произвольного i, где .0 mi ≤≤  Лемма 2 доказана. 
Теорема 1. Если ,0),,,(~

10 ≠= nnn xxxgg   то интерполяционный многочлен Эр-
мита–Биркгофа 
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где 
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удовлетворяет условиям (1). 
Доказательство. Так как по лемме 1 при ik =  
 ,~)1(),,,()1(),,,,,,( 10110 n

i
nn

i
niikn gxxxgxxxxxg −=−=+−   

а при ik ≠  по лемме 2 имеем ,0),,,,,,( 110 =+− niikn xxxxxg   то )()( kkn xfxL =  при 
.,,1,0 nk =  Аналогично, по лемме 2 при тех же значениях k, справедливы равенства 

.0)( =Ω kn x  Таким образом, выполняется первая группа условий (1). 

Многочлен )(xnΩ  представим в виде ),()( 1 xex n
x

n
n Φ+=Ω +λ  где ),(xnΦ  а также 

многочлен ( )nL x  являются конечными линейными комбинациями слагаемых вида 

),,,1,0( nke x
k

k
=λα  где nααα ,,, 10   – некоторые действительные числа. Так как 

( ) 01 =+
x

n
keD λ  при ,,,1,0 nk =  то ,0)()( 11 ==Φ ++ xLDxD nnnn  и в силу того, что 

( ) ,)()( 11
11111

x
nnnn

x
n

nn eeD ++ −−= ++++
λλ λλλλλ   будем иметь ( ) ),;(;~

111 jnjnn xfDxLD +++ =  
т. е. последнее равенство в (1) также выполняется. Теорема 1 доказана. 

Рассмотрим линейный случай экспоненциального интерполирования. Пусть 0x  
и 1x  – узлы интерполирования и в этих узлах известны значения )(),( 10 xfxf  функции 

),(xf  а также в одном из узлов jx  известно значение оператора ),;(2 jxfD  где 
).()()( 12 xfDDxfD λ−=  Также пусть заданы действительные числа .0 210 λλλ <<=  

Тогда формула (4) при 1=n  примет вид 
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Заметим, что 0)(1 =Ω kx  при ,1,0=k  а многочлен )(1 xL  может быть представлен 
в виде 
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λλ
 

Отметим, что ряд интерполяционных формул других типов для функций, а так-
же для операторов в общих линейных, гильбертовых и функциональных пространствах 
получен в [10, 11]. 

Построим представление остаточного члена для полинома (4).  
Приведем обобщенную теорему Ролля [12]. Пусть )(),...,(),( 10 xxx nϕϕϕ  – некоторая че-
бышевская система функций. Рассмотрим дифференциальный оператор вида 

 ),()()()()()( 01 xfLbDxfbDbDxfL nnnn






−≡−−≡+  

такой, что функции ( )nkxk ,0)( =ϕ  являются решениями дифференциального уравне-
ния ,0)(1 =+ xfLn



 а любое другое решение этого уравнения может быть представлено 
как линейная комбинация функций ).(xkϕ  Тогда если функции )(,),(),( 10 xbxbxb n  
аналитические в интервале ( , )a b  и если )(xf  также аналитическая и обращается в нуль 

2+n  раз с учетом кратности, то )(1 xfLn+


 обращается в нуль на этом интервале по 
крайней мере один раз. 

Теорема 2. Если функция )(xf  дифференцируема 2+n  раз в интервале ),,( ba  
то остаточный член )(~)()( 11 xLxfxR nn ++ −=  формулы (4) имеет вид 
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где ].;[, ba∈ηξ  

Доказательство. Пусть ],,[ bax∈  kxx ≠  ( ).,0 nk =  Обозначим ,
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и пусть ).()()()( uKuLufu nn Ω−−=ψ  Тогда будем иметь 
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Применим далее обобщенную теорему Ролля. Так как 
,0)()()()( 10 ===== xxxx n ψψψψ   и в нашем случае ,)( x

k
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

 то функция );(1 xDn ψ+  имеет, по крайней мере, один нуль ξ  на 
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 и следовательно, 
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Окончательно имеем 
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где ].;[, ba∈ηξ  Теорема 2 доказана. 
Преобразуем правую часть (5). 
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Введем обозначения: ,)(max 1
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Теорема 3. Оценка погрешности формулы (4) для любого ],[ bax∈  имеет вид 
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Доказательство. Нетрудно заметить, что справедливы следующие неравенства: 
,abx j −≤−ξ  ,11 ann ee ++ −− ≤ ληλ  ].,[, ba∈ηξ  Учитывая данные неравенства и (6), полу-

чим оценку (7). 
Применение и точность интерполяционной формулы (4) проиллюстрируем на 

конкретном примере. 
Пример. Пусть .sin)( tetf =  Рассмотрим частные случаи формулы (4) при 

.4,3,2,1=n  Учитывая свойства функции ),(tf  построим интерполяционные полиномы 
на неравномерных сетках. Для данного конкретного случая соответствующие системы 
узлов будут такими 
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1
0 tttt j ===     
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2

2
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3) ;;883,1;656,1;274,1;071,0 3
2
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3
2

3
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3
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4) .;985,1;857,1;38,1;968,0;453,0 4
3

44
4

4
3

4
2

4
1

4
0 ttttttt j ======  

Тогда интерполяционные многочлены примут вид 
 ,004374,02449,0350,1)(~ 7,37,1

2
tt eetL +−=  

 ,01476,0199,02241,0079,1)(~ 9,43,41,4
3

ttt eeetL −+−=  

 ,4588,09813,08199,0914,17893,0)(~ 9,37,32,38,0
4

tttt eeeetL −+−+−=  

 +−+= tt eetL 3,34,2
5 4190,13006,143185,0)(~  

 .0017349,06309,11562,2 7,53,42,4 ttt eee +−+  
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 Рисунок 1 
 
Точность приближения функции )(tf  многочленами ),(~

2 tL  )(~
4 tL  и )(~

5 tL  изо-
бражается на графике (рисунок 1). Сплошной линией изображена интерполируемая 
функция ),(tf  штриховой – ),(~

2 tL  штрих-пунктирной – ),(~
4 tL  пунктирной – ).(~

5 tL  

Интерполяционные многочлены )(~
4 tL  и )(~

5 tL  более точно описывают поведе-
ние функции )(tf  на данном отрезке. Нормы невязок между функцией )(tf  и интерпо-
ляционными многочленами равны 
 0,3133;)(~)(max)(~)( 2

]2,0[]2,0[2 =−=−
∈

tLtftLtf
tC

   0,2010;)(~)(
]2,0[3 =−

C
tLtf  

 0,02887;)(~)(
]2,0[4 =−

C
tLtf    0,005469.)(~)(

]2,0[5 =−
C

tLtf  

С увеличением степени интерполяционного многочлена вида (4) в данном кон-
кретном случае точность приближения повышается. 

Интерполирование функций матричного аргумента. Рассмотрим сначала ин-
терполяционную формулу Эрмита–Биркгофа первого порядка, построенную на основе 
экспоненциальных матричных функций вида A

k
keA λϕ =)(  ),2,1,0( =k  ,)( XtAA ∈=  

,Xt∈  где 2100 λλλ <<=  – заданные действительные числа, а X – множество квадрат-
ных матриц. 

Пусть ∈zzF ),( C )1,0()( =∈= kXtAA kk – целая функция,  – матричные узлы 
интерполирования, в которых известны значения )( kAF  функции )(AF  и в одном из 
узлов – значение );(2 jAFD  дифференциального оператора вида 

 .,)()()( 12 dz
dDzDFDAFD Az =−= =λ  (8) 

Для функции вида ,)( 21 BAFB  где 1B  и 2B  – некоторые фиксированные матрицы 
из множества X, значение оператора (8) вычисляется по формуле 

 .)();)(( 221212 BAFDBABAFBD =  

Теорема 4. Если матрица ][ 1101 AA ee λλ −  обратима, то для интерполяционного 
многочлена 

t

)(ty
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 ,
)(

);()(
)()(~

122

21
12

2

λλλ

λ

−

Ω
+=

−
j

A AFDeA
ALAL

j

 (9) 

где 
 +−−= − )(][][)( 0

1
1

1101111 AFeeeeAL AAAA λλλλ  

 ),(][][ 1
10111011 AFeeee AAAA −−−+ λλλλ  (10) 

 ,][][][)( 12020111011022 1
1

AAAAAAAA eeeeeeeeA λλλλλλλλ −−−+−=Ω −  
выполняются условия );1,0()()(~

2 == kAFAL kk  ),;();~( 222 jj AFDALD =  где 0=j  или 
.1=j  

Если матрицы 0A  и 1A  перестановочны, то формула (9) точна для многочленов 
вида 

 ,)( 21
2 GeCeBAP AA λλ ++=  (11) 

где GCB ,,  – любые фиксированные матрицы из X. 
Доказательство. Действительно, совпадение полинома )(~

2 AL  и интерполируе-
мой функции )(AF  в узлах 0A  и 1A  следует из того, что )()(1 kk AFAL =  и 0)(1 =Ω kA  

при .1,0=k  Так как ),1,0(0)(2 =≡ keD Akλ  а ,)()( 22
1222

AA eeD λλ λλλ −=  то получим, 
что ).;();~( 222 jj AFDALD =  

Докажем инвариантность формулы (9) относительно многочленов вида (11). Так 
как для BAF =)(  и ,)( 1 CeAF Aλ=  при условии перестановочности матриц 0A  и ,1A  вы-

полняются тождества )()(1 AFAL ≡  и ,0)(2 ≡AFD  то для этих функций ).()(~
2 AFAL ≡  

Далее, в силу того, что GeAFD A2)()( 1222
λλλλ −=  для функции ,)( 2 GeAF Aλ=  то, учи-

тывая перестановочность узлов, после несложных вычислений приходим к соотноше-
нию 

 ( )×−+−= ++ ][][)(~ 0211120112021
2

AAAAAAA eeeeeAL λλλλλλλ  

 ).()(][ 21101
1

1 AFGeGAGee AAA ≡=Ω+−× − λλλ  
Таким образом, формула (9) точна для многочленов вида (11). Теорема 4 доказана. 
Рассмотрим далее обобщенный вариант аналогичной задачи интерполирования 

для случая трех узлов и матричных многочленов относительно системы функций 
∈∈=== tXtAAkeA A

k
k ,)(),3,2,1,0()( λϕ C ,0 3210 λλλλ <<<=, где  а X – множество 

квадратных матриц. 
Пусть, как и ранее, ∈zzF ),( C )2,1,0()( =∈= kXtAA kk – целая функция,  – 

матричные узлы интерполирования, в которых известны значения )( kAF  функции 
),(AF  определенной на множестве X,  и в одном из них – значение );(3 jAFD  диффе-

ренциального оператора вида 

 ,,)())(()( 123 dz
dDzDFDDAFD Az =−−= =λλ  

причем ,)())(( 231213 СAFDССAFСD =  где 1С  и 2С  – некоторые фиксированные мат-
рицы из X. 

Введем функции ),,( 0 kk BBG   от матричных переменных XBB k ∈,,0   
),3,2,1( =k  определяемые равенствами 
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 ;),( 0111
101

BB eeBBG λλ −=  

 ;),(),(),(),,( 221202
1012012112102

BBB eBBGeBBGeBBGBBBG λλλ −+−=  

 +−= 1303 ),,(),,(),,,( 3202321232103
BB eBBBGeBBBGBBBBG λλ  

 .),,(),,( 3323
21023102

BB eBBBGeBBBG λλ −+  (12) 
Теорема 5. Если матрица ),,( 2102 AAAGG =  обратима, то интерполяционный 

многочлен Эрмита-Биркгофа 

 ,
))((

);()(
)()(~

23133

32
23

3

λλλλλ

λ

−−

Ω
+=

−
j

A AFDeA
ALAL

j

 (13) 

где ( ),)(),,()(),,()(),,()( 210212020212
1

2 AFAAAGAFAAAGAFAAAGGAL +−= −  

),,,,()( 2103
1

2 AAAAGGA −=Ω  удовлетворяет условиям 

 );2,1,0()()(~
3 == kAFAL kk   ).;();~( 333 jj AFDALD =  

Если матрицы 10 ,, AAA  и 2A  попарно перестановочны, то формула (13) точна 
для многочленов вида 

 ,)( 32103
321 CeCeCeCAP AAA λλλ +++=  (14) 

где 3210 ,,, CCCC  – произвольные фиксированные матрицы из множества X. 
Доказательство. Нетрудно заметить, что при 2,1,0=i  выполняются соотноше-

ния ,),,(,),,(,),,( 210212020212 GAAAGGAAAGGAAAG iiiiii δδδ =−==  где  

ijδ  – символ Кронекера. Отсюда следует, что )()(2 kk AFAL =  и 0)(2 =Ω kA  при 

.2,1,0=k  Следовательно в узлах 10 , AA  и 2A  многочлен )(~
3 AL  совпадает с функцией 

).(AF  
Многочлены )(2 AL  и )(2 AΩ  можно представить в виде 

 ,)()(
2

0
21

1
02

21 ∑
=

+
− ++=

k
k

A
k

A AFeBBeGBAL λλ  

 ,~~~~)(
3

1
1221

1
02

213 ∑
=

+
− +++=Ω

k
k

A
k

AA BeBBeGBeA λλλ  

где )7,,1,0;4,,1,0(~,  == νν kBBk  – некоторые фиксированные матрицы из множе-

ства X. Поэтому, так как 0)(3 ≡AkeD λ  при ,2,1=k  то 0)(23 ≡ALD  

и ,))(()()( 33
23133323

AA eeDAD λλ λλλλλ −−==Ω  откуда следует, что 

).;();~( 333 jj AFDALD =  
Используя рекуррентные соотношения (12), покажем, что формула (13) точна 

для многочленов вида (14). Для функции 0)( СAF =  будем иметь 

( ) ×=+−== −− 1
0102202212

1
022 ),,(),,(),,();()( GСAAAGAAAGAAAGGAСLAL  

 ( ) ( )( +−−−+−× 022 ),(),(),(),(),( 1121101201211
AA eAAGAAGeAAGAAGAAG λλ  

 ( ) ( ) ) ×=−−−+ −1
001110121

2212 ),(),(),(),( GСeAAGAAGeAAGAAG AA λλ  

 ( ) .),(),(),( 00
1

0101201211
221202 СGСGСeAAGeAAGeAAG AAA ==−+−× −λλλ  
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В то же время при )3,2,1()( == kСeAF k
Akλ  справедливы равенства 

( −+−== − 01221022102111
22 );()( AAAAAAAAA

k
A kkkk eeeeeeeeeGAСeLAL λλλλλλλλλλ  

 +−−+− 12010221102210121 AAAAAAAAAAAA kkkk eeeeeeeeeeee λλλλλλλλλλλλ  
 +−+−+ 12211021102211221 AAAAAAAAAAAA kkkk eeeeeeeeeeee λλλλλλλλλλλλ  
 −+−++ 202112211220112201 AAAAAAAAAAAA kkkk eeeeeeeeeeee λλλλλλλλλλλλ  
 ) .2120121212021

k
AAAAAAAAA Сeeeeeeeee kkk λλλλλλλλλ −+−  

Тогда, учитывая попарную перестановочность матриц 10 ,, AAA  и ,2A  при 
2,1=k  получим 

 ( ) ( )( −−+−−= − 1201210211211
2 );( AAAAAA

k
A eeeeeeGAСeL k λλλλλλλ  

 ( ) ) .1220111
k

A
k

A
k

AAAA CeCGeGCeeee kkk λλλλλλ ==−− −  

Далее, так как ( ) ( ) ,))(( 2133 k
A

kkkk
A

k
A CeCeDCeD kkk λλλ λλλλλ −−==  то 

( ) 03 ≡k
ACeD kλ  при ,2,1,0=k  а  

 ( ) .))(( 32313333
33 CeCeD AA λλ λλλλλ −−=  (15) 

Следовательно, для функции 210
21)( CeCeCAF AA λλ ++=  выполняется тождество 

).()(~
3 AFAL ≡  Используя последнее равенство в (12) и формулу (15), для 3

3)( CeAF Aλ=  
будем иметь 

 ( +−=Ω+= − 1303 ),,(),,()()()(~
202212

1
223

AA eAAAGeAAAGGAALAL λλ  

 +−++ 03323 ),,(),,(),,( 2122102102
AAA eAAAGeAAAGeAAAG λλλ  

 ) .),,(),,( 33
1

3102202
332313 CeCGeGСeAAAGeAAAG AAAA λλλλ ==−+ −  

Таким образом, формула (13) точна для многочленов вида (14). Теорема 5 дока-
зана. 

Рассмотрим далее на множестве квадратных матриц X аналогичный вариант ин-
терполяционной задачи для случая произвольного числа узлов XAAA n ∈,,, 10   и мат-

ричных многочленов относительно системы функций ,)( A
k

keA λϕ =  XA∈  
),1,,1,0( += nk   где 110 ,,, +nλλλ   – заданные действительные числа, удовлетворяю-

щие условию .0 1210 +<<<<= nλλλλ   
В данном случае в качестве оператора )(1 AFDn+  берется матрично-

дифференциальный оператор 

 .,)())(()()( 121 dz
dDzDFDDDAFD Aznn =−−−= =+ λλλ   (16) 

При этом значение оператора (16) для матричной функции )(AΦ  вида 
,)()( 21 CAFCA =Φ  где 1C  и 2C  – некоторые фиксированные матрицы, а ∈zzF ),( С

.)()( 2111 СAFDСAD nn ++ =Φ
 – 

целая функция, вычисляется по правилу  
Ранее мы рассмотрели матричные функции ),3,2,1(),,( 0 =kBBG kk   задаваемые 

равенствами (12). Доопределим данные функции в общем случае при nk =  по формуле 
 =),,,( 10 nn BBBG   
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 ).,2,1(),,,,,()1()1(
0

1101
1

 =−−= ∑
=

+−−
− neBBBBG

n

k

B
nkkn

kn knλ  (17) 

При этом будем считать, что ),,,1,0()(0 nkIBG k =−=  где I  – единичная матрица. 
Приведем две леммы, которые будут использованы при доказательстве теоремы. 
Лемма 3. При перестановке любых двух соседних аргументов 1, +kk BB  местами 

функция ),,,( 10 nn BBBG   меняет знак на противоположный: 
 ).,,,,,,(),,,,,,,,( 11021110 nkknnkkkkn BBBBBGBBBBBBBG  +++− −=  
Лемма 4. Для любых матриц 110 ,,, −nBBB   из множества X и любых i и n 

)1,10( ≥−≤≤ nni  справедливо равенство 
 .0),,,,( 110 =−nin BBBBG   
Доказательства данных лемм полностью повторяют доказательства лемм 1 и 2, 

если в них заменить скалярные переменные nyyy ,,, 10   матрицами nBBB ,,, 10   
и вместо скалярных функций ),,,( 10 nn yyyg   рассматривать матричные функции 

).,,,( 10 nn BBBG    

Теорема 6. Если матрица ),,,(~
10 nnn AAAGG =  обратима, то матричный 

многочлен 

 ,
)()(

);()(
)()(~

1111

1
1

1

nnnn

jn
A

n
nn

AFDeA
ALAL

jn

λλλλλ

λ

−−

Ω
+=

+++

+
−

+

+



 (18) 

где 

 ),(),,,,,,,()1(~)( 1110
0

1
iniin

n

i

i
nn AFAAAAAAGGAL  +−

=

− ∑ −=  (19) 

 ),,,,,(~)1()( 101
1

nnn
n

n AAAAGGA +
−−=Ω  (20) 

удовлетворяет условиям 
 ;),,1,0()()(~

1 nkAFAL kkn ==+   ( ) ( ).;;~
111 jnjnn AFDALD +++ =  (21) 

Доказательство. Так как по лемме 3 при ik =  
 ,)1(),,,()1(),,,,,,( 10110 n

i
nn

i
niikn GAAAGAAAAAG −=−=+−   

а при ik ≠  по лемме 4 имеем ,0),,,,,,( 110 =+− niikn AAAAAG   то )()( kkn AFAL =  при 
.,,1,0 nk =  Аналогично (по лемме 4) при тех же значениях k справедливы равенства 

.0)( =Ω kn A  Таким образом, выполняется первая группа условий (21). 
Многочлен )(ALn  можно представить в виде 

 ∑∑
= =

+=
n

k

m

k
A

kn
k

k CeBBAL
1 1

,,0 ,)(
ν

ν
λ

ν  (22) 

где km  – соответствующие натуральные числа, а νν ,,0 ,, kk CBB  – некоторые фиксиро-

ванные матрицы из множества X. Из (17) и (20) следует, что ),()( 1 AeA n
A

n
n Φ+=Ω +λ  

где функция )(AnΦ  имеет представление вида (22). 

Так как ( ) 01 ≡+
A

n
keD λ  при ,,,1,0 nk =  то .0)()( 11 ≡Φ≡ ++ ADALD nnnn  Поэтому 

в силу того, что ( ) ,)()( 11
11111

A
nnnn

A
n

nn eeD ++ −−= ++++
λλ λλλλλ   учитывая структуру 



Веснік Брэсцкага ўніверсітэта. Серыя 4. Фізіка. Матэматыка               № 1 / 2014 108 

многочлена (18), получим, что ( ) ),;(;~
111 jnjnn AFDALD +++ =  т. е. последнее условие в (21) 

также выполняется. Теорема 6 доказана. 
Построим формулу, аналогичную (18), в которой оператор )(1 AFDn+  будет за-

даваться посредством дифференциалов Гато от функции ),(AF  ,XA∈  дифференци-
руемой по Гато 1+n  раз в узле .XAj ∈  Рассмотрим матрично-дифференциальный опе-
ратор вида 

 =≡ +++ );(~)(~
1111 HHHAFDAFD nnnn   

 ( ) ( )( ) ),(
1231 21321 AFDHDHDHD HHHnnHn

λλλ −−−= ++
  (23) 

где )1,,2,1(];[)( +== nkHAFAFD kHk
δ  – первый дифференциал Гато от )(AF  

в точке A по направлению .XHk ∈  Легко убедиться, что на множестве перестановоч-

ных матриц решением уравнения 0)(~
1 =+ AFDn  являются функции A

k
keA λϕ =)(  

),,,1,0( nk =  а также любая фиксированная матрица из множества X. 
Теорема 7. Если матрицы ),,,(~

10 nnn AAAGG =  и 121 ,,, +nHHH   обратимы, 
то матричный многочлен 

 
( )

,
)()(

);(~)(
)()(~

1111

1
1

11
1

1

nnnn

jn
A

nnn
nn

AFDeHHHA
ALAL

jn

λλλλλ

λ

−−

Ω
+=

+++

+
−−

+
+

+





 (24) 

где )(ALn  и )(AnΩ  определяются по формулам (19) и (20) соответственно, совпадает 
в узлах nAAA ,,, 10   с функцией ).(AF  Если матрица jA  и направления 

121 ,,, +nHHH   попарно перестановочны, то многочлен (24) удовлетворят также ус-
ловию 

 ( ) ( ).;~;~~
111 jnjnn AFDALD +++ =  (25) 

Доказательство. Из доказательства теоремы 6 следует, что )()( kkn AFAL =  
и 0)( =Ω kn A  при .,,1,0 nk =  Тогда, учитывая структуру многочлена (24), получим, 
что в узлах nAAA ,,, 10   он совпадает с интерполируемой функцией ).(AF  

Так как матрица jA  перестановочна с направлениями ,,,, 121 +nHHH   то 

 ),1,,2,1,(];[)( +===
=

nkHeHAAD k
A

kjAAH
j

jk
νλδϕϕ νλ

ννν  (26) 

где ,)( AeA νλ
νϕ =  откуда при условии попарной перестановочности указанных в теоре-

ме матриц следует, что 
 ( ) .)()(;~

1111 HHHeAD nn
A

njn
j

 ++ −−= νλ
νννν λλλλλϕ  (27) 

Таким образом, ( ) 0;~
1 =+ jn AD νϕ  при n,,2,1 =ν  и 

 ( ) .)()(;~
11111111

1 HHHeAD nn
A

nnnnjnn
jn

 ++++++
+−−= λλλλλλϕ  

Поэтому в силу указанных в доказательстве теоремы 6 представлений многочле-
нов )(ALn  и )(AnΩ  в виде линейных комбинаций матричных экспонент и учитывая 
структуру многочлена (24), получим равенство (25). Теорема 7 доказана. 

Ряд других интерполяционных формул Эрмита–Биркгофа имеется в [2; 4; 5; 10; 11]. 
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A.P. Hudyakov The Generalized Exponential Interpolation Polynomials of Hermite–

Birkhoff type for functions of scalar and matrix argument 
 
For functions of a scalar argument the generalized interpolation polynomial of Hermite–

Birkhoff type with particular to functions with arbitrary exponents is constructed and researched. The 
explicit representation of error and its estimation are obtained. This formula is generalized to the case of 
functions of matrix argument. In particular cases the invariance of the interpolation formula with re-
spect to exponential matrix polynomials is shown.  
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