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УДК 513.82 

Е.В. Зубей, А.А. Юдов 

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ СВЯЗНЫХ  
ПОДГРУПП ЛИ ГРУППЫ ЛИ ВРАЩЕНИЙ  
ПРОСТРАНСТВА МИНКОВСКОГО 
 
В работе исследуются связные подгруппы Ли группы Ли вращений пространства Минковского. 

Находятся инвариантные плоскости и прямые для таких групп  Ли и их образы стационарности. 
 
Инвариантные объекты играют важную роль для характеристики исследуемой 

группы движений. Целью данной работы является нахождение инвариантных подпро-
странств подгрупп Ли группы Ли движений пространства Минковского и их образов 
стационарности. 

Рассмотрим четырехмерное псевдоевклидово пространство индекса 1, т. е. про-
странство 4

1R  – пространство Минковского. Пусть G  – группа Ли движений простран-

ства Минковского, H  – группа Ли вращений пространства Минковского, G – алгебра 
Ли группы Ли G , H  – алгебра Ли группы Ли H . Рассмотрим в пространстве 4

1R   

},,,{ 4321 eeeeбазис , ,12
1 −=е  jieееее ji ≠==== ,0),(,12

4
2

3
2
2 . Базис 1021 ,..., iii  в алгеб-

ре Ли G  зададим следующим образом: 
,,,,,,, 522574224632232514413312211 EEiEEiEEiEiEiEiEi +=+=+=====  

,,, 5445105335943348 EEiEEiEEi −=−=−=  
где αβE  – ( )55× -матрица, у которой в α -й строке β -м столбце стоит единица, а ос-
тальные элементы нули. 

Для векторов пространства H  определяется операция  ],[ ba  – коммутирование, 
а сам результат называется коммутатором.  

Чтобы вектор a  с координатами },,,{ 4321 aaaa  был инвариантен относительно под-

группы Ли iG  с алгеброй Ли iG  необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие 

,aca ⋅=⋅ λ  где c  – любое из iG . В частности, вместо c  достаточно брать вектора базиса iG .  
Чтобы подпространство },{ ba  было инвариантно относительно подгруппы iG  

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия: 
 ., bacbbaca ⋅+⋅=⋅⋅+⋅=⋅ σνµλ                                                             (1) 
Будем рассматривать алгебру Ли H . Элементы базиса этой алгебры будем зада-

вать в виде: 



















=

0000
0000
0001
0010

5i , 



















=

0000
0001
0000
0100

6i , 



















=

0001
0000
0000
1000

7i , 



















−
=

0000
0010
0100
0000

8i , 



















−

=

0010
0000
1000
0000

9i , 



















−

=

0100
1000
0000
0000

10i . 



МАТЭМАТЫКА 53 

В данной работе находятся инвариантные одномерные и двумерные подпро-
странства для групп Ли 1G , 2G , 3G , 4G , 5G , 6G , 7G , 8G , 9G , 10G , 11G , 12G  и 13G , со-

ответствующих алгебрам Ли 1G , 2G , 3G , 4G , 5G , 6G , 7G , 8G , 9G , 10G , 11G , 12G  

и 13G , задаваемых соответственно базисами },{},{},{},{ 698569 iiiiii λ+−  
},,{},,{ 1078596 iiiiii +−  },,,{},,{ 610785685 iiiiiiii +−−  },,,{ 910785 iiiii +−

},,,{},,,{},,,{ 86510986910785 iiiiiiiiiiii λ++− }.,,,{ 6910785 iiiiii +−  
Рассмотрим группу 1G . Найдем одномерные инвариантные подпространства. 

Система инвариантности имеет вид:  

( ) .),0,,0(
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,,, 2443219 aaaaaaaia ⋅=−=
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⋅=⋅ µ                                     (2) 

Отсюда следует система: 











=⋅
=⋅
−=⋅

=⋅

.
,0

,
,0

24

3

42

1

aa
a

aa
a

µ
µ
µ
µ

 

Решив данную систему можно сделать вывод, что при 0=µ  инвариантное под-
пространство имеет вид: };{ 31 ee +  при 0≠µ  решений нет. 

Рассмотрим двумерные инвариантные подпространства. Система инвариантно-
сти имеет вид:  





⋅+⋅=⋅
⋅+⋅=⋅

.
,

9

9

bqapib
baia σν

                                                       (3) 

Систему можно переписать в виде: 





=⋅+⋅=⋅+⋅−=⋅+⋅=⋅+⋅
=⋅+⋅=⋅+⋅−=⋅+⋅=⋅+⋅

.,0,,0
,,0,,0

2443342211

2443342211

bbqapbqapbbqapbqap
ababaababa σνσνσνσν

  (4) 

Достаточно рассмотреть 6 случаев: 
10 ;1,0,0,1 2121 ==== bbaa.     
20 ;1,0,0,0,1 32131 ===== bbbaa.  
30 ;1,0,0,0,0,1 432141 ====== bbbbaa.  
40 ;1,0,0,0,1,0 321321 ====== bbbaaa.  
50 ;1,0,0,0,0,1,0 4321421 ======= bbbbaaa.    
60 ;1,0,0,0,0,1,0,0 43214321 ======== bbbbaaaa. . 

Рассмотрим  случай 10





=⋅+⋅=⋅+⋅−=⋅+⋅=⋅+⋅
=⋅+⋅=⋅+⋅−=⋅+⋅=⋅+⋅

.1,0,10,001
,0,0,10,001

44334

44334

bqapbqapbqpqp
babaa σνσνσνσν

. Получаем систему: 

     (5) 

Перепишем данную систему в виде: 





=⋅+⋅=⋅+⋅−==
=⋅+⋅=⋅+⋅−==

.1,0,,0
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babaa σνσνσν

                   (6) 
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Подставив уравнение 4bq −=  в уравнение 14 =⋅bq , можно заметить,  что в слу-
чае 10 

}{ 91 iG =
система инвариантности противоречива. Следовательно, можно сделать вывод, 

что относительно  в случае 10 

Рассмотрим  случай 2
нет инвариантных двумерных пространств. 

0
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.0,010,0,001
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4442

24442

bqapqpbqapqp
abaaa σνσνσνσν

. Получаем систему: 

       (7) 

Перепишем данную систему в виде:  





=−==
====

.0,0,0
,0,0,0,0

4

24

bqp
aaσν

                                    (8) 

Из решения системы следует, что вектор a  имеет вид )0,0,0,1(a ,  а вектор 
).0,1,0,0(b  Таким образом, инвариантное пространство имеет вид }.,{ 31 ee  

Рассмотрим  случай 30
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qpqapqapqp
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. Получаем систему: 

      (9) 

Перепишем данную систему в виде:  
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                                   (10) 

Из предпоследнего уравнения системы видно, что система инвариантности про-
тиворечива. Следовательно, можно сделать вывод, что относительно }{ 91 iG =  в случае 
30  

Рассмотрим  случай 4
нет инвариантных двумерных пространств. 

0
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bqapqpbqpqp
baa σνσνσνσν

. Получаем следующую систему: 

      (11) 

Перепишем данную систему в виде:  
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apqbp
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                                   (12) 

Подставив первое уравнение системы в третье, получим 12 −=ν .  Из данного 
уравнения видно, что система инвариантности противоречива. Следовательно, можно 
сделать вывод, что относительно }{ 91 iG =  в случае 40 

Рассмотрим  случай 5

нет инвариантных двумерных 
пространств. 

0





=⋅+⋅=⋅+⋅−=⋅+⋅=⋅+⋅
=⋅+⋅=⋅+⋅=⋅+⋅=⋅+⋅

.010,00,101,000
,110,00,001,000

3

3

qpqapqpqp
a σνσνσνσν

. Получаем систему: 

         (13) 

Перепишем данную систему в виде:  
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                                     (14) 

Из решения системы следует, что 03 =a , а, следовательно, вектор a  имеет вид 
),0,0,1,0(a а вектор ).1,0,0,0(b  Таким образом, инвариантное пространство имеет вид 

}.,{ 42 ee  
Рассмотрим случай 60. Получаем следующую систему: 
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−=⋅+⋅=⋅+⋅
=⋅+⋅=⋅+⋅=⋅+⋅=⋅+⋅

.100,000
,010,001,000,000

qpqp
σνσνσνσν

           (15) 

Из последнего уравнения системы видно, что система инвариантности противо-
речива. Следовательно, можно сделать вывод, что относительно }{ 91 iG =  в случае 60  

Полученные результаты сформулируем в виде теоремы. 
нет инвариантных двумерных пространств. 

Теорема 1. Относительно группы 1G  инвариантны только одномерные про-
странства };{ 31 qepe +  и следующие двумерные подпространства: },{ 31 ee  и }.,{ 42 ee  

Теорема 2. Относительно группы 2G  инвариантны такие одномерные простран-
ства, как: }{},{},{ 423131 qepeeeee +−+ , и только следующие двухмерные подпростран-
ства: },{ 4231 eeee λ++ , },{ 31 ee , },{ 42 ee , },{ 231 eee + , },{ 431 eee + , а также трехмерные 
подпространства: },,{ 4231 eeee + , },,{ 4231 eeee − , },,{ 3142 eeqepe + . 

Теорема 3. Относительно группы 3G  инвариантны только следующие одномер-
ные и двумерные подпространства: }{ 31 ee − , },{ 231 eee − и },{ 431 eee − , а также трех-
мерное подпространство },,{ 4231 eeee − . 

Теорема 4. Относительно группы 4G  инвариантны только следующие одномер-
ные и двумерные подпространства: },{},{ 3131 eeee −+ },{ 31 ee , },{ 42 ee , а также трех-
мерные подпространства: },,{ 4231 eeee + , },,{ 4231 eeee − . 

Рассмотрим группу 5G . Найдем одномерные инвариантные подпространства. 
Система инвариантности имеет вид:  
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                                               (16) 

В этом случае данная система приводится к виду: 

4
2

42
2

231423113 ,,0,0,0,0,, аааааааааааа µµµµλλλλ =−=======      (17) 
Решив данную систему, можно сделать вывод, что при 0=λ  и 0=µ  решений 

нет; при 0=λ  и 0≠µ  решений нет; при 0≠λ  и 0=µ  инвариантное подпространство 
имеет вид: }{ 31 ee + ; при 0≠λ и 0≠µ решений нет. 

Рассмотрим двумерные инвариантные подпространства. Система инвариантно-
сти имеет вид:  
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                                           (18) 

Перепишем данную систему в виде: 
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    (19) 

Рассматриваем 6 случаев. В случае 10 

  
система инвариантности примет вид:  

1,1,0,0,1,0 2
4443443

2
3 =−=−=−=== bbabааааµ .                  (20) 
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Из последнего уравнения системы видно, что в случае 10

В случае 2

 система инвариантно-
сти противоречива. 

0

0=λ
 система инвариантности примет вид:  

, 1=µ , 04 =b , 1=s , 0=t , 02 =a , 04 =a , 0=ν , 0=σ , 0=p , 0=q . (21) 
Из решения системы следует, что вектор a  имеет вид ),0,0,0,1(a  а вектор 

).0,1,0,0(b  Таким образом, получаем инвариантное подпространство в виде },{ 31 ee . 
В случаях 30 и 40

В случае 5
 системы инвариантности противоречивы. 

0

0=λ
 из системы инвариантности следует:  

, 0=µ , 0=s , 0=t , 03 =a , 0=ν , 1=σ , 1−=p , 0=q .           (22) 
Следовательно, вектор a  имеет вид ),0,0,1,0(a ), а вектор ).1,0,0,0(b  Таким обра-

зом, получаем инвариантное подпространство в виде: },{ 42 ee . 
В случае 60

Теорема 5. Относительно группы 

 система инвариантности противоречива. Таким образом, получена 
следующая теорема. 

5G  

},{},{ 3131 eeee −+
инвариантны только следующие одномер-

ные и двумерные подпространства:  },{ 31 ee  и },{ 42 ee , а также трех-
мерные подпространства: },,{ 4231 eeee + , },,{ 4231 eeee − . 

Рассмотрим группу 6G , 6Gсоответствующую алгебре Ли , задаваемой базисом 
}.,{ 10785 iiii +−  Введем обозначения:  

                                       ,
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Рассмотрим одномерные инвариантные подпространства. Система инвариантно-
сти имеет вид:  

                                   ., aBaaAa ⋅=⋅⋅=⋅ µλ                              (25) 
В этом случае данная система приводится к виду: 

.,,0,,0,,, 3144324142331221 аааааааааааааааа +=−====−=+== µµµµλλλλ  
Решив эту систему, получаем, что инвариантное подпространство имеет вид: }{ 31 ee − . 

Если рассмотрим двумерные инвариантные подпространства, то система инва-
риантности имеет вид:  
                     .,,, qbpabBtbsabAbaaBbааA +=+=+=+= σνµλ                                (26) 

Аналогично рассматривая 6 случаев, получаем теорему. 
Теорема 6. Относительно группы 6G  инвариантны только следующие одномер-

ные и двумерные подпространства: }{ 31 ee − , },{ 4231 eeee λ+− , },{ 231 eee −  
и },{ 431 eee − , а также трехмерное подпространство },,{ 4231 eeee − . 
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Теорема 7. Относительно группы 7G  

}{ 31 ee −
инвариантны только следующие одномер-

ные и двумерные подпространства: , },{ 231 eee −  и },{ 431 eee − , а также трех-
мерное подпространство },,{ 4231 eeee − . 

Теорема 8. Относительно группы 8G  

}{ 31 ee −
инвариантны только следующие одномер-

ные и двумерные подпространства: , },{ 4231 eeee λ+− , },{ 231 eee −  
и },{ 431 eee − , а также трехмерное подпространство },,{ 4231 eeee − . 

Теорема 9. Относительно группы 9G  

}{ 31 ee −
инвариантны только следующие одномер-

ное и трехмерное подпространства: , },,{ 4231 eeee − . 
Теорема 10. Относительно группы 10G  

}{ 31 ee −
инвариантны только следующие одно-

мерное и трехмерное подпространства: , },,{ 4231 eeee − . 
Теорема 11. Относительно группы 11G  

}{ 1e
инвариантны только следующие одно-

мерное и трехмерное подпространства: , },,{ 432 eee . 
Теорема 12. Относительно группы 12G  

}{ 4e
инвариантны только следующие одно-

мерное и трехмерное подпространства: , },,{ 321 eee . 
Теорема 13. Относительно группы 13G  

}{ 31 ee −
инвариантны только следующие одно-

мерное и трехмерное подпространства: , },,{ 4231 eeee − . 
 
Инвариантные прямые и плоскости 
Рассмотрим группу 1G . Относительно нее инвариантны только следующие пря-

мые: [ 31,0 eqep + ], а также 2-плоскости: [ 31,,0 ee ] и [ 42 ,,0 ee ]. Инвариантна относи-

тельно группы 1G  и 3-плоскость [ 423113 ,,,0 eeeaea + ]. 

Относительно группы 2G  инвариантны только следующие прямые: [ 31,0 ee ± ] и 

[ 42,0 eqep + ], а также инвариантны 2-плоскости: [ 231 ,,0 eee + ],[ 431 ,,0 eee + ], [ 31,,0 ee ], 

[ 42 ,,0 ee ]. Инвариантны относительно группы 2G  и 3-плоскости: [ 4231 ,,,0 eeee ± ]. 
Рассмотрим группу 3G . Относительно нее инвариантны только следующие пря-

мые: [ 31,0 ee − ], а также 2-плоскости: [ 231 ,,0 eee − ], [ 431 ,,0 eee − ]. Инвариантна относи-

тельно группы 3G  и 3-плоскость [ 4231 ,,,0 eeee − ]. 
Рассмотрим группу 4G . Относительно нее инвариантны только следующие пря-

мые: [ 31,0 ee ± ], а также 2-плоскости: [ 31,,0 ee ], [ 42 ,,0 ee ]. Инвариантна относительно 

данной группы и 3-плоскости: [ 4231 ,,,0 eeee ± ]. 

Относительно группы 5G  инвариантны только следующие прямые: [ 31,0 ee ± ], 

а также 2-плоскости: [ 31,,0 ee ], [ 42 ,,0 ee ]. Инвариантна относительно данной группы 

и 3-плоскости: [ 4231 ,,,0 eeee ± ]. 

Относительно группы 6G  инвариантны только прямые: [ 31,0 ee − ], а также 

2-плоскости: [ 231 ,,0 eee − ], [ 431 ,,0 eee − ], ],,0[ 4231 eeee λ+− . Инвариантна относи-

тельно группы 6G  и 3-плоскость [ 4231 ,,,0 eeee − ]. 
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Рассмотрим группу 7G . Относительно нее инвариантны только прямые 

[ 31,0 ee − ] и [ 4,0 e ], а также 2-плоскости: [ 231 ,,0 eee − ] и [ 431 ,,0 eee − ]. Инвариантны 

относительно группы 7G  и 3-плоскости [ 4231 ,,,0 eeee − ] и [ 321 ,,,0 eee ]. 
Рассмотрим группу 8G . Относительно нее инвариантны только прямые 

[ 31,0 ee − ], а также 2-плоскости: [ 231 ,,0 eee − ], [ 431 ,,0 eee − ], [ 4231 ,,0 eeee λ+− ]. Инва-

риантна относительно группы 8G  и 3-плоскость [ 4231 ,,,0 eeee − ]. 

Относительно групп 9G , 10G  и 13G  инвариантна прямая [ 31,0 ee − ] и 3-плоскость 

[ 4231 ,,,0 eeee − ]. 

Относительно группы 11G  инвариантна прямая [ 1,0 e ] и 3-плоскость 

[ 432 ,,,0 eee ]. 

Относительно группы 12G  инвариантна прямая [ 4,0 e ] и 3-плоскость 

[ 321 ,,,0 eee ]. 
 
Образы стационарности групп Ли 
Рассмотрим группу },{ 91 iG =  где  
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Рассмотрим произвольный элемент из алгебры вращений .
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Относительно группы 1G  инвариантны только одномерные пространства 
};{ 31 qepe +  и следующие двумерные подпространства: },{ 31 ee  и }.,{ 42 ee  

Зафиксируем .1e  Рассмотрим вектор )0,0,0,1(  и потребуем, чтобы он был инва-
риантен. 
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Из этого следует, что .0,0,0 === γβα  
Зафиксируем .3e  Рассмотрим вектор )0,1,0,0(  и потребуем, чтобы он был инва-

риантен. 
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Из этого следует, что .0,0,0 === ωδβ  
Полученные результаты сформулируем в виде теоремы. 
Теорема 14. Среди подгрупп Ли 131 GG −  образы стационарности имеют только 

следующие подгруппы Ли: 1G , 2G , 3G ,  5G , 6G ,  8G , 9G , 11G , 12G  и 13G . Образы ста-
ционарности этих подгрупп Ли задаются соответственно в виде:  

1) для 1G  образ стационарности – };,{ 2

0
1

0 RR  

2) для  2G   образ стационарности – };,{
0

20 RR  

3) для 3G   образ стационарности – };,{
0
1
20 RR  

4) для 5G   образ стационарности – };,{ 2
1

0 RR  

5) для 6G   образ стационарности – };,,{ 1
2

0
1
10 RRR  

6) для 8G   образ стационарности – };,,{ 1
2

1
10 RRR  

7) для 9G   образ стационарности – };,{
0
1
10 RR  

8) для 11G   образ стационарности – };,{ 1
1

0 RR  
9) для 12G   образ стационарности – };,{ 10 RR  

10) для 13G   образ стационарности – };,{ 1
10 RR  

где 0 сверху обозначает точечную неподвижность соответствующей k -плоскости. 
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