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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ 
РЕШЕНИЙ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННЫХ 
СИСТЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 
ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА С ВЫРОЖДЕНИЕМ 
 
В работе построено асимптотическое решение первой краевой задачи для линейной сингулярно 

возмущенной системы дифференциальных уравнений в частных производных гиперболического типа 
c вырождением. 
 

Введение 
Исследованию возможности применения метода Фурье для решения краевых за-

дач математической физики посвящены многочисленные работы как отечественных, 
так и зарубежных математиков. При этом до середины ХХ ст. в основном рассматрива-
лись указанные задачи с постоянными коэффициентами, что существенным образом 
упрощало их решение. Первые наиболее общие результаты для систем с переменными 
коэффициентами были получены О.А. Ладыженской, а именно: были установлены до-
статочные условия существования и единственности классического и обобщенного ре-
шения основных краевых задач в линейном случае. При этом обосновано применение 
метода Фурье для их решения [1]. Аналогичные результаты о существовании и единст-
венности решений соответствующих задач для сингулярно возмущенных уравнений 
получены О.А. Олейник. 

В данной работе рассматривается первая краевая задача для линейной сингуляр-
но возмущенной гиперболической системы 
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где , ,  – квадратные матрицы -го порядка, )(tA )(tB ),( txC 2 ),,( txu  – искомая -мер-

ная вектор-функция, 

2

];0( 0  , 10  , причем матрица  вырожденна на отрезке 

. Такие системы уравнений ранее не рассматривались. 
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По постановке задача близка к исследованиям Ю.А. Митропольского и Г.П. Хо-

мы регулярно возмущенных квазилинейных и нелинейных уравнений гиперболическо-
го типа [2]. С.Ф. Фещенко и Н.И. Шкиль при решении первой краевой задачи для гипе-
рболических уравнений с медленно меняющимися коэффициентами использовали ме-
тод Фурье [3]. При этом вопрос о сходимости соответствующих рядов и возможности 
их почленного дифференцирования оставался открытым. 

 
Классическое решение первой краевой задачи 
Допустим, что выполняются условия: 

1. , , )(tA ];0[)( TCtB  )(),( DCtxC  , }0,0:),{( TtLxtxD  . 

2. , ];0[)( 4 LCx  ];0[)( 4 LCx  . 
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3. , 0)()0( )2()2(  Lkk  0)()0( )2()2(  Lkk  , 1,0k . 
4. Пучок матриц )()( tBtA  , регулярный для всех ];0[ Tt  , имеет один конечный 
и один бесконечный элементарный делитель. 
5. 0)(0 t , где )(0 t  – собственное значение матрицы )  относительно . (tA )(tB

Покажем, что существует единственное решение задачи (1) – (3). Для этого, сле-
дуя [3], будем искать решение системы (1) в виде ряда 
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(ниже будет доказана сходимость ряда (4) и возможность его двукратного дифферен-
цирования (в работе [3] этот вопрос не рассматривается)), где ),( tzs  – искомая -

мерная вектор-функция, а )  – скалярная функция, удовлетворяющая уравнению 
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Заметим, что при таком выборе постоянной, ,  
L

kssk dxxvxv
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где ks  – символ Кронекера. 

Подставляя (4) в (1) с учетом (5), умножая полученное равенство на )  и ин-

тегрируя обе части его по 

(xvs

x  в пределах от 0  до , приходим к системе: L
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Из условий 1, 4 следует существование неособенных матриц , , , та-

ких, что , [4]. 
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При этом , . ) ];0[)( TCtQ (tP

Полагая ),()(),(  trtQtz s  и умножая обе части системы (6) слева на ) , по-

лучим 
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где ,  ) )()()()(1 tQtBtPtD()()()(0 tQtCtPtD sksk  Nks , ,  , 

)()()(2)( tQtBtPtF  . 

Заметим, что элементы первых строк матриц  и )  тождественно равны нулю. )(1 tD (tF
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Для оценки элементов )  рассмотрим подробнее структуру матрицы . 

Пусть  – соответствующий элемент матрицы . Тогда  
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Зафиксируем t , . Тогда, интегрируя по частям, получаем ];0[ Tt 
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причем постоянная M  не зависит от , . В дальнейшем, если существенен только 
факт ограниченности, а не величина соответствующей постоянной, будем писать одну 
и ту же букву 

k s

M . 
Запишем систему (7) следующим образом: 
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Решение системы (8) будем искать в виде 
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где ),( t  – бесконечная матрица, а ),(  t  – бесконечномерная вектор-функция, яв-
ляющаяся решением системы 


  


 ),(t

dt

d
, a ),0(  ,           (10) 

a  – бесконечномерный вектор, компоненты которого равны 1, ),( t  – бесконечная 
диагональная матрица, при этом 
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в систему (8). Тогда матрица при ),(  t  имеет вид: 
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Приравнивая в этой матрице коэффициенты при , i mi ,0 , к нулевой матрице, 
получаем уравнения: 
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mi ,1 , , , , 0)()(  tk 0)()(  tk ];0[ Tt  0k . 

Докажем разрешимость матричных уравнений (12), (13). Пусть , , – 

столбцы матрицы , . Тогда систему (12) можно 
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Положим 
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По построению матрицы  и )  диагональные. А потому соответс-
твующие произведения бесконечных матриц в (12) существуют и являются диагональ-
ными матрицами. 
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Формулы для определения , , ) )()( ti
l()( tp i

l Nl , mi 1,=  получены при условии, 

что соответствующие бесконечные матрицы в системе (13) существуют. Остановимся 
на этом вопросе подробнее. 
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Используя метод математической индукции, доказываем существование , 
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Таким образом, 

















  424

=,=
1=

2
(0)
2112

)(
20 )()(

1
|}{||)}()(

~
{|

lpppj
lpjp

p
llj

k
l pKtptD


 















 424224

=,=
1=

42 )(

1

)(||)(

1

)(

1

ljjlplppj
lpjp

pljl 
 

4
2

(0)
22

422 )(

|}{|

)(||

1

lj

ll

ljlj

pK

 








   

для всех ,  (постоянные ,  не зависят от ). Если же 
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Откуда и следует (15) при . Аналогично показываем правильность оценок (16), (17). 1 ki
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Nl , где и  – компоненты векторов  и  

соответственно, l . 
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1< MM , функции  и  удовлетворяют условиям 

теоремы Банаха [5]. А потому для определения  и  воспользуемся 

методом последовательных приближений. При этом 
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(постоянная M  не зависит от l ). 
Допустим, что имеют место следующие условия: 
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При таком выборе  и  ряд (18) сходится абсолютно и равномерно 

в прямоугольнике 
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D . При этом возможно почленное дифференцирование ряда (18) 
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до двух раз включительно; полученные таким образом ряды сходятся абсолютно 

и равномерно для всех Dtx ),( . 
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Положим  
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Ns . Учитывая (23), получаем  
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 Так как вектор-функция ),,( txq  непрерывна по переменной x , , ][0; Lx
( , t   считаем параметрами) и ],[0;0,=),,(=),(0, TttLqtq   то, продолжая нечетным 
способом компоненты ),,( txq  на отрезок ;0][ L , приходим к выводу, что 0),,( txq , 

Dt )x,(  [8]. 

Таким образом, вектор-функция (4) в прямоугольнике D  – решение первой 
краевой задачи (1) – (3), причем 
  (28) ).(||=),,(),,(|| )( mm Otxutxu  
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Теорема 1. Пусть  , )(tA , ][0;)( 3 TCtB m )(),( 3 DCtxC m  и имеют место 

условия 2–11. Тогда существует число 1 , 01<0   , такое, что для всех ](0; 1   

задача (1)–(3) в прямоугольнике D  имеет единственное решение (4) для которого 
правильна оценка (28). 
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(постоянная M  не зависит от l ). 
В данном случае вектор-функция ),(),(  twtw ss    удовлетворяет системе (7) 

с точностью 
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Таким образом, ряд (29) в прямоугольнике D  сходится абсолютно и равномерно 
к функции ),,( txqm  [9]. 
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D  будет обобщенным решением задачи (1)–(3) [10]. 

Теорема 2. Пусть  , )(tA , ][0;)( 2 TCtB m )(),( 2 DCtxC m

1

 и имеют место 

условия 4, 5, 7 – 9, 11 – 14. Тогда существует число  , 01<0   , такое, что для всех 

](0; 1   задача (1)–(3) в прямоугольнике D  имеет единственное обобщенное решение 
(4), для которого правильна оценка (28). 
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