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РЕШЕНИЕ СИСТЕМЫ ШАЗИ И ИНТЕГИРОВАНИЕ  
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ШАЗИ  

ПОЛЮСАМИ  
С ПОМОЩЬЮ СИСТЕМЫ MATHEMATICA 

 
Рассматривается нелинейное дифференциальное уравнение Шази третьего порядка с ш

стоянными полюсами. Используя возможности системы Mathematica, построен программны
позволяющий находить решение соответствующей системы Шази и приведены программные средства, 
позволяющие находить решение уравнения Шази в численной или аналитической форме, а также осуще-
ствлять процесс визуализации и анимации частных решений.  

 

а с шестью особыми точками построил диф-
ференц

С ШЕСТЬЮ ПОСТОЯННЫМИ 

естью по-
й модуль, 

Введение 
В работе [1] Ж. Шази при решении задачи об отыскании дифференциальных 

уравнений третьего порядка Пенлеве-тип
иальное уравнение вида  
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Уравнение (1) содерж

 w

ит 32 функции по z :  ),6,1(  ,,,, kFCBAa kkkkk ED, . Развивая 
метод енлеве [2] для уравнения (4), Шази получил систему из 31 алгебраического 
и дифф ний, в которых в качестве неизвестных выступают 32 
функц

k

П
еренциальных уравне
ии – коэффициенты уравнения (1) [1]: 
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Решение системы (2), (3) имеет вид [3; 4] 
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где основные симметрические многочлены , составленные из элементов ka  )6,1( k k , 
связаны с величинами 2 , 2 , 3  следую соотношениями щими 
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а функция 2  удовлетворяет уравнению 5-й степени: 

 (11) 

. 

Таким образом, исследование уравнения (1) на первом этапе сводится к отыска-
нию решений системы (4)–(7). Общий метод исследования этой системы и построения 
уравнения (1) приведен в работах [5; 6].  

В данной работе строится программный модуль, позволяющий находить реше-
ние соответствующей системы Шази, а также приведены программные средства, по-
зволяющие находить решение уравнения Шази вида 
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с шестью постоянными полюсами ka  )6,1( k  в численной или аналитической форме. 
На конкретном примере показано, как осуществлять процесс визуализации или анима-
ции искомых частных решений.  

 

Основной результат 
Модуль, позволяющий по заданным значениям величин ka  )6,1( k  находить 

решения соответствующей системы (4)–(7), а следовательно, построить уравнение (12) 
имеет вид: 
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Проиллюстрируем действие данного модуля. Введем, например, команду  

.    (13) 
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Это означает, что в качестве значений  ( 1, 6) ka k   выбраны соответственно ве-
личины  в системе Mathe-
matica з » означает оператор пря зультате 
действ щие соотношения: 

 1,  1,  3,  3,  1 
на «равно», а знак «

/ 3,  1/ 3 . Напомним, что знак «==» означает
к мой подстановки. В ре

ия введенной команды (13) получим следую
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Таким образом, существует три решения системы Шази (solSysChazy) соответ-

ствующие корням 2 2 2
8 43 59 8 43 591,  ,    

       . Для каждого
27 27

 i (i = 1, i = 2, i = 3) 

привед  Шази (eqChazy) с коэффициентами, которые получены при реше-
нии со

ено уравнение
ответствующей системы Шази. Поскольку в каждом из трех решений оказалось, 

что коэффициент D = 0, то внутри модуля была использована замена  
 

'( ) ( )w z y w ,      (13) 

позволяющая свести построенное уравнение Шази к линейному уравнению (получается 
из уравнения linearEqChazy делением на ( )y w ) второго порядка с шестью особыми 
точками. Так, например, для i = 1 с помощью команды  
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получается искомое линейное уравнение: 

 (14). 

Уравнение (14) легко интегрируется с помощью команды 

solutionLinear[1]=DSolve[(linearEqChazy[1]/. 
{ 1 2 3 2 21, 1, 3, 3, 1/ 3,a a a a a a       2

Об
1/ 3  }, y[w], w]//Simplify] 

щее решение уравнения (14) имеет вид: 

 (15) 

где С[1] и C[2] – произвольные постоянные.  
Построить графики частных решений дифференциального уравнения в системе 

Mathematica легко с помощью функции Plot, задав значения параметров, входящих 
в общее решение. Версии системы Mathematica 6.0 и выше позволяют также строить 
частные решения, не определяя конкретных значений параметров, а задавая только ин-
тервалы их изменения с помощью модуля манипуляций Manipulate. Для уравнения (14) 
это выглядит следующим образом: 

 

 
 

 
а)      б) 
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в)        г) 

я осуществления анимации интегральных кривых в зависимости от изме-
нения 

й интеграл может быть получен 
и для д

Рисунок – Графики частных решений дифференциального уравнения  
в системе Mathematica 

 
Графики частных решений (Рисунок) изменяются с помощью двух слайдеров, 

которые автоматически создаются модулем Manipulate с помощью динамического 
объекта Slider, и изменение положения слайдеров отвечает изменению начальных ус-
ловий 0y  и 0 'y . Тем самым используется метод объектно-ориентированного програм-
мирования дл

начальных условий. 
Зная вид общего решения (15) уравнения (14), легко находим общий интеграл 

уравнения Шази eqChazy для i = 1 [7] (аналогично общи
вух других значений i): 
 

 
 

 величин а1, а2, а3, а4, а5, а6  
многоч объекты то в приведенном модуле 

 
Заключение 
Используя модуль , удается 

найти решения системы Шази для нелинейного дифференциального уравнения третье-
п

 ко-
торому сводится уравнение Шази. Используя команды DSolve или NDSolve, удается 
решить построенные уравнения и с помощью визуализационных средств системы 

Замечание. Если при заданных значениях
лена eq2 выражаются через Root- , 

корни

constrEquationChazy вместо команды  
  ttensol = solve [eq 2 = = 0, 2] // Union // Fla ; 

следует написать команду 
sol = N[solve [eq2 = = 0, 2]] // Union // Flatten; sol1= sol;. 
В результате все вычисления могут быть проведены с нужным числом значащих 

цифр, посредством задания соответствующих опций инструкции N. 

]a6_a5_,a4_,a3_,a2_,[a1_, tionChazyconstrEqua

го порядка с шестью остоянными полюсами. Если при этом коэффициент D = 0, то 
данный модуль строит линейное дифференциальное уравнение второго порядка, к
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Mathem

е параметров, входящих в общее решение 
или общий интеграл 
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. Solution of Chasy System and Integration of Chazy Differential Equation 

Chazy non-  with six permanent poles is considered. 
sing the possibility of Mathematica system, program module allowing to find the solution to the cor-

atica определить поведение интегральных кривых. В частности, используя 
функции Manipulate или Animate, удается установить характер изменения интеграль-
ных кривых в зависимости от одного или боле

дифференциального уравнения Шази. 
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with Six Permanent Poles with the Help of Mathematica 
 

linear differential equation of the third order
U
responding Chazi system is built and program measures, allowing to find the solution to Chazi equation 
in a number or analytic form are given. 

 
 


