
МАТЭМАТЫКА 63

УДК 512.542 

В.Н. Княгина 

О p-РАЗРЕШИМОСТИ КОФАКТОРА 
ПЕРЕСТАНОВОЧНОЙ ПОДГРУППЫ  
КОНЕЧНОЙ ГРУППЫ 
 
Для простого числа  устанавливается -разрешимость кофактора  при условии, что 

подгруппа 

p p GHH /

H  конечной группы  перестановочна со всеми подгруппами порядка  где  – лю-
бой простой делитель порядка группы,  и 

G ,qp q
   – натуральные числа. 

 
Введение 
Рассматриваются только конечные группы. Если H  – подгруппа группы ,G  то 

– ее ядро в группе ,G  а  – кофактор подгруппы x
GxG HH   GHH / H  в группе  

Примарная группа – это группа порядка , а бипримарная группа – группа порядка 
 где 

.G

p

,qp  p  и  – различные простые числа, q    и   – натуральные числа.  
Квазинормальной называют подгруппу, перестановочную со всеми подгруппами 

группы. Ясно, что квазинормальная силовская подгруппа нормальна. Поэтому нильпо-
тентной является группа, у которой все силовские подгруппы квазинормальны. Соглас-
но теореме Ито–Сепа [1] кофакторы квазинормальных подгрупп нильпотентны. По-
скольку подгруппа, перестановочная с несколькими подгруппами, будет перестановоч-
на с их порождением, то нильпотентным будет кофактор  подгруппы, перестановочной 
со всеми примарными подгруппами. Это следует из того, что подгруппа, перестановоч-
ная со всеми примарными подгруппами, является квазинормальной.  

Ясно, что подгруппа, перестановочная со всеми бипримарными подгруппами, не 
обязана быть квазинормальной. Примером служит подгруппа порядка 2 в симметриче-
ской группе степени 3.    

Э.М. Пальчик [2] установил следующие свойства подгруппы ,  перестановоч-
ной со всеми бипримарными подгруппами группы : 

H
G

1) либо H  субнормальна, либо примарна; 
2) фактор-группа  разрешима; в частности, если GHH / H  совпадает со своим 

коммутантом, то H  нормальна.  
В настоящей заметке развиваются результаты работы [2] и доказываются сле-

дующие две теоремы. 
 Теорема 1. Предположим, что силовская p-подгруппа  группы  ненормаль-

на в  и перестановочна со всеми бипримарными -подгруппами из G . Тогда G  – 
бипримарная группа, 

P G
G pd

P  максимальна в G  и силовская q -подгруппа Q  – элементарная 
абелева, где  Кроме того, либо  – группа Фробениуса и Q  – мини-
мальная нормальная подгруппа в , либо 

).Gq,pq ≠ (∈ G
G qQ   и p  делит 1q . 

Теорема 2. Если подгруппа H  группы перестановочна со всеми бипримарны-
ми -подгруппами из G , то  

G
pd GHH / p -разрешима. 

При 2  получаем p
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Следствие 2.1. Если подгруппа H  группы  перестановочна со всеми бипри-
марными подгруппами четного порядка, то  разрешима. В частности, если 

G
GHH / H  

совпадает со своим коммутантом, то H  нормальна в G . 
В отношении терминологии и обозначений будем придерживаться [3; 4]. На-

помним, что -подгруппой называется подгруппа, порядок которой делится на про-
стое число 

pd
p . Через  обозначается множество всех простых делителей порядка 

группы . Запись  означает полупрямое произведение подгрупп  и 
)G(

BA][G A B  с нор-
мальной подгруппой . Группа с нормальной силовской A p -подгруппой называется p -
замкнутой. Подгруппа называется субнормальной подгруппой группы , если 
существует цепочка подгрупп 

S G

GSSSSS nn  110   
такая, что   – нормальная подгруппа в  для каждого iS 1iS .1,...,1,0  ni    

Группа, которая содержит подгруппу H  такую, что 1  для всех 
, называется группой Фробениуса. Известно, что в группе Фробениуса G  су-

ществует нильпотентная нормальная подгруппа 

xHH 
HGx \

K  такая, что .][ HKG   
Группой Шмидта называют конечную ненильпотентную группу, все 

собственные подгруппы которой нильпотентны. Известно, что группы Шмидта имеют 
порядок, делящийся точно на два простых числа, одна из силовских подгрупп 
нормальная, а другая  циклическая.  

Более подробная информация о группах Шмидта и группах Фробениуса имеется 
в [3; 4].  

 
Вспомогательные результаты 
Лемма 1. Каждая непримарная -группа порождается своими бипримарны-

ми -подгруппами. 
pd

pd
Доказательство. Пусть G  – непримарная -группа. Если она pd p -нильпотент-

на, то в ней существуют } -холловы подгруппы для каждого , 
[4, гл. VI]. Ясно, что группа  ими порождается. Пусть  не 

,q
G

{p }p{\)G(∈q
G p -нильпотентна. 

По теореме IV. 5.4 [4], в G  существует бипримарная -подгруппа. Через pd B  обозна-
чим подгруппу, порожденную всеми бипримарными -подгруппами группы G . Ясно, 
что подгруппа 

pd
B  нормальна в G  и p  делит порядок B .  

Пусть  и  – простой делитель | . Предположим, что  По лем-
ме Фраттини,  где  – силовская 

GB 
NG 

q
)(P

:| BG .pq 
,BG P p -подгруппа из B . Так как  

|,)(:)(||:| PNBPNBG GG   
то в )  существует подгруппа , где  – силовская -подгруппа из  
По построению подгруппы 

(PNG QP][ Q q ).(PNG
B  подгруппа  содержится в QP][ B  и  не делит |  – 

противоречие. Значит, допущение неверно и 

q |: BG
,pq   т.е. где  – натураль-

ное число. Так как 
,np|:| G B n

B  не является p -группой, то некоторое простое число pr   
делит || . Теперь по лемме Фраттини, B )(R ,BNGG   где R  – силовская r -подгруппа 
из B . Пусть  – силовская S p -подгруппа из  Подгруппа  является бипри-
марной -подгруппой, поэтому [  и 

).R
B

(NG

)
SR][

pd RNG (SR]  p  не делит  
.|)(:)(||:| BRNRNBG GG   

Противоречие. Поэтому допущение GB   неверно и .GB    
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Лемма 2. Пусть H  – подгруппа группы . Если G HHHH xx  для всех Gx , 
то H  субнормальна в . G

Доказательство. Применим индукцию по порядку группы. Если , то ут-
верждение справедливо. Пусть 

GH 
H  – собственная подгруппа группы . По лемме 

VI. 4.10 [4] подгруппа 
G

GH  отлична от . По индукции G H  субнормальна в ,  по-
этому 

GH
H  субнормальна в G .  
Лемма 3. Пусть непримарная -подгруппа pd H  перестановочна со всеми би-

примарными -подгруппами группы G . Тогда pd H  субнормальна в . G
Доказательство. По лемме 1 подгруппа H  порождается своими бипримарными 

-подгруппами. Хорошо известно, что подгруппа, перестановочная с несколькими 
подгруппами, перестановочна с их порождением. Поэтому подгруппа 
pd

H  перестано-
вочна с подгруппой xH для каждого .Gx  Теперь H  субнормальна в  по лемме 2.  G

Лемма 4. Если H  – субнормальная подгруппа группы G  и простое число p не 
делит , то каждая силовская p-подгруппа группы  содержится в |:| HG G .GH  

Доказательство. Пусть  – произвольная силовская P p -подгруппа группы . 
Если 

G
H  нормальна в G , то  

PHHP   и |:||:||:| HHPHPGHG   
не делится на p . Поэтому p  не делит  и | H:| HHP PH  , т.е. P  содержится в H . 
Теперь  содержится в  GgPG |Pg H . Так как GP  нормальна в , то . G G

G HP 
Пусть  

,110 GHHHHH nn    
где подгруппа   нормальна в  для каждого .iH 1iH 1,...,1,0  ni  Применим индукцию 
по . Для  утверждение уже проверено. Так как n 1n

|,:||:||:| HHHGHG ii  
то p  не делит |  для любого i. Подгруппа  содержится в ,  по доказанно-
му. Так как  является силовской 

:| iHG P 1nH
P p -подгруппой в ,  то, по индукции,  содер-

жится в 
1nH P

H . Отсюда следует, что  Лемма доказана. .GHPG 
Нам понадобятся некоторые элементы теории формаций [3]. Если  – форма-

ция,  – группа, то  – наименьшая подгруппа группы  такая, что . 
Подгруппу  называют F -корадикалом группы . Если X  и Y  – формации, то их 
произведение XY  состоит из всех групп G , у которых . Если 

F
GG FG G

∈

FF ∈/G
FG G

XY/GG p  и  – про-
стые числа, то  – подгруппа группы , порожденная всеми силовскими         

q
),q( pG G

r -подгруппами для всех  }.q,p{\)G(r ∈
Лемма 5. Пусть F  – наследственная формация и . Если F=FF H  – подгруппа 

группы G  и , то  = FG H FG FH . 
Доказательство. Поскольку H/  – подгруппа в группе G/  FG FG  F  и F  – на-

следственная формация, то H/ FG  F  и FH  FG . Подгруппа /FG FH  содержится 
в H/ FH  F , поэтому  

FG / FH  F  и =  FF )G( FG FH . 
Лемма доказана. 
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Лемма 6. Пусть H  и B  – перестановочные подгруппы группы G , причем H  
субнормальна, а B  – { -подгруппа для некоторых различных простых чисел },qp p  
и . Пусть F  – наследственная формация, содержащая все -группы и . 
Тогда 

q },{ qp F=FF
FH  = F)HB(  =  и F)qH ,p( FH   является нормальной подгруппой в . HB

Доказательство. Если R  – силовская r -подгруппа из , , 
то 

HB },{\)( qpHBπr
R  содержится в H  согласно лемме 4. Значит, R  содержится в  и  

порождается всеми силовскими 
),( qpH ,( qpH )

r -подгруппами из  для всех . 
Поэтому  – характеристическая подгруппа в . Но  – характеристи-
ческая подгруппа в ) , поэтому  нормальна в . Так как 

 – -группа, то  

HB
HB

}q,p{\)HB(r ∈
F

HB
),( qpH

),qp {p

)q,p(H
,( qpH F)q,H p(

(HHB / },q
),(/ qpHHB  F  и . F)HB(  ),( qpH

По лемме 5,  F)HB( = . Подгруппа  содержится в F)q,p(H ),( qpH H  
и ) , поэтому ,(/ qpHH  F FH  ),( qpH  и, опять по лемме, 5 FH  = . F)q,p(H

Лемма 7. Если некоторая силовская p -подгруппа P  группы  перестановочна 
со всеми бипримарными -подгруппами группы G , то  

G
pd G p -разрешима. 

Доказательство. Применим индукцию к порядку группы G . Предположим, что 
 не G p -разрешима. Обозначим через  бипримарную } -подгруппу для некото-

рыго простого числа q . Она существует по теореме IV.5.4 [4]. Пусть 
S ,{ qp

gP  – произволь-
ная силовская p -подгруппа группы , G Gg  . По условию леммы, подгруппы P  

и  перестановочны, поэтому 
1gS

.
11 g

g
gg

g
g SPPSSPPS 











 

 

Значит, если силовская p -подгруппа P  группы  перестановочна со всеми 
бипримарными -подгруппами из , то каждая силовская 

G
pd G p -подгруппа группы G  

перестановочна со всеми бипримарными -подгруппами из . pd G
Проверим наследование условий леммы подгруппами и фактор-группами. Пусть 

H  – подгруппа группы . Обозначим через G },{1 qpS  -подгруппу из H , а через  – 
силовскую 

1P
p -подгруппу группы H . По теореме Силова, существует силовская p -

подгруппа P  в группе  такая, что  содержится в G 1P P . По условию леммы, 
подгруппы P  и  перестановочны, т.е. 1S 1PSK   – подгруппа группы . По тождеству 
Дедекинда, . Так как  содержится в  и является силовской 

G

1( SP  )HHK 1P HP 
p -подгруппой в H , то  и HPP1  11SPHK   – подгруппа группы . Поэтому 
подгруппы  и  перестановочны. Таким образом, условия леммы наследуются всеми 
подгруппами группы G . 

G

1P 1S

Пусть  – -подгруппа фактор-группы , а  – силовская NA / },{ qp NG / NP /1 p -
подгруппа из . Ясно, что NG / PNP 1 , где P  – некоторая силовская p -подгруппа 
группы . Обозначим через  минимальное добавление к  в , т.е. . 
Поскольку , то 

G L
L

N A LNA 
NLA /N/ LNN/  )L(/( NA )   .  

С другой стороны, )(LNL  , по лемме 3.21 [3], и ))(/()( LLL  , по 
теореме  4.33 [3], следовательно )./() NAN/())(/( LLLL)(L     Значит, 

. Теперь, по условию леммы, подгруппа  перестановочна }q,p{)N/A()L( ==  L
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с силовской p -подгруппой P  из G . Так как  нормальна в G , то подгруппы N PNP 1   
и  перестановочны. Таким образом, подгруппы  и  перестановочны. 
Значит, условия леммы наследуются фактор-группами группы G .  

LNA  NA /

G /

NP /1

Предположим, что группа  непроста и – неединичная собственная 
нормальная подгруппа группы . По индукции,  и  

G N
N pG N -разрешимы, значит, 

группа  также p -разрешима. Теперь  – простая группа. Если , где G PSG PG  – 
некоторая силовская p -подгруппа группы , а  – { - подгруппа для некоторых 
простых чисел 

}, qpG S
p  и , то ввиду леммы VI. 4.10 [4] группа  непроста – противоречие. 

Значит, G , 
q G

PS 2≤( )G , и  разрешима.  G
Доказательство теоремы 1. Предположим, что группа  не бипримарна, 

и пусть  и 
G

Q R  – силовские - и q r rpq rq-подгруппы группы , G , .   Если G  не 
p -нильпотентна, то, по теореме IV. 5.4 [4] в  существуют бипримарные -
подгруппы, которые, по условию, перестановочны с подгруппой 

G pd
P . По лемме 7, группа 

 G p p p-разрешима. Если G  -нильпотентна, то  также G -разрешима. Итак, в любом 
случае группа  G p -разрешима. По теореме 5.3.13 [6], в  существуют - 
и -холловы подгруппы. Без ущерба для доказательства можно считать, что  

и  – подгруппы группы G . Подгруппы 

G },{ qp
PQ},{ rp

PR  x  и  xPQ PR  перестановочны с подгруп-

пой  xPQP P
P

 для любого .Gx  Значит, является подгруппой в группе G , поэтому  
.)G

,

()x
Gx PQ  (PQ

)G

 
Аналогично .  Отсюда следует, что  (PRP  )G

)(( GPRPQP   
т.е. подгруппа P  нормальна в G . Имеем противоречие с условием. Поэтому допуще-
ние неверно и группа  бипримарна. G

Предположим, что подгруппа P  не максимальна в группе G , и пусть  
,) MNP  (PG  

Mгде  – максимальная подгруппа группы . Так как G ,MP  M то  – бипримарная 

подгруппа. По условию, PMPM xx   для всех ,Gx  поэтому . По лемме 
Фраттини,  

GMP 

,MNM GG )(PG   
P  – максимальная подгруппа. противоречие. Поэтому допущение неверно, и 

Пусть  Так как G  не -нильпотентна, то, по теореме IV. 5.4 [4], 
в  существует -замкнутая -подгруппа Шмидта 

}.q,p{)G =
q

( q
1]P[QS qdG . Напомним, что груп-

пой Шмидта называется ненильпотентная группа, все собственные подгруппы которой 
нильпотентны. Их свойства перечислены в теореме IV. 5.4 [4]. По условию,  

PPQPQP G   )])]([ 11 ([
и  является силовской -подгруппой группы . Предположим, что  не является 
элементарной абелевой. Тогда   – бипримарная подгруппа группы  
и , откуда следует, что )  – силовская -подгруппа группы G  – про-
тиворечие. Поэтому допущение неверно, и силовская -подгруппа Q  в  элементар-
ная абелева. 

q G Q

G

1)( PQ
(QZ

Q

PQZP )((
Z G

G1 )

D

q
q

Пусть  – пересечение наибольшего порядка двух различных силов-
ских 

xPP
p 1D , то G  – группа Фробениуса [4, гл. V.8; 6, 6.2.1] и Q  – -подгрупп. Если 
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минимальная нормальная подгруппа группы G . Пусть .1D  По лемме 4.16 [3], под-
группа )  не является (DNG p -замкнутой, поэтому в )  существует бипримарная 
подгруппа , где 

(DGN
gD g  – элемент порядка . Элемент q g  существует, поскольку 

подгруппа Q  элементарная абелева. По условию,  
GPDgD g PgP  ) ()(  

и Q  q . Так как в  существует -замкнутая подгруппа Шмидта , то по их 
свойствам 

G q 1][ PQ
p  делит 1q . Теорема 1 доказана. 

Доказательство теоремы 2. Пусть 1 HGH  и   не p -разрешима. Тогда 
 и (p ∈ )H H  субнормальна в , по лемме 3. Поскольку группа  не G G p -нильпо-

тентна, то существует бипримарная } -подгруппа ,{ qp B  для некоторого простого чис-
ла . Пусть q K  – подгруппа в , порожденная всеми силовскими HB r -подгруппами из 

 для всех  По лемме 4, подгруппа HB }.)HB q,p{\(∈r K  содержится в H . Так как 
 – -группа, то KHB / Sp},{ qp H  K. Здесь – класс всех Sp p -разрешимых групп, 

а SpH  – -корадикал подгруппы , т.е. Sp SpHSp  является наименьшей нормальной 
в H  подгруппой, фактор-группа H/ SpH  по которой p -разрешима. Хорошо известно, 
что класс  является насыщенной наследственной формацией, поэтому подгруппа Sp

SpH �определяется однозначно. Формация  является наследственной, 
и ( )( )= . В силу леммы 6, получаем, что 

Sp
Sp Sp SpK = SpSp H  и SpH  нормальна в 

, т.е. (HB Sp
GNB  H ). Поскольку группа G  порождается, в силу леммы 1, всеми би-

примарными -подгруппами, то SpH  нормальна в G  и SpHpd  содержится в 1GH . 
Значит, подгруппа H  p -разрешима. 

Пусть теперь .  Проверим, что подгруппа  перестановочна со все-
ми бипримарными -подгруппами из фактор-группы . Пусть 

GH
pd

GHH /

GHG /
1

GHA /   – бипри-
марная -подгруппа группы  и pd G B  – минимальное добавление к подгруппе  в GH A . 
По лемме 3.21 [3], пересечение ).H(HGB ⊆  Так как  

,/B/ GHA  GHB  
то , по теореме 4.33 [3]. Поэтому )A( B(=)H/ G B  – бипримарная -подгруппа 
группы . По условию, подгруппы 

pd
G H  и B  перестановочны, поэтому перестановоч-

ными будут и подгруппы и . Так как ядро подгруппы  в группе 
 

GH/  H GHA / GH H/

GH/G равно единице, то, по доказанному, подгруппа  GHH / p -разрешима. Теорема 
доказана. 

Следствие 2.2. Если подгруппа H  перестановочна со всеми бипримарными -
подгруппами группы  и H =

pd
G Sp  , то H  нормальна в . H G
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V.N. Kniahina. On P-Solvability of a Permutable Subgroup Cofactor of a Finite Group 
 
The p-solvability of H/HG where the subgroup H is permutable with all pd-subgroups of finite 

group G is obtained. 
 


