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ПЛЕНАРНЫЕ ДОКЛАДЫ

УДК 378

Н. В. БРОВКА, Д. В. ФИЛИМОНОВ
Беларусь, Минск, БГУ

О РАЗВИТИИ ТЕОРИИ И МЕТОДИКИ ОБУЧЕНИЯ
МАТЕМАТИКЕ В УСЛОВИЯХ ИНФОРМАТИЗАЦИИ

Значимость математики как науки и трудности в освоении ее со-
держания обусловлены такими ее характерными особенностями, как
абстрактный характер изучаемых ею объектов, логичность и дока-
зательность выводов, своеобразие символьного языка, невозможность
эмпирической проверки истинности многих математических утвержде-
ний, алгоритмический характер некоторых методов, единство и взаи-
мосвязь различных направлений математики, универсальный характер
моделей [1].

В отличие от гуманитарных дисциплин, где содержание может носить
описательный характер с опорой на соблюдение определенной последова-
тельности фактов, содержание в математических дисциплинах предпола-
гает освоение деятельности, предусматривающей варьирование способов
представления данных и использование комплекса методов для решения
поставленных задач. Как следствие, перед учителем (преподавателем)
встает задача уделить особое внимание способам организации содержа-
ния обучения во взаимосвязи с методами, формами и соответствующими
средствами обучения. Важно отметить существующую в некоторых
ситуациях подмену или путаницу, связанную с использованием терми-
нов «методист» и «содержание обучения». Нельзя путать методиста –
исследователя в области теории и методики обучения с методистом, кото-
рый разрабатывает, структурирует и внедряет учебные программы, хотя
отчасти их функции пересекаются. Иногда в дискуссиях на образова-
тельных форумах звучит мнение, что содержание обучения не включает
задания на исследование, построение или вычисление. Они, мол, к со-
держанию не имеют отношения. С такой позицией нельзя согласиться,
так как сравнительный анализ трактовок содержания обучения, данных
И. Я. Лернером, В. В. Краевским, М. Н. Скаткиным, Д. Б. Элькониным,
B. C. Ледневым, применительно к высшему образованию – А. А. Вер-
бицким, В. И. Загвязинским, С. И. Архангельским, позволяет сделать
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вывод, что в определении содержания обучения независимо от предмет-
ной области как составляющей содержания образования инвариантным
является истолкование его как системы, включающей взаимосвязан-
ные структурные блоки: знания, интеллектуальные и практические
умения и навыки, опыт творческой деятельности, эмоционально-ценност-
ные отношения. Важнейшим дидактическим положением, определяю-
щим продуктивность обучения, является научно-методическое осмысле-
ние взаимосвязей таких компонентов, как содержание, методы, средства
и организационные формы образовательной деятельности как способы
взаимодействия субъектов обучения.

Поскольку результативность освоения содержания обучения оценива-
ется путем диагностики – проверки того, знает ли обучаемый основные
определения и свойства, умеет ли выстраивать логику рассуждений и
обоснований, владеет ли методами исследования и применения теоре-
тических положений при выполнении заданий исследовательского или
вычислительного характера, то активизация деятельностной составляю-
щей с учетом особенностей целевой аудитории и специфики содержания –
важный фактор организации обучения в современных условиях.

Согласно системному анализу как методологии научного исследова-
ния, система – совокупность структурно взаимосвязанных и функци-
онально взаимнозависимых элементов [2]. С позиции дидактики мето-
дическая система обучения представляет собой научно обоснованный
результат педагогической деятельности преподавателя, который осно-
вывается на научно-теоретическом анализе и осмыслении категорий
дидактики применительно к содержанию учебной дисциплины (или их
совокупности), на результатах экспериментальной апробации, актуали-
зации и обобщении опыта и знаний в процессе решения образовательных
и воспитательных задач. В методической системе обучения функци-
ональность взаимосвязей, последовательность, частота и целесообраз-
ность использования методов, форм и средств обучения определяются
основной целевой функцией системы и регулируются соответствующими
принципами. Как правило, цель разработки методической системы обу-
чения – повышение качества или эффективности обучения математике.

Продуктивность такой системы как разность между целями и полу-
ченным результатом определяется такими системными характеристика-
ми, как ингерентность – степень согласованности системы с окружающей
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средой, в которой она функционирует и которая определяется целевой
функцией, и эмерджентность (неаддитивность) – появление у системы
в целом новых качеств, которыми не обладает каждый её компонент
по отдельности. Таким образом, методическая система может включать
несколько методик (или технологий) обучения, которые ориентированы
на различные уровни мотивации обучения и начальной (математической)
подготовки обучающихся, последовательность и глубину изложения
материала, продолжительность, частоту и целесообразность применения
разработанных приемов, методов, форм обучения.

Этим определяется методология дидактического дизайна обучения
математике в вузах в период цифровизации образования как области
педагогической науки, включающей разработку системы целеполагания
обучения с учетом специфики будущей профессии студентов, вариатив-
ное использование и реализацию межпредметных связей для соотнесения
инвариантного математического базиса с методами решения профессио-
нально-ориентированных задач и функционалом используемых инфор-
мационных технологий; уход от практики формирующе-императивных
методов и форм обучения к реализации личностно-ориентированного
и междисциплинарного характера подготовки на основе диалогичности,
проективности, реализации индивидуального потенциала обучаемых [3].
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СПЕКТРАЛЬНЫЙ МЕТОД ЧЕБЫШЕВА
ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ
В ПЛОСКОЙ ПОЛИГОНАЛЬНОЙ ОБЛАСТИ

Преимущества спектральных численных методов для многомерных
дифференциальных краевых задач во многом ограничены случаем
области прямоугольного типа [1]. Этот недостаток присущ также и раз-
ностным методам [2]. Один из наиболее логичных способов преодоления
отмеченного недостатка состоит в построении отображения, которое
обеспечивает переход от задачи с более сложной геометрией к задаче в
прямоугольнике с минимальной потерей точности решения.

В данной работе на примере задачи Дирихле для эллиптического
уравнения в области L-образной формы на основе численных экспе-
риментов дана апостериорная оценка точности спектрального метода
Чебышёва при редукции задачи к прямоугольной геометрии на основе
отображения Шварца – Кристоффеля [3]. Результаты сопоставляются
с аналогичными показателями разностного метода.

Рассмотрим задачу Дирихле для эллиптического уравнения в L-
образной области с вершинами w1 = (−1,−1), w2 = (1,−1), w3 = (1, 0),
w4 = (0, 0), w5 = (0, 1), w6 = (−1, 1):

∂2u

∂x2
+ 2β

∂2u

∂x∂y
+
∂2u

∂y2
= −f(x, y), |β| < 1, (x, y) ∈ Ωw. (1)

Правая часть и граничные условия для уравнения (1) определяются
таким образом, что точное решение имеет вид

u = x(1− x2) y(1− y2).

Для приведения задачи (1) к прямоугольной геометрии может быть
использовано конформное отображение Φ(z), для которого прообразом
области Ωw является прямоугольник Ωz. В случае полигональных обла-
стей этим целям отвечает отображение Шварца – Кристоффеля (ШК)
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[3], для которого

Φ′(z) = C
n∏
k=1

(z − zk)
αk−1, (2)

где zk – предвершины в параметрической области, αkπ – внутренние углы
многоугольника, а C – комплексная постоянная.

Таким образом, решение задачи Дирихле для уравнения (1) в поли-
гональной области Ωw может быть получено как решение аналогичной
задачи в прямоугольной области Ωz, z = ξ + iη с обратным его отобра-
жением в Ωw:

Avξξ + 2Bvξη + Cvηη +Dvξ + Evη = −J(ξ, η) f
(
x(ξ, η), y(ξ, η)

)
, (3)

где
A = 1 + β sin(2θ), C = 1− β sin(2θ), B = β cos(2θ),

D = Aξ +Bη, E = Bξ +Cη, θ = argΦ′(ξ+ iη), J(ξ, η) = |Φ′(ξ+ iη)|2.
Для решения уравнения (3) с краевыми условиями Дирихле ис-

пользованы алгоритмы [4; 5]. На рисунке представлены результаты
численных экспериментов, позволяющие оценить составляющие погреш-
ности представленной методики.

Рисунок – Решение и абсолютная погрешность метода

Как видно на рисунке, погрешность локализована в окрестности, где
произошла максимальная трансформация геометрии области в резуль-
тате отображения Φ(z). В таблице представлена динамика погрешности
спектрального и разностного методов в зависимости от числа узлов
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сетки. Отметим, что решение задачи имеет полиномиальный вид отно-
сительно переменных x, y.

Таблица – Погрешность спектрального и разностного методов

N Спектральный метод Конечно-разностный метод
16 6,2000 · 10−3 3,3400 · 10−2

32 5,3386 · 10−4 7,8000 · 10−3

48 4,3375 · 10−4 3,3000 · 10−3

64 2,6081 · 10−5 1,8000 · 10−3

80 1,2569 · 10−5 1,1000 · 10−3

96 5,0310 · 10−6 7,9410 · 10−4

Поскольку для полиномиальных решений спектральный метод
в прямоугольной геометрии является практически точным, погрешность
спектрального метода в данном примере обусловлена главным обра-
зом методикой отображения полигональной области в прямоугольник.
Скорость убывания данной погрешности имеет порядок приблизитель-
но O(N−3.5). Погрешность разностного метода имеет квадратичный
порядок сходимости O(N−2), т. е. главная часть данной погрешности
обусловлена невязкой разностной схемы.
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ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ В СОДЕРЖАНИИ
ОБУЧЕНИЯ ОБРАТНЫМ ЗАДАЧАМ

В содержание подготовки будущих специалистов прикладной мате-
матики входят различные математические дисциплины, в том числе и
дисциплина «Уравнения математической физики», которая преподается
на старших курсах. На учебных занятиях по этой дисциплине рассматри-
ваются линейные уравнения математической физики второго порядка с
начальными и граничными условиями как математические модели, опи-
сывающие физические процессы. Излагаются математические методы их
решения в классических и обобщенных постановках [1; 3; 4]. На занятиях
выделяется время на рассмотрение вопросов корректности задач урав-
нений математической физики и изложение технологий доказательств
теорем существования, единственности, устойчивости их решений. Такие
технологии привлекают функциональный анализ, методы исследования
интегральных уравнений, метод разделения переменных, теорию обоб-
щенных функций и др.

Не остается без внимания и рассмотрение понятия «фундамен-
тальное решение уравнений математической физики», вычисление этих
фундаментальных решений с использованием методов математической
физики, выявление физического смысла таких решений [1; 3; 5]. На-
пример, при рассмотрении темы «Уравнения параболического типа»
студентам показывается, как вывести фундаментальное решение для
обобщенного одномерного уравнения теплопроводности

Ut = a2 Uxx + δ(x, t), U = U(x, t), x ∈ R, t ∈ R, (1)

которое имеет вид

U(x, t) =
θ(t)

2a
√
πt
e−

x2

4a2t . (2)

В (1), (2) a – коэффициент температуропроводности, δ(x, t) – дельта-
функция Дирака, θ(t) – тета-функция Хевисайда. Получив представ-
ление для фундаментального решения (2), преподаватель разъясняет
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будущим математикам-прикладникам физический смысл этого реше-
ния (2), который имеет отношение к тепловому импульсу.

При рассмотрении темы «Уравнения эллиптического типа» студен-
там приводится доказательство того, что фундаментальное решение
трехмерного уравнения Лапласа, обладающее сферической симметрией,
имеет вид

U(x, y, z) =
1√

x2 + y2 + z2
(3)

и является обобщенным решением уравнения Пуассона

Uxx + Uyy + Uzz = −4πδ(x, y, z), U = U(x, y, z), (x, y, z) ∈ R3.

Также обращается внимание студентов на разъяснения физиче-
ского смысла фундаментального решения (3), имеющего отношение
к распределению потенциала поля в вакууме, создаваемого сосредо-
точенным в начале координат точечным источником, моделируемым
дельта-функцией Дирака.

Фундаментальные решения широко используются в обратных за-
дачах математической физики для построения интегральных уравне-
ний относительно решений соответствующих прямых задач. Обрат-
ные задачи математической физики на протяжении прошедших де-
сятилетий преподаются в российских вузах будущим математикам-
прикладникам на курсах по выбору [2]. Отбор содержания преподавания
таких прикладных задач диктуется и направлением подготовки буду-
щих математиков-прикладников, и объемом выделяемых образователь-
ной программой часов на проведение курсов по выбору, и научными
интересами преподавателя. Поэтому на курсах по выбору будущим
математикам-прикладникам могут быть адресованы обратные задачи, в
которых определяются, например, одномерные или многомерные коэф-
фициенты уравнений математической физики или, например, граничные
условия и др.

В докладе предполагается рассмотреть постановки обратных задач
волновых уравнений, адресованные студентам. При поиске их реше-
ний строятся с использованием фундаментальных решений волновых
уравнений интегральные уравнения для соответствующих прямых задач
и операции свертки.
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Для наглядности выпишем фундаментальное решение трехмерного
обобщенного волнового уравнения

Utt = Uxx + Uyy + Uzz + δ(x, y, z, t), U |t<0 ≡ 0,

где U = U(x, y, z, t), (x, y, z, t) ∈ R4, имеющего вид

U(x, y, z, t) =
1

4πt
θ(t)δ(t−

√
x2 + y2 + z2).

В заключение важно подчеркнуть, что на занятиях как по уравнени-
ям математической физики, так и по обратным задачам математической
физики у будущих математиков-прикладников очевидно развивается
прикладная математическая культура.
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ГРАФ ГРЮНБЕРГА – КЕГЕЛЯ И ГРАФЫ,
ОПРЕДЕЛЕННЫЕ НА ГРУППАХ

Графом Грюнберга – Кегеля (или графом простых чисел) конечной
группы называется обыкновенный граф, вершинами которого являются
все простые делители порядка этой группы и две вершины в котором
смежны тогда и только тогда, когда их произведение является порядком
элемента этой группы. В докладе мы обсудим связь графа Грюнберга –
Кегеля и различных графов, определенных на группах, а также вопро-
сы характеризации конечной группы ее графом Грюнберга – Кегеля и
изоморфным типом графа Грюнберга – Кегеля и вопросы реализуемости
обыкновенного графа с пометками и обыкновенного графа без пометок
как графа Грюнберга – Кегеля конечной группы.

Результаты о характеризации группы изоморфным типом гра-
фа Грюнберга – Кегеля получены в рамках исследований, проводимых
в Уральском математическом центре при финансовой поддержке Ми-
нистерства науки и высшего образования Российской Федерации (номер
соглашения № 075-02-2026-737). Результаты о реализуемости обык-
новенного графа с пометками как графа Грюнберга – Кегеля конеч-
ной группы получены за счет Российского научного фонда, проект
24-11-00119, https://rscf.ru/en/project/24-11-00119/.

К содержанию
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УДК 519.17

А. А. МАХНЕВ
Россия, Екатеринбург, ИММ УрО РАН; Уральский математический
центр

ПЛОТНЫЕ ДИСТАНЦИОННО РЕГУЛЯРНЫЕ ГРАФЫ
С КЛАССИЧЕСКИМИ ПАРАМЕТРАМИ

Дж. Кулен с соавторами изучали плотные дистанционно регуляр-
ные графы с классическими параметрами (D, b, α, β) диаметра D ≥ 5.
Они доказали, что либо b = 1, либо D ≤ 9. Нам удалось уточнить этот
результат: либо b = 1, либо D = 5, b ≥ 6.

Результаты получены в рамках исследований, проводимых в Ураль-
ском математическом центре при финансовой поддержке Министер-
ства науки и высшего образования Российской Федерации (номер согла-
шения № 075-02-2026-737).

К содержанию

УДК 378.147

А. Н. СЕНДЕР
Беларусь, Брест, БрГУ имени А. С. Пушкина

ФОРМИРОВАНИЕ КОНКУРЕНТОСПОСОБНОГО
СПЕЦИАЛИСТА В ПРОЦЕССЕ
ПРОФЕССИОНАЛЬНОЙ ПОДГОТОВКИ

Развитие любой страны, связанное с экономикой или социальной сфе-
рой, актуализирует кадровую проблему. В связи с этим тезис «кадры
решают все» напрямую связан с подготовкой конкурентоспособного спе-
циалиста. Конкурентоспособный специалист – это специалист, способный
качественно и оперативно решать большой массив профессиональных
задач в быстро меняющихся социальных условиях. Подготовка такого
специалиста – одна из важнейших задач современной высшей школы.
Основой профессиональной подготовки являются модель специалиста
и модель деятельности специалиста.
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Модель специалиста – это требования, которые предъявляет профес-
сиональная практика к выпускнику университета.

Модель деятельности основывается на изучении сферы деятельности
специалиста определенного профиля, описании условий труда, необходи-
мых компетенций и качеств личности.

Итак, конкурентоспособная личность – это специалист, интегральной
характеристикой которой является стремление и способности к высокому
качеству своей профессиональной деятельности.

Если специалист конкурентоспособный, то говорят, что он получил
качественное образование. Т. е. качество образования – необходимое
условие подготовки конкурентоспособного специалиста.

Что же такое качество образования? Качество – это отношение до-
стигнутого результата и поставленной цели, и в этом его отличие от
эффективности образования, которая показывает отношение результа-
та к затратам (экономические, временные, материальные и т. д.).

Образование считается качественным, если, во-первых, учащийся в
вузе обучается на максимуме своих возможностей. Во-вторых, образо-
вание не идентично обучению, и потому качество образования ни при
каких условиях не может быть сведено только к качеству обучения.

Качество образования зависит от многих факторов, среди которых:
1) уровень взаимодействия студентов и преподавателей в образователь-
ном процессе; 2) уровень руководящего звена управления в университете.

Проблема взаимодействия студента и преподавателя состоит в том,
чтобы изменить позицию студента в образовательном процессе, превра-
тив его из пассивного наблюдателя в активного участника совместной
деятельности, субъекта профессионального становления.

Важным является формирование у студентов положительной моти-
вации познания. Необходимо, чтобы цель, поставленная преподавателем,
была личностно-значимой для студента. Цель как один из важней-
ших компонентов деятельности, больше всего связана с результатами,
и именно для определения качества образования эта пара должна быть
неразрывной. Целью признается только то, что может быть сфор-
мулировано операционально. Только взаимодействие двух субъектов
образовательного процесса, приводящее к возникновению «педагогиче-
ского резонанса» (Ю. К. Бабанский), обеспечит должный результат.
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Здесь уместно вспомнить высказывания Я. А. Коменского о возмож-
ности самостоятельной, познавательной деятельности учащихся, выра-
жающиеся в тезисе «Необходимо, чтобы учащие (учителя) поменьше
учили, а учащиеся побольше учились».

Необходима сформированность у студентов способов учебной дея-
тельности, чтобы студент из позиции знающего переходил в позицию
познающего. А отсюда важное требование – научить его учиться культу-
ре учебной деятельности, умении оценочно-рефлексивной деятельности.
Это особенно актуально при повсеместном использовании студентами
искусственного интеллекта, который до такой степени уменьшает ин-
теллектуальную нагрузку студентов, что они уже не владеют базовыми
логическими операциями – умением сравнивать, анализировать, обоб-
щать, делать выводы.

Направление университетского образования должно быть ориенти-
ровано на создание условий для формирования конкурентоспособной
личности специалиста с нестандартным мышлением, стремлением к про-
фессиональному росту, способностью к рефлексии, желанием и умением
работать в команде. Среди них:

1) дидактическое сотрудничество и сотворчество в системе «препо-
даватель – студент»;

2) создание ситуации психологического единства и психологического
комфорта с двух сторон;

3) скрытое управление инициативой студентов;
4) увеличение в образовательной деятельности удельного веса вре-

мени, отводимого на учебно-творческую и научно-исследовательскую
деятельность студентов;

5) встречи студентов и организация пресс-конференций с известными
учеными, политиками, общественными деятелями.

Одним из важнейших, принципиально новых направлений повыше-
ния качества образования в высшей школе является ценностный подход
к управлению этим качеством на основе преемственности, тезиса «не
навреди», опираясь на духовные ценности, мораль и т. д. Вот почему
при реализации той или иной стратегии необходимо стараться уста-
навливать корреляцию результирующих параметров и предпринятых
управленческих решений. Необходимо понимать, что обилие новшеств
потенциально почти всегда содержит опасность перегрузки студентов
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и преподавателей. Кроме того, исходя из диалектических оснований,
управленцы должны понимать, что многие нововведения могут иметь
как позитивные в одном, так и негативные в другом последствия своего
применения. Чтобы этого не произошло, целесообразна коллегиальная
разработка стратегии управления с привлечением всех заинтересован-
ных сторон.

Рассматривая все факторы, оказывающие влияние на качество об-
разования, мы в конечном итоге можем гарантировать подготовку
конкурентоспособного специалиста, которая обеспечит ему возможность
удовлетворения потребностей:

1) в симпатии, уважении к нему со стороны коллег и руководства
за счет профессионализма и компетентности;

2) в профессиональном и личностном общении;
3) в профессиональном и личностном саморазвитии;
4) в уверенности в завтрашнем дне благодаря своей востребованности

как специалиста;
5) в качестве жизни за счет профессиональной востребованности

на рынке труда.
К содержанию
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СЕКЦИЯ 1
АЛГЕБРА, ГЕОМЕТРИЯ И ИХ СОВРЕМЕННЫЕ

ПРИЛОЖЕНИЯ

УДК 512.542

Е. Н. БАЖАНОВА
Россия, Москва, НИЯУ МИФИ

ПРОИЗВЕДЕНИЕ σ
Ω
-РАССЛОЕННЫХ КЛАССОВ

ФИТТИНГА МУЛЬТИОПЕРАТОРНЫХ T -ГРУПП

Теория σ-свойств конечных групп, где σ – произвольное разбиение
множества всех простых чисел, разработанная А. Н. Скибой в серии
статей 2013–2020 гг. (см., например, [1]), получила развитие в рабо-
тах многих алгебраистов ([2–5] и др.). В том числе одним из новых
направлений исследований стало изучение классов, обобщающих рассло-
енные формации и классы Фиттинга, введенные В. А. Ведерниковым и
М. М. Сорокиной [6].

Аддитивная группа G с нулевым элементом 0 называется мульти-
операторной T -группой с системой мультиоператоров T (или коротко
T -группой), если в G задана еще некоторая система n-арных алгебраи-
ческих операций T при некоторых n, удовлетворяющих условию n > 0,
причем для всех t ∈ T выполняется условие t(0, . . . , 0) = 0, где слева
элемент 0 записан n раз, если операция t n-арна [7].

Пусть C – класс всех T -групп с конечными композиционными
рядами, I – класс всех простых T -групп. Все рассматриваемые далее
T -группы принадлежат классу C. Класс T -групп, содержащийся в
классе C, будем называть C-классом. Пусть X и Y – C-классы. Тогда
XY = (G ∈ C | G имеет идеал N ∈ X с G/N ∈ Y). Если B – C-класс
Фиттинга, то B ⋄ X = (G ∈ C | G/GB ∈ X) называется фиттинговым
произведением классов B и X.

Для любого непустого подкласса ∆ класса I будем полагать:

C
∆
= (G ∈ C | K(G) ⊆ ∆) и C

∆′ = (G ∈ C | K(G) ∩∆ = ∅),

где K(G) – класс всех простых T -групп, изоморфных композиционным
факторам T -группы G; O∆(G) – C

∆
-корадикал T -группы G.
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В дальнейшем через Ω обозначается непустой подкласс класса I, σ
Ω

–
произвольное разбиение класса Ω, т. е. σ

Ω
= {Ωi | i ∈ I}, где Ωi – непустой

подкласс класса Ω для любого i ∈ I, Ω = ∪
i∈I
Ωi и Ωi∩Ωj = ∅ для любых

i, j ∈ I, i ̸= j. Для произвольной T -группы G и произвольного класса
T -групп F полагаем

σ
Ω
(G) = {Ωi ∈ σ

Ω
| Ωi ∩ K(G) ̸= ∅}; σ

Ω
(F) = ∪

G∈F
σ

Ω
(G).

Функция вида

f : σ
Ω
∪ {σ

Ω

′} → {классы Фиттинга T -групп},

где f(σ
Ω

′) ̸= ∅, называется σ
Ω
R-функцией.

Функция вида

φ : σ
Ω
→ {непустые формации Фиттинга T -групп},

удовлетворяющая условию C
Ωi

′ ⊆ φ(Ωi) для любого Ωi ∈ σ
Ω
, называется

σ
Ω
FR-функцией.
Пусть f и φ – некоторые σ

Ω
R-функция и σ

Ω
FR-функция соответ-

ственно. Класс Фиттинга T -групп вида

F = (G ∈ C | OΩ(G) ∈ f(σ
Ω

′) и Gφ(Ωi) ∈ f(Ωi) для любого Ωi ∈ σ
Ω
(G))

называется σ
Ω
-расслоенным классом Фиттинга T -групп и обозначается

F = σ
Ω
R(f, φ) [8]. Функция f называется спутником, а функция φ –

направлением σ
Ω
-расслоенного класса Фиттинга F. Отметим, что σ

Ω
-

расслоенный класс Фиттинга T -групп является C-классом.
Класс Фиттинга T -групп F = σ

Ω
R(f, φ) называется σ

Ω
-свободным,

если φ(Ωi) = C
Ωi

′ для любого Ωi ∈ σ
Ω
; направление такого класса

Фиттинга обозначается через φ0. Класс Фиттинга T -групп F = σ
Ω
R(f, φ)

называется σ
Ω
-каноническим, если φ(Ωi) = C

Ωi
C

Ωi
′ для любого Ωi ∈ σ

Ω
;

направление такого класса Фиттинга обозначается через φ1.
Спутник f σ

Ω
-расслоенного класса Фиттинга T -групп F называется

внутренним, если f(σ
Ω

′) ⊆ F и f(Ωi) ⊆ F для любого Ωi ∈ σ
Ω
.

Направление φ σ
Ω
-расслоенного класса Фиттинга назовем r-напра-

влением, если φ(Ωi) = φ(Ωi)CΩi
′ для любого Ωi ∈ σ

Ω
. Направления φ0

и φ1 являются r-направлениями.
Для любых σ

Ω
FR-функций µ1 и µ2 полагаем µ1 ≤ µ2, если µ1(Ωi) ⊆

⊆ µ2(Ωi) для любого Ωi ∈ σ
Ω
. Очевидно, что φ0 ≤ φ1.
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Теорема 1. Пусть M = σ
Ω
R(m,φ) и H = σ

Ω
R(h, φ), где m и h –

внутренние спутники σ
Ω
-расслоенных классов Фиттинга T -групп M

и H соотвественно и φ – r-направление такое, что φ ≤ φ1. Тогда
F = M ⋄ H = σ

Ω
R(f, φ), где f – внутренний спутник σ

Ω
-расслоенного

класса Фиттинга T -групп F такой, что

f(σ
Ω

′) = F;

f(Ωi) = M ⋄ h(Ωi), если Ωi ∈ σ
Ω
(H);

f(Ωi) = m(Ωi), если Ωi ∈ σ
Ω
\ σ

Ω
(H).

Поскольку направления φ0 и φ1 являются r-направлениями
и φ0 ≤ φ1, φ1 ≤ φ1, то утверждения, аналогичные теореме 1, будут
справедливы для σ

Ω
-свободных и σ

Ω
-канонических классов Фиттинга

T -групп.
В случае наименьшего разбиения класса Ω получаем аналогичный

теореме 1 результат для Ω-расслоенных классов Фиттинга T -групп (обо-
значения см. в [9]).
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СТРОЕНИЕ КОНЕЧНЫХ ГРУПП
С ЗАДАННЫМИ СИСТЕМАМИ
ТОТАЛЬНО ДОБАВЛЯЕМЫХ ПОДГРУПП

Исследуются только конечные группы. Все определения и обозначе-
ния соответствуют [1]. Одним из важных направлений в теории конечных
групп является изучение строения группы по свойствам её подгрупп.
Особый интерес вызывают различные типы перестановочности под-
групп. В работах М. Асаада и А. Шаалана [2] была введена концепция
тотально перестановочных подгрупп: подгруппы A и B группы G на-
зываются тотально перестановочными, если каждая подгруппа из A
перестановочна с каждой подгруппой из B. Дальнейшее развитие эта те-
матика получила в монографии А. Баллестера-Болинше с соавторами [3].
В данной работе вводится понятие тотально добавляемой подгруппы,
исследуется строение конечных групп, в которых заданные системы
подгрупп (максимальные, силовские подгруппы) являются тотально
добавляемыми.

Определение 1. Подгруппа A называется тотально добавляемой
в группе G, если существует такая подгруппа X, что AX = G и под-
группы A и X тотально перестановочны.
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Определение 2. Минимальным тотальным добавлением подгруп-
пы M в группе G называется подгруппа X, такая, что MX = G, M и X
тотально перестановочны и ∀X1 < X,MX1 ̸= G.

Теорема 1. Если M – максимальная подгруппа группы G тотально
добавляема, то индекс |G :M | есть простое число.

Доказательство. По определению тотально добавляемой подгруп-
пы для M существует X ≤ G такая, что MX = G, M и X тотально
перестановочны.

Пусть X – минимальное тотальное добавление. Рассмотрим две мак-
симальные подгруппы X1 и X2 в X. Поскольку X1 и X2 максимальны и
различны, они порождают всю группу X, т. е. X = ⟨X1, X2⟩. Из усло-
вия, что M и X тотально перестановочны, следует, что MX1 ≤ G и
MX2 ≤ G. Поскольку M ≤ MX1 и M ≤ MX2, то из максимальности
M в G и минимальности тотального добавления получаем MX1 = M

и MX2 = M . Отсюда X1 ≤ M и X2 ≤ M . Поэтому X = ⟨X1, X2⟩ ≤ M .
Тогда G = MX = MM = M , что противоречит M l G. Таким обра-
зом, в X существует единственная максимальная подгруппа, обозначим
ее через X1. Поэтому X = ⟨x⟩ – примарная подгруппа для некоторого
x ∈ X \ X1. Так как X1 – максимальная подгруппа X, то |X : X1| = p
[1, теорема 3.8].

По теореме Лагранжа [1, теорема 1.37]: |G| = |G : M | |M |. Так как
G =MX, то по [3, теорема 1.1.3]

|G| = |MX| = |M | |X|
|M ∩X|

⇒ |G :M | = |X|
|M ∩X|

.

Так как X1 ≤ M и X1 – максимальная подгруппа X, то |M ∩X| =
|X1|, отсюда

|G :M | = |X|
|M ∩X|

=
|X|
|X1|

= |X : X1| = p,

что и требовалось доказать.
Теорема 2. Если все максимальные подгруппы группы G тотально

добавляемы, то G сверхразрешима.
Доказательство. Так как все максимальные подгруппы тотально

добавляемы, то согласно теореме 1 в группе G все максимальные под-
группы имеют простые индексы. По теореме Хупперта [1, теорема 4.55]
группа G сверхразрешима. Теорема доказана.
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Теорема 3. Пусть p – наибольший простой делитель порядка G,
P – силовская p-подгруппа. Если P тотально добавляема в G, то P ▹G.

Доказательство. Так как P – тотально добавляемая подгруппа
в группе G, то существует подгруппа X такая что PX = G, P и X
тотально перестановочны. По [1, теорема 1.65] X раскладывается в про-
изведение своих силовских подгрупп, то есть X = XpXq1Xq2 . . . Xqn.

Рассмотрим Xq – силовскую q-подгруппу в X, где q ̸= p. Т. к. P и
X тотально перестановочны, то PXq < G и P – тотально добавляема в
PXq, тогда по индукции P ▹ PXq. Из нормальности P в PXq следует,
что Xq ≤ NG(P ), ∀q ̸= p.

Рассмотрим Xp – силовскую p-подгруппу в X. Тогда PXp ≤ G
и PXp – p-группа. Поэтому PXp ≤ P . Из этого следует, что Xp ≤ P ≤
NG(P ).

Таким образом, Xq ≤ NG(P ) для любого q ̸= p и Xp ≤ NG(P ). Следо-
вательно, X ≤ NG(P ). Учитывая, что G = PX , получаем по [1, теорема
1.52(4)] P ▹ G, что и требовалось доказать.

Теорема 4. Если в группе G все силовские подгруппы тотально
добавляемы, то G сверхразрешима.

Доказательство. Пусть p – наибольший простой делитель поряд-
ка G, P – силовская подгруппа группы G. Тогда по теореме 3 P ▹
G. Фактор-группа G/P сверхразрешима по индукции. Следовательно,
G разрешима. Предположим, что G несверхразрешима, тогда по [4, лем-
ма 1.2.8]: ∃!N · ▹G такая, что N = Op(G). Так как P ▹G, p – наибольший
простой делитель, то N = Op(G) = P .

Пусть N1 · ▹P , X – тотальное добавление, т. е. PX = G, P и X –
тотально перестановочные подгруппы. По [1, теорема 1.65] X расклады-
вается в произведение своих силовских подгрупп, т. е.

X = XpXq1Xq2 . . . Xqn.

Из тотальной перестановочности P и X следует, что N1Xqi ≤ G. Так
как G p-замкнута, то N1Xqi p-замкнута. Из определения p-замкнутой
группы следует, что силовская p-подгруппа нормальна, т. е. N1 ▹ N1Xqi,
значит Xqi ≤ NG(N1).

Очевидно, что Xp ≤ P = N . Тогда по [4, лемма 1.2.8] N абелева.
Т. к. Xp – подгруппа абелевой группы N , то Xp ≤ CG(N1) ≤ NG(N1).

Значит, X ≤ NG(N1). Поскольку N1 ▹P , то P ≤ NG(N1). Т. к. PX =
= G, то по [1, теорема 1.52(4)] N1 ▹G, что противоречит минимальности
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нормальной подгруппы N в группе G. Следовательно, G сверхразреши-
ма. Теорема доказана.

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства об-
разования Республика Беларусь в рамках выполнения НИР «Конеч-
ные группы с заданными ограничениями на канонические подгруппы»
(ГПНИ «Конвергенция-2030» на 2026–2030 гг.).
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ГОМОМОРФИЗМЫ ПОЛИАДИЧЕСКИХ
ГРУППОИДОВ СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА

Полиадическим группоидом специального вида называют [1]
универсальную алгебру < Ak, ηs,σ,k > с одной l-арной операцией
ηs,σ,k, где l = s(n − 1) + 1, которая определяется на декартовой степени
Ak n-арного группоида < A, η > с помощью подстановки σ множества
{1, . . . , k} и n-арной операции η следующим образом.

Пусть < A, η > – n-арный группоид,

n ≥ 2, s ≥ 1, l = s(n− 1) + 1, k ≥ 2, σ ∈ Sk.
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Определим на Ak вначале n-арную операцию

η1,σ,k(x1 . . .xn) =

= η1,σ,k((x11, . . . , x1k) . . . (xn1, . . . , xnk)) =

= (η(x11x2σ(1) . . . xnσn−1(1), . . . , η(x1kx2σ(k) . . . xnσn−1(k))),

а затем l-арную операцию

ηs,σ,k(x1 . . .xl) =

= ηs,σ,k((x11, . . . , x1k) . . . (xl1, . . . , xlk)) =

= η1,σ,k(x1 . . .xn−1η1,σ,k(xn . . .x2(n−1)

η1,σ,k(. . . η1,σ,k(x(s−2)(n−1)+1 . . .x(s−1)(n−1)

η1,σ,k(x(s−1)(n−1)+1 . . .xs(n−1)+1)) . . .))).

Частным случаем (n = 2) полиадической операции ηs,σ,k является
l-арная операция [ ]l,σ,k, где l = s+1, которая первоначально была опре-
делена в [2] для любых целых k ≥ 2, l ≥ 2 и любой подстановки σ ∈ Sk на
k-ой декартовой степени Ak полугруппы A. Изучению l-арных операций
[ ]l,σ,k и ηs,σ,k посвящены соответственно книги [3] и [4].

Для n-арной полугруппы< A, η > l-арная операция ηs,σ,k может быть
определена следующим образом [1]:

ηs,σ,k(x1 . . .xl) = ηs,σ,k((x11, . . . , x1k) . . . (xl1, . . . , xlk)) = (y1, . . . , yk),

где
yj = η(x1jx2σ(j) . . . x(s(n−1)+1)σs(n−1)(j)) =

= η(x1jx2σ(j) . . . xlσl−1(j)), j = 1, . . . , k.

Теорема 1. Пусть φ – гомоморфизм (изоморфизм) n-арного груп-
поида < A, η > на n-арный группоид < B, µ >, ψ – отображение Ak

на Bk по правилу

ψ : x = (x1, . . . , xk) → xψ = (xφ1 , . . . , x
φ
k ).

Тогда ψ является гомоморфизмом (изоморфизмом) l-арного группоида
< Ak, ηs,σ,k > на l-арный группоид < Bk, µs,σ,k >.

Ранее автором было доказано, что в случае тождественности подста-
новки σl−1 свойство быть полиадической полугруппой (полиадической
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группой) переносится с n-арного группоида < A, η > на l-арный
группоид < Ak, ηs,σ,k >. Для переноса свойство быть полиадической
квазигруппой с n-арного группоида < A, η > на l-арный группоид
< Ak, ηs,σ,k > не требуется тождественность подстановки σl−1. Сказанное
позволяет извлечь из теоремы 1 следующие три следствия.

Следствие 1. Если φ – гомоморфизм (изоморфизм) n-арной квази-
группы < A, η > на n-арную квазигруппу < B, µ >, то отображение
ψ из теоремы 1 является гомоморфизмом (изоморфизмом) l-арной
квазигруппы < Ak, ηs,σ,k > на l-арную квазигруппу < Bk, µs,σ,k > .

Следствие 2. Если подстановка σ ∈ Sk удовлетворяет условию
σl = σ, φ – гомоморфизм (изоморфизм) n-арной полугруппы < A, η > на
n-арную полугруппу < B, µ >, то отображение ψ из теоремы 1 явля-
ется гомоморфизмом (изоморфизмом) l-арной полугруппы < Ak, ηs,σ,k >
на l-арную полугруппу < Bk, µs,σ,k > .

Следствие 3. Если подстановка σ ∈ Sk удовлетворяет условию
σl = σ, φ – гомоморфизм (изоморфизм) n-арной группы < A, η > на
n-арную группу < B, µ >, то отображение ψ из теоремы 1 являет-
ся гомоморфизмом (изоморфизмом) l-арной группы < Ak, ηs,σ,k > на
l-арную группу < Bk, µs,σ,k > .

Если в теореме 1 и следствиях 1 – 3 положить n = 2, то получим
соответствующие результаты, в которых вместо операции ηs,σ,k будет фи-
гурировать операция [ ]l,σ,k.

Если в теореме 1 и следствиях 1–3 отображение φ есть эндоморфизм
(автоморфизм), то эндоморфизмом (автоморфизмом) является ψ.
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О p-СВЕРХРАЗРЕШИМОСТИ КОНЕЧНЫХ ГРУПП
С ЗАДАННЫМИ СИСТЕМАМИ
УСЛОВНО ПОЛУНОРМАЛЬНЫХ ПОДГРУПП

Рассматриваются только конечные группы. ПодгруппыA иB группы
G называются перестановочными, если AB = BA. Подгруппа A назы-
вается полунормальной в группе G, если существует подгруппа T такая,
что G = AT и A перестановочна с каждой подгруппой из T [1]. Группы с
различными полунормальными подгруппами изучены в [2], [3]. В работе
[4] исследованы группы, факторизуемые полунормальными подгруппа-
ми, в частности, доказаны сверхразрешимость и p-сверхразрешимость
таких групп.

Подгруппы A и B группы G называются cc-перестановочными в
G, если A перестановочна с Bg для некоторого элемента g ∈ ⟨A,B⟩.
При этом подгруппа A группы G называется cc-перестановочной в G,
если A cc-перестановочна с каждой подгруппой из G.

Подгруппы A и B группы G называются взаимно (тотально) пе-
рестановочными [5], если UB = BU и AV = V A (соответственно
UV = V U) для всех U ≤ A и V ≤ B. Подгруппы A и B груп-
пы G называются тотально cc-перестановочными, если подгруппа A
сс-перестановочна с каждой подгруппой группы B и подгруппа B сс-
перестановочна с каждой подгруппой группы A.

Со времени выхода работы [5] теория произведений тотально пере-
становочных подгрупп получила широкое развитие. Так, в работе [6]
было введено понятие tcc-подгруппы: подгруппа A группы G называется
tcc-подгруппой в G, если в G существует подгруппа T такая, что G = AT
и подгруппы A и T тотально cc-перестановочны. Кроме того, в [6] иссле-
дованы группы с заданными системами tcc-подгрупп.

В работе [7] введено определение: подгруппа A группы G называется
условно полунормальной подгруппой в G, если в группе G существу-
ет подгруппа T такая, что G = AT и A сс-перестановочна с каждой
подгруппой из T . Также в [7] приведены основные свойства условно полу-
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нормальных подгрупп и доказана сверхразрешимость групп с заданными
системами условно полунормальных подгрупп.

В данной работе развиваются изложенные выше результаты, а имен-
но приведены признаки p-сверхразрешимости группы, факторизуемой
условно полунормальными подгруппами, и обобщены результаты из [2],
[3] на случай условно полунормальных подгрупп. Кроме того, уста-
новлена p-сверхразрешимость p-разрешимой группы G, в которой все
максимальные подгруппы силовской p-подгруппы являются условно
полунормальными, и изучено строение группы с условно полунормаль-
ными циклическими подгруппами.

Теорема 1. Пусть A и B – p-сверхразрешимые условно полунор-
мальные подгруппы группы G и G = AB. Тогда G p-сверхразрешима
в следующих случаях:

1) коммутант G′ p-нильпотентен;
2) группа G p-разрешима и (|A|, |B|) = 1.
Теорема 2. 1. Если все подгруппы порядка p > 2 являются условно

полунормальными подгруппами группы G, то G p-сверхразрешима.
2. Если все циклические подгруппы порядка 2 или 4 являются услов-

но полунормальными подгруппами группы G, то G 2-нильпотентна.
Теорема 3. 1. Если в p-разрешимой группе G все максимальные

подгруппы силовской p-подгруппы являются условно полунормальными
подгруппами в G, то G p-сверхразрешима.

2. Пусть p – наибольший простой делитель порядка группы G и
P – силовская p-подгруппа в G. Если P условно полунормальна в G, то
P – нормальная подгруппа группы G.

Теорема 4. Пусть G – p-разрешимая группа, P – силовская p-
подгруппа группы G и P условно полунормальна в G. Если p′-холлова
подгруппа группы G q-сверхразрешима для некоторого q ̸= p, то G

p-сверхразрешима.
Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства об-

разования Республика Беларусь в рамках выполнения НИР «Конеч-
ные группы с заданными ограничениями на канонические подгруппы»
(ГПНИ «Конвергенция-2030» на 2026–2030 гг.).
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ОЦЕНКИ ПРОИЗВОДНОЙ π-ДЛИНЫ
КОНЕЧНЫХ π-РАЗРЕШИМЫХ ГРУПП

В теории конечных групп важное место занимают инварианты, отра-
жающие структурную сложность групп. Для разрешимых групп таковы-
ми являются производная и нильпотентная длины, для p-разрешимых –
p-длина, введённая Ф. Холлом и Г. Хигмэном [1]. Для π-разрешимых
групп В. С. Монахов предложил аналог производной длины – произ-
водную π-длину laπ(G), определяемую как наименьшее число абелевых
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π-факторов в субнормальном ряде, все остальные факторы которого
являются π′-группами [2].

Теорема 1. Пусть G – конечная π-разрешимая группа, и пусть
множество π разбито на две части: π = π1 ∪ π2. Предположим, что:

1) для всех p ∈ π1 силовская p-подгруппа Gp является либо абелевой,
либо экстраспециальной;

2) π2-холлова подгруппа Gπ2 является сверхразрешимой.
Тогда производная π-длина группы G удовлетворяет неравенству

laπ(G) ≤ 2 · |π1|+ 1 +max
r∈π2

lar(G).

В частности, если подгруппа Gπ2 абелева, то

laπ(G) ≤ 2 · |π1|+ 1.

Предложенная теорема обобщает несколько ключевых результатов.
При π1 = ∅ она даёт оценку для групп со сверхразрешимой π-холловой
подгруппой. При π2 = ∅ получается оценка для групп, все силовские
подгруппы которых абелевы или экстраспециальны. Таким образом, тео-
рема позволяет единообразно оценивать производную π-длину группы,
комбинируя информацию о строении различных частей её π-холловой
подгруппы.

Полученная теорема может найти применение при изучении струк-
турных свойств π-разрешимых групп и при чтении спецкурсов по теории
групп.

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства об-
разования Республика Беларусь в рамках выполнения НИР «Конеч-
ные группы с заданными ограничениями на канонические подгруппы»
(ГПНИ «Конвергенция-2030» на 2026–2030 гг.).
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МНОГОЧЛЕНЫ НАД АССОЦИАТИВНЫМИ
КОЛЬЦАМИ С ДЕЛЕНИЕМ

Пусть R – некоммутативное ассоциативное кольцо с делением. R[x]
обозначает кольцо многочленов от переменной x с коэффициентами в R,
считаем, что переменная x коммутирует с элементами кольца R. Таким
образом, всякий многочлен из R[x] имеет вид

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0, a0, . . . , an ∈ R.

Сложение и умножение многочленов из R[x] определяется естествен-
ным образом. Основные свойства многочленов над кольцами с делением
описаны в [1, ch. 5, p. 16] (см. также [2], [3]).

Для a ∈ R определим P (a) как элемент

P (a) = ana
n + an−1a

n−1 + · · ·+ a1a+ a0.

Назовём элемент a ∈ R (правым) корнем P (x), если P (a) = 0.
Известно, что a ∈ R является корнем многочлена P (x) тогда и только
тогда, когда x−a является правым делителем P (x) в R[x] ([1, Proposition
16.2]), т. е. P (x) = H(x)(x−a) для некоторого многочлена H(x) из R[x].
Заметим, что из равенства P (x) = H(x)S(x) ∈ R[x] не следует равенство
P (a) = H(a)S(a). В частности, если a – корень многочлена H(x), то a
может не быть корнем многочлена P (x).

Класс сопряжённости элемента a ∈ R, который будем обозначать
через [a], состоит из всех элементов вида qaq−1, где q – произвольный
ненулевой элемент из R.

В случае многочленов над полями всякий многочлен степени n имеет
не более n корней. В случае многочленов с коэффициентами в кольцах с
делением ситуация другая, многочлен степени n может иметь бесконеч-
но много корней. Теорема Гордона – Моцкина ([1, th. 16.4]) говорит, что
многочлен степени n из R[x] может иметь корни не более чем в n классах
сопряженности кольца R. Кроме того, если P (x) ∈ R[x] имеет два раз-
личных корня в классе сопряженности, то P (x) имеет бесконечно много
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корней в этом классе (см. [1, th. 16.11] и [3, Proposition 3]). В случае
алгебры кватернионов Q получается, что если P (x) ∈ Q[x] имеет два
различных корня в классе сопряженности, то всякий элемент из этого
класса является корнем многочлена P (x). Это означает, что у много-
членов над алгебрами кватернионов с делением существуют только два
типа корней: изолированный и сферический. Корень q многочлена P (x)
называется сферическим, если q не принадлежит центру алгебры и лю-
бой элемент d ∈ [q] также является корнем многочлена P (x). Корень
q называется изолированным, если класс сопряженности [q] содержит
только один корень многочлена P (x). Однако в случае, когда минималь-
ный многочлен класса сопряженности имеет степень больше, чем два,
ситуация принципиально другая. В [4] для любого класса сопряженно-
сти с минимальным многочленом степени > 2 построен квадратичный
многочлен, имеющий бесконечно много корней в этом классе, при этом
в данном классе сопряженности имеется бесконечно много элементов,
не являющихся корнями такого многочлена.

Вопрос нахождения корней многочленов над кольцами изучается
в теории колец и прикладной математике. Однако важной является и
обратная задача – нахождение многочленов с заданными корнями. В
работе [5] исследуется вопрос существования многочленов с заданными
корнями в кольце многочленов над кольцами матриц. В [5] показано, что
для двух матриц не всегда существует квадратный многочлен, имеющий
эти матрицы своими корнями. Отметим, что в случае коммутативного
кольца для любых элементов этого кольца x1, . . . , xn всегда существует
многочлен (x − x1) . . . (x − xn) степени n, корнями которого являются
эти элементы. Однако в случае некоммутативных колец ситуация прин-
ципиально иная.

Нами получены следующие результаты.
Теорема 1 [6]. Пусть R – кольцо с делением, P (x) ∈ R[x]. Предпо-

ложим, что c не является центральным элементом и P (c) ̸= 0. Тогда
в классе сопряженности [c] бесконечно много элементов, не являющих-
ся корнями многочлена P (x).

Теорема 2 [7]. Для элементов x1 ̸= x2 ассоциативного кольца
с единицей R достаточным условием существования уравнения сте-
пени n вида

xn + an−1x
n−1 + . . .+ a1x+ a0 = 0,
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решениями которого они являются, будет обратимость одного
из элементов (x1 − x2), (x

2
1 − x22), . . . , (x

n−1
1 − xn−1

2 ).
Теорема 3 [6]. Всякий многочлен P (x) ∈ R[x] может быть одно-

значно представлен в виде

P (x) = cG(x)H(x),

где c ∈ R∗ – старший коэффициент многочлена P (x), H(x) – унитар-
ный многочлен с коэффициентами в подкольце с делением R0, G(x) ∈
∈ R[x] – унитарный многочлен, не имеющий правых неконстантных
делителей из R0[x]. Более того, H(x) является наибольшим общим
правым делителем многочленов bi(x), i ∈ I.

Теорема 4 [6]. Многочлен

P (x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0

с коэффициентами в алгебре обобщённых кватернионов Q над центром
F имеет не более n/2 различных классов сферических корней. Если
степень многочлена P (x) четная и есть n/2 различных классов сфе-
рических корней, то все коэффициенты многочлена лежат в центре.
Если же степень n нечётная и есть (n − 1)/2 различных классов
сферических корней, то все коэффициенты лежат в одном подполе
алгебры Q.
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КОНЕЧНЫЕ ГРУППЫ С ПОЛУСУБНОРМАЛЬНЫМИ
ПОДГРУППАМИ ШМИДТА

Рассматриваются только конечные группы.
Напомним, что подгруппой Шмидта называется конечная ненильпо-

тентная группа, любая собственная подгруппа которой нильпотентна.
Подробное изложение свойств подгрупп Шмидта и условий их существо-
вания содержится в обзоре В. С. Монахова [1].

Подгруппа A называется полунормальной в группеG, если существу-
ет подгруппа B такая, что G = AB и AB1 – собственная в G подгруппа
для всех собственных подгрупп B1 из B.

Согласно предложенному В. С. Монаховым и А. А. Трофимуком [2]
определению, подгруппа называется полусубнормальной в группе, ес-
ли она либо субнормальна, либо полунормальна в группе. Частичная
разрешимость группы, обладающей некоторыми полусубнормальными
подгруппами Шмидта, установлена в работе [3].

Развивая известные результаты о полусубнормальности подгрупп
Шмидта, в данной работе доказана

Теорема. 1) Если в группе G все сверхразрешимые подгруппы
Шмидта четного порядка полусубнормальны в G, то G разрешима.

2) Если в группе G все несверхразрешимые подгруппы Шмидта
четного порядка полусубнормальны, то неабелевы композиционные фак-
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торы группы G изоморфны SL(2, 4). В частности, группа G {2, 3, 5}′-
разрешима.

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства об-
разования Республика Беларусь в рамках выполнения НИР «Конеч-
ные группы с заданными ограничениями на канонические подгруппы»
(ГПНИ «Конвергенция-2030» на 2026–2030 гг.).
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ОБ ОДНОМ ПЕРЕСЕЧЕНИИ МАКСИМАЛЬНЫХ
ПОДГРУПП КОНЕЧНЫХ ГРУПП

Рассматриваются только конечные группы. Изучение свойств макси-
мальных подгрупп и их пересечений играет важную роль в исследовании
строения конечных групп. Напомним, что максимальной подгруппой
неединичной группы G называется собственная подгруппа M группы G,
которая не содержится ни в какой другой собственной подгруппе груп-
пы G, т. е. из условия M ≤ H ≤ G следует, что M = H или H = G.
Центральное место в исследовании строения конечных групп занимает
подгруппа Фраттини, равная пересечению всех максимальных подгрупп
группы G и обозначаемая Φ(G). Впервые она была введена Дж. Фрат-
тини в работе [1], положившей начало циклу исследований заданных
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пересечений максимальных подгрупп конечных групп. Например, в ра-
ботах [2], [3] изучались пересечения всех абнормальных максимальных
подгрупп, в [4], [5] – пересечения всех ненильпотентных максималь-
ных подгрупп, а в работе [6] были описаны пересечения максимальных
подгрупп с ограничениями на индексы.

Пусть π – некоторое множество простых чисел, а π′ – его дополнение
до множества всех простых чисел. Для натурального числаm через π(m)
обозначается множество всех его простых делителей. Если G является
группой, то через π(G) обозначается множество всех простых делителей
порядка группы G. Напомним, что число m называется π-числом, если
π(m) ⊆ π, и π′-числом, если π(m) ⊆ π′. Подгруппа H группы G на-
зывается π-подгруппой группы G, если порядок H является π-числом;
π-холловой подгруппой группы G, если порядок подгруппы H является
π-числом, а индекс |G : H| является π′-числом.

Определение 1 [7, гл. 1.1]. Группа G называется Dπ-группой, если
она обладает π-холловой подгруппой, все её π-холловы подгруппы со-
пряжены и любая её π-подгруппа содержится в некоторой π-холловой
подгруппе.

Напомним, что через Oπ(G) обозначается наибольшая нормальная
π-подгруппа группы G.

В данной работе рассматриваются пересечения всех максимальных
подгрупп M группы G таких, что π ∩ π(G : M) = ⊘, т. е. для всех мак-
симальных подгрупп M группы G индекс |G :M | не делится на простые
числа из π. Такое пересечение обозначается через Φπ(G). Если в группе
G таких подгрупп M нет, то полагают, что Φπ(G) = G. В частности,
одним из обсуждаемых результатов является следующая теорема.

Теорема 1. Пусть G – Dπ-группа, тогда Φπ(G)/Oπ(G) =
= Φ(G/Oπ(G)).

Следствие 1 [8, лемма 14.8]. Для простого числа p ∈ π и любой
конечной группы G имеет место Φp(G)/Op(G) = Φ(G/Op(G)).

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства обра-
зования Республики Беларусь (проект М 26-103).
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О НЕКОТОРЫХ ПРЕДСТАВЛЕНИЯХ
КОНЕЧНЫХ p-ГРУПП

ПустьK – числовое поле с максимальным порядкомOK . Мы рассмат-
риваем представления конечных p-групп над OK и его локализациями.

Предложениe 1. Пусть I – идеал дедекиндова кольца S характе-
ристики char(S), пусть {0} ̸= I ̸= S, и пусть g – n × n-матрица
конечного порядка, конгруэнтная In(modI).

1. Если char(S) > 0, то gp
j

= In для некоторого целого j. Если
char(S) = 0, то I содержит простое число p и gp

i

= In для некото-
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рого целого i. В частности, конечная группа матриц, конгруэнтных
In(modI), является p-группой.

2. Пусть char(S) = 0 и I = p – простой идеал с индексом ветвления
e относительно p, пусть g ≡ In(modp

r), и пусть

λpi−1(p− 1) 6 e

r
< pi(p− 1), i > 0, λ = min{1, i}.

Тогда gpi = In, в частности, любая конечная группа матриц, кон-
груэнтных In(modpt), тривиальна, если e < r(p− 1).

Следствие. Пусть K – числовое поле степени d = [K : Q] с мак-
симальным порядком OK. Ядро редукции GLn(OK) по модулю идеала
I кольца OK, содержащего простое число p, не имеет кручения, если
норма NK/Q(I) > p

d
p−1 .

Рассмотрим следующую p-группу G класса нильпотентности l, опре-
деляемую образующими a, b1, ..., bl и соотношениями

bpi = 1, bibj = bjbi, i = 1, 2, ..., l;

ab1 = b1a, bi−1 = biab
−1
i a−1, i = 1, 2, ..., l; an = 1,

где n = pt ≥ l > pt−1, а t – подходящее целое число. Пусть H –
абелева подгруппа группы G, порождённая b1, ..., bl, и пусть χ обознача-
ет характер группы H, заданный на образующих следующим образом:
χ(b1) = ζp – первообразный корень степени p из 1, χ(bi) = 1, i = 2, ..., l.
Характер χ вместе с разложением группы G на смежные классы по H:
G = 1 �H+a �H+ ...+an−1 �H порождает индуцированное представление
R = IndχGH группыG. Для n×n-матриц eij, имеющих ровно один ненуле-
вой элемент в позиции (i, j), равный 1, можно определить n×n-матрицу,

используя биномиальные коэффициенты
(
n− j

i− j

)
:

C =
∑

n≥i≥j≥1

(−1)i−j
(
n− j
i− j

)
eij.

Сначала рассмотрим группу G0, порождённую двумя элементами a
и b порядка t = pm, at=bt=1, такими, что коммутатор c = [a, b] содер-
жится в центре G0, и ct=1. Пусть ζ – первообразный корень из 1 степени
t. Следующее представление G0 – точное и абсолютно неприводимое.
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A = ∆(a) =


0 1 . . . 0
... . . . . . . . . .
0 0 . . . 1
1 0 . . . 0

 , B = ∆(b) = diag(1, ζ, . . . , ζ t−1).

Рассмотрим n × n-матрицы eij, имеющие ровно один ненулевой
элемент в позиции (i, j), равный 1, и следующие треугольные матрицы:

C =
∑

n≥i≥j≥1

(−1)i−j
(
n− j

i− j

)
eij, C1 =

∑
n≥i≥j≥1

(
n− j

i− j

)
eij.

Пусть X = diag(1, x, x2, . . . , xt−1), тогда

C1XC =
∑

n≥i≥j≥1

(
n− j

i− j

)
xj−1(1− x)i−jeij,

и, если взять x = 1, это будет означать C−1 = C1.
Если взять x = ζ, получим:

∆′(b) = C1∆(b)C = C1BC =
∑

n≥i≥j≥1

(
n− j
i− j

)
ζj−1(1− ζ)i−jeij,

Рассмотрим положительное целое число h. Пусть Lh = K(ζ) ко-
нечное расширение поля K, K = Q(ζpm), где ζ = ζpm – примитивный
корень степени pm из 1 для подходящего целого числа m, максималь-
ный порядок Lh = K(ζ) – кольцо OLh

, простой делитель P числа p
в OLh

, локализации O′
K и O′

Lh
относительно простого делителя в OK

и P соответственно, а также простой элемент πh идеала P. Этот простой
элемент может быть выбран как ζpm − 1 в круговом поле Lh = K(ζ).
Пусть Dh = diag(1, πh, π

2
h, . . . , π

t−1
h ). Получаем

Ah = ∆h(a) = D−1
h ∆′(a)Dh =


1− t πh 0 . . . 0 0

−
(t
2

)
π−1
h 1 πh . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

−
(t
t−1

)
π2−th 0 0 . . . 1 πh

0 0 0 . . . 0 1

 ,
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Bh = ∆h(b) = D−1
h ∆′(b)Dh =

∑
n≥i≥j≥1

(
n− j

i− j

)
ζj−1(1− ζ)i−jπj−ih eij.

Пусть b2 = diag(1, ζ, ζ2, ..., ζn−1), b1 = diag(ζ, ζ, ..., ζ) – диагональные
матрицы размером n× n, пусть a = e1,n+

∑n−1
i=1 ei+1,i. Используя индук-

тивное рассуждение, построим матрицы b3, b4, , ..., bl такие, что det bi = 1
для i = 1, 2, ..., l − 1. Если bi−1 = diag(d0, d1, ..., dn−1), мы определяем
bi = diag(t0, t1, ..., tn−1), и используя соотношение

bab
−1
i a−1 = t−1

n−1t0, t1t
−1
0 , ..., tn−1tn−2 = bi−1,

мы можем взять t0 = 1, t1 = d1, t2 = d1d2, ..., tj = d1d2...dj, ..., и мы
получим возрастающую цепочку p-групп Γi, порожденную a, bi степени
нильпотентности l, которая заканчивается в Γl = G.

Теорема 2. Пусть Q(ζp∞) – расширение Q, полученное присоеди-
нением всех корней ζpi, i = 1, 2, 3, ... p-примарных порядков 1, пусть
π – униформизирующий элемент конечного расширения K/Q, что
K ⊂ Q(ζp∞), и пусть D = diag(1, π, π2, ..., πn−1). Тогда представ-
ление Rπ = D−1C−1RCD группы G является точным, абсолютным
неприводимым представлением в GLn(O′

K) матрицами, сравнимыми с
единичной матрицей In(modπ). Такие представления попарно неэкви-
валентны над O′

Q(ζp∞), и для нижнего центрального ряда

G = Gl ⊃ Gl−1 ⊃ ... ⊃ G0 = {In}

группы G все элементы Rπ(Gl−i+1) сравнимы с In(modπiw), если эле-
менты Rπ(G) сравнимы с In(modπw).

Теорема 3. Пусть n = pv, pv ≥ l > pv−1, тогда построенные выше
группы матриц Γi и R = IndχGH совпадают.

К содержанию
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Г. В. МАТВЕЕВ1, А. А. ОСИНОВСКАЯ2

1Беларусь, Минск, БГУ
2Беларусь, Минск, Институт математики НАН Беларуси

ФУНДАМЕНТАЛЬНАЯ ОБЛАСТЬ СПЕЦИАЛЬНОЙ
ЛИНЕЙНОЙ ГРУППЫ
В ФУНКЦИОНАЛЬНОМ СЛУЧАЕ

В настоящей работе нами построена в явном виде фундаментальная
область в группе SL2(Fp[x]) при действии на ней левыми сдвигами глав-
ной конгруэнц-подгруппы.

Задача нахождения фундаментальной области в группе SL2(Fp[x])
относительно действия главной конгруэнц-подгруппы левыми сдвигами
возникла в связи с построением модулярной схемы разделения секрета в
этой группе, предложенной В. И. Янчевским и авторами статьи [1]. Эта
задача интересна и с чисто алгебраической точки зрения. Так, Г.Харкос
в работе [2] построил часть фундаментальной области в группе SL2(Z), в
статье [3] мы завершили это построение. Уместно будет напомнить, что
в книге В. П. Платонова и А. С. Рапинчука [4, с. 438–439] отмечается
нетривиальный характер задачи подъема решений уравнения xy−zt = 1
по некоторой системе модулей до целочисленного решения. С нашей
точки зрения, задача подъема решений – это в точности алгоритм вос-
становления секрета.

Пусть p – простое число, m(x) – многочлен из Fp[x] и degm(x) > 0,

A =

(
a(x) b(x)
c(x) d(x)

)
∈ SL2(Fp[x]), E =

(
1 0
0 1

)
.

Напомним определения конгруэнц-подгрупп в группе SL2(Fp[x]):

Γ0(m(x)) = {A : c(x) ≡ 0 (mod m(x))} ,
Γ(m(x)) = {A : A ≡ E (mod m(x))} .

Cравнимость матриц по модулю m(x) понимается как поэлементная.
Подгруппа Γ(m(x)) называется главной конгруэнц-подгруппой по моду-
лю m(x).
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Лемма 1. Пусть многочлен m(x) ∈ Fp[x] не является неприводи-
мым и m(x) = a(x)a1(x) – некоторое его разложение на нетривиаль-
ные множители. Для любого ненулевого многочлена c(x), deg c(x) <
deg a1(x), удовлетворяющего условию (c(x), a(x), a1(x)) = 1, существу-
ет единственный многочлен c1(x) ∈ Fp[x], deg c1(x) < deg m(x)

(a(x),a1(x))
,

такой, что

(c1(x), a(x)) = 1 и c1(x) ≡ c(x) (mod a1(x)).

Рассмотрим произвольный приводимый многочлен m(x). Для любой
пары многочленов (a(x), c(x)), где a(x) – нетривиальный делитель m(x),
m(x) = a(x)a1(x), c(x) ̸= 0, deg c(x) < deg a1(x), (c(x), a(x), a1(x)) = 1,
определим матрицу

M(a(x), c(x)) =

(
a(x) b(x)
c1(x) d(x)

)
∈ SL2(Fp[x]),

где многочлен c1(x) такой, как в лемме 1. Такие матрицы су-
ществуют (хотя и определены неоднозначно). Действительно,
поскольку (a(x), c1(x)) = 1, то можно записать разложение НОДа:
a(x)z(x) + c1(x)w(x) = 1, где z(x), w(x) ∈ Fp[x]. Положив d(x) := z(x)
и b(x) := −w(x), получаем искомую матрицу. Для каждой пары
(a(x), c(x)) фиксируем одну такую матрицу.

Положим

M =

(
0 −1
1 0

)
, N(c(x)) =

(
1 0
c(x) 1

)
, deg c(x) < degm(x).

Для произвольного m(x) ̸= const определим множество

M = {M,N(c(x)), c(x) ̸= 0, deg c(x) < degm(x),

M(a(x), c(x)),m(x) = a(x)a1(x), a(x), a1(x) ̸= const,

c(x) ̸= 0, deg c(x) < deg a1(x), (c(x), a(x), a1(x)) = 1}.

Заметим, что если многочлен m(x) неприводим, то

M = {M,N(c(x)), c(x) ̸= 0, deg c(x) < degm(x)}.

Теорема 2. Пусть m(x) ∈ Fp[x]. Тогда множество M составляет
фундаментальную область группы SL2(Fp[x]) относительно подгруппы
Γ0(m(x)).
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Построим теперь фундаментальную область относительно Γ(m(x)).
Пусть Φ(m(x)) – количество ненулевых нормированных многочле-
нов степени < degm(x) взаимно простых с m(x). Значение Φ(m(x))
известно из [5, предложение 1.7]. Обозначим все такие многочлены
через εi(x) ∈ Fp[x], 1 ≤ i ≤ Φ(m(x)). Тогда для любого εi(x) суще-
ствует ε′i(x) ∈ Fp[x] такой, что εi(x)ε′i(x) = 1 + m(x)ki(x) и ε′i(x), ki(x)
однозначно определяются выбором εi(x). Введем матрицы

Bi,j(x) =

(
εi(x) + j(x)m(x) ki(x) + j(x)ε′i(x)

m(x) ε′i(x)

)
,

где i = 1, . . . ,Φ(m(x)), deg j(x) < degm(x).
Положим, B = {Bi,j(x) | i = 1, . . . ,Φ(m(x)), deg j(x) < degm(x)}.
Лемма 3. Пусть m(x) ∈ Fp[x]. Множество B ⊂ Γ0(m(x))

и составляет фундаментальную область группы Γ0(m(x)) относи-
тельно подгруппы Γ(m(x)).

Теорема 4. Пусть m(x) ∈ Fp[x]. Тогда матрицы AB для A ∈ M

и B ∈ B составляют фундаментальную область группы SL2(Fp[x]) по
подгруппе Γ(m(x)).

Работа выполнена при поддержке БРФФИ (договор № Ф25-012).
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ОБ АРИФМЕТИЧЕСКИХ ГРАФАХ И СВЯЗАННЫХ
С НИМИ КЛАССАХ КОНЕЧНЫХ ГРУПП

Рассматриваются только конечные группы. Одним из развивающих-
ся направлений современной теории групп и их классов является теория
графов групп, которая заключается в изучении строения группы по
свойствам сопоставленного с ней графа. Среди различных типов гра-
фов групп важное место занимают графы групп, вершинами которых
являются делители порядка группы. Все вышесказанное может быть
формализовано следующим образом.

Определение 1 [1, определения 1.1 и 1.2]. Функцию Γ : {группы} →
{графы} назовём графовой функцией. Графовую функцию Γ назо-
вём арифметической, а граф Γ(G) – арифметическим, если V (Γ(G)) –
подмножество множества делителей |G| для любой группы G и Γ(1) = ∅.

Примерами арифметических графов являются граф Хоукса, граф
Грюнберга – Кегеля, разрешимый граф, силовский граф,N -критический
граф. Одним из основным преимуществ таких графов является то, что
их можно распространить на классы групп.

Определение 2 [1, определение 3.1]. Пусть X – класс групп и Γ –
арифметическая графовая функция. Тогда графом Γ(X) класса групп X

будем называть
∪
G∈X Γ(G).

Имеется большое число приложений графа Грюнберга – Кегеля и
разрешимого графа для изучения строения простых и почти простых
групп. Арифметические графы групп и их классов применялись в тео-
рии классов групп для решения проблемы Т. Хоукса 1971 г. [2], решения
проблемы Л. А. Шеметкова 1995 г. [3], алгоритмического уточнения ре-
шения С. Ф. Каморникова проблемы 9.74 из Коуровской тетради [4],
для поиска нормальных холловых подгрупп [1; 5; 6], изучения класса σ-
нильпотентных групп [1; 6–8], оценки нильпотентной длины разрешимой
группы [9; 10], изучения факторизаций групп [1; 11] и др.

В обзоре Ф. Ж. Руссо [12] обсуждались связи между различными
графами групп. В частности, была поставлена задача о связи компо-
нент свзязности силовского графа и графа Грюнберга – Кегеля группы,
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которая была решена в [6]. Отметим, что связи между N -критическим
графом и графом Хоукса разрешимой группы были установлены в [13],
между разрешимым графом, N -критическим графом и графом Грюн-
берга – Кегеля группы – в [9]. Поэтому естественно возникает:

Проблема 1. Пусть Γ1 и Γ2 – арифметические графовые функ-
ции. В каждой группе G установить связи между свойствами (связность,
планарность, гамильтоновость и др.) и характеристиками (число ребер,
число компонент связности, и др.) графов Γ1(G) и Γ2(G).

В [11] показано, что для дисперсивных групп силовский граф, граф
Хоукса и N -критический граф совпадают.

Проблема 2. Пусть Γ1 и Γ2 – арифметические графовые функции.
Описать класс групп (G | Γ1(G) = Γ2(G)).

В работах Чэнь 1996 г. и Хаги 2003 г. начато изучение простых
групп, однозначно определяемых своим графом Грюнберга – Кегеля.
Напомним, что группа G называется распознаваемой по графу Грюн-
берга – Кегеля, если из равенства графов Грюнберга – Кегля групп G
и H всегда следует H ≃ G для любой группы H. С современным состо-
янием данной проблемы можно ознакомиться, например, в [14].

Определение 3 [1, определение 1.4]. Пусть Γ – графовая функция
и X – класс групп. Класс X назовём распознаваемым графовой функцией
Γ, если из G1 ∈ X и Γ(G1) = Γ(G2) всегда следует, что G2 ∈ X.

Формации, распознающиеся графом Хоукса и N -критическим
графом, описаны в [1]. Тем не менее, ещё полностью не решена:

Проблема 3 [1, проблема 1.5]. a) Пусть Γ – арифметическая графо-
вая функция. Описать все классы групп (формации, классы Фиттинга,
классы Шунка), которые распознаются графовой функцией Γ.

b) Пусть X – класс групп. Найти арифметические графовые функции
Γ, которые распознают X.

Работа выполнена при поддержке Белорусского Республиканского
Фонда Фундаментальных Исследований, проект № Ф26РНФ-101.
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О ПОЛУВНУТРЕННИХ СПУТНИКАХ
σ

Ω
-РАССЛОЕННЫХ ФОРМАЦИЙ КОНЕЧНЫХ ГРУПП

Рассматриваются только конечные группы. В теории классов конеч-
ных групп важную роль играют функциональные методы, с помощью
которых были построены локальные (В. Гашюц, 1963), композиционные
(Л. А. Шеметков, 1978), ω-локальные (А. Н. Скиба, Л. А. Шеметков,
1999), L-композиционные (А. Н. Скиба, Л. А. Шеметков, 1999) форма-
ции, где ω – непустое подмножество множества P всех простых чисел,
L – непустой подкласс класса I всех простых групп. Серии ω-веерных
и Ω-расслоенных формаций (В. А. Ведерников, 1999) включают
ω-локальные и L-композиционные (при Ω = L) формации соответ-
ственно. Важное место в современной алгебре занимает разработанная
А. Н. Скибой теория σ-свойств конечных групп [1], с помощью мето-
дов которой были построены σ-локальные (А. Н. Скиба, 2017), Бэра
σ-локальные (В. Г. Сафонов, И. Н. Сафонова, А. Н. Скиба, 2019),
ω̄-веерные (М. М. Сорокина, А. А. Горепекина, 2021) формации ко-
нечных групп, σ-локальные (В. Го, Ли Чжан, Н. Т. Воробьев, 2020),
ωσ-веерные и Ωζ-расслоенные (О. В. Камозина, 2020) классы Фиттинга
конечных групп, σ

Ω
-расслоенные классы Фиттинга мультиоператорных

T -групп (Е. Н. Бажанова, 2023). Развивая понятие Ω-расслоенной
формации конечных групп, в работе [2] были построены σ

Ω
-расслоенные

формации, где σ
Ω

– произвольное разбиение класса Ω. В теоре-
ме 1 установлено строение максимального полувнутреннего спутника
σ

Ω
-расслоенной формации.
Используемые обозначения и определения стандартны (см., напри-

мер, [3]). Класс групп F называется формацией (классом Фиттинга), если
F замкнут относительно гомоморфных образов и подпрямых произведе-
ний (относительно нормальных подгрупп и произведений нормальных
F-подгрупп). Для непустого класса Фиттинга F через GF обозначается
F-радикал группы G. Пусть G – класс всех конечных групп, I – класс
всех простых групп, A – класс всех абелевых групп; (X) – класс групп,
порожденный множеством групп X. Через K(G) обозначается класс
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всех групп, изоморфных композиционным факторам группы G; K(X) =
= ∪

G∈X
K(G). Пусть F1, F2 – классы групп. Произведением классов F1

и F2 называется класс групп F1F2 = (G ∈ G | существует N ▹ G, где
N ∈ F1 и G/N ∈ F2).

Следуя [4], для любого непустого подкласса ∆ класса I будем пола-
гать: G

∆
= (G ∈ G | K(G) ⊆ ∆); G

∆′ = (G ∈ G | K(G) ∩ ∆ = ∅);
O

∆
(G) – G

∆
-радикал группы G.

Пусть Ω – произвольный непустой подкласс класса I, σ
Ω

– произ-
вольное разбиение класса Ω, т. е. σ

Ω
= {Ωi | i ∈ I}, где Ωi – непустой

класс групп для любого i ∈ I, Ω = ∪
i∈I
Ωi и Ωi ∩ Ωj = ∅ для любых

i, j ∈ I, i ̸= j; σA
Ω
= {Ωi ∈ σ

Ω
| Ωi ⊆ A}. Для произвольной группы G

полагаем σ
Ω
(G) = {Ωi ∈ σ

Ω
| Ωi ∩K(G) ̸= ∅}. Функция вида

φ : σ
Ω
→ {непустые формации Фиттинга групп},

удовлетворяющая условию G
Ωi

′ ⊆ φ(Ωi) для любого Ωi ∈ σ
Ω
, называется

формационно-радикальной σ
Ω
-функцией или, коротко, σ

Ω
FR-функцией.

Функция вида

f : σ
Ω
∪ {σ

Ω

′} → {формации групп},

где f(σ
Ω

′) ̸= ∅, называется формационной σ
Ω
-функцией или, коротко,

σ
Ω
F -функцией.
Пусть φ и f – некоторые σ

Ω
FR-функция и σ

Ω
F -функция соответ-

ственно. Формация вида F = (G ∈ G | G/O
Ω
(G) ∈ f(σ

Ω

′) и G/Gφ(Ωi) ∈
f(Ωi) для любого Ωi ∈ σ

Ω
(G)) называется σ

Ω
-расслоенной формацией и

обозначается F = σ
Ω
F (f, φ). Функция f называется спутником, а функ-

ция φ – направлением σ
Ω
-расслоенной формации F [2]. Направление φ

σ
Ω
-расслоенной формации называется b

A
-направлением, если φ(Ωi) =

φ(Ωi)GΩi
для любого Ωi ∈ σA

Ω
; r-направлением, если φ(Ωi) = G

Ωi
′φ(Ωi)

для любого Ωi ∈ σ
Ω
.

Спутник f σ
Ω
-расслоенной формации F называется полувнутренним,

если из f(x) ̸= G следует, что f(x) ⊆ F, для всех x ∈ σ
Ω
∪ {σ

Ω

′}.
Максимальным полувнутренним спутником σ

Ω
-расслоенной формации

F называется максимальный элемент множества всех полувнутренних
спутников формации F.

Теорема 1. Пусть F — σ
Ω
-расслоенная формация с b

A
r-

направлением φ. Если f – максимальный полувнутренний спутник
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формации F, то f(σ
Ω

′) ∈ {F,G}, f(Ωi) ∈ {F,G} для любого Ωi ∈ σ
Ω
\σA

Ω

и f(Ωi) = G
Ωi
f(Ωi) для любого Ωi ∈ σA

Ω
.

В случае, когда σ
Ω

– такое разбиение класса Ω, что для любого
Ωi ∈ σ

Ω
имеет место равенство Ωi = (A) для некоторой группы A ∈ I, из

теоремы 1 вытекает известный результат для Ω-расслоенных формаций
[5, с. 47].
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О СВОЙСТВАХ ПОДГРУППОВОГО ФУНКТОРА CovFω

Рассматриваются только конечные группы. В рамках теории групп
интенсивно развивающимся направлением является теория подгруппо-
вых функторов. В монографии [1] изучаются различные подгрупповые
функторы, в частности, рассматривается подгрупповой функтор CovF,
выделяющий в группах все F-покрывающие подгруппы.

В [2] были введены в рассмотрение Fω-покрывающие подгруппы, где
ω – непустое множество простых чисел. Пусть F – произвольный класс
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групп. Подгруппа H группы G называется Fω-покрывающей подгруппой
группы G, если H ∈ F и из того, что H ≤ U ≤ G, V – нормальная ω-
подгруппа группы U и U/V ∈ F следует, что U = HV [2, c. 1231]. В
теоремах 1 и 2 установлены свойства подгруппового функтора CovFω ,
выделяющего в каждой группе все Fω-покрывающие подгруппы.

Через π(G) обозначается совокупность всех простых делителей
порядка группы G; G – класс всех конечных групп. Для непустой форма-
ции F через GF обозначается F-корадикал группы G; π(F) = ∪G∈Fπ(G).

Пусть X – класс групп. Отображение θ, ставящее в соответствие
каждой группе G ∈ X некоторую непустую совокупность θ(G) ее под-
групп, называется подгрупповым X-функтором, если (θ(G))φ = θ(Gφ)
для любого изоморфизма φ каждой группы G ∈ X. Подгрупповой
X-функтор θ называется включающим, если для любой группы G ∈ X

и любой ее подгруппы U ∈ X из H ∈ θ(G) и H ⊆ U следует,
что H ∈ θ(U); транзитивным – если для любой группы G ∈ X из
S ∈ θ(H) и H ∈ θ(G) ∩ X следует, что S ∈ θ(G) [1]. Подгрупповой
X-функтор θ назовем ω-полурегулярным, если из H ∈ θ(G) следует, что
HN/N ∈ θ(G/N), для любой группы G ∈ X и любой ее нормальной
ω-подгруппы N . Пусть F, X – классы групп, F ⊆ X и θ – подгруппо-
вой X-функтор. Подгрупповой F-функтор θ1, ставящий в соответствие
каждой группе G ∈ F совокупность θ1(G), удовлетворяющую условию
θ1(G) = θ(G), называется ограничением подгруппового X-функтора θ на
F и обозначается θ1 = θ|F [1].

Пусть F – произвольный непустой класс групп. Следуя [1], через
CovFω(G) обозначим совокупность всех Fω-покрывающих подгрупп груп-
пы G. Пусть X = {G ∈ G |CovFω(G) ̸= ∅}, θ – отображение,
сопоставляющее каждой группе G ∈ X множество CovFω(G). Тогда
нетрудно проверить, что θ является подгрупповым X-функтором, кото-
рый, следуя [1], обозначим через CovFω .

Теорема 1. Пусть ω – непустое множество простых чисел,
F – непустой класс групп, X = {G ∈ G | CovFω(G) ̸= ∅}. Тогда спра-
ведливы следующие утверждения:

1) Подгрупповой X-функтор CovFω является включающим.
2) Если F – гомоморф, то CovFω является ω-полурегулярным под-

групповым X-функтором.
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Теорема 2. Пусть ω – непустое множество простых чисел,
F – ω-локальная формация, X = {G ∈ G | CovFω(G) ̸= ∅} и X1 =
= X∩{G ∈ G | GF – π(F)-разрешимая ω-группа}, θ = CovFω и θ1 = θ|X1

.
Тогда θ1 является транзитивным подгрупповым X1-функтором.
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О ПРЯМЫХ РАЗЛОЖЕНИЯХ σω-ВЕЕРНЫХ
ФОРМАЦИЙ КОНЕЧНЫХ ГРУПП

Рассматриваются только конечные группы и классы конечных групп.
В теории формаций групп наиболее изученными являются локальные
и ω-локальные формации, где ω – непустое подмножество множества P
всех простых чисел [1; 2]. В работе [3] В. А. Ведерниковым была постро-
ена серия ω-веерных формаций, включающая ω-локальные формации в
качестве одного из видов. Начиная с 2013 года, А. Н. Скиба в серии ста-
тей (см., напр., [4]) разработал теорию σ-свойств конечных групп, где σ –
произвольное разбиение множества P. В дальнейшем, используя мето-
ды данной теории, он построил σ-локальные формации. По σ-концепции
А. Н. Скибы в [5] были определены σω-веерные формации, являющие-
ся обобщением ω-веерных формаций, где σω – произвольное разбиение
множества ω (в [5] вместо символа σω используется ω̄). В теореме 1 изу-
чаются свойства прямых разложений σω-веерных формаций.

Используемая терминология соответствует [1]. Через G обозначается
класс всех конечных групп; N – класс всех нильпотентных групп из G;
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E – класс единичных групп; F1F2 = {G ∈ G | существует N ▹ G, где
N ∈ F1, G/N ∈ F2} – произведение классов групп F1 и F2. Пусть π –
подмножество множества P, π′ = P\π, π(G) – совокупность всех простых
делителей порядка группы G. Тогда Fπ = {G ∈ F | π(G) ⊆ π}; Oπ(G) –
Gπ-радикал группы G.

В дальнейшем символ ω обозначает непустое подмножество множе-
ства P, σω = {ωi | i ∈ I} – произвольное разбиение множества ω.
Для любой группы G и любого непустого множества групп X полагаем
σω(G) = {ωi ∈ σω | ωi ∩ π(G) ̸= ∅}; σω(X) = ∪

X∈X
σω(X). Функция вида

γ : σω → { непустые формации Фиттинга групп }, удовлетворяющая
условию Gωi

′ ⊆ γ(ωi) для любого ωi ∈ σω, называется формационно-
радикальной σω-функцией или, коротко, σωFR-функцией; функция вида
f : σω ∪ {σω ′} → { формации групп }, где f(σω

′) ̸= ∅, называет-
ся обобщенной формационной σω-функцией, или, коротко, обобщенной
σωF -функцией (здесь символ σω ′ обозначает элемент произвольной при-
роды, не принадлежащий множеству σω). Формация групп вида

F = {G ∈ G | G/Oω(G) ∈ f(σω
′) и G/Gγ(ωi) ∈ f(ωi)

для любого ωi ∈ σω(G)}, где Gγ(ωi) – γ(ωi)-радикал группы G, на-
зывается σω-веерной формацией с направлением γ и σω-спутником f
и обозначается F = σωF (f, γ) [5]. Рассматривая в качестве γ различ-
ные σωFR-функции, получают различные виды σω-веерных формаций.
Согласно [3], σω-веерная формация с направлением γ называется:

• σω-полной, если γ = γ
0
, где γ

0
(ωi) = Gωi

′ для любого ωi ∈ σω;
• σω-специальной, если γ = γ

1
, где γ

1
(ωi) = Gωi

′Nωi
для любого

ωi ∈ σω;
• σω-локальной, если γ = γ

2
, где γ

2
(ωi) = Gωi

′Gωi
для любого

ωi ∈ σω [6].
Направление γ σω-веерной формации называется p-направлением,

если γ(ωi) = Gωi
′γ(ωi) для любого ωi ∈ σω. Очевидно, что

σωFR-функции γ
0
, γ

1
, γ

2
являются p-направлениями.

Пусть {Fi | i ∈ I} – совокупность классов групп, удовлетворя-
ющая условию Fi ∩ Fj = E для любых различных i, j ∈ I. Через
F = ⊕i∈IFi обозначается совокупность всех групп вида Ai1 × . . . × Ait,
где Ai1 ∈ Fi1, . . . , Ait ∈ Fit для некоторых i1, . . . , it ∈ I, и говорят, что
класс групп F прямо разложим на классы Fi (является прямым разложе-
нием классов Fi), i ∈ I [1, с. 171]. В теореме 1 установлены условия, при
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которых прямое разложение σω-веерных формаций является σω-веерной
формацией.

Теорема 1. Пусть Fi – σω-веерная формация с направлением γ и
внутренним σω-спутником fi, i ∈ I, F = ⊕i∈IFi, H = σωF (h, γ), где h –
обобщенная σωF -функция, имеющая следующее строение:

h(σ′ω) = F,
h(ωs) = ∅, если ωs ∈ σω \ (∪i∈Iσω(Fi)),
h(ωs) = fj(ωs), если ωs ∈ σω(Fj), для любого ωs ∈ ∪i∈Iσω(Fi).
Тогда F ⊆ H. Более того, если γ является p-направлением, удовле-

творяющим условию γ ≤ γ
2
, то F = H.

В качестве следствий из теоремы 1 получаем результаты для
σω-полных, σω-специальных, σω-локальных формаций.
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РОД АЛГЕБР С ДЕЛЕНИЕМ И АЛГЕБРАИЧЕСКИХ
ГРУПП

Пусть F – поле, Br(F ) – его группа Брауэра. Из конструкции Амицу-
ра общего поля разложения центральной простой алгебры следует, что
подгруппа в группе Брауэра, порожденная классом алгебры, однознач-
но определяется множеством полей разложения этой алгебры. Однако
если рассматривать только конечномерные поля разложения, то ситу-
ация перестает быть столь тривиальной. В последнее время активно
исследуется вариант этой проблемы, связанный с рассмотрением только
семейств максимальных подполей алгебр.

Определение 1. Род gen(D) конечномерной центральной алгебры
с делением D над полем F определяется как набор классов [D′] ∈ Br(F ),
где D′ – центральная F -алгебра с делением, имеющая такие же макси-
мальные подполя, что и алгебра D.

Различные варианты понятия рода центральных простых алгебр рас-
смотрены в [1] и [2]. Из теоремы Альберта – Брауэра – Хассе – Нётер
следует, что в случае числового поля F алгебра кватернионов над полем
F имеет тривиальный род (т. е. род состоит из одного элемента), а род
любой центральной F -алгебры с делением конечен. В [3] показано, что
существуют кватернионные алгебры с бесконечным родом. В [4] эти ре-
зультаты обобщены на случай алгебр с делением любой простой степени.
В [5] и [6] показано, что род алгебры с делением над конечно порожден-
ным полем является конечным. Похожим образом можно определить род
абсолютно почти простой алгебраической группы.

Определение 2. Пусть G – абсолютно почти простая алгебраи-
ческая группа над полем F . Род gen(G) группы G определяется как
множество классов F -изоморфности F -форм G′ группы G, имеющих те
же классы F -изоморфности максимальных F -торов, что и G.

Род абсолютно почти простой алгебраической группы является три-
виальным в некоторых специальных случаях и предполагается конеч-
ным, если F – конечно порожденное поле «хорошей» характеристики
(см. [7, §8]). Известно, что для центральной F -алгебры с делением D
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максимальные сепарабельные подполя алгебры D определяют макси-
мальные F -торы соответствующей алгебраической группы SL1,D. Таким
образом, результаты о бесконечности рода алгебр с делением можно
сформулировать в терминах родов подходящих алгебраических групп:
для всякого простого p существуют примеры внутренних форм типа
Ap−1, имеющих бесконечный род. Пример алгебраической группы типа
G2 с бесконечным родом получен в [8, Rem. 3.6(b)]. В [9] построен пример
такой алгебры с делением D степени 3 с унитарной инволюцией τ , что
специальная унитарная группа SU(D, τ) имеет бесконечный род.

Изучению рода центральных простых алгебр и рода алгебраических
групп посвящен ряд работ [10–14].

В [15] доказана конечность рода алгебр с делением над многими бес-
конечно порождёнными полями. Отметим, что семейство таких полей
замкнуто относительно конечно порождённых расширений.

Теорема 3. Пусть K – конечное расширение поля, являющегося
чисто трансцендентным расширением бесконечной степени транс-
цендентности некоторого подполя. Пусть также D – центральная
K-алгебра с делением. Тогда gen(D) состоит из таких классов Брауэ-
ра [D′], что [D] и [D′] порождают одну и ту же подгруппу в Br(K).

Пусть также G – простая алгебраическая группа типа G2 над K
и char(K) ̸= 2. Тогда gen(G) тривиален.

Научные исследования выполнены в рамках гранта Президента Рес-
публики Беларусь в сфере науки на 2026 г.
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КОНЕЧНЫЕ ГРУППЫ
С F (G)-ПОЛУПЕРЕСТАНОВОЧНЫМИ ПОДГРУППАМИ

Подгруппы A и B группыG называются перестановочными, если для
любых элементов a1 ∈ A и b1 ∈ B существуют a2 ∈ A и b2 ∈ B такие,
что a1b1 = b2a2. Истоки теории перестановочных подгрупп связаны со
многими классическими результатами середины XX в. О. Оре [1] ввел
важный класс квазинормальных подгрупп, т. е. подгрупп, перестановоч-
ных со всеми подгруппами группы, и доказал, что в конечной группе
любая квазинормальная подгруппа субнормальна. Н. Ито и Дж. Сеп [2]
дополнили данный результат, показав, что для каждой квазинормальной
подгруппы H конечной группы G фактор-группа H/HG нильпотентна.

Современный этап развития теории характеризуется переходом
к изучению условной перестановочности. Важный прорыв в этом на-
правлении осуществил А. Н. Скиба [3], предложивший концепцию
X-перестановочных подгрупп. Данная концепция позволяет анализи-
ровать случаи, когда классическая перестановочность нарушается, но
сохраняется при сопряжении элементами некоторого подмножества
X ⊆ G. Таким образом, подгруппа H называется X-перестановочной
с K, если существует элемент x ∈ X такой, что HKx = KxH.

Дальнейшим обобщением понятия X-перестановочных подгрупп ста-
ла концепцияX-полуперестановочных подгрупп [4]: подгруппа A группы
G называется X-полуперестановочной в G, если A обладает добавлени-
ем T в G (т. е. G = AT ) таким, что A X-перестановочна с каждой
подгруппой T1 из T . Множество всех таких добавлений T обозначается
через X(A). Таким образом, A является X-полуперестановочной тогда
и только тогда, когда X(A) ̸= ∅.

Особый интерес представляет случай, когда множество X совпадает
с подгруппой Фитинга F (G). В статье [4] В. Го, К. П. Шумом и А. Н. Ски-
бой в этом случае была получена новая версия классической теоремы
Шура – Цассенхауза и установлены признаки сверхразрешимости в тер-
минах F (G)-полуперестановочности максимальных подгрупп, холловых
подгрупп, максимальных из силовских подгрупп.
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В настоящей работе рассматривается случай, когда примарные цик-
лические подгруппы F (G)-полуперестановочны.

Подгруппа A называется 1-полуперстановочной в G, если существу-
ет подгруппа T такая, что G = AT и A перестановочна с каждой
подгруппой из T . Группы с 1-полуперестановочными подгруппами изу-
чались в [5].

Теорема 1. Если каждая примарная циклическая подгруппа из G
является 1-полуперестановочной в G, то G сверхразрешима.

Теорема 2. Пусть A и B – подгруппы группы G и G = AB. Ес-
ли каждая примарная циклическая подгруппа из A и из B является
1-полуперестановочной в G, то G сверхразрешима.

Разработанная в двух предыдущих теоремах методика позволила
получить сверхразрешимость группы, факторизуемой подгруппами A
и B взаимно простых порядков в терминах F (G)-полуперестановочно-
сти примарных циклических подгрупп из каждого сомножителя.

Теорема 3. Пусть A и B – подгруппы группы G и G = AB
такие, что (|A|, |B|) = 1. Если A и B сверхразрешимы и каж-
дая примарная циклическая подгруппа из A и из B является F (G)-
полуперестановочной в G, то G сверхразрешима.

Работа выполнена при финансовой поддержке БРФФИ-РНФ (грант
№ Ф26РНФ-101).
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КОНЕЧНЫЕ ГРУППЫ С ТРИВИАЛЬНЫМИ
nΦ-ПОДГРУППАМИ

Рассматриваются только конечные группы. Используемые обозначе-
ния и терминология соответствуют [1], [2]. Нетривиальная подгруппа –
это неединичная подгруппа, отличная от всей группы, а Φ(X) – под-
группа Фраттини группы X. Минимальным добавлением к подгруппе
H в группе G называется такая подгруппа K из G, что HK = G, но
HK1 ̸= G для любой собственной подгруппы K1 из K.

Если A – нормальная подгруппа группы G и B – минимальное
добавление к A в G, то A ∩B ≤ Φ(B), [1], лемма 3.21.

Определение. [3] Подгруппа H группы G называется nΦ-подгруп-
пой, если существует нормальная в G подгруппа K такая, что G = HK
и H ∩ K ≤ Φ(H). В этой ситуации подгруппу K называют nΦ-добав-
лением к подгруппе H в группе G.

В любой группе единичная подгруппа и вся группа будут nΦ-под-
группами: к единичной подгруппе nΦ-добавление – сама группа; ко всей
группе nΦ-добавление – единичная подгруппа.

Теорема. В конечной группе G нет нетривиальных nΦ-подгрупп
тогда и только тогда, когда G/Φ(G) – простая группа.

Следствие. В конечной разрешимой группе G нет нетривиальных
nΦ-подгрупп тогда и только тогда, когда G – циклическая примарная
группа.
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2017. – № 3 (32). – C. 66–68.

К содержанию
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УДК 512.542

А. А. ЮДОВ
Беларусь, Брест, БрГУ имени А. С. Пушкина

ГРУППЫ ЛИ ДВИЖЕНИЙ ПРОСТРАНСТВА 2R4

Четырехмерным псевдоевклидовым пространством нулевой сигнату-
ры (пространством 2R4) называется четырёхмерное аффинное простран-
ство A4 над векторным пространством V4, в котором задано скалярное
произведение векторов с помощью билинейной формы g, такой, что
соответствующая ей квадратичная форма φ является невырожденной
квадратичной формой нулевой сигнатуры. Движением пространства 2R4

называется такое аффинное преобразование, которое порождается ав-
томорфизмом векторного пространства V4, сохраняющим билинейную
форму g. Совокупность всех движений пространства 2R4 образует груп-
пу, которую обозначим G0.

Пусть B = {−→e1 , −→e2 , −→e3 , −→e4} – ортонормированный базис вектор-
ного пространства V4, в котором метрическая форма φ принимает вид:
ϕ
(−→
x1
)
=
(
x1
)2
+
(
x2
)2−(x3)2−(x4)2, где −→x = x1−→e1 +x2−→e2 +x3−→e3 +x4−→e4 .

Рассмотрим автоморфизм ψ векторного пространства V4, сохраняющий
билинейную форму g. В базисе B автоморфизм ψ будет выражаться
формулами

x′ = aij x
j, i, j = 1, 2, 3, 4. (1)

Обозначив через [x] столбец


x1

x2

x3

x4

 и через A матрицу

 a1
1 . . . an

1

. . . . . . . . . . . .

a1
n . . . an

n

, формулы (1) перепишем в виде:

[x′] = A [x] (2)

Используя эти же обозначения, значение формы g на векторах
−→x = xi−→ei , −→y = yi−→ei можно записать в виде

g(−→x , −→y ) =t [x] · ε4,2 · [y], (3)
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где ε4,2 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 и t [ ] – транспонирование.

Условие: g (−→x , −→y ) = g(ψ (−→x ) , ψ (−→y )) инвариантности формы g
при автоморфизме ψ эквивалентно условию:

tA · ε4,2 A = ε4,2. (4)

Пусть B′ = {0, −→e1 , −→e2 , −→e3 , −→e4} – репер пространства 2R4, соответству-
ющий ортонормированному базису B пространства V4. Всякое движение
f пространства 2R4, соответствующее автоморфизму ψ векторного про-
странства V4 в репере B′ можно записать формулами:

xi
′
= aij x

j + αi, i, j = 1, 2, 3, 4 (5)

или в матричной форме

[x′] = A [x] + [α], (6)

где [α] =


α1

α2

α3

α4

.

Таким образом, движение пространства 2R4 есть аффинное пре-
образование, которое в ортонормированном репере B′ определяется
формулами (5), (6), причём матрица A удовлетворяет условию (4). Мож-
но доказать, что множество матриц, удовлетворяющих условию (4),
образует группу – псевдоортогональную группу четвертого порядка ин-
декса два. Точку M (x1, x2, x3, x4) пространства 2R4 будем задавать
с помощью строки (1, x1, x2, x3, x4) ≡ (1, x). Тогда формулу (6)
перепишем в виде:

(1, x′) = (1, x)


1 α1 α2 α3 α4

0
0
0 tA
0

 . (7)

Матрица B = tA удовлетворяет условию (4).
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Пусть α = α1, α2, α3, α4 , O =


0
0
0
0

. Тогда (7) запишем в виде:

(1, x′) = (1, x)

(
1 α
0 B

)
. (8)

Таким образом, каждому движению f пространства 2R4 в ортонор-
мированном репите B′ сопоставляется с помощью формулы (8) матрица

пятого порядка вида
(

1 α

0 B

)
. Множество матриц такого вида образует

группу, и указанное соответствие является изоморфизмом групп. Таким
образом, группу G0 можно отождествлять с группой матриц пятого по-

рядка вида
(

1 α

0 B

)
, где B удовлетворяет условию (4). Формула (6)

показывает, что группа G0 действует справа в пространстве 2R4 по пра-
вилу:

β :2 R4 ·G0 →2R4 :
{
(1, x)

(
1 α
0 B

)}
→ (1, x)

(
1 α
0 B

)
. (9)

Вектор −→x (x1, x2, x3, x4) пространства V4 будем задавать с помощью
строки (0, x1, x2, x3, x4) ≡ (0, x). Тогда формулу (2) перепишем в виде:

(0, x′) = (0, x)

(
1 α
0 tA

)
. (10)

Таким образом, группа G0 действует в пространстве V4 справа по пра-
вилу:

γ : V4 ·G0 → V4 :
{
(0, x)

(
1 α
0 B

)}
→ (0, x)

(
1 α
0 B

)
. (11)

Совокупность элементов группы G0 вида
(

1 α
0 E

)
, где Е – единичная

матрица, образует инвариантную подгруппу T4 группы G0, а сово-

купность элементов вида
(

1 0
0 B

)
– псевдоортогональную подгруппу

группы G0, обозначаемую O (4, 2). Группа G0 является группой Ли,
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полупрямым произведением инвариантной подгруппы T4 и псевдоорто-
гональной подгруппы: G0 = T4 ∗O (4, 2).

В дальнейшем группа Ли движений пространства 2R4 используется
для исследования подмногообразий соответствующих однородных про-
странств.

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства об-
разования Республика Беларусь в рамках выполнения НИР «Конеч-
ные группы с заданными ограничениями на канонические подгруппы»
(ГПНИ «Конвергенция-2030» на 2026–2030 гг.).

К содержанию

УДК 512.54

V. V. BENIASH-KRYVETS
Belarus, Minsk, BSU

ON THE REPRESENTATION VARIETY
OF TWO-DIMENSIONAL REPRESENTATIONS
OF SOME GROUPS WITH ONE RELATION

Let G = ⟨g1, . . . , gm⟩ be a finitely generated group and K be an
algebraically closed field of characteristic zero. For any homomorphism
ρ : G→ GLn(K) the set of elements

(ρ(g1), . . . , ρ(gm)) ∈ GLn(K)m

satisfies evidently all the relations of G and thus the correspondence

ρ→ (ρ(g1), . . . , ρ(gm))

gives a bijection between points of the set Hom(G,GLn(K)) and K-points
of some affine K-variety Rn(G) ⊂ GLn(K)m. The variety Rn(G) is usually
called the variety of n-dimensional representations of G [1].

The study of geometric invariants of Rn(G) like the dimension or the
number of irreducible components is of interest in combinatorial group theory
[2]. The representation varieties have also many applications in 3-dimensional
geometry and topology [3].
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We consider the group G = ⟨x, y, z1, . . . , zm | [x, y] = W (z1, . . . , zm)⟩,
where W (z1, . . . , zm) do not belong to the commutant of the free group
F (z1, . . . , zm) with generators z1, . . . , zm. This means that in the qoutient
group F/F ′ the word W has the form W = zk11 . . . zkmm , where not all of ki
are equal to zero. We will give a description of R2(G).

Let d = GCD(k1, . . . , km) and H = {(A1, . . . , Am) ∈ GL2(K)m |
W (A1, . . . , Am) = E2}. H is an affine variety. Let s be the number of
irreducible components of H having dimension at least 4m−2. The following
theorem holds.

Theorem. The number of irreducible components of R2(G) is equal to
d+ s.

Corollary 1. Let G = ⟨x, y, z | [x, y] = zt⟩, where t ≥ 2. Then the
number of irreducible components of R2(G) is equal to t(t+1)

2 .
Corollary 2. Let r, t ∈ N, (r, t) = 1, and

G = ⟨x, y, z1, z2 | [x, y] = zr1z
t
2⟩.

Then R2(G) is an irreducible variety.

REFERENCES
1. Lubotzky, A. Varieties of representations of finitely generated groups /

A. Lubotzky, A. R. Magid // Memoirs AMS. – 1985. – Vol. 58. – P. 1–116.
2. Liriano, S. Algebraic geometric invariants for a class of one-relator

groups / S. Liriano // Journal of Pure and Applied Algebra. – 1998. –
Vol. 132, No. 1. – P. 105–118.

3. Hilden, H. M. On the character variety of tunnel number 1 knots /
H. M. Hilden, M. T. Lozano, J. M. Montesinos-Amilibia // Journal of the
London Mathematical Society. Second Series. – 2000. – Vol. 62, No. 3. –
P. 938–950.

К содержанию
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СЕКЦИЯ 2
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ, ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ

УРАВНЕНИЯ И ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ

УДК 517.962

А. Б. АНТОНЕВИЧ1, О. А. АРХИПЕНКО2

1Беларусь, Минск, Институт математики НАН Беларуси, БГУ
2Беларусь, Минск, БГУ

АППРОКСИМАЦИЯ УСТОЙЧИВЫХ
ПОДПРОСТРАНСТВ ДЛЯ РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ
С ПЕРЕМЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Рассматривается система разностных уравнений

Akuk+1 − λuk = vk, k ∈ N, (1)

где (uk), (vk) ∈ ℓ2(N,Cm), uk, vk ∈ Cm,

ℓ2(N,Cm) = {(xk) :
∞∑
k=1

∥xk∥2 <∞},

Ak ∈ Cm×m – невырожденные матрицы, стремящиеся к постоянной невы-
рожденной матрице A∞ при k → +∞, λ ∈ C – комплексный параметр.

Пусть E∞(λ) ⊂ Cm – устойчивое подпространство предельной
матрицы A∞, натянутое на собственные и присоединённые векторы, от-
вечающие собственным значениям λj с |λj| > |λ|.

Теорема 1. Пусть |λ| ̸= |λj| для всех собственных значений λj
матрицы A∞, тогда существует подпространство E(λ, 1) ⊂ Cm та-
кое, что при любых (vk) ∈ ℓ2(N,Cm) и любом ξ ∈ E(λ, 1) существует,
притом единственное решение системы (1), удовлетворяющее началь-
ному условию u1 = ξ.

В случае постоянных коэффициентов это E(λ, 1) есть устойчивое
подпространство предельной матрицы A∞ – пространство E∞(λ).

В случае переменных коэффициентов подпространства при различ-
ных k связаны между собой соотношением

E(λ, k) = λ−1AkE(λ, k + 1). (2)
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При этом подпространство допустимых начальных значений E(λ, 1),
обеспечивающее корректность задачи (1), не совпадает с E∞(λ) и не
имеет явного описания. В работе представлен способ его приближённого
построения.

Для каждого N ∈ N введём усечённую систему с матрицами

Ã
(N)
k =

{
Ak, k < N,

A∞, k > N.
(3)

При k > N коэффициенты постоянны, поэтому соответствующее
устойчивое подпространство E(N)(λ, k) совпадает с предельным E∞(λ).
В силу соотношения связи подпространств (2), приближение для k = 1
задаётся в явном виде:

E(N)(λ, 1) = λ−(N−1)
(
A1A2 · · ·AN−1

)
E∞(λ). (4)

Использование базисов для описания сходимости подпространств
является некорректным. При последовательном умножении на мат-
рицы Ak базисные векторы испытывают неравномерное растяжение,
вследствие чего их направления асимптотически выравниваются вдоль
собственного вектора, отвечающего доминирующему по модулю соб-
ственному значению матрицы A∞. Кроме того, при многократном умно-
жении на матрицы Ak число обусловленности произведения AN−1 · · ·A1

возрастает, что приводит к накоплению ошибок округления и численной
потере линейной независимости базисных векторов.

Тем самым сходимость базисов не отражает сходимость самих под-
пространств. Для корректного описания предельного перехода необ-
ходимо использовать инвариантные характеристики подпространств,
например ортогональные проекторы.

Множество d-мерных векторных подпространств в заданном
пространстве Cm называется многообразием Грассмана и обознача-
ется Gr(d,m). На этом множестве можно определить метрику

ρ(E,F ) = ∥PE − PF∥,

где PE, PF – ортогональные проекторы на соответствующие подпро-
странства. Наличие метрики позволяет рассматривать сходимость
подпространств.
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Примеры показывают, что при условии, что Ak сходятся к A∞ при
k → +∞, последовательность подпространств E(N)(λ, 1) может не иметь
предела при N → +∞. Однако если Ak → A∞ достаточно быстро, то
имеет место сходимость подпространств.

Теорема 2. Если ∥Ak − A∞∥ 6 C
k2 , то существует предел подпро-

странств E(N)(λ, 1) при N → ∞ в смысле метрики Грассмана. Этот
предел и есть искомое подпространство E(λ, 1).

К содержанию

УДК 517.954

А. И. БАСИК1, Е. В. ГРИЦУК2

1Беларусь, Брест, БрГУ имени А. С. Пушкина
2Беларусь, Брест, БрГТУ

ОБ УСЛОВИИ Я. Б. ЛОПАТИНСКОГО
ДЛЯ ОДНОЙ ЗАДАЧИ С НАКЛОННОЙ ПРОИЗВОД-

НОЙ

Рассмотрим на плоскости систему двух дифференциальных уравне-
ний с частными производными второго порядка

2
∂2u1
∂x21

+ 2
∂2u1
∂x1∂x2

+
∂2u2
∂x21

− 2
∂2u2
∂x1∂x2

− ∂2u2
∂x22

= 0,

−∂
2u1
∂x21

+ 2
∂2u1
∂x1∂x2

+
∂2u1
∂x22

+ 2
∂2u2
∂x1∂x2

− 2
∂2u2
∂x22

= 0,

(1)

где u1 = u1(x1, x2), u2 = u2(x1, x2) – искомые функции двух переменных
x1 и x2. В статье [1] доказано, что:

– система (1) является эллиптической;
– каждая компонента произвольного дважды непрерывно диффе-

ренцируемого решения системы (1) удовлетворяет бигармоническому
уравнению на плоскости;

– система (1) гомотопна системе А. В. Бицадзе [2].
В ограниченной односвязной области Ω с достаточно гладкой гра-

ницей ∂Ω рассмотрим задачу с наклонной производной нахождения
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решения системы (1) класса C2,α(Ω) ∩ C1,α(Ω), удовлетворяющего гра-
ничному условию

∂u1
∂l

∣∣∣∣
∂Ω

= f1,
∂u2
∂ν

∣∣∣∣
∂Ω

= f2. (2)

В формуле (2): ν – единичное поле внутренних нормалей на ∂Ω; l –
единичное поле на ∂Ω, составляющее с нормалью ν ориентированный
угол 45◦ в каждой точке ∂Ω; f1, f2 : ∂Ω → R – заданные непрерывные
по Гельдеру функции.

В статье [1] доказывается нарушение условия Я. Б. Лопатинского
регуляризуемости задачи (1), (2). Здесь мы приведем другое доказатель-
ство этого утверждения.

Рассмотрим точку ỹ границы ∂Ω, в которой внутренняя нормаль
сонаправлена с осью Ox2. Не ограничивая общности, можно считать, что
эта точка совпадает с началом координат. Задаче (1), (2) соответствует
так называемая предельная в точке ỹ задача [3] для исходной системы
(1) в полуплоскости x2 > 0 и граничного условия (2), заданного на пря-
мой x2 = 0 (по терминологии И. М. Гельфанда [3], мы рассматриваем
краевую задачу под микроскопом в окрестности точки ỹ со все бóльшим
и бóльшим увеличением). Сделав в предельной задаче преобразование
Фурье по переменной x1, получим задачу

−2ξ21û1 + 2iξ1
∂û1
∂x2

− ξ21û2 − 2iξ1
∂û2
∂x2

− ∂2û2
∂x22

= 0,

ξ21û1 + 2iξ1
∂û1
∂x2

+
∂2û1
∂x22

+ 2iξ1
∂û2
∂x2

− 2
∂2û2
∂x22

= 0,
(x2 > 0), (3)

(
iξ1û1 +

∂û1
∂x2

)∣∣∣∣
x2=0

= h1,
∂û2
∂x2

∣∣∣∣
x2=0

= h2. (4)

Эквивалентная формулировка условия регуляризуемости краевой
задачи (1), (2) в точке ỹ состоит в том, что при каждом ξ1 ̸= 0 в про-
странстве решений M+ системы уравнений (3), стремящихся к нулю при
x2 → +∞, задача (3), (4) однозначно разрешима [3; 4].

При ξ1 = 1 однородная задача (3), (4) имеет в M+ бесконечное
множество решений

û1(x2) = C(1 + (1− i)x2)e
−x2, û2(x2) = −C(1 + i)(1 + x2)e

−x2,

где C – произвольное комплексное число. Таким образом, задача (3), (4)
не является однозначно разрешимой при всех ξ1.
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Успехи математических наук. – 1948. – Т. 3, вып. 6(28). – С. 211–212.

3. Гельфанд, И. М. Об эллиптических уравнениях / И. М. Гель-
фанд // Успехи математических наук. – 1960. – Т. 15, вып. 3. – С. 121–132.

4. Агранович, М. С. Общие краевые задачи для эллиптических си-
стем в многомерной области / М. С. Агранович, А. С. Дынин // Доклады
АН СССР. – 1962. – Т. 146, № 3. – С. 511–514.
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О СИСТЕМАХ ДВУХ УРАВНЕНИЙ
БИГАРМОНИЧЕСКОГО ТИПА НА ПЛОСКОСТИ

Рассмотрим в пространстве Rn (n > 2) систему p дифференциальных
уравнений с частными производными первого порядка вида

n∑
j=1

Aj
∂U

∂xj
= 0, (1)

где Aj (j = 1, 2, . . . , n) – действительные постоянные p × p матрицы,
U(x) = (u1(x), . . . , up(x))

T – искомая p-компонентная вектор-функция,
T означает транспонирование, x ∈ Rn.

Будем говорить, что система (1) относится к бигармоническому типу,
если каждая компонента uk(x) (k = 1, . . . , p) произвольного непрерывно
дифференцируемого ее решения U(x) удовлетворяет бигармоническому
уравнению ∆2u = 0 в Rn, где ∆ = ∂2

∂x21
+ . . .+ ∂2

∂x2n
– оператор Лапласа.



76

Имеет место следующая теорема.
Теорема 1. Каждая система (1) бигармонического типа является

эллиптической.
Непосредственным следствием теоремы 1 является невырожденность

всех матричных коэффициентов системы (1) и бесконечная дифферен-
цируемость произвольного ее решения.

Поскольку каждая гармоническая функция в Rn является бигармо-
нической в Rn, то каждый многомерный аналог системы Коши – Римана
[1] является системой бигармонического типа. Возникает вопрос о суще-
ствовании систем бигармонического типа, отличных от аналогов системы
Коши – Римана. Примеры таких систем в трех- и четырехмерном
пространствах приведены в работах [2] и [3] соответственно. В двумерном
случае (на плоскости) ответ оказывается отрицательным.

Теорема 2. Каждая система (1) двух дифференциальных уравне-
ний на плоскости бигармонического типа является аналогом системы
Коши – Римана.

Для доказательства устанавливается выполнение матричного соотно-
шения (1.4) статьи [1], необходимого и достаточного для принадлежности
системы (1) к требуемому классу.
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системы четырех уравнений бигармонического типа в R3 / А. И. Басик,
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О ЗАДАЧЕ ДИРИХЛЕ ДЛЯ ОДНОЙ СИСТЕМЫ
БИГАРМОНИЧЕСКОГО ТИПА

Рассмотрим систему четырех дифференциальных уравнений первого
порядка с четырьмя переменными

4∑
j=1

Aj
∂U

∂xj
= 0, (1)

характеристическая матрица которой имеет вид

A(ξ) =


ξ1 ξ4 ξ3 + ξ4 ξ2

ξ3 − ξ4 ξ1 − ξ2 −2ξ2 2ξ4
−ξ3 ξ2 ξ1 + ξ2 ξ3 − ξ4
−ξ2 −ξ3 −ξ3 + ξ4 ξ1

 .

Отметим, что система (1) не принадлежит классу четырехмер-
ных аналогов системы Коши – Римана [1], однако является системой
бигармонического типа в R4 (т. е. каждая компонента ее произвольно-
го непрерывно дифференцируемого решения удовлетворяет уравнению
∆2u = 0, где ∆ – оператор Лапласа в R4) [2]. Пример системы бигармо-
нического типа в R3 приведен в статье [3].

Пусть Ω ⊂ R4 ограниченная область, границей которой является
гладкая поверхность Ляпунова ∂Ω. В настоящей работе под задачей
Дирихле для системы (1) будем понимать задачу отыскания непрерывно
дифференцируемого решения этой системы в области Ω и непрерывного
по Гельдеру в замыкании Ω, удовлетворяющего граничным условиям

u1|∂Ω = f1(x), u4|∂Ω = f2(x) (x ∈ ∂Ω), (2)

где f1, f2 : ∂Ω 7→ R – заданные непрерывные по Гельдеру функции.
Теорема 1. Задача (1), (2) не является регуляризуемой.
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Доказательство. Пусть γ – простой замкнутый контур, лежащий
в верхней λ-полуплоскости и охватывающий находящиеся там λ-корни
уравнения

detA(λν(y) + τ) = 0.

где ν(y) – внутренняя нормаль к ∂Ω в точке y ∈ ∂Ω, τ – ненулевой
касательный вектор к ∂Ω в точке y.

Матрица Я. Б. Лопатинского L краевой задачи (1), (2) в той точке
границы, в которой внутренняя нормаль есть вектор ν = (1, 0, 0, 0), на
векторе τ = (0, 1, 0, 0) имеет вид

L =

∫
γ

1

1 + λ2

(
λ 0 0 −1
1 0 0 λ

)
dλ =

(
iπ 0 0 −π
π 0 0 iπ

)
.

Нетрудно заметить, что все миноры второго порядка матрицы L

равны нулю. Таким образом, в рассматриваемой точке границы ∂Ω на-
рушается условие Я. Б. Лопатинского, и следовательно, задача (1), (2)
не является регуляризуемой [4]. Теорема доказана.

Доказанная теорема означает [4], что оператор, отвечающий задаче
(1), (2), не является нетеровским в определенных банаховых простран-
ствах, т. е. имеет либо незамкнутое множество значений, либо бесконеч-
номерное ядро или коядро.
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О НЕКОТОРЫХ ПОРЯДКОВЫХ СООТНОШЕНИЯХ
И ОЦЕНКАХ ПРИБЛИЖЕНИЯ ФУНКЦИЙ
В КЛАССЕ C(R)

Пусть C(R) = C – пространство всех ограниченных равномерно
непрерывных на числовой прямой функций f(x) с нормой

∥f∥C = sup
x∈R

|f(x)|. (1)

Для функций f ∈ C построим интегральные аналоги нормальных
средних Зигмунда

Z(ν)
σ (f ; x) =

1

π

σ∫
0

(
1−

(u
σ

)ν)
du

+∞∫
−∞

f(t) cos u(t− x) dt. (2)

В работе [1] для функций f(x) из пространства Lp(R) (p > 1) уста-
новлены порядковые соотношения через нормы

∥f(x)− Z(ν)
σ (f ;x)∥Lp

и модули гладкости порядка ν.
Обозначим через Bσ множество всех целых функций hσ(z) экспонен-

циального типа с показателем, не превышающим σ, для которых

∥hσ∥C = sup
x∈R

|hσ(x)| < +∞.

В нашей работе обобщаются указанные в [1] результаты для функций
пространства C(R). Непосредственно проверяются следующие утверж-
дения.

Лемма 1. Для любой f ∈ C выполняется оценка

∥f(x)− Z(ν)
σ (f ; x)∥C 6 D2ρω2ρ(f ; σ

−1)C , (3)

где
ων(f ; t)C = sup

|h|6t
∥∆ν

hf(x)∥C – (4)
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модуль гладкости порядка ν, а

∆ν
hf(x) =

ν∑
j=0

(−1)ν−jCj
νf(x+ jh) – (5)

конечные разности, ρ – любое фиксированное натуральное число.
Лемма 2. Если hσ(x) ∈ Bσ, то справедливо неравенство

∥h(ν)σ (x)∥C > Mν

δν
ων(hσ; σ

−1)C , (6)

где 0 < δ < σ−1, Mν – постоянная.
На основании лемм 1, 2 и работ [2; 3] справедливы следующие

теоремы.
Теорема 3. Для любой функции f ∈ C справедливо порядковое

соотношение

∥f(x)− Z(2ρ)
σ (f ;x)∥C ≍ ω2ρ(f ;σ

−1)C . (7)

Теорема 4. Если функция f ∈ C и ее преобразование Фурье f̃ ∈ C,
то справедливо неравенство

∥f(x)− Z(2ρ+1)
σ (f ; x)∥C 6 C2ρ+1

[
ω2ρ+2(f ;σ

−1)C + σω2ρ+2(f̃ ;σ
−1)C

]
. (8)
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ЯВЛЕНИЕ РЕЗОНАНСА ДЛЯ СИСТЕМ ИЗ ТРЕХ
УРАВНЕНИЙ С ДЕЛЬТА-ОБРАЗНЫМИ
КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Рассмотрим уравнения вида

L0u = −∆u+ A(ε)δu = f, (1)

где δ есть δ-функция Дирака. Были построены аппроксимации рассмат-
риваемого выражения операторами конечного ранга; найдены резольвен-
ты аппроксимирующего семейства системы из трех уравнений (1), где
коэффициент A(ε) является матрицей специального вида, которая пред-
ставляет интерес тем, что первая компонента влияет на третью, третья
на первую, а вторая влияет только сама на себя.

A(ε) =

 0 a12(ε) 0
0 0 a23(ε)

a13(ε) 0 0

 .
Целью работы является выявление случаев резонанса для систем

уравнений вида (1).
Семейство операторов

Lεu = −∆u+ A(ε)

∫
u(y)φε(y)dyφε(x)

задает аппроксимацию формального выражения −∆u+ A(ε)δu.
При фиксированном ε > 0 для данных аппроксимаций найдены такие

решения непосредственно, т. е. построена резольвента (Lε − λ)−1 f = u.
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Теорема 1. Резольвента (Lε − λ)−1 аппроксимирующего семейства
Lε(u) записывается в виде

(Lε − λ)−1 f = R0(λ)f − (S(ε, λ) · F ) · (R0(λ)φε) (x),

где

R0(λ)f =

R0(λ)f1
R0(λ)f2
R0(λ)f3

 , F =

f̃1f̃2
f̃3

 , f̃1 = ∫ (R0(λ)f1) (y)φε(y)dy,

f̃2 =

∫
(R0(λ)f2) (y)φε(y)dy, f̃3 =

∫
(R0(λ)f3) (y)φε(y)dy

и S(ε, λ) есть матрица вида

S(ε, λ) =
1

b3(ε, λ) + 1
a12(ε)a23(ε)a31(ε)


b2(ε, λ) 1

a23(ε)a31(ε)
− b(ε,λ)
a31(ε)

− b(ε,λ)
a12(ε)

b2(ε, λ) 1
a12(ε)a31(ε)

1
a23(ε)a31(ε)

− b(ε,λ)
a23(ε)

b2(ε, λ)

 .
b(ε, λ) =

∫
(R0(λ)φε) (y)φε(y)dy.

Резольвента определена, если: λ /∈ R+ и b3(ε, λ) + 1
a12(ε)a23(ε)a31(ε)

̸= 0.
Основной задачей является исследование поведения построенных

резольвент при ε→ 0.
Пусть (

u10, u
2
0, u

3
0

)
= (Eλ ∗ f1, Eλ ∗ f2, Eλ ∗ f3) .

Тогда
f̃1(ε) → u20(0), f̃2(ε) → u30(0), f̃3(ε) → u10(0).

Кроме того известно, что Eλ(ε) = Eλ∗φε → Eλ причем сходимость имеет
место не только в смысле обобщенных функций, но и в L2(R

3).
Из существования указанных пределов получаем, что задача сводит-

ся к исследованию поведения семейства матриц S(ε, λ), в первую очередь
нахождении

lim
ε→0

S(ε, λ) := D(λ). (2)
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Таким образом, задача сводится к нахождению предела семейства
матриц

S(ε, λ) =
[
[A(ε)]−1 +B(ε, λ)

]−1
.

Это семейство разлагается в ряд по степеням ε в частности в трехмерном
случае имеет место разложение [3]

b(ε, λ) =M−1
1

ε
− µ

4π
+

∞∑
k=1

Mkµ
k+1εk,

где

Mk(ε, λ) =
1

4π

∫ (∫
φ(y)φ(x− y)dy

)
||x||dx.

Задача заключается в том, чтобы выяснить, для каких коэффициен-
тов a(ε) существует ненулевой предел (2).

Обратные величины к коэффициентам a12(ε), a23(ε) и a31(ε) допуска-
ют разложения

1

a12(ε)
= k1−2

1

ε2
+ k1−1

1

ε
+ k10 + o(1),

1

a23(ε)
= k2−2

1

ε2
+ k2−1

1

ε
+ k20 + o(1),

1

a31(ε)
= k3−2

1

ε2
+ k3−1

1

ε
+ k30 + o(1).

Наиболее содержательные результаты имеют место именно для коэффи-
циентов такого вида.

В общем случае разложение членов матрицы начинается с 1
ε4 , а зна-

менателя – 1
ε6 . Предел (2) в этом случае равен нулю. Для того, чтобы

существовал ненулевой предел, коэффициенты при 1
ε6 и 1

ε5 в разложе-
нии знаменателя должны быть равны нулю, т. е. должны выполняться
равенства

k1−2k
2
−2k

3
−2 = 0,

k1−2k
2
−2k

3
−1 + k1−2k

2
−1k

3
−2 + k1−1k

2
−2k

3
−2 = 0.

Решая полученную систему получаются условия резонанса, при ко-
торых существует конечный ненулевой предел (2).
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№ 1. – С. 111–117.
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ПОСТРОЕНИЕ ОБОБЩЕННЫХ РЕШЕНИЙ
ТРЕТЬЕГО УРАВНЕНИЯ ИЕРАРХИИ РИККАТИ
В СЛУЧАЕ БЕСКОНЕЧНО УДАЛЕННОГО ПОЛЮСА

В работе [1] была построена иерархия уравнений со свойством Пен-
леве, порожденная уравнением Риккати

w′(z) + γw2(z) = 0, z ∈ C, γ ∈ R\{0}.

Рассмотрим третье уравнение из иерархии Риккати

w′′′ + γ3w4 + 6γ2w2w′ + 4γww′′ + 3γw′2 = 0 (1)

и такое же уравнение на вещественной прямой

u′′′(x) + γ3u4(x) + 6γ2u2(x)u′(x) + 4γu(x)u′′(x) + 3γu′2(x) = 0. (2)

Согласно [2], уравнению (1) удовлетворяет функция вида

w(z) =
1

γ(z − a)
+

k1
1 + γk1(z − a)

+
k2

1 + γk2(z − a)
,

где k1 = 1
2h1 + 1

2

√
−h21 − 2

γh2, k2 = 1
2h1 − 1

2

√
−h21 − 2

γh2, a, h1, h2 –
произвольные параметры, а знаком √ обозначена одна из ветвей мно-
гозначной аналитической функции.
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Аналитическая функция w(z) задает по условию Коши однозначно
определенную на всей прямой функцию, которую будем называть фор-
мальным решением задачи Коши.

Далее рассмотрим уравнение (2) и задачу Коши для этого уравне-
ния с начальными условиями u(x0) = C1, u

′(x0) = C2, u
′′(x0) = C3, где

C1, C2, C3 ∈ R. Зафиксируем формальное решение u(x), удовлетворя-
ющее указанным начальным условиям и имеющее полюсы в точках a,

b = a− 1
γk1

и c = a− 1
γk2

на прямой.
Пусть C1(ε), C2(ε), C3(ε) ∈ C, C1(ε) → C1, C2(ε) → C2, C3(ε) → C3

при ε→ 0 и C1(ε), C2(ε), C3(ε) таковы, что решения wε(x) задачи Коши
для уравнения (1) с условиями wε(x0) = C1(ε), w′

ε(x0) = C2(ε), w
′′
ε (x0) =

= C3(ε) не имеют особенностей на вещественной оси.
Определение. Распределение W будем называть обобщенным ре-

шением задачи Коши для уравнения (2) с условиями u(x0) = C1,

u′(x0) = C2, u′′(x0) = C3 при заданном способе аппроксимации началь-
ных условий, если wε(x) сходятся при ε→ 0 к W в смысле сходимости в
пространстве обобщенных функций.

Наличие трех различных полюсов дает восемь комбинаций их рас-
положения относительно вещественной оси, каждой из которых соот-
ветствует свое обобщенное решение задачи Коши [2]. При некоторых
начальных условиях число обобщенных решений сокращается. Напри-
мер, при C2 = −γ

2C
2
1 и C3 = γ2

2 C
3
1 (что соответствует c = ∞ и a = b)

уравнение (2) имеет только три обобщенных решения.
Теорема. Если C2 = −γ

2C
2
1 и C3 =

γ2

2 C
3
1 , то обобщенными решени-

ями задачи Коши являются распределения

W± =
2

γ
P

(
1

x− a

)
± iπ

2

γ
δa, W =

2

γ
P

(
1

x− a

)
,

где
a = x0 −

2

γC1
, ⟨δτ , φ⟩ = φ(τ),

а P
(
1
x

)
– обобщенная функция, заданная выражением⟨

P

(
1

x

)
, φ

⟩
=

∫
1

x
φ(x)dx,

в котором интеграл понимается в смысле главного значения по Коши.
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ВЕЕРНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ
ПРОСТРАНСТВ МАКСИМАЛЬНЫХ ИДЕАЛОВ
КОММУТАТИВНЫХ БАНАХОВЫХ АЛГЕБР

Известно, что спектр (пространство максимальных идеалов) комму-
тативной унитальной (с единицей) банаховой алгебры [1] вкладывается
в произведение спектров её подалгебр, образующих данную алгебру.
В данной работе будет усилена данная теорема, а также сформулирова-
но достаточное условие совпадения спектра функциональной банаховой
алгебры с веерным произведением спектров её подалгебр.

Пусть {Zγ}γ∈Γ – семейство топологических пространств, и F –
топологическое пространство. Пусть для каждого γ задано непрерывное
отображение pγ : Zγ → F . Веерным произведением[2] семейства {Zγ}
над базой F называется подпространство P произведения

∏
γ∈Γ

Zγ, опре-
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деленное как:

P =

(zγ)γ∈Γ ∈
∏
γ∈Γ

Zγ

∣∣∣∣ ∃b ∈ F : ∀γ ∈ Γ, pγ(zγ) = b

 .

Пусть A – коммутативная унитальная банахова алгебра. Пусть
далее {Aγ}γ∈Γ – семейство её замкнутых унитальных подалгебр, такое,
что A является наименьшей банаховой алгеброй, содержащей объеди-
нение

∪
γ∈Γ

Aγ. Обозначим через B =
∩
γ∈Γ

Aγ пересечение всех подалгебр

семейства.
Обозначим M(A), M(Aγ) и M(B) пространства максимальных

идеалов соответствующих алгебр. Для каждого γ ∈ Γ определены
канонические отображения сужения (проекции): rγ : M(A) → M(Aγ),
действующее как rγ(M) =M ∩Aγ, и pγ : M(Aγ) → M(B), действующее
как pγ(M) = M ∩ B. Если рассматривать максимальный идеал как
мультипликативный функционал, то соответствующие отображения есть
сужения (ограничения) функционала большей алгебры на функционал
меньшей.

Рассмотрим веерное произведение P пространств M(Aγ) над базой
M(B) относительно семейства отображений {pγ}.

Теорема 1. Отображение Ψ : M(A) → P , заданное формулой
Ψ(M) = (rγ(M))γ∈Γ, является гомеоморфизмом пространства M(A)
на его образ в P . Т. е. M(A) топологически вкладывается в веерное
произведение спектров образующих подалгебр.

Доказательство. Корректность отображения Ψ следует из комму-
тативности диаграммы:

M(A)
rγ−→ M(Ax)

↘
π

↓ pγ

M(B)

Если Ψ(M1) = Ψ(M2), то M1 и M2 совпадают на
∪
Aγ. Так как

эта совокупность порождает A, то M1 = M2. Значит Ψ инъективно.
Непрерывность проверяется непосредственно из определения тихонов-
ской и гельфандовской топологий. Значит, Ψ – непрерывная инъекция
компактного пространства M(A) на хаусдорфово пространство P . Сле-
довательно, M(A) гомеоморфно Ψ(M(A)).
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ПустьX – компактное хаусдорфово пространство. Для каждой точки
x ∈ X задана симметричная банахова алгебра Ax, такая что C(X) ⊆ Ax,
и все функции из Ax непрерывны и ограничены на X \ {x}. Пусть A –
наименьшая банахова алгебра, содержащая объединение

∪
x∈X

Ax.

Известно, что M(C(X)) гомеоморфно X, далее будем отождествлять
эти пространства. Определим отображение πx : M(Ax) → X правилом:
πx(M) = M ∩ C(X). Определим отображение rx : M(A) → M(Ax) пра-
вилом: rx(M) =M ∩ Ax.

Теорема 2. Пространство максимальных идеалов M(A) гомео-
морфно веерному произведению P пространств M(Ax) над базой X
относительно семейства отображений {πx}x∈X .

Идея доказательства опирается на введение конфлюэтного спек-
тра. Для произвольной замкнутой подалгебры B ⊆ A определим
пространство YB, которое будем называть её конфлюэтным спектром
относительно алгебры A, как множество M(A), наделенное слабейшей
топологией, относительно которой непрерывны функции из B. Про-
странство YB компактно, но не хаусдорфово, так как различные идеалы
могут иметь одинаковое пересечение с B. (Лат. confluens, ‘стекаться’,
‘сливаться’).

Введем отношение эквивалентности на YB: точки M1,M2 называ-
ются неотделимыми, если M1(f) = M2(f) для всех f ∈ B. Классы
эквивалентности по этому отношению будем называть компонентами
неотделимости. Фактор-пространство YB по компонентам неотделимо-
сти является хаусдорфовым компактом и гомеоморфно классическому
спектру подалгебры – M(B). Определим qB : YB → M(B) как фактор-
отображение, сопоставляющее точке её компоненту неотделимости (что
эквивалентно сужению мультипликативного функционала на B).

Оказывается, что пространство максимальных идеалов M(A) го-
меоморфно веерному произведению Pc конфлюэтных спектров YAx

над
YC(X), относительно тождественных отображений i. В свою очередь Pc в
условиях теоремы гомеоморфно P .

Работа выполнена при финансовой поддержке НАН Беларуси в рам-
ках государственной программы «Конвергенция-2030» (задание 1.08.1)
и частичной поддержке БРФФИ (№ Ф25МП-010).
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АПОСТЕРИОРНЫЕ ОЦЕНКИ ПОГРЕШНОСТИ
ДЛЯ ИТЕРАЦИОННОЙ ПРОЦЕДУРЫ
ЯВНОГО ТИПА С ПЕРЕМЕННЫМ ШАГОМ
РЕШЕНИЯ НЕУСТОЙЧИВЫХ ЗАДАЧ

В действительном гильбертовом пространстве H решается оператор-
ное уравнение первого рода Ax = yδ, где A – ограниченный, линейный,
самосопряженный оператор. Здесь ∥y − yδ∥ ≤ δ и 0 ∈ SpA (но нуль
не является собственным значением A), поэтому рассматриваемая за-
дача некорректна (неустойчива). Предположим, что при точной правой
части y существует единственное решение x операторного уравнения.
Для его отыскания применим явную итерационную процедуру с пере-
менным шагом:

xn+1,δ = (E − αn+1A) xn,δ + αn+1yδ, x0,δ = 0,

αn+1 = α, αn+2 = β, αn+3 = γ, n = 0, 1, 2, .... (1)

Далее для упрощения считаем, что ∥A∥ = 1. Потребуем, чтобы при
λ ∈ (0, 1] и положительных α, β, γ выполнялись условия:

|(1− αλ)| < 1, ( т. е. 0 < α < 2),
|(1− αλ)(1− βλ)| < 1,
|(1− αλ)(1− βλ)(1− γλ)| < 1.

 (2)
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Метод (1) становится вполне эффективным, если воспользоваться
следующим правилом останова по невязке: определим момент m оста-
нова итерационного процесса (1) условием:

∥Axn,δ − yδ∥ > ε, (n < m), ∥Axm,δ − yδ∥ ≤ ε, ε = bδ, b > 1. (3)

Метод (1) c правилом останова по невязке является сходящимся, если
lim
δ→0

(
inf
m

∥x− xm,δ∥
)
= 0. Доказана

Теорема. Пусть A – ограниченный, линейный, самосопряженный
оператор и выполняется (2). Если момент останова m = m(δ), (m =
= 3p, p = 1, 2, 3, ...) в методе (1) выбран по правилу (3), тогда метод
(1) сходится. Если при этом точное решение x уравнения Ax = yδ
истокопредставимо (x = Asz, s > 0), то для метода итераций (1)
справедлива оценка погрешности: ∥x− xm,δ∥ 6

6 [(b+ 1)δ]
s

s+1∥z∥
1

s+1 +
α+ β + γ

3

{
3 +

3(s+ 1)

(α+ β + γ)e

[
∥z∥

(b− 1)δ

] 1
s+1

}
δ.

Полученные результаты могут быть использованы в теоретических
исследованиях при решении прикладных некорректных задач, встреча-
ющихся в гравиметрии, технике, экономике, геологоразведке, сейсмике,
космических исследованиях (спектроскопии), медицине (компьютерной
томографии).
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ВЫБОР МОМЕНТА ОСТАНОВА ДЛЯ МЕТОДА
ИТЕРАЦИЙ ЯВНОГО ТИПА В ПОЛУНОРМЕ
ГИЛЬБЕРТОВА ПРОСТРАНСТВА

В действительном гильбертовом пространстве H решается линейное
некорректное уравнение первого рода

Ax = y, (1)
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где A : H → H – положительный, ограниченный, самосопряженный
оператор (0 ∈ SpA, и, следовательно, рассматриваемая задача неустой-
чива). Решать данную задачу будем при помощи явного итерационного
процесса xn+1 = (E − αA2)xn + αAy, x0 = 0, который при возмущениях
(∥y − yδ∥ 6 δ) в правой части уравнения (1) примет вид:

xn+1,δ = (E − αA2)xn,δ + αAyδ, x0,δ = 0. (2)

Изучим сходимость метода (2) в полунорме гильбертова простран-
ства ∥x∥A =

√
(Ax, x), где x ∈ H, в случае единственного решения

уравнения (1) при возмущениях в правой части. При этом число итера-
ций n нужно выбирать в зависимости от уровня погрешности δ. Доказана

Теорема. При условии α ∈ (0, 5
4∥A∥2 ] метод (2) сходится в полу-

норме гильбертова пространства, если число итераций n выбирать
из условия n1/4δ → 0, n→ ∞, δ → 0. Для метода (2) справедлива апри-
орная оценка погрешности:

∥x− xn,δ∥A ≤ 2n1/4α1/4δ + (4neα)−1/4∥x∥.

Для минимизации оценки погрешности метода (2) вычислим ее пра-
вую часть в точке, в которой производная от нее равна нулю; в результате
получим

∥x− xn,δ∥опт
A ≤ 25/4e−1/8δ1/2∥x∥1/2

и момент останова

nопт = 2−3α−1δ−2e−1/2∥x∥2.

Отметим тот факт, что для сходимости метода (2) в полунорме
достаточно выбирать число итераций n = n(δ) так, чтобы n1/4δ → 0,
n → ∞, δ → 0. Однако nопт = O(δ−2), т. е. nопт относительно δ имеет
порядок δ−2, и такой порядок обеспечивает сходимость (регуляризующие
свойства) явного итерационного процесса (2).

Замечание. Оптимальная оценка погрешности не зависит от α,
но от α зависит nопт. Поэтому для уменьшения nопт, т. е. объема
вычислительной работы, следует брать α возможно большим из усло-
вия α ∈ (0, 5

4∥A∥2 ], и чтобы nопт было целым.
К содержанию
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ИТЕРАЦИОННАЯ РЕГУЛЯРИЗАЦИЯ
НЕКОРРЕКТНЫХ УРАВНЕНИЙ
В СЛУЧАЕ НЕЕДИНСТВЕННОГО РЕШЕНИЯ

В гильбертовом пространстве H решается линейное уравнение I рода

Ax = yδ, (1)

где ∥y − yδ∥ 6 δ, A : H → H – положительный самосопряженный
ограниченный оператор. Решать данную задачу будем при помощи ите-
рационного процесса неявного типа:

(E + α2A2)xn+1,δ = (E − αA)2xn,δ + 2αyδ, x0,δ = 0. (2)

Рассмотренный в статье итерационный метод найдет практическое
применение в прикладной математике: он может быть использован для
решения задач, встречающихся в теории управления, технике, экономи-
ке, геофизике, акустике, спектроскопии и медицине.

Покажем, что метод (2) пригоден и в случае неединственного реше-
ния уравнения (1), т. е. когда λ = 0 является собственным значением
оператора A (в этом случае рассматриваемая задача некорректна).
Обозначим через N(A) ядро оператора A, M(A) – ортогональное до-
полнение ядра N(A) до H. Пусть P (A)x – проекция x ∈ H на N(A), а
D(A)x – проекция x ∈ H на M(A). Справедлива

Теорема. Пусть A – положительный, самосопряженный, ограни-
ченный оператор, yδ ∈ H, α ∈ (0,∞). Тогда для процесса (2) верны
следующие утверждения: а) Axn,δ → D(A)yδ, ∥Axn,δ−yδ∥ → I(A, yδ) =
= infx∈H∥Ax − yδ∥; б) итерации xn,δ сходятся к точному решению
уравнения (1) тогда и только тогда, когда уравнение Ax = D(A)yδ
разрешимо.

В последнем случае xn,δ → P (A)x0,δ + x∗, где x∗ – минимальное ре-
шение уравнения (1).

Замечание. Так как x0,δ = 0, то xn,δ → x∗, т. е. процесс (2) обес-
печивает сходимость к решению с минимальной нормой.

К содержанию
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ОПИСАНИЕ НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВ ГРАНИЦ
ОБЛАСТЕЙ НА КОМПЛЕКСНОЙ ПЛОСКОСТИ

Теорема Бёрлинга – Альфорса утверждает, что конформное отобра-
жение единичного круга на область может быть продолжено до квази-
конформного гомеоморфизма всей плоскости тогда и только тогда, когда
граница области сама является квазиконформной кривой [3]. Это утвер-
ждение заложило основы подхода, при котором свойства производной
отображающей функции исследуются не через локальную гладкость
границы, а через её принадлежность к некоторому классу кривых.

В работах Ч. Поммеренке показано, что логарифм производной одно-
листного отображения принадлежит пространству ВМОА на единичной
окружности тогда и только тогда, когда образ круга является квазикон-
формной областью [5].

В данной работе выводятся явные интегральные оценки для модуля
производной конформного отображения для областей с квазиконформ-
ной границей. В отличие от предшествующих подходов, здесь ключевую
роль играет не только сама по себе геометрия граничной кривой, но и уже
имеющийся факт принадлежности граничных значений отображающей
функции классу ВМОА.

В сравнении с классическими теоремами, характеризующими при-
знаки того, что логарифм производной отображающей функции принад-
лежит классу ВМОА, в работе приводятся количественные интегральные
неравенства, которые не только представляют теоретический интерес,
но и служат основой для дальнейших построений.

Пусть S = {z ∈ C : |z| < 1} – единичный круг на комплексной
плоскости C, T = ∂S; G – некоторая односвязная область на комплекс-
ной плоскости C. Пусть также H(G) – множество всех аналитических
функций в области G.

Классическое пространство Харди (см. [1]) Hp, 0 < p ≤ ∞, опреде-
ляется как множество функций f ∈ H(S), для которых

∥f∥Hp

def
= sup

0<r<1
Mp(r, f) <∞,
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где для 0 < r < 1

Mp(r, f) =

(
1

2π

∫ 2π

0

∣∣f(reiθ)∣∣p dθ) 1
P

(0 < p <∞);

M∞(r, f) = sup
θ∈R

∣∣f(reiθ)∣∣ .
Пространство BMOA состоит из тех функций f ∈ H1, граничные

значения которых имеют ограниченную среднюю осцилляцию на еди-
ничной окружности T (см. [2]):

sup
|a|<1

∥fa∥1 <∞, fa(z) = f

(
z + a

1 + az

)
− f(a),

где ∥·∥1 определена как норма пространства H1.
Напомним также, что кривая Γ называется квазиконформной, если

l(w1, w2) ≤ c|w1 − w2|, где w1, w2 – произвольные точки на Γ, l(w1, w2) –
длина кратчайшей дуги кривой Γ, соединяющей точки w1, w2 (см., на-
пример, [3], [4, с. 280]). Обозначим (L) – множество таких кривых.

Свойства хорошо изученных классов функций BMOA можно ис-
пользовать при изучении геометрических свойств некоторых классов
областей, в частности поведения конформно отображающих функций в
этих областях.

Используя результаты работы [5], в ходе несложных рассуждений
(см., подробно, [6]) мы получаем утверждение следующих теорем.

Теорема 1. Пусть G ∈ (L), φ(z) – функция Римана, отображающая
S на G, φ(0) = w0, ζ, w ∈ S. Тогда при β > −1, η > β + 1, справедлива
оценка ∫

S

|φ′(z)|β+2 (1− |z|)β∣∣1− ζz
∣∣η+2 dm2(z) ≤

c2 |φ′(ζ)|β+2 (1− |ζ|)β

(1− |ζ|)η
,

где c2 – некоторая положительная постоянная.
Теорема 2. Пусть G ∈ (L), φ(z) – функция Римана, отображающая

S на G, φ(0) = w0, ζ, w ∈ S. Тогда при 1 < p < +∞ справедливо
неравенство:∫

S

|φ′(z)|β+2 (1− |z|)βχpγ(z)∣∣1− ζz
∣∣η+2 |1− wz|σ

dm2(z) ≤
c3 |φ′(ζ)|β+2 (1− |ζ|)βχγ(ζ)χ

p
q
γ (w)

(1− |ζ|)η+2− 2
p (1− |ζ|)σ−

2
q

,
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где χγ(ζ) = (1−|ζ|)−
γ
pq ;

1

p
+
1

q
= 1, β > −1, 0 < γ

q < βp+1, η ≥ β−2+3
p−

γ
pq ;

σ > 2− γ

q2
, c3 – некоторая положительная постоянная.

Полученные оценки конформно отображающей функции могут быть
применены при решении различного рода задач в областях с квази-
конформными границами: доказательстве теорем единственности, по-
строении ограниченных проекторов, описании линейных функционалов,
построении базисов [7–9].
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СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ ОСРЕДНЕННЫХ
ОЦЕНОК СПЕКТРАЛЬНОЙ ПЛОТНОСТИ

Спектральная плотность является одной из основных характеристик
временного ряда. Оценки спектральной плотности используются при ре-
шении широкого круга задач – от радиотехники, связи и технической
диагностики до гидролокации, электроэнергетики, астрономии и множе-
ства смежных научных областей.

Одним из методов спектрального анализа временных рядов является
метод, предложенный Уэлчем. Метод состоит в усреднении модифици-
рованных периодограмм, что позволяет получить оценку спектральной
плотности как по пересекающимся, так и по непересекающимся отрезкам
наблюдений. Оценки, получаемые по методу Уэлча, хорошо подходят
для цифровой обработки больших объёмов информации, а также могут
использоваться в режиме реального времени.

Перекрытие отрезков вводится для того, чтобы при фиксирован-
ной длине временного ряда увеличить количество сегментов и тем
самым уменьшить дисперсию. На практике чаще всего применяют
50-процентное перекрытие. Оно считается хорошим компромиссом меж-
ду уменьшением дисперсии и вычислительными затратами.

Выбор конкретных весовых множителей (окон просмотра данных)
для метода Уэлча определяется тем, какой аспект важнее в конкрет-
ной задаче: разрешающая способность, уровень боковых лепестков или
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величина смещения оценки спектральной плотности. В данной работе по-
строена осредненная оценка взаимной спектральной плотности. Исследо-
ваны асимптотические свойства математического ожидания, дисперсии
и ковариации построенной оценки.

Рассмотрим r-мерный стационарный случайный процесс Xr(t),
t ∈ Z, с MXa(t) = 0, a = 1, r, с неизвестной взаимной спектральной
плотностью fab(λ), λ ∈ Π = [−π;π]. Пусть Xa(0), Xa(1),..., Xa(T − 1) –
T последовательных наблюдений за процессом Xr(t), t ∈ Z, a = 1, r и
число наблюдений T = LN − (L − 1)K, где L – число пересекающихся
интервалов разбиения длины N , 0 6 K < N .

В качестве оценки неизвестной взаимной спектральной плотности
процесса исследована статистика вида

f̂
(T )
ab (λ) =

1

L

L∑
l=1

Iab(λ, l), (1)

где

Iab(λ, l) =

[
2π

N−1∑
p=0

wN
a (p)w

N
b (p)

]−1

Ha(λ, l)Hb(λ, l),

Ha(λ, l) =
N−1∑
p=0

wN
a (p)Xa(p+ (l − 1)(N −K))e−iλ(p+(l−1)(N−K)),

l = 1, L, λ ∈ Π, a = 1, r, wN
a (t), t ∈ R – весовые множители.

В данной работе проведён сравнительный анализ дисперсии оцен-
ки, построенной для конкретного временного ряда с использованием
различных весовых множителей. При построении оценок применялись
следующие окна: Блэкмана, Бохмана, Бартлетта, Хемминга, Чебыше-
ва, Гаусса, Ханна, Кайзера, Парзена, прямоугольное, треугольное окно,
окно Тьюки.

Показано, что наименьшую дисперсию имеет оценка взаимной спек-
тральной плотности, построенная с применением прямоугольного окна
просмотра данных.

Первый момент оценки, заданной соотношением (1), исследован
в работе [1, с. 149].
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ИССЛЕДОВАНИЕ ПЕРВЫХ ДВУХ МОМЕНТОВ
ОЦЕНКИ ВЗАИМНОЙ СПЕКТРАЛЬНОЙ ПЛОТНОСТИ,
ПОСТРОЕННОЙ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ
ОКНА ДИРИХЛЕ

Использование оценок спектральной плотности случайного процесса
необходимо для решения многих задач экономики, медицины, радиотех-
ники, гидролокации, страхования и многих других направлений.

Рассмотрим действительный r-мерный стационарный случайный
процесс X(t) = {Xa(t), a = 1, r}, с MXa(t) = 0, a = 1, r, t ∈ Z и неиз-
вестной матрицей спектральных плотностей g(λ) = {gab(λ), a, b = 1, r},
λ ∈ Π = [−π, π], a, b = 1, r.

Предположим, что число наблюдений T = NS, гдe S – число непе-
ресекающихся интервалов, содержащих по N наблюдений.

В работе в качестве оценки неизвестной взаимной спектральной плот-
ности процесса исследована статистика вида

ĝ
(T )
ab (λ) =

1

S

S∑
s=1

Iab(λ, s), (1)

где Iab(λ, s) – модифицированная периодограмма, построенная на каж-
дом интервале разбиения, причем сглаживание наблюдений на каждом
интервале производится с помощью окна Дирихле.

Доказано, что оценка, заданная соотношением (1), является асимпто-
тически несмещенной оценкой взаимной спектральной плотности процес-
са X(t). Также доказано, что при некоторых ограничениях на взаимную
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спектральную плотность процесса для дисперсии статистики ĝ
(T )
ab (λ),

λ ∈ Π, заданной (1), справедливо соотношение

lim
T→∞

Dĝ
(T )
ab (λ) =

1

S

{
C1gaa(λ)gbb(λ), при λ ̸= 0(modπ),

gab(0)gba(0) + C1gaa(0)gbb(0), при λ = 0(modπ),

где C1 – некоторая константа, a, b = 1, r, λ ∈ Π.
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КАЧЕСТВЕННЫЙ И БИФУРКАЦИОННЫЙ АНАЛИЗ
НЕЛИНЕЙНОГО ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО
УРАВНЕНИЯ С ПАМЯТЬЮ

В настоящей работе рассматривается параметрическое интегро-диф-
ференциальное уравнение вида:

x′(t) +

∫ t

0

sin
(
x(s)

)
ds = α (1)

Здесь α ∈ R выступает в качестве параметра, определяющего качествен-
ный характер решений. Рассматривается следующая задача Коши для
уравнения (1): x(0) = 0. Отметим, что уравнение (1) удовлетворяет всем
условиям теоремы [1] о существовании и единственности решения задачи
Коши для общего нелинейного интегро-дифференциального уравнения
Вольтерра.

Исследование свойств решения проводится с помощью компьютер-
ного моделирования с использованием метода сеток для дискретизации
временной переменной [2]. В ходе численного эксперимента выявлено
разделение параметрического пространства, которое позволяет систе-
матизировать бифуркационную картину и прогнозировать критические
переходы в подобных системах.
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При малых значениях бифуркационного параметра α ∈ (−1, 0)
можно отметить, что качественный характер графиков сохраняют устой-
чивую периодичность и регулярный колебательный вид. Период T (α)
решений остается устойчивым и при α → 0 стремится к периоду сину-
соиды, то есть к T ≈ 2π. При этом численный эксперимент при шаге
сетки h = 0, 00001 на промежутке [0; 100] показал, что периоды реше-
ний для параметров α и −α не различаются и практически совпадают,
что подтверждает симметричный характер поведения системы вблизи
нуля. Например: при α = 0, 5 и α = −0, 5 графики решений совпадают
(рисунок 1), а период численного решения T ≈ 6.3849679.

Рисунок 1 – График решений α = {−0, 5; 0, 5}

При α = 1 период решений составляет T ≈ 6, 74 [2], что уже заметно
превышает значение 2π ≈ 6, 28, характерное для малых α.

В интервале 1 < |α| < 2, периодическое поведение решений сохра-
няется, однако с ростом параметра α наблюдается заметное увеличение
периода колебаний. По мере приближения α к верхней границе интерва-
ла (α → 2) период возрастает монотонно и в численном эксперименте
стремится к T ≈ 10.3600481. При рассмотрении на отрезке [0; 100]
и при выбранном шаге сетки h численные расчеты показывают, что
в обоих случаях период решений стремится к одному и тому же значению
T ≈ 10.3600481, что указывает на схожий характер динамики в положи-
тельной и отрицательной областях параметра. Например: при α = 1, 5
и α = −1, 5 графики решений идентичны со смещением (рисунок 2),
а период численного решения равен T ≈ 7.6439591.

Увеличение периода свидетельствует о постепенном замедлении
движения системы под действием возрастающего параметра |α|. При
этом интегральный член

∫ t
0 sin

(
x(s)

)
ds еще сохраняет способность
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уравновешивать производную, благодаря чему колебания остаются
ограниченными. Следовательно, данный промежуток можно рассмат-
ривать как переходную область, в которой период удлиняется перед
качественным изменением режима системы.

Рисунок 2 – График решений α = {−1, 5; 1, 5}

При |α| ≈ 2 в системе возникают идентичные сепаратрисы, на-
глядно отделяющие различные типы поведений решений. Их появление
указывает на критический момент в эволюции динамики: фазовое про-
странство как бы разделяется на две области, в одной из которых
сохраняются ограниченные колебания, а в другой траектории уже уходят
в неограниченный рост на исследуемом промежутке с заданным шагом h.

При значениях бифуркационного параметра |α| > 2 периодические
решения исчезают, а все траектории переходят в режим неограниченно-
го роста. На графиках x(t) это проявляется как монотонное увеличение
функции, которое со временем сменяется всё более быстрым, практи-
чески экспоненциальным, расхождением траекторий, наблюдается один
и тот же критический переход: в обоих случаях система утрачивает
устойчивый периодический режим и выходит за пределы ограниченных
колебаний. В данной области значение α уже выходит за пределы, при
которых интегральный член способен уравновешивать динамику систе-
мы. Из-за этого поведение решения меняется качественно: устойчивый
периодический режим разрушается, траектории переходят к неогра-
ниченному росту. Тем самым фиксируется бифуркационный переход,
означающий утрату системой прежней устойчивости при превышении
критического уровня параметра.

В процессе численного эксперимента с применением вычислитель-
ных методов было проведено исследование поведения решений интегро-
дифференциального уравнения (1) при варьировании бифуркационного
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параметра α. Установлено, что динамика системы претерпевает каче-
ственные изменения в зависимости от значения α: при α ∈ (−1; 0)∪(0; 1)
сохраняется устойчивый периодический режим с периодом, близким
к 2π; в промежутках α ∈ (−2;−1) ∪ (1; 2) период монотонно возрастает
от T ≈ 6, 74 до T ≈ 10.3600481. Критическая точка |α| ≈ 2, характе-
ризуется появлением сепаратрисы, разделяющей области ограниченных
и неограниченных движений. При |α| происходит бифуркационный
переход к неограниченному росту всех решений, что свидетельствует
о разрушении периодического аттрактора.

Полученные результаты свидетельствуют о том, что параметр α

выступает в качестве управляющего фактора, определяющего качествен-
ную перестройку динамики системы – от устойчивого колебательного
режима к режиму неограниченного роста решений. Тем самым уста-
новленные закономерности могут быть использованы при исследова-
нии и прогнозировании критических режимов в нелинейных системах
с памятью.
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О РЕШЕНИИ УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ
НАНОЧАСТИЦЫ В ПОЛЕ ЭВАНЕСЦЕНТНОЙ ВОЛНЫ
В ЛИНЕЙНОМ ПРИБЛИЖЕНИИ

Постановка задачи и линеаризация уравнения. Рассматри-
вается движение диэлектрической сферической наночастицы в вязкой
жидкой среде под действием силы светового давления эванесцентной
электромагнитной волны, возникающей при полном внутреннем отра-
жении на границе раздела сред [1]. Уравнение движения частицы вдоль
направления распространения волны (ось z) с учётом силы вязкого
трения Стокса записывается в виде нелинейного дифференциального
уравнения второго порядка [2; 3]:

mpz̈ + γż = F scat
0 exp(−βz), (1)

z(0) = z0, ż(0) = v0, (2)

где mp – масса частицы, γ = 6πηa — коэффициент трения, η – динами-
ческая вязкость, a – радиус частицы, F scat

0 – амплитуда силы рассеяния,
β = 2k0χ – параметр пространственного затухания поля.

Для малых отклонений от начальной точки z0, при выполнении усло-
вия |(z − z0)β| ≪ 1, экспоненциальная зависимость раскладывается в
ряд Тейлора с сохранением линейных членов. Подстановка разложения
exp(−βz) ≈ [1−(z−z0)β] exp(−βz0) в уравнение (1) приводит к линеари-
зованному неоднородному уравнению с постоянными коэффициентами

mpz̈ + γż + kz = F scat
0 (1 + βz0) exp(−βz0), (3)

где k = βF scat
0 exp(−βz0) > 0 выступает в роли эффективной жёсткости

оптического удержания.
Аналитическое решение. Общее решение уравнения (3) представ-

ляется в виде суммы общего решения соответствующего однородного
уравнения и частного решения zeq = z0 + 1/β, задающего положение
равновесия линеаризованной системы. Характеристическое уравнение
имеет вид mpr

2 + γr + k = 0, его корни r1,2 = (−γ ±
√
D)/(2mp), где
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D = γ2 − 4mpk. Поскольку все физические параметры положительны,
то Re(r1,2) < 0, что гарантирует асимптотическую устойчивость поло-
жения равновесия. В зависимости от знака D получим аналитическое
решение задачи Коши (3)–(2).

1. Апериодический режим (D > 0, устойчивый узел). Корни r1 ̸= r2
вещественны и отрицательны. Решение имеет вид

z(t) = z0 +
1

β
+

mp√
D

[(
v0 +

r2
β

)
er1t −

(
v0 +

r1
β

)
er2t
]
.

Движение представляет собой апериодическое затухание без колебаний.
2. Критический режим (D = 0, вырожденный узел). Кратный

вещественный корень r = −γ/(2mp). Решение принимает вид

z(t) = z0 +
1

β
+

[(
v0 −

r

β

)
t− 1

β

]
ert.

Это граничный случай, обеспечивающий наискорейший возврат к рав-
новесию без перерегулирования.

3. Колебательный режим (D < 0, устойчивый фокус). Корни
комплексно-сопряжённые r1,2 = r ± iω, где r = −γ/(2mp), ω =
=

√
−D/(2mp). Решение имеет вид

z(t) = z0 +
1

β
+

[
1

ω

(
v0 +

r

β

)
sin(ωt)− 1

β
cos(ωt)

]
ert.

Траектория описывает затухающие колебания вокруг положения равно-
весия zeq.

Классификация режимов и область применимости линеа-
ризации. В безразмерном виде поведение системы определяется коэф-
фициентом затухания ζ = δ/ω0, где δ = γ/(2mp), ω0 =

√
k/mp. При

ζ > 1 реализуется апериодический режим, при ζ = 1 – критический,
при ζ < 1 – колебательный. Важной особенностью является зависимость
ζ ∝ exp(βz0/2), т. е. с увеличением начального расстояния от поверх-
ности жёсткость оптического удержания падает, и система закономерно
переходит к апериодическому режиму [2].

Условие применимости линейной модели β|z(t) − z0| ≪ 1 должно
сохраняться на всём рассматриваемом временном интервале. Сравнение
аналитических решений с численным решением исходного нелинейного
уравнения (1) показывает, что относительная погрешность превышает
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1 % при достижении безразмерного смещения β|z − z0| ≈ 0.35–0.40.
Данный порог практически не зависит от знака дискриминантаD и топо-
логического типа особой точки фазового портрета. Для типичного экспе-
риментального значения β ≈ 105 см−1 область применимости линейного
приближения составляет |z − z0| . 400 нм (относительная погрешность
< 1 %) и |z − z0| . 140 нм (относительная погрешность < 0.1 %) [4].

Заключение. Получены точные аналитические решения линеаризо-
ванного уравнения движения наночастицы в поле эванесцентной волны
для всех трёх возможных режимов затухания. Установлено, что харак-
тер релаксации к положению равновесия определяется соотношением
сил вязкого трения и эффективной жёсткости оптического удержания,
которое функционально зависит от начальной координаты частицы. Чис-
ленный анализ подтвердил, что область применимости линеаризации
определяется преимущественно динамическими параметрами (началь-
ным состоянием и длительностью наблюдения), а не дискриминантом
характеристического уравнения. Линейная модель корректно описыва-
ет только начальную стадию движения, пока частица не приблизилась
к равновесному положению zeq.
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ИЗМЕНЕНИЕ ДИНАМИЧЕСКОГО УСКОРЕНИЯ
ПО УПРАВЛЯЮЩЕМУ МОМЕНТУ МЫШЦ
В ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОМ ЭКСПЕРИМЕНТЕ

Отметим, что динамическое ускорение по управляющему моменту
мышечной системы в размерности не совпадает с известными механиче-
скими параметрами, в отличие от динамической скорости [1]. Имеем

d2[sin(x)]

dt2
= ẍ cos(x)− ẋ sin(x), (1)

d2[cos(x)]

dt2
= −ẍ sin(x)− ẋ cos(x). (2)

Уравнения (1) и (2) показывают двойной переход тригонометриче-
ских функций после дифференцирования по времени. Вторые производ-
ные имеют два члена. Для функций синуса и функции косинуса в обоих
случаях вторые производные имеют функции как синуса, так и косинуса,
при этом происходит изменения знака на противоположный для функ-
ций, от которых берутся производные [2]. Если брать случай изменения
знака на противоположный, то графики для этих случаев показаны
на рисунке 1, а для косинуса и 1, б для синуса.

Рисунок 1 – Сравнение графиков cosx и sinx
при изменении знака на противоположный



107

Отметим, что, как и динамические скорости, динамические ускоре-
ния являются суммой влияния различных факторов, описанных через
синусоиды и косинусоиды в различных сочетаниях.

Спортивная гимнастика. На рисунке 2 представлены изменения
динамических характеристик движения для тазобедренного сустава
при выполнении большого оборота назад на перекладине в спор-
тивной гимнастике. Отметим, что здесь просматривается небольшое
опережение по модулю пиков значений динамического ускорения над
пиковыми значениями момента. Тем не менее момент времени ti для
каждой пары локальных экстремумов момента и его ускорения немного
не совпадает именно для тазобедренного сустава, но общая тенденция
прослеживается.

Рисунок 2 – Динамика управляющего момента относительно
тазобедренного сустава

Для уточнения этого момента приведем на рисунке 3 изменение дина-
мических параметров движения в спортивной гимнастике относительно
спортивного снаряда и плечевого сустава.

Анализ рисунка 3 подтверждает обнаруженную закономерность
в области динамических ускорений по управляющим моментам на
примере большого оборота назад на перекладине.
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Рисунок 3 – Динамика движения в спортивной гимнастике

Тяжелая атлетика. На рисунке 4 приведены графики изменения
управляющего момента и его динамического ускорения относительно
тазобедренного сустава в тяжелой атлетике при выполнении рывка
штанги весом 100 кг. Здесь наблюдается строгое совпадение времени
достижения локальных экстремумов управляющего момента и динами-
ческого ускорения ti, при этом все изменения происходят в противофазе.

Рисунок 4 – Динамическое ускорение управляющего момента
относительно тазобедренного сустава (рывок, штанга 100 кг)
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Как и ранее, все сравнения динамических параметров движения
в разных видах спорта выполнены для одной и той же биомеханиче-
ской системы – тазобедренного сустава. Вычислительный эксперимент
показывает, что обнаруженные закономерности динамики движения про-
являются и при рывке штанги весом 70 кг и 140 кг.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ КИНЕМАТИКИ
ЛОКОМОЦИЙ СЛОЖНЫХ БИОСИСТЕМ
В СФЕРИЧЕСКИХ КООРДИНАТАХ

Расчет кинематики предваряет исследования по динамике простран-
ственного движения биомеханических систем (далее – БМС) и дает
исходные данные как в области механико-математических моделей, так
и для проведения вычислительного эксперимента [1]. Именно с исполь-
зованием моделей кинематики разрабатываются модели движения на
динамическом уровне.

В биомеханических исследованиях используются определенные точ-
ки человеческого тела [1]. Это в первую очередь, кинематические пары
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модели БМС (суставы) и центры масс звеньев (костей). К таким точкам
необходимо отнести и общий центр масс [1; 2]. Для упрощения ссылок
на них будем их называть характерными точками.

Координаты суставов БМС. Начнем рассмотрение положения
суставов биомеханической системы в пространстве с определения их
координат относительно полюса П (рисунок). Движение звеньев отно-
сительно этого полюса – это реализация регионального движения, в
классической же механике такое движение получило название как от-
носительное.

Рисунок – Расчетная схема в кинематике для относительного
движения БМС

При исследовании используем как сферическую систему координат,
так и пространственную декартовую прямоугольную. Алгоритм получе-
ния уравнений следующий:

• вывод уравнений для каждого звена трехзвенной модели БМС,
представляющую собой кинематическую цепь;

• сворачивание полученной системы уравнений по одноименным
параметрам и получение уравнения координат относительно полюса П в
общем виде с использованием рекуррентных отношений;

• определение сферических координат каждого звена относительно
полюса;

• вывод уравнений для определения сферических координат суставов
относительно полюса в общем виде;

• запись в общем виде уравнения координат суставов в абсолютной
(неподвижной) декартовой координатной системе с использованием сфе-
рических координат каждого звена и координат полюса;
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• вывод уравнений для определения сферических координат суставов
в абсолютной (неподвижной) декартовой координатной системе.

Координаты суставов относительно полюса П. На рисунке по-
казана расчетная схема для определения кинематических характеристик
движения характерных точек БМС относительно полюса П.

Координаты суставов для каждого звена биомеханической системы
определятся как:

XПО1
= L1 sinΘ1 cosφ1, (1)

YПО1
= L1 sinΘ1 sinφ1, (2)

ZПО1
= L1 cosΘ1, (3)

XПО2
= L1 sinΘ1 cosφ1 + L2 sinΘ2 cosφ2, (4)

YПО2
= L1 sinΘ1 sinφ1 + L2 sinΘ2 sinφ2, (5)

ZПО2
= L1 cosΘ1 + L2 cosΘ2, (6)

XПО3
= L1 sinΘ1 cosφ1 + L2 sinΘ2 cosφ2 + L3 sinΘ3 cosφ3, (7)

YПО3
= L1 sinΘ1 sinφ1 + L2 sinΘ2 sinφ2 + L3 sinΘ3 sinφ3, (8)

ZПО3
= L1 cosΘ1 + L2 cosΘ2 + L3 cosΘ3. (9)

Сворачиваем систему уравнений (1)–(9) по одноименным парамет-
рам и в общем виде в проекциях на декартовую прямоугольную систему
координат имеем

XПОi
=

i∑
k=1

Lk sinΘk cosφk, (10)

YПОi
=

i∑
k=1

Lk sinΘk sinφk, (11)

ZПОi
=

i∑
k=1

Lk cosΘk. (12)

Определяем сферические координаты относительно полюса для каж-
дого сустава. Имеем

RПОi
=
√
X2

ПОi
+ Y 2

ПОi
+ Z2

ПОi
=
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=

√√√√( i∑
k=1

Lk sinΘk cosφk

)2

+

(
i∑

k=1

Lk sinΘk sinφk

)2

+

(
i∑

k=1

Lk cosΘk

)2

,

ΘПi
= arccos

ZПОi

RПОi

= arccos

∑i
k=1 Lk cosΘk

RПОi

,

φПi
= arccos

RПОi
sinΘПi

XПОi

= arccos
RПОi

sinΘПi∑i
k=1 Lk sinΘk cosφk

или
φПi

= arcsin
RПОi

sinΘПi

YПОi

= arcsin
RПОi

sinΘПi∑i
k=1 Lk sinΘk sinφk

Здесь в уравнениях радиальное расстояние RПОi
является величиной

переменной, то есть RПОi
= var.
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РАЗЛИЧНЫЕ МЕТОДЫ ПОСТАНОВКИ
И РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ О СВЯЗАННОМ СИНГЛЕТНОМ
СОСТОЯНИИ ДЕЙТРОНА В МАГНИТНОМ ПОЛЕ

На основе сведений из [1, с. 9], [2, с. 556–558] можно составить
уравнение Шредингера для связанного синглетного состояния системы
«нейтрон-протон» во внешнем магнитном поле:

−~2(2M ∗
np)

−1∆Ψ+ (U(r) + (Ber sin θ)2(8M ∗
npc

2)−1)Ψ = −|ε|Ψ. (1)
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При этом Ψ – волновая функция, M ∗
np – приведенная масса нейтрона

и протона, c – скорость света в вакууме, ~ – постоянная Планка, ∆ –
оператор Лапласа, U(r) – модельный потенциал ядерного взаимодей-
ствия между протоном и нейтроном, B – индукция внешнего магнитного
поля, e – элементарный заряд, r и θ – радиальная координата и угол
в сферической системе координат, ε – энергия связи.

Нахождению подлежат Ψ и ε, т. е. нужно решить задачу на нахож-
дение собственных значений и собственных функций. С математической
точки зрения уравнение (1) представляет собой линейное дифферен-
циальное уравнение в частных производных второго порядка, решение
которого для большинства модельных потенциалов U(r) может быть
найдено только численно.

При постановке задачи можно выделить следующие этапы: 1) выбор
модельного потенциала U(r); 2) выбор системы координат (сферическая,
цилиндрическая, декартова, иная); в (1) выбрана сферическая система
координат.

При выборе метода решения можно выделить следующие этапы:
1) делаем предположение о пертурбативности методов; методы могут
быть пертурбативными, если считать, что синглетное состояние является
связанным даже в отсутствие магнитного поля [3, с. 044001], и непертур-
бативные, если считать, что синглетное состояние становится связанным
только при «включении» магнитного поля [4, с. 322–331]. 2) Поиск чис-
ленного решения либо в виде функций (элементарных или специальных,
в том числе рядов); 3) выбор границ изменения координат (бесконечный
или конечный интервал); 4) переход от единичного отрезка к полубеско-
нечному интервалу может быть через разные отображения; в качестве
примера можно рассмотреть

r = xα(1− xβ)−γ, α > 0, β > 0, γ > 0. (2)

При подстановке (2) в (1) получается уравнение в переменных x и
θ, каждая из которых меняется в конечном интервале. 5) При поиске
приближенного решения могут быть использованы методы: а) сеточные
с различными разностными схемами [5, с. 220–239]; б) полиномиальные
(спектральные) [6, с. 228]; в) конечных элементов [7, с. 26–461].
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АСИМПТОТИЧЕСКАЯ АППРОКСИМАЦИЯ
РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ
НАНОЧАСТИЦЫ В ПОЛЕ ЭВАНЕСЦЕНТНОЙ ВОЛНЫ

Динамика движения диэлектрической сферической наночастицы
в поле эванесцентной волны, формируемой за счет явления полного
внутреннего отражения на границе раздела диэлектрика и жидкости,
описывается уравнением Ланжевена (1) с заданными начальными
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условиями. Учитывая, что сила рассеяния экспоненциально убывает
при удалении от границы раздела сред [1; 2], а сопротивление среды
подчиняется закону Стокса, уравнение движения принимает вид:

mpz̈(t) + γż(t) = F scat
0 exp(−βz(t)), z(0) = z0, ż(0) = v0. (1)

Здесь mp – масса наночастицы, γ = 6πηa – коэффициент вязкого тре-
ния, η – динамическая вязкость среды, a – радиус наночастицы, F scat

0 –
амплитуда силы рассеяния, β – коэффициент затухания эванесцентного
поля, z0 и v0 – начальные координата и скорость соответственно.

При малой величине параметра µ =
mp

γ задача (1) является сингуляр-
но возмущенной: решение содержит быстрый начальный пограничный
слой для скорости и медленную регулярную составляющую. Для постро-
ения асимптотического приближения применялся метод пограничных
функций [2].

Сравнение точности построенных приближений выполнялось с чис-
ленным решением задачи (1). Численные расчёты и построение графиков
выполнялись в среде Python. Для высокоточного вычисления численного
решения и последующего расчёта разностей использовалась библио-
тека mpmath. Повышенная точность применялась вследствие малого
порядка разности между численным и асимптотическим решениями.
Массивы данных и обработка результатов выполнялись с использовани-
ем библиотеки NumPy, построение графиков осуществлялось средствами
Matplotlib. Численное решение задачи Коши получено методом Рунге –
Кутты четвёртого порядка с повышенной точностью вычислений [3].

В расчетах использовались параметры, соответствующие сфериче-
ской наночастице радиуса a = 200 нм в воде при длине волны λ0 =
= 532 нм. Тогда числовые параметры модели следующие: mp = 3.55209 ·
10−14 г; γ = 3.76991 · 10−6 г/с; mp/γ = 9.42222 · 10−9 с; β = 2.36241 · 105
см−1; F scat

0 = 7.02863 · 10−21 дин; z0 = 1.33 · 10−5 см; v0 = 1.6 · 10−3 см/с.
На рисунке 1 приведено сравнение численного решения задачи (1)

с асимптотическими приближениями для координаты z(t). Нулевое
приближение описывает регулярную часть движения, а приближение
первого порядка учитывает влияние малого параметра при старшей про-
изводной. В выбранном масштабе все три кривые практически совпада-
ют, поэтому разность между численным решением и асимптотическими
приближениями визуально неразличима. Это свидетельствует о хорошем
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согласовании асимптотического и численного решений. При этом исполь-
зование первого приближения является излишним, поскольку нулевое
приближение уже обеспечивает достаточную точность описания движе-
ния в рассматриваемом диапазоне параметров.

Рисунок 1 – Сравнение численного и асимптотического решений для
координаты: слева – численное решение и асимптотическое

приближение нулевого порядка; справа – абсолютное отклонение
численного решения от аппроксимации нулевого порядка |znum − z0as|

Нулевое асимптотическое приближение решения задачи (1), получен-
ное методом пограничных функций, имеет вид

z0(t) = (1/β) ln
(
exp(βz0) + (βF scat

0 /γ) t
)
.

На рисунке 2 показано сравнение численного решения и асимптоти-
ческого приближения нулевого порядка для скорости.

Таким образом, применение метода пограничных функций позволяет
построить асимптотическое приближение для решения уравнения движе-
ния прозрачной сферической наночастицы в поле эванесцентной волны.
Наличие малого параметра mp/γ приводит к быстрому начальному слою
для скорости, однако после его затухания движение частицы хорошо
описывается регулярной составляющей. Численное моделирование под-
тверждает качество построенного приближения.
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Рисунок 2 – Сравнение численного и асимптотического решений для
скорости: слева – численное решение и асимптотическое приближение

нулевого порядка; справа – абсолютное отклонение численного решения
от аппроксимации нулевого порядка |vnum − v0as|
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УНИВЕРСАЛЬНОЕ СЕМЕЙСТВО УЗЛОВ
С ДВУМЕРНЫМИ ПРОЕКЦИЯМИ

Вложение K : S1 ↪→ Rd (т. е. узел) называется ручным, если суще-
ствует такой гомеоморфизм H пространства Rd на себя, что H(K(S1))
является конечнозвенной ломаной в Rd; в противном случае K является
диким. Дикие узлы существуют в Rd при любом d ≥ 3. При d ≥ 4 все
ручные узлы в Rd тривиальны, т. е. эквивалентны вложению на стан-
дартную окружность.

К. Борсук описал в [1] такое ручное вложение B : S1 ↪→ Rd, что
ортогональная проекция B(S1) на каждую гиперплоскость содержит
(d− 1)-мерный шар, эквивалентно, имеет размерность d. Внимательное
рассмотрение конструкции Борсука показывает, что узел B(S1) может
иметь произвольный заданный тип узла, как ручной, так и дикий.

Случай d = 3 представляет особый интерес. Мы строим семейство
попарно непересекающихся узлов в R3, включающее ручные узлы любо-
го типа; каждый тип встречается в нашем семействе в континуальном
количестве экземпляров; при этом все плоские проекции каждого члена
семейства являются двумерными.

Ниже pΠ : R3 → Π – ортогональная проекция на двумерную плос-
кость Π ⊂ R3.

Теорема. Пусть A – множество индексов, имеющее мощность
континуума. Существует такое семейство вложений

{Fα : S1 ↪→ R3, α ∈ A},

что:
1) для каждой пары различных индексов α, β ∈ A:

Fα(S
1) ∩ Fβ(S1) = ∅;

2) для каждого α ∈ A и каждой плоскости Π ⊂ R3 мы имеем
dim pΠ(Fα(S

1)) = 2;
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3) для каждого ручного узла K : S1 ↪→ R3 существует такой кон-
тинуальный набор индексов AK ⊂ A, что для всякого α ∈ AK имеем:
найдется такой гомеоморфизм Hα : R3 ∼= R3, что Hα(Fα(S

1)) = K(S1);
4) более того, для каждого узла K : S1 ↪→ R3, ручного хотя бы

в одной из своих точек, существует такой континуальный набор ин-
дексов AK ⊂ A, что для всякого α ∈ AK имеем: найдется такой
гомеоморфизм Hα : R3 ∼= R3, что Hα(Fα(S

1)) = K(S1).
Приведенный результат является усилением замечания [1, p. 272]

(для узлов), [2, Cor. 2], а также частного случая [3, Cor. 4.3]
(для узлов).
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БрГУ ИМЕНИ А. С. ПУШКИНА (АЛГЕБРА
И ГЕОМЕТРИЯ)

В апреле 2026 г. состоялась II межуниверситетская олимпиада по ма-
тематике, организованная совместно УО «Брестский государственный
университет имени А. С. Пушкина» (далее – БрГУ имени А. С. Пушкина)
и ФГБОУ ВО «Брянский государственный университет имени академи-
ка И. Г. Петровского» (далее – БГУ имени академика И. Г. Петровского).
Олимпиада проводилась в два этапа.

Первый тур проходил на базе БрГУ имени А. С. Пушкина, где мето-
дическое обеспечение и оценку работ выполняли местные преподаватели.
На втором этапе разработку заданий и проверку работ осуществляли
преподаватели БГУ имени академика И. Г. Петровского.

В первом этапе приняли участие 25 студентов физико-математи-
ческого факультета БрГУ имени А. С. Пушкина и 10 представителей
БГУ имени академика И. Г. Петровского. По итогам первого тура среди
брестских студентов лучшие результаты показали:

– диплом I степени – Довбыш Б. Г. (3 курс, специальность «Приклад-
ная математика»);

– диплом II степени – Левонюк В. В. (2 курс, специальность «При-
кладная математика»);

– диплом III степени – Крень И. Н. (2 курс, специальность «При-
кладная математика»), Тарасюк Е. А. (1 курс, специальность «Физико-
математическое образование (математика и информатика)»).

В настоящей публикации представлены условия задач первого тура
олимпиады по алгебре и геометрии и их подробные решения (нумерация
задач сохранена).
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Задача 1. Найдите все квадратные матрицы второго порядка, удо-

влетворяющие условию X2 =

(
0 0
0 0

)
.

Решение. Пусть X =

(
a b
c d

)
. Т. к. X2 =

(
a2 + bc b(a+ d)
c(a+ d) bc+ d2

)
, то

для нахождения a, b, c и d получим систему уравнений
a2 + bc = 0,
b(a+ d) = 0,
c(a+ d) = 0,
bc+ d2 = 0.

(1)

Заметим, что если a + d ̸= 0, то из второго и третьего уравнений
системы (1) следует, что b = c = 0. Тогда из первого и четвертого урав-
нений получим, что a2 = d2 = 0. Но тогда a+ d = 0, что противоречиво.

Таким образом мы доказали, что a+d = 0. Тогда первое и четвертое
уравнения системы (1) принимают одинаковый вид a2 + bc = 0.

Пусть a, b, c ∈ C, a2 + bc = 0 и X =

(
a b
c −a

)
. Тогда X2 = 0.

Ответ: Матрица вида X =

(
a b
c −a

)
, где a, b, c ∈ C и a2 + bc = 0.

Задача 2. Найдите все значения a ∈ R, при которых сфера

x2 + y2 + z2 + ax+ 2y − 4z + 7 = 0 (2)

касается плоскости x+ y + z = 0.
Решение. Запишем уравнение (2) в каноническом виде

(x+ a/2)2 + (y + 1)2 + (z − 2)2 = a2/4− 2.

Следовательно, уравнение (2) при a2 > 8 задает сферу с центром в точке(
−a

2 ;−1; 2
)

и радиусом R =
√

a2

4 − 2.
Поскольку сфера касается плоскости тогда и только тогда, когда

расстояние от центра сферы до плоскости равно радиусу сферы, то∣∣−a
2 − 1 + 2

∣∣
√
12 + 12 + 12

=

√
a2

4
− 2 ⇔ a2 + 2a− 14 = 0.

Решив последнее уравнение, найдем требуемые значения a.
Ответ: a1 = −1 +

√
15, a2 = −1−

√
15.
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Задача 3. Пусть точки z1, z2 и z3 комплексной плоскости C ле-
жат на некоторой окружности с центром в точке 0 и z1+z2+z3 ̸= 0.
Доказать, что точка

z =
z1z2 + z2z3 + z1z3
z1 + z2 + z3

также лежит на этой же окружности.
Решение. Пусть точки z1, z2 и z3 лежат на окружности с центром

в точке 0 и радиусом R > 0. Это означает, что

|zj|2 = zjzj = R2 (j = 1, 2, 3).

Вычислим

z =
z1z2 + z2z3 + z1z3
z1 + z2 + z3

=
R2

z1
R2

z2
+ R2

z2
R2

z3
+ R2

z1
R2

z3
R2

z1
+ R2

z2
+ R2

z3

= R2 z1 + z2 + z3
z1z2 + z2z3 + z1z3

.

Тогда |z|2 = zz = R2, т. е. точка z лежит на окружности с центром
в точке 0 и радиусом R. Что и требовалось доказать. �

Задача 4. На множестве A задана бинарная операция ◦ такая,
что для любых x, y ∈ A выполняются соотношения

(x ◦ y) ◦ y = x (3)

и
y ◦ (y ◦ x) = x. (4)

Доказать, что эта операция коммутативна, т. е. x ◦ y = y ◦ x для
любых x, y ∈ A.

Решение. В (3) заменим x на x ◦ y, а y на x:

((x ◦ y) ◦ x) ◦ x = x ◦ y. (5)

В (4) заменим y на x ◦ y и x на y:

(x ◦ y) ◦
(
(x ◦ y) ◦ y

)
= y.

Из (3) следует, что (x ◦ y) ◦ y = x, поэтому:

(x ◦ y) ◦ x = y. (6)
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Теперь подставляя (6) в (5) получим:

x ◦ y = y ◦ x.
Что и требовалось доказать. �

К содержанию

УДК 371:517.0

А. И. БАСИК, Е. И. МИРСКАЯ
Беларусь, Брест, БрГУ имени А. С. Пушкина

СТУДЕНЧЕСКАЯ ОЛИМПИАДА ПО МАТЕМАТИКЕ
БрГУ ИМЕНИ А. С. ПУШКИНА (АНАЛИЗ
И ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ)

В статье приводятся условия и решения задач по математиче-
скому анализу и теории вероятностей первого тура II Межуниверси-
тетской олимпиады по математике, организованной совместно БрГУ
имени А. С. Пушкина и БГУ имени академика И. Г. Петровского 2026 г.
(нумерация задач сохранена).

Задача 5. Вычислить интеграл
π∫

0

(| sin 2026x| − | sin 1917x|)dx.

Решение. Пусть n ∈ N. Вычислим интеграл
π∫

0

| sinnx| dx.

Заметим, что подынтегральная функция является периодической неот-
рицательной непрерывной функцией с наименьшим положительным
периодом T = π/n. Пользуясь тем, что значение интеграла от непре-
рывной на числовой прямой периодической функции по любому отрезку
длиной в период одинаково, то будем иметь

π∫
0

| sinnx| dx =
n∑
k=1

πk
n∫

π(k−1)
n

| sinnx| dx = n ·

π
n∫

0

| sinnx| dx =
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= n ·

π
n∫

0

sinnx dx = −cosnx

∣∣∣∣πn
0

= 2.

Дальнейшее очевидно.
Ответ: 0.
Задача 6. Найдите все функции f : R → R, удовлетворяющие

при всех x ∈ R равенству

f(2x) = f(x)e−x cosx

и непрерывные в точке x = 0.
Решение. Пусть функция f : R → R удовлетворяет условию задачи,

x ∈ R. Имеем

f(x) = f
(
2 · x

2

)
= f

(x
2

)
e−

x
2 cos

x

2
= f

(
2 · x

22

)
e−

x
2 cos

x

2
=

= f
( x
22

)
e−

x
2 e−

x
22 cos

x

2
cos

x

22
= f

( x
22

)
e−

x
2−

x
22 cos

x

2
cos

x

22
.

Предположим, что при некотором натуральном n мы установили, что

f(x) = f
( x
2n

)
e−

x
2−

x
22
−...− x

2n cos
x

2
cos

x

22
... cos

x

2n
. (1)

Поскольку

f
( x
2n

)
= f

(
2 · x

2n+1

)
= f

( x

2n+1

)
e−

x
2n+1 cos

x

2n+1
,

то

f(x) = f
( x

2n+1

)
e−

x
2−

x
22
−...− x

2n−
x

2n+1 cos
x

2
cos

x

22
... cos

x

2n
cos

x

2n+1
.

Согласно принципу математической индукции формула (1) справедлива
при всех n ∈ N.

Перейдем к пределу в (1) при n → ∞. Т. к. функция f непрерывна
в точке x = 0, то

lim
n→∞

f
( x
2n

)
= f(0);

lim
n→∞

e−
x
2−

x
22
−...− x

2n = lim
n→∞

e−x·(1−
1
2n ) = e−x.
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При x ̸= 0, многократно применяя формулу синуса двойного аргумента
и первый замечательный предел, получим:

lim
n→∞

cos
x

2
cos

x

22
... cos

x

2n
= lim

n→∞

2n sin x
2n cos

x
2n cos

x
2n−1 ... cos

x
2

2n sin x
2n

=

= lim
n→∞

sinx

2n sin x
2n

=
sinx

x
.

При x = 0 последний предел равен 1. Поэтому

f(x) = f(0)e−x · sinx
x

, (2)

при этом значение правой части (2) в точке x = 0 следует понимать как
предельное значение при x→ 0.

Осталось убедиться в том, что функция f(x) = ae−x sinxx при любом
a ∈ R удовлетворяет условию задачи. При x ̸= 0 имеем

f(2x) = ae−2x sin 2x

2x
= ae−xe−x

2 sin x cosx

2x
= f(x)e−x cosx,

f(2 · 0) = a = f(0)e−0 cos 0.

Ответ: f(x) =
{
ae−x sinxx , при x ̸= 0,
a, при x = 0,

a ∈ R.

Задача 7. В жюри из трех человек двое независимо друг от дру-
га принимают справедливое решение с вероятностью p, а третий член
для вынесения решения бросает (правильную) монету. Окончательный
результат выносится большинством голосов. Жюри из одного челове-
ка выносит справедливое решение с вероятностью p. Какое из этих
жюри выносит справедливое решение с большей вероятностью?

Решение. Нужно сравнить вероятности вынесения справедливого
решения.

Рассмотрим жюри из трех человек.
У двух членов жюри вероятность справедливого решения равна p,

они работают независимо друг от друга.
Третий член жюри бросает правильную (симметричную) монету, т. е.

голосует за справедливое решение с вероятностью 0,5.
Итоговое решение принимается большинством голосов.



126

Рассмотрим все случаи, при которых справедливое решение примет
большинство (т. е. либо 2, либо 3 голоса «за справедливое решение»).
Обозначим события:

A – событие, состоящее в том, что жюри из трех человек приняло
справедливое решение;

A1 – первый член жюри принял справедливое решение, P (A1) = p;
A2 – второй член жюри принял справедливое решение, P (A2) = p;
A3 – третий член жюри принял справедливое решение, P (A3) = 0, 5.
Справедливое решение жюри будет принято в случаях:
1. Первый и второй приняли справедливое решение, третий – неспра-

ведливое. Вероятность этого события определим по формуле:

P (A1A2A3) = P (A1)P (A2)P (A3) = p2/2.

2. Первый принял справедливое решение, второй несправедливое,
третий справедливое:

P (A1A2A3) = P (A1)P (A2)P (A3) = p(1− p)/2.

3. Первый принял несправедливое решение, второй справедливое,
третий – справедливое:

P (A1A2A3) = P (A1)P (A2)P (A3) = p(1− p)/2.

4. Все три члена жюри приняли справедливое решение:

P (A1A2A3) = P (A1)P (A2)P (A3) = p2/2.

Т. к. A = A1A2A3 + A1A2A3 + A1A2A3 + A1A2A3, то по аксиоме
сложения вероятностей, учитывая что события являются попарно несов-
местными, получим

P (A) = P (A1A2A3) + P (A1A2A3) + P (A1A2A3) + P (A1A2A3) = p.

Рассмотрим жюри из одного человека.
Обозначим через B – событие, состоящее в том, что жюри из одного

человека приняло справедливое решение. По условию P (B) = p.
Таким образом мы получили, что P (A) = P (B) = p.
Ответ: оба жюри выносят справедливое решение c одинаковой веро-

ятностью p.
К содержанию
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УДК 378.147

В. Э. ГАРИСТ1, Е. В. КОВАЛЕВА2, И. В. ГАРИСТ1

1Беларусь, Могилев, БГУТ
2Беларусь, Могилев, МГУ имени А. А. Кулешова

МОДЕЛЬ ХИМИЧЕСКОЙ РЕАКЦИИ –
ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ ПОДХОД В СИСТЕМАХ
КОМПЬЮТЕРНОЙ МАТЕМАТИКИ

Образование будущего технолога или химика-технолога будет тем
успешнее, чем больше изучаемый теоретический материал может быть
применён к его профильной деятельности. Поэтому важно теоретические
выкладки иллюстрировать тематическими примерами из предметной
области будущего специалиста. Такой подход позволяет глубже понять
материал и дополнительно мотивирует обучение.

В качестве примера разберём математическую модель типовой хи-
мической задачи на определение состава смеси. Для этого традиционное
химическое условие задачи сформулируем с точки зрения математики.

Пример. При сжигании в избытке кислорода (O2) 1, 10 г смеси
метанола (CH3OH) и этанола (C2H5OH) образовалось 0, 896 л диокси-
да углерода (CO2), измеренного при нормальных условиях. Определить
количественный состав смеси CH3OH и C2H5OH.

Реакции окисления (без коэффициентов):[
CH3OH +O2 = CO2 +H2O

C2H5OH +O2 = CO2 +H2O

Зададим процессы сжигания спиртов векторами r_CH3OH и
r_C2H5OH. Тогда реакция окисления смеси будет выражена результи-
рующим вектором r_смеси = r_CH3OH + r_C2H5OH

Координатами этих векторов целесообразно считать массу спирта и
объем газа: r (масса спирта в граммах; объём CO2 в литрах).

Результирующий вектор r_смеси(1, 10; 0, 896) известен, начало его
точка (0; 0):

r_смеси(1, 10; 0, 896) = r_CH3OH(m1;V1) + r_C2H5OH(m2;V2).

Требуется найти векторы r_CH3OH(m1;V1) и r_C2H5OH(m2;V2).
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Решение поставленной задачи будем осуществлять в системе компью-
терной математики SMath Studio [1; 2].

Запишем протекающие реакции в виде: «x · спирт+ y ·O2 = z ·CO2+
+t · H2O» и найдём коэффициенты (x; y; z; t) этих реакций. Исходные
вещества и продукты реакций представим в виде векторов «количество атомов C»

«количество атомов H»
«количество атомов O»

.

Cоставим систему линейных уравнений в векторной форме и решим
её матричным методом. На рисунке 1 показан расчёт коэффициентов
реакций с учётом того, что они должны быть натуральными числами.

Рисунок 1 – Расчёт коэффициентов химических реакций

Таким образом, коэффициенты двух параллельных реакций:[
2CH3OH + 3O2 = 2CO2 + 4H2O

C2H5OH + 3O2 = 2CO2 + 3H2O
.

Из коэффициентов этих реакций можно рассчитать координаты
радиус-векторов r_CH3OH и r_C2H5OH: по уравнению 1 из 1 моль
метанола образуется 1 моль CO2. Тогда для реакции с метанолом
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r_CH3OH(1 · 32; 1 · 22, 4) и r_C2H5OH(1 · 46; 2 · 22, 4). Первые коор-
динаты – число моль спирта · молярная масса спирта, вторые – число
моль CO2 · молярный объём газа. Поэтому фактически получили за-
дачу векторной алгебры: разложить вектор r_(1, 10; 0, 896) по базису
r_CH3OH(32; 22, 4) и r_C2H5OH(46; 44, 8) и найти векторы-слагаемые.
Решение этой задачи представлено на рисунке 2.

Рисунок 2 – Расчёт состава смеси

Из полученного решения имеем следующий состав смеси: 0,64 г ме-
танола и 0,46 г этанола.
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К содержанию
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ТЕХНОЛОГИЯ «ПЕРЕВЁРНУТОГО КЛАССА»
КАК СРЕДСТВО ПОВЫШЕНИЯ
ЭФФЕКТИВНОСТИ ПРЕПОДАВАНИЯ ВЫСШЕЙ
МАТЕМАТИКИ В ТЕХНИЧЕСКОМ УНИВЕРСИТЕТЕ

Современный этап развития высшего образования характеризуется
активным поиском эффективных педагогических решений, направлен-
ных на повышение качества подготовки специалистов технического про-
филя. Одной из важнейших задач технического университета является
формирование у студентов устойчивых математических знаний, необ-
ходимых для изучения профильных инженерных дисциплин, освоения
методов моделирования, программирования и анализа производствен-
ных процессов. Высшая математика традиционно рассматривается как
фундаментальная составляющая инженерного образования, поскольку
именно она формирует логическое мышление, культуру доказательства,
способность к абстракции и навыки количественного анализа.

Вместе с тем практика преподавания показывает, что значитель-
ная часть студентов первого курса сталкивается с трудностями при
изучении математических дисциплин. Это обусловлено различным уров-
нем школьной подготовки, недостаточной сформированностью навыков
самостоятельной работы, а также сложностью перехода от элементарной
математики к университетскому курсу. Традиционная модель обучения,
при которой преподаватель излагает теоретический материал на лек-
ции, а затем студенты закрепляют знания на практических занятиях,
не всегда обеспечивает высокий уровень вовлечённости обучающихся и
достаточную глубину понимания изучаемых тем. В связи с этим особую
актуальность приобретает внедрение технологий активного обучения, од-
ной из которых является модель «перевёрнутого класса» [1].

Сущность технологии «перевёрнутого класса» состоит в измене-
нии логики образовательного процесса. Первичное знакомство с но-
вым материалом переносится во внеаудиторную среду, где студент
на образовательном портале университета самостоятельно знакомится
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с видеолекциями, презентациями, цифровыми конспектами, выполня-
ет интерактивные задания по изучаемой теме. Аудиторное же время
используется преимущественно для практической работы: решения за-
дач, анализа типичных ошибок, выполнения мини-проектов, группового
обсуждения и консультирования. Тем самым происходит переход от
пассивного восприятия информации к активной познавательной де-
ятельности. Технология «перевёрнутого класса» позволяет повысить
эффективность использования аудиторного времени и создаёт условия
для персонализации обучения [2].

Применительно к преподаванию высшей математики данная мо-
дель обладает значительным потенциалом. Математическая подготовка
требует не только понимания теоретических положений, но и много-
кратной практической тренировки. Именно в процессе решения задач
формируются навыки анализа условий, выбора метода решения, по-
строения логически последовательного рассуждения и интерпретации
полученного результата. Следовательно, увеличение времени, отводи-
мого на активную работу студентов под руководством преподавателя,
способствует повышению качества усвоения дисциплины. Использова-
ние технологии «перевёрнутого класса» в вузе способствует развитию
самостоятельности студентов и формированию ответственности за ре-
зультаты обучения.

Особенно эффективно технология проявляет себя при изучении
тем, содержащих чётко выраженный алгоритмический компонент. Так,
при освоении раздела «Дифференциальное исчисление функции одной
переменной» студентам заранее предлагается видеоматериал, посвящён-
ный понятию производной, её геометрическому и физическому смыслу,
а также правилам дифференцирования. Дополнительно обучающиеся
получают электронный справочный материал с таблицей производных
элементарных функций и небольшой тест для самопроверки. На аудитор-
ном занятии основное внимание уделяется решению задач: нахождению
производных сложных функций, исследованию функций на монотон-
ность и экстремумы, построению графиков, а также решению приклад-
ных задач оптимизации. Например, студентам может быть предложена
задача нахождения максимальной производительности оборудования
или минимизации затрат при заданных параметрах производства. Такой
формат делает математические знания прикладными и осмысленными.



132

Существенным преимуществом рассматриваемой технологии являет-
ся возможность индивидуализации обучения. В традиционной лекцион-
ной модели темп изложения определяется преподавателем и ориенти-
рован на усреднённый уровень группы. При использовании цифровых
материалов студент может самостоятельно выбирать скорость изучения
темы, возвращаться к сложным фрагментам, повторно просматривать
объяснение формул и алгоритмов решения. Это особенно важно для
студентов первого курса, адаптирующихся к университетскому уровню
требований. Одновременно «сильные» студенты получают возможность
двигаться быстрее и осваивать дополнительные материалы.

Несмотря на очевидные преимущества, внедрение технологии
требует соблюдения ряда условий. Во-первых, необходима качествен-
ная цифровая инфраструктура: доступ к образовательной платформе,
стабильный интернет, наличие электронных курсов. Во-вторых, тре-
буется системная мотивация студентов к предварительной подготовке.
В-третьих, преподавателю необходимо грамотно проектировать ауди-
торную работу, чтобы она действительно дополняла самостоятельное
изучение материала, а не дублировала его. При отсутствии этих условий
технология может утратить эффективность.

Таким образом, технология «перевёрнутого класса» представляет
собой перспективное направление модернизации преподавания высшей
математики в техническом университете. Её использование способствует
активизации учебной деятельности студентов, развитию самостоятель-
ности, усилению практической направленности обучения и повышению
качества математической подготовки. Модель эффективна для формиро-
вания прочных навыков решения задач в профессиональных ситуациях.
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дель обучения / М. В. Воронина // Открытое образование. – 2018. –
№ 5. – С. 40–51.

К содержанию



133

УДК 372.851

И. Н. ЗИНЕНКО
Россия, Ялта, КФУ имени В. И. Вернадского

ФОРМИРОВАНИЕ УМЕНИЙ УЧАЩИХСЯ 9 КЛАССА
РЕШАТЬ ПРАКТИКО-ОРИЕНТИРОВАННЫЕ ЗАДАЧИ
НА УРОКАХ АЛГЕБРЫ

Современное общество стремительно развивается, что влечет за
собой трансформацию взглядов на то, чему следует учить в обще-
образовательных учреждениях, в том числе на уроках математики.
На этом фоне наблюдается тенденция изменения от теоретических зна-
ний к формированию практических навыков и умения применять их
в разнообразных жизненных ситуациях.

Международные исследования PISA (Programme for International
Student Assessment) оценивают математическую подготовку школьников
через призму «математической грамотности». Это способность человека
мыслить математически, формулировать, применять и интерпретиро-
вать математику для решения задач в разнообразных практических
контекстах [1]. Она включает в себя понятия, процедуры и факты, а так-
же инструменты для описания, объяснения и предсказания явлений. Она
помогает людям понять роль математики в мире, высказывать хорошо
обоснованные суждения и принимать решения, которые должны прини-
мать конструктивные, активные и размышляющие граждане в XXI в.

В рамках каждого цикла PISA особое внимание уделяется одной из
ключевых компетентностей. Так, в PISA-2018 основной фокус был на чи-
тательской грамотности, PISA-2022 сосредоточилась на математической
компетентности, а PISA-2025 – на естественно-научной. Таким образом,
полный цикл исследования охватывает девятилетний период.

Растущее число проблем и ситуаций, с которыми молодые люди стал-
киваются ежедневно, в том числе и в профессиональной сфере, требует
определенного уровня математической осведомленности, способности
к логическому математическому рассуждению и владения математиче-
скими инструментами для полного осмысления и решения этих проблем.
Поэтому крайне важно оценить, насколько выпускники школ готовы
применять математику для понимания значимых вопросов и решения
актуальных проблем.
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Согласно Федеральному государственному образовательному стан-
дарту основного образования овладение универсальными учебными дей-
ствиями является одной из ключевых задач. Она определяется как
способность решать задачи, в том числе практического характера;
строить и исследовать простейшие математические модели реальных
объектов, процессов и явлений, интерпретировать и оценивать полу-
ченные результаты; прогнозировать в рамках учебных и практических
задач; использовать математические методы в жизненных ситуациях.

Известные математики-методисты, такие как Л. М. Фридман,
Т. А. Иванова, Д. Пойа, раскрывали суть практико-ориентированных
задач как задач, требующих от учащихся не просто воспроизведе-
ния формул и алгоритмов, а активного поиска путей применения
математических знаний для анализа и решения конкретных проблем,
возникающих в реальной жизни. Они подчеркивали, что такие задачи
способствуют развитию у школьников самостоятельности мышления,
умения видеть математику в окружающем мире и использовать ее как
инструмент для достижения практических целей. Например: для опре-
деления ширины автомагистрали hмаг с четырьмя полосами в каждом
направлении используют формулу hмаг = 8b+ r+2k, где b – ширина од-
ной полосы, r – ширина разделительной полосы между направлениями,
k – ширина между крайней полосой и бордюром. Определите ширину
одной полосы, если hмаг = 40,4 м, r = 9 м, k = 1,7 м.

Решение. Чтобы найти ширину одной полосы, нужно подставить
известные значения в формулу hмаг = 8b + r + 2k и решить уравнение
с одной переменной.

hмаг = 8b+ r + 2k, если hмаг = 40,4 м, r = 9 м, k = 1,7 м, то
40,4 = 8b+ 9 + 2 · 1,7;
40,4 = 8b+ 12,4;
8b = 28;
b = 3,5 (м).
Ответ: 3,5 м.
Планируется увеличение ширины каждой полосы на 12 % за счет

уменьшения разделительной полосы. На сколько метров нужно умень-
шить разделительную полосу?

Решение. Выясним ширину каждой полосы движения после увели-

чения: 12 % от 3,5 м:
3,5

100
· 12 = 0,42 (м).
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1) 3,5 + 0,42 = 3,92 (м)
Выясним общую ширину полосы.
2) 3,92 · 8 = 31,36 (м);
3) 3,5 · 8 = 28 (м) – ширина полос до увеличения;
4) 31,36− 28 = 3,36 (м) – разница до и после увеличения.
Ответ: при увеличении двигательной полосы нужно уменьшить

разделительную на 3,36 м.
Использование практико-ориентированных задач выступает важным

инструментом повышения качества математического образования. Такие
задания наглядно демонстрируют связь математики с реальной дей-
ствительностью, смежными дисциплинами, экономикой, производством
и повседневным бытом. Обучение школьников решению подобных задач
является эффективным средством формирования функциональной
грамотности. В перспективе этот подход дает выпускникам возмож-
ность успешно применять школьные знания на практике, способствует
их адаптации в динамично меняющемся мире.

СПИСОК ИСПОЛЬЗОВАННОЙ ЛИТЕРАТУРЫ
1. Концепция направления «математическая грамотность» исследо-
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ВЫКАРЫСТАННЕ МУЛЬТЫМЕДЫЙНЫХ
ТЭХНАЛОГIЙ ПРЫ ВЫВУЧЭННI
ТЭАРЭМ ШКОЛЬНАЙ ГЕАМЕТРЫI

Тэмы школьнага курса геаметрыi ўтрымлiваюць шмат матэрыялу,
якi неабходна прадстаўляць школьнiкам наглядным чынам, таму най-
больш зручным i мэтазгодным падаецца правядзенне такiх урокаў з
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выкарыстаннем мультымедыятэхналогii. Зразумела, прымяненне iнфар-
мацыйных тэхналогiй на кожным уроку тэмы недапушчальна, трэба
выбiраць самыя значныя ўрокi. Напрыклад, выкарыстоўваць камп’ютар
на ўроку можна пры вывучэннi тэарэм геаметрыi.

Зручна прымяняць мультымедыйную прэзентацыю пры знаёмстве
з фармулёўкай i доказам тэарэмы. У працэсе выкарыстання звычайнай
класнай дошкi доказ тэарэмы займае значна больш часу, таму што трэба
акуратна стварыць вiдарыс, дадатковыя пабудовы, на экране вiдарыс за-
ўсёды выкананы акуратна i дакладна. Апiсанне пабудовы патрабуе шмат
месца, што прымушае выкладчыка або апускаць некаторыя выкладкi
доказу, або выцiраць напiсанае вышэй. Гэта перашкаджае школьнiкам
разабрацца з выкладкамi на дошцы, многiм проста дрэнна вiдаць напi-
санае за спiнай настаўнiка, патрабуецца пастаянна марнаваць час на тое,
каб дачакацца, пакуль усе выканаюць запiсы ў сшытку. Выкарыстанне
прэзентацыi дазваляе забяспечыць нагляднасць вiдарыса, даступнасць
паказу выкладак доказу, улiчыць тэмп i ўзровень кожнага вучня.

Пры выкарыстаннi мультымедыйных тэхналогiй не губляецца пасля-
доўнасць пабудовы, доказу. Таксама як i на класнай дошцы, на экране
ўсе неабходныя дзеяннi можна выконваць паслядоўна i спынiцца на тых
момантах, якiя выклiкалi цяжкасцi, пры неабходнасцi можна паўтарыць
патрэбны эпiзод.

Выкарыстанне мультымедыйных тэхнологiй пры вывучэннi тэар-
эм дазваляе павысiць эфектыўнасць вучэбнага працэсу. Прымяненне
сродкаў мультымедыя i стварэнне прэзентацый дапамогуць павялiчыць
эфект дадатковай нагляднасцi на занятках, што павiнна садзейнiчаць
засваенню навучэнцамi матэрыялу хутчэй i ў большым аб’ёме. Па дад-
зеных вучоных, больш за 60 % iнфармацыi паступае да нас праз зрок
i слых. Гэтыя органы адчуванняў з’яўляюцца самымi эфектыўнымi ка-
наламi перадачы i прыёму iнфармацыi. Працэс засваення iнфармацыi
на ўроках матэматыкi будзе больш эфектыўным пры выкарыстаннi раз-
настайных спосабаў прадстаўлення i падачы.

К содержанию
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ФОРМИРОВАНИЕ ФИНАНСОВОЙ ГРАМОТНОСТИ
НА УРОКАХ МАТЕМАТИКИ
ПРИ ИЗУЧЕНИИ ТЕМЫ «ПРОГРЕССИИ»

Большое внимание в настоящее время уделяется формированию
финансовой грамотности у учащихся в школе. В Республике Бела-
русь на государственном уровне принят План действий по повышению
финансовой грамотности населения на 2025–2030 г. [1], который преду-
сматривает системную работу в этом направлении. В соответствии с этим
документом финансовое просвещение учащихся – один из ключевых
приоритетов, направленный на формирование конкретных практических
навыков, таких как ведение учёта личных доходов и расходов, составле-
ние и планирование семейного бюджета, анализ финансовых продуктов
(вкладов, кредитов) и оценка связанных с ними рисков, распознавание
и противостояние финансовому мошенничеству, принятие обоснованных
финансовых решений. Особенно важно начинать формировать эти навы-
ки уже в школе, когда у учащихся закладываются основы финансового
поведения. При этом именно уроки математики обладают наибольшим
потенциалом для формирования финансовых навыков.

С этой целью была разработана авторская методика по разделу
учебника 9 класса «Прогрессии», так как прогрессия напрямую связана
с расчётом вкладов, кредитов и инфляций, которая включает следующие
темы: «Арифметическая прогрессия», «Формула суммы n первых членов
арифметической прогрессии», «Геометрическая прогрессия», «Формула
суммы n первых членов геометрической прогрессии», «Сумма бесконеч-
но убывающей геометрической прогрессии».

Каждая тема строится по следующей схеме:
1) введение нового материала через финансовую модель;
2) система заданий (для работы в классе и дома);
3) глоссарий финансовых терминов.
Рассмотрим, как реализуется данная методика на примере темы

«Формула суммы n первых членов геометрической прогрессии». Изу-
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чение начинается с задачи о незнакомце и купце. Задача: незнакомец
предлагает купцу сделку – 30 дней приносить по 100 000 руб., а купец
в первый день отдаёт 1 копейку, во второй – 2, в третий – 4, и так
каждый день удваивает сумму. Вопрос: Кто в этой сделке проиграл?
В процессе решения задачи учащиеся в общем виде выводят формулу

S =
b1(q

n − 1)

q − 1
; q ̸= 1. Вычисление S30 = 230 − 1 = 10 737 418, 23 руб.

наглядно демонстрирует силу геометрического роста.
Для каждой темы разработаны задания для работы в классе и для

домашнего выполнения. Приведем примеры некоторых из них.
Задача 1. Инвестиционный портфель компании растёт в гео-

метрической прогрессии. Для каждого из приведённых ниже рядов
ежегодной стоимости портфеля (в тыс. руб.) найдите его суммарную
стоимость за первые 6 лет.

а) 5 тыс. руб.; 10 тыс. руб.; 20 тыс. руб; . . .
б) 1 тыс. руб.; 3 тыс. руб.; 9 тыс. руб.; . . .
в) 3 тыс. руб.; 3

√
3 тыс. руб.; 9 тыс. руб.; . . .

Задача 2. Выручка компании растёт в геометрической прогрес-
сии (все месяцы прибыльны). Суммарная выручка за 4 месяца – 255
млн руб., а сумма выручки за 1-й и 3-й месяцы – 51 млн руб. Найдите
ежемесячный коэффициент роста.

Задача 3. Предприятие внедрило энергосберегающую технологию,
благодаря которой затраты на производство одной единицы продук-
ции уменьшались каждый месяц на 10% относительно предыдущего
месяца. Рассчитайте общую экономию предприятия за первые шесть
месяцев, если до внедрения технологии затраты на единицу составля-
ли 100 руб., а объём выпуска 500 единиц в месяц (неизменный). Все
задания сопровождаются глоссарием финансовых терминов (актив,
дивиденд, капитализация, кэшбэк, лизинг и др.).

Экспериментальная работа по внедрению данной методики проводи-
лась на базе ГУО «Средняя школа № 32 г. Бреста» в двух 9-х классах.
Экспериментальный класс (9 «Б», 21 учащийся) обучался по авторской
методике, контрольный (9 «В», 21 учащийся) – по традиционному учеб-
нику [2].

Перед началом изучения темы был проведён вводный тест на опреде-
ление уровня финансовой грамотности. Результаты показали, что классы
не были эквивалентны: в экспериментальном классе высокий уровень
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(12–14 баллов) составил 84%, в контрольном – 57%, средний уровень –
16% и 38% соответственно, низкий – 0% и 5%. Таким образом, экспери-
ментальный класс изначально имел преимущество. После изучения темы
(18 часов) учащиеся написали итоговую контрольную работу (10 зада-
ний, максимальная отметка – 10 баллов).

Средний балл в экспериментальном классе составил 6,29, в контроль-
ном – 5,52 (разрыв 0,77 балла). Доля успешных работ (отметка 7 и
выше) в экспериментальном классе в 1,8 раза выше, чем в контрольном
(52% против 29%), а доля неудовлетворительных результатов (отметка
4 и ниже) в 1,6 раза ниже (15% против 24%). В контрольном классе
33% учащихся получили отметку 5, что свидетельствует о нестабильном
усвоении материала, тогда как в экспериментальном классе 71% уча-
щихся сосредоточены в зоне отметок 6–8, что говорит о более системных
и устойчивых знаниях.

Разработанная методика изучения прогрессий через финансовые за-
дачи показала свою эффективность. Предложенная методика может
быть рекомендована учителям математики для использования в обра-
зовательном процессе с целью формирования финансовой грамотности
учащихся при изучении темы «Прогрессии».
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ПСИХОЛОГО-ПЕДАГОГИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ
ФОРМИРОВАНИЯ ПРОСТРАНСТВЕННОГО
МЫШЛЕНИЯ У ШКОЛЬНИКОВ

В условиях современного образования, ориентированного на раз-
витие инженерных и IT-компетенций, проблема формирования про-
странственного мышления приобретает особую актуальность. Простран-
ственное мышление является одним из видов образного мышления
и обеспечивает оперирование пространственными образами: их созда-
ние, мысленное преобразование и конструирование [1]. Данный вид
мышления не является врожденным, а формируется в процессе це-
ленаправленного обучения, что делает проблему поиска эффективных
методик его развития ключевой педагогической задачей.

Психолого-педагогические основы развития пространственного
мышления базируются на трудах Л. С. Выготского, П. Я. Гальперина,
И. С. Якиманской. Ключевым положением является идея о том,
что в основе формирования пространственных представлений лежит
практическая деятельность ребенка. Как показывают современные
исследования, сенсомоторный опыт служит базой для развития более
сложных форм логического мышления, что подтверждает актуальность
теории Ж. Пиаже о поэтапном развитии интеллекта – от наглядно-
действенного к образному и логическому.

Для эффективного формирования данного вида мышления у школь-
ников необходимо учитывать два основных подхода. Первый связан
с перцептивным развитием (восприятие и анализ формы, величины, по-
ложения предметов). Второй (более сложный) включает в себя мыслен-
ные трансформации, такие как вращение объектов, их пространственное
комбинирование и представление по проекциям.

Современная педагогика предлагает множество методов интеграции
пространственных навыков в учебный процесс.

1. Работа с графическими моделями (использование координатных
сеток, чертежей и планов позволяет перейти от реального пространства
к его условному изображению).



141

2. Моделирование и конструирование (работа с объемными тела-
ми (кубами, пирамидами) и создание макетов способствуют пониманию
трехмерности мира).

3. Компьютерное моделирование (специализированные програм-
мы и среды 3D-моделирования позволяют визуализировать сложные
абстрактные понятия и развивают навыки мысленного вращения
объектов).

4. Дидактические игры (упражнения на поиск закономерностей,
графические диктанты эффективны на начальных этапах обучения).

Анализ психолого-педагогической литературы позволяет сделать
вывод, что развитие пространственного мышления должно носить
системный характер. Учет возрастных особенностей и индивидуальных
когнитивных стилей учащихся (склонность к внутренней визуализации
или к «внешним опорам») позволяет педагогу выстраивать траекторию
обучения более эффективно. Таким образом, целенаправленная работа
по формированию данных навыков является необходимым условием
успешности школьников в дальнейшей профессиональной деятельности,
требующей высокого уровня пространственного интеллекта.
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«КОМБИНИРОВАННЫЕ УРАВНЕНИЯ
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Перед высшей педагогической школой стоит задача формирования у
будущих учителей математики глубоких и системных знаний, позволя-
ющих не только качественно готовить учащихся к централизованному
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экзамену (далее – ЦЭ) и централизованному тестированию (далее –
ЦТ), но и работать с одарёнными школьниками, готовить их к олимпи-
адам различных уровней. Комбинированные уравнения и неравенства –
задачи, в которых сочетаются, например, логарифмические, тригоно-
метрические, показательные, иррациональные функции, алгебраические
выражения с модулями и параметрами – занимают особое место в школь-
ном курсе математики. Именно они требуют от учащегося не шаблонного
применения алгоритмов, а гибкого, аналитического мышления, способ-
ности синтезировать знания из разных разделов математики.

В Республике Беларусь изучением методики обучения решению ком-
бинированных уравнений и неравенств занимались авторы школьных
учебников (Л. А. Латотин, Е. П. Кузнецова, Г. Л. Муравьева и др.), науч-
ные сотрудники Национального института образования, преподаватели
ведущих университетов (Л. А. Латотин, А. В. Семенчук и др.), а так-
же составители дидактических материалов для подготовки к ЦЭ и ЦТ
(В. Н. Литвиненко, А. И. Азаров, В. И. Булатов, С. А. Барвенов и др.).
Указанными авторами создан теоретико-методический фундамент для
изучения комбинированных уравнений и неравенств в рамках школьно-
го курса: разработаны классификации, предложены алгоритмы решения
стандартных типов. Однако существующий подход носит фрагментар-
ный характер, сосредоточен на шаблонных алгоритмах и подготовке к
экзаменам, а не на построении целостной методической системы. От-
дельным методическим пробелом является то, что вопросы обучения
решению комбинированных задач не выделены в самостоятельный мо-
дуль или дисциплину в рамках университетской подготовки учителей
математики. В результате будущие педагоги сами не осваивают необхо-
димые исследовательские стратегии, что лишает их инструментария для
выхода за рамки шаблонного преподавания.

В связи с этим была разработана и внедрена в образовательный
процесс дисциплина «Комбинированные уравнения и неравенства» для
студентов педагогической специальности «Математика и информати-
ка». В рамках дисциплины осуществлена систематизация всего кур-
са элементарной математики; предложена дидактически обоснованная
классификация и последовательность изучения методов решения, ори-
ентированная на формирование у будущих учителей не только алгорит-
мических умений, но и гибкого, творческого математического мышления.
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Содержательным ядром курса стала система заданий, основанная на по-
следовательном применении методов, использующих свойства функций
и равносильные преобразования [1–3].

Для проверки эффективности разработанного курса был прове-
ден педагогический эксперимент, включавший констатирующий, фор-
мирующий и контрольный этапы. Экспериментальной базой выступили
студенты 4 курса специальности «Математика и информатика» физико-
математического факультета учреждения образования «Брестский госу-
дарственный университет имени А. С. Пушкина». На констатирующем
этапе проведена контрольная работа по элементарной математике до на-
чала изучения дисциплины. На формирующем этапе студенты изучали
разработанный интегративный курс (объем 58 аудиторных часов, вклю-
чая лекционные и практические занятия). На контрольном этапе была
проведена итоговая контрольная работа (аналогичная по сложности
и структуре) после завершения курса.

Средний балл студентов по результатам изучения курса повысился
на 27,7 балла. Помимо количественного роста, отмечены качественные
изменения. Исходный средний балл отражал недостаточный уровень
системных знаний у студентов, что является характерной проблемой:
к старшим курсам изученные ранее разделы (алгебра, тригонометрия,
логарифмы, иррациональные выражения) забываются, остаются раз-
розненными «кусками». Предложенный курс, построенный на синтезе
этих разделов, позволил актуализировать и структурировать знания.
Решение стандартных заданий перестало вызывать затруднения, сту-
денты стали чувствовать себя значительно увереннее. Сама дисциплина
выступила в роли логического завершающего этапа в изучении всей
математики в университете, объединив разрозненные ранее разделы в це-
лостную систему.

Таким образом, полученные результаты подтверждают эффектив-
ность разработанного интегративного курса как средства преодоле-
ния фрагментарности знаний элементарной математики. Перспективы
дальнейших исследований связаны с разработкой полноценного учебно-
методического комплекса «Комбинированные уравнения и неравенства»,
включающего не только теоретический материал, но и большое коли-
чество заданий с дифференциацией по уровням сложности, а также
материалы для самостоятельной работы студентов.
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ВИЗУАЛИЗАЦИЯ ПОВЕРХНОСТЕЙ ВТОРОГО
ПОРЯДКА СРЕДСТВАМИ ЯЗЫКА JULIA

Изучение аналитической геометрии и основ проектирования радио-
электронных средств неразрывно связано с необходимостью визуализа-
ции пространственных объектов. Поверхности второго порядка лежат
в основе конструкций антенных систем, волноводов и элементов защи-
ты оборудования от механических воздействий. Но понимание динамики
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взаимодействия таких поверхностей при их пересечении часто ограничи-
вается статичными изображениями в учебной литературе.

Существующие инструменты, такие как GeoGebra или Wolfram
Alpha, предоставляют мощные средства визуализации, но часто сталки-
ваются с ограничениями производительности при работе со сложными
системами неравенств или требуют специфического синтаксиса, затруд-
няющего быструю итерацию [1; 2].

Язык Julia, разработанный в Массачусетском технологическом ин-
ституте, позволяет писать высокоуровневый код, который выполняется
со скоростью, сопоставимой с компилируемыми языками [3]. Это крити-
чески важно для интерактивной визуализации, где пересчет объемной
сетки при изменении параметров должен происходить в режиме реаль-
ного времени.

В работе представлен созданный нами специализированный
инструмент LIBVIS (Library for Interactive Body Visualization), который
объединяет возможности символьной математики и высокопроизводи-
тельной графики для мгновенного отображения результатов пересечения
произвольных геометрических условий.

Для реализации проекта LIBVIS были использованы ключевые ком-
поненты экосистемы Julia.

GLMakie.jl – современная библиотека для графики, использующая
возможности OpenGL для аппаратного ускорения рендеринга.

Symbolics.jl – мощное ядро компьютерной алгебры для парсинга и
упрощения вводимых пользователем уравнений.

RuntimeGeneratedFunctions.jl – инструмент для безопасной генера-
ции и компиляции функций во время исполнения программы.

В работе программы на первом этапе пользователем вводятся нера-
венства, описывающие искомую область (например, x2 + y2 + z2 ≤ 36),
система выполняет лексический анализ и приводит выражение к канони-
ческому виду f(x, y, z) ≤ 0. Использование пакета Symbolics.jl позволяет
интерпретировать переменные, проводить аналитические преобразова-
ния, такие как дифференцирование или упрощение. После анализа
проводится динамическая JIT-компиляция. Отметим, что стандартный
подход с использованием eval() в Julia приводит к проблемам с «ми-
ровым временем» (world age problem) и снижению скорости. В LIBVIS
реализована компиляция функции через RuntimeGeneratedFunctions.jl.
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Это гарантирует, что сгенерированная функция будет оптимизирована
компилятором точно так же, как если бы она была написана в исходном
коде программы.

Для отображения тел, образованных пересечением нескольких
поверхностей, в работе применен метод воксельного моделирования.
Рабочее пространство Ω ⊂ R3 дискретизируется в виде трехмерной
сетки (вокселей). Алгоритм нахождения пересечения n неравенств вида
fi(x, y, z) ≤ 0 базируется на вычислении результирующей функции:

V (x, y, z) = max(f1(x, y, z), f2(x, y, z), ..., fn(x, y, z)),

где результирующая поверхность определяется как множество точек,
для которых V (x, y, z) = 0. Для визуализации используется алгоритм
изоповерхностей (Marching Cubes или его аналоги в GLMakie), который
строит полигональную сетку на границе раздела сред.

В качестве примера рассмотрим пересечение сферы x2+ y2+ z2 = 36
и плоскостей x+ y + z = 2, x− y − z = 1, −x+ y − z = 1.

Пошаговый сценарий моделирования:
1. Неравенство x2 + y2 + z2 < 36 задает базовый объем.
2. x+ y + z < 2, x− y − z < 1, −x+ y − z < 1.
В интерактивном режиме пользователь видит поверхности как по-

лупрозрачный слой. При активации режима «ПОКАЗАТЬ ТЕЛО» про-
грамма объединяет условия (рисунок). Благодаря высокой производи-
тельности Julia, пользователь может изменять коэффициенты в реаль-
ном времени, наблюдая за трансформацией итогового пересечения.

Рисунок
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Разработанный программный комплекс LIBVIS демонстрирует пре-
имущество использования современных языков программирования, та-
ких как Julia, для задач научно-технической визуализации.

СПИСОК ИСПОЛЬЗОВАННОЙ ЛИТЕРАТУРЫ
1. Каримова, Т. И. Применение Geogebra и Desmos на занятиях по

математике в УВО / Т. И. Каримова, Е. А. Крагель // Вычислитель-
ные методы, модели и образовательные технологии : сб. материалов
XIII Респ. науч.-практ. конф., Брест, 24 окт. 2024 г. / Брест. гос. ун-
т им. А. С. Пушкина ; под общ. ред. Д. В. Грицука. – Брест : БрГУ,
2024. – С. 139–141.

2. Каримова, Т. И. Интерактивное моделирование в полярных ко-
ординатах // Т. И. Каримова, И. И. Гладкий, Л. П. Махнист //
Вычислительные методы, модели и образовательные технологии : сб. ма-
териалов XIV Респ. науч.-практ. конф., Брест, 28 окт. 2025 г. / Брест. гос.
ун-т им. А. С. Пушкина ; под общ. ред. О. В. Матысика. – Брест : БрГУ,
2025. – С. 183–185.

3. Шматко, Н. Е. Компьютерная визуализация стереографической
проекции и ее свойств / Н. Е. Шматко, А. Ю. Яхно // Современные про-
блемы математики и вычислительной техники : сб. материалов XIV Респ.
науч. конф. молодых ученых и студентов, Брест, 20–21 нояб. 2025 г. /
Брест. гос. тех. ун-т ; редкол.: В. А. Головко (гл. ред.) [и др.]. – Брест :
БрГТУ, 2025. – С. 284–287.

К содержанию

УДК 372.851

С. В. ЛАПКО, Н. Н. СЕНДЕР
Беларусь, Брест, БрГУ имени А. С. Пушкина
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ПРИ ИЗУЧЕНИИ СТЕРЕОМЕТРИИ

Современная система школьного образования ориентирована на по-
вышение качества усвоения знаний, развитие познавательной активности
учащихся и формирование у них способности к самостоятельному обу-
чению. В этих условиях особое значение приобретает использование
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информационных технологий в учебном процессе. Одним из наиболее
сложных разделов школьного курса математики является стереометрия,
изучение которой требует развитого пространственного воображения,
логического мышления и умения оперировать абстрактными образами.
На практике многие учащиеся испытывают затруднения при восприятии
пространственных объектов, построении сечений, а также при решении
задач на нахождение расстояний и углов.

Традиционные методы обучения не всегда обеспечивают необхо-
димый уровень наглядности, что снижает эффективность усвоения
учебного материала. В связи с этим применение информационных тех-
нологий становится важным методическим средством, позволяющим
повысить доступность и наглядность изучаемого материала. Однако
эффективность их использования во многом зависит от правильной ор-
ганизации педагогического процесса и учета методических особенностей
применения цифровых средств обучения.

Одной из ключевых методических особенностей является целена-
правленный отбор информационных технологий в зависимости от содер-
жания учебного материала и целей урока. Использование динамических
математических программ, таких как GeoGebra 3D и аналогичных
средств, позволяет визуализировать пространственные фигуры,
демонстрировать их свойства и взаимное расположение элементов.
Это способствует формированию у учащихся целостного представ-
ления о геометрических объектах и облегчает процесс понимания
теоретического материала.

Не менее важной особенностью является сочетание традиционных
методов обучения с информационными технологиями. Цифровые сред-
ства не должны полностью заменять объяснение учителя, а выступать
в качестве дополнения, усиливающего наглядность и способствующего
более глубокому усвоению знаний. При этом учителю необходимо гра-
мотно интегрировать информационные технологии в структуру урока,
обеспечивая логическую последовательность подачи материала.

Существенное значение имеет использование информационных
технологий на различных этапах учебного процесса. При объяснении
нового материала применение трехмерных моделей и анимации позво-
ляет наглядно представить сложные пространственные конструкции.
На этапе закрепления целесообразно использовать интерактивные за-
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дания и тренажеры, обеспечивающие активное включение учащихся
в учебную деятельность. В процессе практической работы особую роль
играет самостоятельная деятельность учащихся с использованием циф-
ровых средств, что способствует развитию исследовательских умений,
формированию навыков анализа и синтеза. Контроль знаний с приме-
нением электронных ресурсов позволяет оперативно оценить уровень
усвоения материала и обеспечить объективность оценивания.

Отдельного внимания заслуживают методические приемы исполь-
зования информационных технологий. К ним относятся визуализация
пространственных объектов, пошаговое построение сечений, интерактив-
ное исследование свойств геометрических фигур, а также моделирование
задач учащимися. Применение данных приемов способствует активиза-
ции познавательной деятельности и формированию прочных знаний.

Вместе с тем использование информационных технологий связано
с рядом трудностей. К ним относятся необходимость наличия соот-
ветствующего технического оснащения, а также достаточный уровень
подготовки учителя в области применения цифровых средств обучения.
Кроме того, существует риск перегрузки учащихся избыточной визуаль-
ной информацией, что может снижать эффективность обучения. В связи
с этим важным является соблюдение принципа педагогической целесо-
образности, согласно которому применение информационных технологий
должно быть оправдано дидактическими целями урока.

Таким образом, методические особенности применения информаци-
онных технологий при изучении стереометрии заключаются в их си-
стемном и целенаправленном использовании, рациональном сочетании
с традиционными методами обучения и ориентации на активную по-
знавательную деятельность учащихся. Грамотная организация учебного
процесса с использованием информационных технологий способствует
росту качества усвоения знаний, развитию пространственного мышле-
ния и формированию устойчивого интереса к изучению математики.
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Содержание и уровень сложности централизованного экзамена (да-
лее – ЦЭ) по математике определяются «Программой вступительных
испытаний по учебному предмету “Математика” для лиц, имеющих
общее среднее образование, для получения высшего образования I сту-
пени» [1]. Данная программа требует от абитуриентов не только знания
теоретического материала, но и сформированности прочных вычисли-
тельных навыков, умения применять алгоритмы в ограниченное время.
ЦЭ является итоговым испытанием в системе среднего образования
Республики Беларусь, результаты которого существенно влияют на воз-
можности продолжения образования. Однако, как показывает анализ
результатов ЦЭ, значительная часть учащихся, имеющих достаточный
уровень математической подготовки, допускает потери баллов вслед-
ствие нерациональных вычислительных приёмов, арифметических по-
грешностей и недостаточного контроля правдоподобности полученного
ответа. В ходе подготовки к ЦЭ было выявлено, что даже в про-
стых заданиях части А учащиеся часто затрачивают избыточное время
на вычисления или допускают арифметические ошибки, обусловленные
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нервозностью и неуверенностью. Одним из средств решения данной про-
блемы является систематическая тренировка устных вычислительных
навыков с использованием флэш-карт, содержащих типичные для ЦЭ
вычислительные ситуации.

Каждая карточка содержит одно правило или приём (например,
«Теорема Виета», «Пифагоровы тройки», «Табличные значения тригоно-
метрических функций»), в каждом наборе карточек около 10 примеров
для быстрого вычисления. Структура карточки включает размещение
вопроса на лицевой стороне и ответа – на оборотной. Это позволяет ис-
пользовать карточки как для самопроверки, так и для работы в паре.

Создание флэш-карт осуществлялось с использованием платформы
«Удоба» (https://udoba.org) – бесплатного конструктора интерактив-
ных электронных образовательных ресурсов, поддерживающего экспорт
в формате SCORM и публикацию по открытой ссылке, что обеспечивает
возможность самостоятельной тренировки учащихся в удобное время.

Одной из проблем при создании цифровых флэш-карт по матема-
тике в большинстве онлайн-сервисов является либо полное отсутствие
поддержки ввода математических формул, либо необходимость вставки
формул в виде графических файлов, что снижает скорость разработ-
ки, затрудняет редактирование и нарушает единообразие визуального
представления. Используемая в платформе «Удоба» поддержка языка
разметки LATEXпозволяет набирать формулы непосредственно в тексто-
вом поле в стандартизированном виде. Кроме того, LATEX-код легко
копировать, модифицировать и использовать повторно, что критически
важно при массовой разработке карточек для разных тем ЦЭ. На ри-
сунке 1 представлен пример флэш-карт для отработки теоремы Виета,
созданных в среде «Удоба» (лицевая и оборотная стороны).

Дополнительным преимуществом платформы «Удоба» является под-
держка встраивания графических изображений непосредственно в содер-
жимое флэш-карт. Размещение иллюстраций, схем, графиков и геомет-
рических чертежей прямо в поле вопроса или ответа особенно важно для
подготовки к ЦЭ по математике, поскольку позволяет визуализировать
геометрические конфигурации, графики функций, таблицы значений и
другие невербальные элементы, которые невозможно адекватно пере-
дать только с помощью текста и формул. Поэтому «Удоба» является
полноценным инструментом для создания многоформатных флэш-карт,
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адекватно отражающих структуру экзаменационных заданий. На рисун-
ке 2 представлен пример флэш-карт для отработки умения выбирать
решение системы или совокупности неравенств по ее графическому изоб-
ражению, созданных в среде «Удоба» (лицевая и оборотная стороны).

Рисунок 1 – Карточка с вопросом и ответом
(слева и справа соответственно)

Как отмечал Л. С. Выготский, «понятие возникает и складывает-
ся в процессе операций с объектами, но не непосредственно из них, а
через посредство оперирования знаками». Осознание понятия приходит
тем легче, чем более систематическими являются знания, в которые оно
включено». Флэш-карты в данном случае выступают именно таким «опе-
рированием знаками» (формулами, алгоритмами) и позволяют включить
отдельное правило в систему вычислительных навыков [2].

Рисунок 2 – Карточка с вопросом и ответом
(слева и справа соответственно)
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Целесообразность применения флэш-карт определяется этапом под-
готовки и характером учебного материала. На начальном этапе работы
над темой карточки эффективны для запоминания базовых определе-
ний и формул (режим заучивания). На этапе закрепления целесообразно
использовать карточки в режиме самопроверки с отсроченным ответом
(например, после решения 2–3 задач). Для коррекции типичных вычис-
лительных ошибок рекомендуется ежедневная 5–10-минутная трениров-
ка с карточками, сфокусированными на задания, в которых допускается
наибольшее количество ошибок. В цифровом формате учащиеся могут
использовать карточки на мобильных устройствах, что повышает часто-
ту и регулярность тренировок.

Автоматизация базовых вычислительных операций снижает когни-
тивную нагрузку, позволяя учащемуся сосредоточиться на содержатель-
ном этапе решения задачи. Кроме того, выполнение вычислений без
использования черновика является критически важным в части А, где
ограничение времени и экзаменационный стресс повышают вероятность
ошибочных действий даже при простых расчётах.

Таким образом, флэш-карты для устного счёта выступают не только
как средство предметной тренировки, но и как фактор психологической
готовности, способствующий повышению уверенности и самоконтро-
ля учащегося, что обеспечивает более высокий уровень субъективного
контроля над экзаменационной ситуацией.
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МЕТОДИЧЕСКИЕ АСПЕКТЫ РЕАЛИЗАЦИИ
ПРАКТИКО-ОРИЕНТИРОВАННОГО ПОДХОДА
В ПРЕПОДАВАНИИ ВЫСШЕЙ МАТЕМАТИКИ
В ТЕХНИЧЕСКОМ ВУЗЕ

Стратегия перехода страны к инновационной экономике в усло-
виях современного развития науки, техники и цифровых технологий
предъявляет новые требования к подготовке специалистов инженерно-
технического профиля. Общеизвестно, что уровень знаний квалифици-
рованного инженера определяется глубокой и прочной общепрофессио-
нальной подготовкой, которую невозможно осуществить без соответству-
ющей естественно-научной, и прежде всего математической, подготовки.
Значимость дисциплины «Высшая математика» в инженерном образо-
вании определяется ее направленностью как на овладение студентами
фундаментальных основ курса и ознакомление с типичными моделями
предметных ситуаций из области профессиональной подготовки, так и на
обучение общим подходам к построению математических моделей при-
кладных задач.

Традиционная модель преподавания высшей математики в техниче-
ском вузе ориентирована преимущественно на формирование теоретиче-
ских знаний и освоение математического аппарата. Однако для будущего
инженера важна не только теоретическая подготовка, но и способность
применять математические методы при решении профессиональных за-
дач.

На протяжении ряда лет в Белорусском государственном универ-
ситете пищевых и химических технологий эффективность профессио-
нальной подготовки изучается кафедрoй высшей математики в тесной
интеграции с выпускающими кафедрами в рамках совместной научно-
методической работы. Проанализировано содержание и согласованность
образовательных программ по высшей математике и ряду общепро-
фессиональных и специальных дисциплин, сформировано содержание
практико-ориентированного образовательного процесса, разрабатывают-
ся методики и методологии его реализации.
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Совместная научно-методическая работа способствует развитию
междисциплинарных связей, являющихся важным аспектом в органи-
зации образовательного процесса. Сотрудничество кафедры высшей
математики с выпускающими кафедрами позволило внедрить в об-
разовательный процесс как по высшей математике, так и по ряду
профессиональных дисциплин широкий круг задач прикладного
характера, демонстрирующих практическую значимость математи-
ческих и специальных методов, что способствует:

• формированию у студентов целостного представления о роли мате-
матических и профессиональных дисциплин в подготовке специалистов;

• формированию навыков применения математических методов
в профессиональной деятельности;

• развитию аналитического и инженерного мышления;
• повышению мотивации к изучению математических дисциплин;
• формированию профессиональных компетенций.
В результате сокращения в учебных планах количества часов, отво-

димых на изучение высшей математики в технических вузах, возникают
следующие проблемы: уменьшение времени на изучение теоретическо-
го материала; сокращение количества практических занятий; снижение
возможностей для формирования устойчивых навыков решения задач.

В данных условиях особую актуальность приобретает оптимиза-
ция содержания курса. Необходимо выделять ключевые математические
темы и методы, которые имеют наибольшее значение для профессио-
нальной подготовки студентов.

Кроме того, возрастает роль самостоятельной работы студентов и ис-
пользования электронных образовательных ресурсов.

В связи с этим одним из важнейших методических принципов
реализации практико-ориентированного подхода при обучении высшей
математике в техническом вузе нами использован принцип «смены при-
оритетов». Данный принцип предполагает [1] пересмотр традиционных
подходов к организации учебного процесса.

В своей педагогической деятельности мы переходим от домини-
рования теории в изучении дисциплин к практическому применению
знаний. Таким образом, осуществляется переход от избыточной «теоре-
тизации» курса к рассмотрению практических задач, связанных с буду-
щей профессиональной деятельностью студентов. Математические зада-
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чи становятся менее абстрактными, студенты учатся математическому
моделированию реальных процессов.

Следует отметить, что реализация практикоориентированного под-
хода в преподавании высшей математики предполагает системную орга-
низацию учебной, научной и методической деятельности преподавателей
и студентов. В условиях технического университета данная работа осу-
ществляется нами по нескольким взаимосвязанным направлениям.

Одним из важных направлений является научно-методическая ра-
бота преподавателей, направленная на разработку и распространение
практико-ориентированных методик преподавания высшей математи-
ки. Одним из эффективных и реализуемых нами способов практико-
ориентированного подхода является выполнение междисциплинарных
курсовых проектов и дипломных работ, подготовленных совместно с вы-
пускающими кафедрами. Такие работы были апробированы на кафедре
технологии молока и молочных продуктов при выполнении курсовых и
дипломного проектов. В основе – использование в значительном объеме
математического моделирования технологических процессов, использо-
вание математических методов при анализе инженерных задач, а также
применение численных методов и компьютерных программ для решения
профессиональных задач.

Таким образом, тесная междисциплинарная интеграция и систем-
ная работа преподавателей по организации практико-ориентированного
образовательного процесса является важным условием повышения эф-
фективности профессиональной подготовки студентов в техническом
университете.
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ПОДГОТОВКА БУДУЩИХ ПРЕПОДАВАТЕЛЕЙ
ИНФОРМАТИКИ К ФОРМИРОВАНИЮ
ИНФОРМАЦИОННОЙ КУЛЬТУРЫ УЧАЩИХСЯ

Цифровизация всех сфер жизни и деятельности человека актуализи-
ровала проблему формирования информационной культуры личности.
Для успешной самореализации в современном обществе человек должен
обладать развитой информационной культурой как для использования
преимуществ цифровизации, так и для противостояния существующим
в настоящее время угрозам и вызовам. Не вызывает сомнения тот факт,
что развитие информационной культуры осуществляется на протяжении
всего обучения, а следовательно, необходимо готовить будущих препода-
вателей к формированию информационной культуры школьников.

Квалифицированная подготовка предполагает улучшение органи-
зации образовательного процесса, изменение традиционных подходов
к обучению и воспитанию исходя из современных требований. В процессе
изучения, например, методических дисциплин у будущих преподавате-
лей информатики необходимо формировать знания того, как в рамках
основных содержательных линий школьной информатики происходит
развитие того или иного компонента информационной культуры учаще-
гося и как с помощью соответствующих средств, форм и методов работы
сделать этот процесс более эффективным.

Например, когнитивный компонент информационной культуры фор-
мируется через изучение всех содержательных линий – «Информация
и информационные процессы», «Аппаратное и программное обеспе-
чение компьютера», «Основы алгоритмизации и программирования»,
«Компьютерные информационные технологии», «Коммуникационные
технологии», «Компьютерное моделирование». При изучении программ-
ного материала необходимо применять проблемные методы, проектные
технологии.

Операционально-технологический компонент реализуется в ходе
работы с различным программным обеспечением в процессе выпол-
нения практических работ за компьютером – составления алгоритма
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решения задачи и реализации его на языке программирования высокого
уровня, в процессе работы с текстовым и табличным процессорами,
графическими редакторами, системами управления базами данных
и т. д. Необходимо подбирать и разрабатывать авторские задания,
которые носят развивающий, воспитывающий и межпредметный ха-
рактер. Коммуникативный компонент развивается при организации
и выполнении проектов, сетевого взаимодействия, в ходе совместного
создания и редактирования различных документов, при обсуждении
правил безопасного поведения в сети и т. д.

Ценностно-рефлексивный компонент информационной культуры
актуализируется через самоанализ последствий собственных действий
в цифровой среде – распространение достоверной или недостоверной
информации, оценку достоверности источников, из которых берет-
ся информация, осознание того, что при любых действиях в сетях
остается цифровой след, и т. д. На основе этого каждый человек дол-
жен выработать стратегию личной информационной безопасности в
информационной среде.

Как отмечалось ранее, для развития всех компонентов информа-
ционной культуры хорошо зарекомендовал себя проектный метод. В
качестве примера приведем проект, рассчитанный на два урока по теме
«Информационная культура. Информационное общество. Информаци-
онная цивилизация. Образование и профессиональная деятельность в
информационном обществе». В результате выполнения данного проек-
та учащиеся создают социально значимый информационный продукт
– буклет (важные условия – достоверная информация, соблюдение ав-
торских прав, наглядное представление разнообразной информации,
соответствие требованиям, предъявляемым к оформлению такого рода
документов). Работа выполняется в небольших группах, что обеспе-
чивает развитие коммуникативных навыков. Учащимся предлагается
несколько социально значимых тем: «Цифровая гигиена в современном
мире», «Как обеспечить безопасность персональных данных в соци-
альных сетях?», «Предотвращение кибербуллинга среди молодежи»,
«Цифровые технологии и забота о здоровье», также учащиеся могут са-
мостоятельно предложить интересную для них тему.

В результате проектной деятельности осуществляется поиск и анализ
информации, создание информационного продукта (с помощью разнооб-
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разных программных средств), его защита и рефлексия, что способствует
развитию практически всех компонентов информационной культуры
учащегося, а будущие преподаватели получают опыт использования про-
ектных технологий.
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О МАТРИЦАХ ПОВОРОТА В МЕХАНИКЕ
И ФИЗИКЕ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ЧАСТИЦ

Рассмотрим матричные преобразования (символ «T» означает транс-
понирование)

X ′ = CX,X = [x y]T , X ′ = [x′ y′]T , (1)

C11 = C22 = cos θ, C12 = −C21 = sin θ. (2)

В таблицах 1 и 2 рассмотрены некоторые примеры смысловых содер-
жаний этих преобразований. I. Поворот координатных осей декартовой
системы координат на плоскости относительно начала координат против
часовой стрелки. II. Смешивание волновых функций (далее – ВФ) квар-
ков первых двух поколений. III. Смешивание ВФ нейтрино первых двух
поколений. IV. Смешивание электрически нейтральных калибровочных
полей в Стандартной модели вследствие механизма Хиггса.
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Таблицы составлены на основе сведений из [1, с. 80, 222], [2, с. 234],
[3, с. 226], [4, с. 265], [5, c. 63, 66] и могут быть использованы в обра-
зовательном процессе при изучении алгебры и геометрии, кинематики
и физики элементарных частиц.

Таблица 1 – Смысл величин x, y, x′, y′ в (1)–(2)

Примеры x, y x′, y′

I координаты точки в
исходном базисе

координаты точки в новом
базисе

II ВФ кварков d и s без учета
слабого взаимодействия

ВФ кварков d′ и s′ с учетом
слабого взаимодействия с

кварками u и c

III ВФ нейтрино ν1 и ν2 в
массовых собственных

состояниях

ВФ нейтрино νe и νµ,
участвующих в слабом

взаимодействии

IV Исходные калибровочные
поля W 3+

µ и Bµ

Физические поля Zµ и Aµ

Таблица 2 – Смысл и значения θ в (1)–(2)

Примеры Смысл θ Значение θ
I угол поворота любое вещественное
II угол Кабиббо arcsin(0.227)

III угол смешивания
√

arcsin(0.32)

IV −θW , где θW – угол
Вайнберга

−
√

arcsin(0.215)

Данная статья дополняет публикацию [6, с. 272−274] с участием ав-
торов, посвященную использованию сравнительных таблиц при изучении
алгебры и геометрии.
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5. Сковпень, Ю. И. Физика элементарных частиц : учеб. пособие /
Ю. И. Сковпень ; Новосиб. гос. ун-т. – Новосибирск : ИПЦ НГУ,
2025. – 188 с.

6. Серый, А. И. Линейная алгебра и линейное программирование
в экономике и физике / А. И. Серый, З. Н. Серая, Н. В. Силаев //
Перспективные направления развития региональной экономики : сб. ма-
териалов X Междунар. науч.-практ. конф., Брест, 22–23 мая 2020 г. /
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ОБ ИЗУЧЕНИИ ТЕОРИИ МНОЖЕСТВ НА ПРИМЕРАХ
ИЗ ПЛАНИМЕТРИИ И АСТРОФИЗИКИ

Рассмотрим множества A, B, C, D1, D2, E, которые удовлетворяют
соотношениям

A ⊃ B ⊃ C, C ⊃ D1, C ⊃ D2, D1 ∩D2 = E. (1)

Примеры смысловых содержаний этих множеств рассмотрены в таб-
лице, которая составлена на основе сведений из [1, с. 10-11, 341], [2, с. 74,
105, 129, 167] и может быть использована в образовательном процессе
при изучении некоторых физико-математических дисциплин в вузе.
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Таблица – Примеры множеств, удовлетворяющих соотношениям (1),
в планиметрии и астрофизике
Множество Примеры из планиметрии Примеры из астрофизики

A Плоские фигуры Материя
B Четырехугольники Вещество
C Параллелограммы Электронно-нейтронно-ядерное

вещество
D1 Ромбы Электронно-нейтронно-

протонное
вещество

D2 Прямоугольники Электронно-ядерное вещество
E Квадраты Электронно-протонное вещество

(водород)
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ИНТЕРАКТИВНЫЙ УЧЕБНЫЙ МОДУЛЬ
ДЛЯ ИЗУЧЕНИЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ КРИВЫХ
И АЛГОРИТМА ЭЛЬ-ГАМАЛЯ

Изучение математических основ эллиптических кривых представля-
ет значительную сложность для студентов, так как требует понимания
абстрактной алгебры, теории чисел и вычислительной математи-
ки. Преподаватель же вынужден вручную перепроверять каждый шаг
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вычислений студентов, что требует значительных временных затрат,
либо ограничиваться только проверкой конечного результата, что сни-
жает качество обратной связи.

Существующие математические пакеты (SageMath, PARI/GP) имеют
сложный, неинтуитивный интерфейс и требуют знания специализиро-
ванных команд, что не всегда удобно для учебного процесса. К тому
же, данные пакеты являются инструментами профессиональных мате-
матиков и ученых, т. е. обладают избыточным с точки зрения обучения
функционалом. Из этого логично проистекает идея создания специали-
зированного модуля, который позволил бы студентам изучать операции
на эллиптических кривых, проверять корректность шифрования по схе-
ме Эль-Гамаля, а преподавателям получать отчеты о работе студентов.

Модуль разработан в виде одностраничного веб-приложения, вся
логика которого сосредоточена в одном HTML-файле.

Архитектурно приложение разделено на пять логических компонен-
тов: математическое ядро, модуль поиска генераторов, модуль оцифров-
ки текста, криптографический модуль, модуль отчетности.

Математическое ядро реализует следующие базовые функции:
• modPow(base, exp,mod): модульное возведение в степень;
• modSqrt(n, p): извлечение квадратного корня по модулю;
• pointAdd(P,Q, a, p): сложение двух точек на кривой;
• pointMultiply(k, P, a, p): умножение точки на скаляр (алгоритм

double-and-add);
• calculatePointOrder(P, groupOrder, a, p): вычисление порядка

точки.
Все операции выполняются в целочисленной арифметике по моду-

лю p. При сложении точек корректно обрабатываются особые случаи:
точка на бесконечности, противоположные точки, удвоение.

Модуль поиска генераторов отвечает за исследование структуры
группы точек эллиптической кривой. Основные функции:

• findPointsOnCurve(a, b, p): находит все точки кривой методом пол-
ного перебора x ∈ [0, p − 1]. Для ускорения поиска предварительно
вычисляются все квадраты по модулю p.

• calculatePointOrder(P, groupOrder, a, p): вычисляет порядок
точки. Реализован оптимизированный алгоритм [1], использующий
разложение порядка группы на простые множители.
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• findGenerators(): осуществляет поиск всех генераторов цикличе-
ской группы. Если порядок группы является простым числом, все точки
(кроме бесконечности) являются генераторами.

Модуль оцифровки текста отвечает за преобразование текстовых
сообщений в последовательности точек эллиптической кривой, что необ-
ходимо для дальнейшего шифрования. Основные функции:

• createEncodingTable(): создает таблицу соответствия букв рус-
ского и английского алфавитов случайно выбранным точкам кривой;

• encodeText(): преобразует введенный текст в последовательность
точек в соответствии с таблицей.

Данный модуль поддерживает русский (33 буквы) и английский
(26 букв) алфавиты, пробел кодируется специальным символом «*».
Также при создании таблицы проверяется достаточность количества
точек на кривой, а результат работы модуля отображается в виде HTML-
таблицы с возможностью просмотра.

Криптографический модуль реализует схему шифрования Эль-
Гамаля на эллиптических кривых (EC-ElGamal) и обеспечивает автома-
тическую проверку правильности шифрования.

Основные функции:
• encryptMessageElGamal(message, G, d, k): выполняет шифро-

вание сообщения – вычисляет открытый ключQ = d ·G, точки C1 = k ·G
и C2 =M + k ·Q для каждого символа;

• compareEncryptionResults(correct, userC1, userC2): сравни-
вает введенные пользователем точки с правильными, формирует список
ошибок;

• displayVerificationResults(): отображает результат проверки
и детали расчета;

• checkUserEncryption(): основная функция, объединяющая шиф-
рование, сравнение и отображение результатов.

Модуль отчетности обеспечивает сбор статистики о работе студен-
та и формирование отчета. Основные функции:

• generateReport(): собирает все данные о работе студента в один
объект;

• logEncryptionAttempt(): фиксирует каждую попытку шифрова-
ния с сохранением введенных и правильных данных;

• logCurveExploration(): логирует исследование каждой кривой;
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• logGeneratorsFound(): логирует найденные генераторы;
• exportToPDF(): экспортирует отчет в формате PDF.
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ОБ ИНТЕРПРЕТАЦИИ МЕХАНИЗМА
КАЛЬБА – РАМОНДА ГЕНЕРАЦИИ МАССЫ
В ПОДХОДЕ ТЕОРИИ РВУ

В 1972 году Кальб и Рамонд предложили [1] отличающийся от хигг-
совского механизм генерации массы элементарных частиц, заключаю-
щийся в калибровочно-инвариантном смешивании безмассовых полей.
Подход Кальба – Рамонда получил в литературе название B̂ ∧ F̂ -
теории [2]. Изложим кратко суть этой теории.

Возьмем в качестве исходных две системы тензорных дифференци-
альных уравнений первого порядка

∂νψ[µν] = 0, (1)

−∂µψν + ∂νψµ + ψ[µν] = 0 (2)

и
∂µφ[µνα] = 0, (3)

∂µφ[να] + ∂αφ[µν] + ∂νφ[αµ] + φ[µνα] = 0, (4)

описывающих соответственно поле фотона – безмассовое векторное
поле со спиральностью ±1 и поле нотофа – безмассовое векторное поле
со спиральностью 0 [3]. Здесь величины ψµ и φ[µν] выступают в каче-
стве потенциалов, а ψ[µν] и φ[µνα] – в качестве напряженностей указанных
полей.
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Рассматривая уравнения (1), (2) и (3), (4) совместно, введем в лагран-
жиан L0 системы (1)–(4) дополнительный член

Lint = mψµ∂νφ[µν], (5)

где m – вещественная константа. Нетрудно убедиться, что (5) не нару-
шает инвариантности системы (1)–(4) и её лагранжиана L0 относительно
калибровочных преобразований второго рода:

ψµ → ψ′
µ = ψµ + ∂µλ, (6)

φ[µν] → φ′
[µν] = φ[µν] + ∂µλν − ∂νλµ, (7)

где λ(x), λµ(x) – калибровочные функции.
При варьировании лагранжиана L0 + Lint получается система урав-

нений
∂νψ[µν] +mφ̃µ = 0, (8)

−∂µφ̃ν + ∂νφ̃µ +mψ[µν] = 0, (9)

∂νφ̃[µν] + ψµ = 0, (10)

−∂µψν + ∂νψµ + ψ[µν] = 0, (11)

где для краткости использованы обозначения:

φ̃[µν] =
1

2
εµναβφ[αβ], φ̃µ =

1

3!
εµναβφ[ναβ]. (12)

Перепишем систему (8)–(11), введя в неё вместо тензоров ψµ, φ̃[µν]

величины
C̃µ = ψµ −

1

m
φ̃µ, C̃[µν] = φ[µν] −

1

m
ψ[µν].

В результате получим:

∂νψ[µν] +mφ̃µ = 0, (14)

−∂µφ̃ν + ∂νφ̃µ +mψ[µν] = 0, (15)

∂νC̃[µν] = 0, (16)

−∂µC̃ν + ∂νC̃µ = 0. (17)

Система (14)–(17) распадается по группе Лоренца на подсистемы
(14), (15) и (16), (17). Первая из них описывает частицу с ненулевой
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массойm и спином 1, которая в [1] трактуется как переносчик взаимодей-
ствия между открытыми струнами в пространстве размерности d = 4.
Подсистема (16), (17) непосредственно никакого физического поля не
описывает, однако её присутствие обусловлено соображениями сохране-
ния калибровочной инвариантности теории на всех её этапах.

В подходе теории обобщенных релятивистских волновых уравнений
(далее – РВУ) вышеописанный механизм генерации массы интерпрети-
руется следующим образом. Исходную тензорную безмассовую систему
(1)–(4) можно представить в матрично-дифференциальной форме

(Γµ∂µ + Γ0)Ψ = 0, (18)

где Ψ – 20-компонентная волновая функция-столбец, Γµ, Γ0 – квадратные
матрицы 20× 20

Ψ =


ψµ
ψ[µν]

φ[µν]

φ[µνα]

 , Γµ =

(
γµ

γµ

)
, Γ0 =


O4

I6
O6

I4

 (20)

и γµ – 10-мерные матрицы Даффина – Кеммера для спина 1 [4; 5].
Введение в лагранжиан системы (1)–(4) дополнительно топологиче-

ского члена (5) приводит к изменению вида матриц Γµ. Вместе с тем
подстановки (13) эквивалентны унитарному преобразованию базиса (19),
которое приводит матрицы Γµ к своему первоначальному виду (20). Для
матрицы же Γ0 при этом получается выражение

Γ0 =


mI4

mI6
O6

O4

 . (21)

Структура матриц Γµ (20) и Γ0 (21) показывает, что обобщенное РВУ
(1), эквивалентно тензорной системе (14)–(17), распадается на обычное
уравнение Даффина – Кеммера [4; 5] для массивной частицы со спином 1
и безмассовый фермионный предел этого уравнения, который обеспечи-
вает калибровочную инвариантность всей модели.

Смысл описанного способа генерации массы с точки зрения теории
РВУ заключается в том, что переход от исходных безмассовых полей
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к массивному полю не затрагивает ни вида матриц Γµ, ни ранга осо-
бенной матрицы Γ0, а сводится к перестановке нулевых и единичных
диагональных блоков данной матрицы (ср. (20) и (21)). При этом число
степеней свободы полевой системы, равное трем, не изменяется. Ситу-
ация выглядит так, будто нотоф передает свою единственную степень
свободы фотону, что и приводит к появлению массивной частицы со спи-
ном 1.

Используя подход Кальба – Рамонда, можно построить общую
модель калибровочно-инвариантного смешивания безмассовых полей
любой спиральности, приводящую к генерации массы, без обязательного
сопутствующего появления в теории скалярного бозона, как это имеет
место в хиггсовской модели.
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ФОРМИРОВАНИЕ ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКИХ УМЕНИЙ
ПРИ ОРГАНИЗАЦИИ ФАКУЛЬТАТИВОВ
В СТАРШИХ КЛАССАХ

Современная школа ориентирована на формирование у выпускни-
ка не только предметных знаний, но и навыков, необходимых для
будущей деятельности, а также на формирование универсальных компе-
тенций. В таких условиях факультативные занятия становятся важным
инструментом для формирования положительной мотивации и осо-
знанного выбора будущей профессии. Факультативные занятия – это
занятия, направленные на активизацию познавательной деятельности,
интеллектуальное развитие, подготовку к началу трудовой деятельно-
сти и продолжению образования, связанного с определенным видом
профессиональной деятельности. В старших классах учреждений обще-
го среднего образования Беларуси организованы специализированные
факультативы профессиональной направленности, которые являются
обязательным компонентом обучения в профильных классах совмещен-
ного типа, например: «Введение в педагогическую профессию, «Введе-
ние в аграрную профессию», «В мире техники и технологий: выбираем
инженерную профессию» и др.

Программы перечисленных факультативных занятий направлены на
получение представления о будущей профессии, знакомство со школами
и предприятиями Республики Беларусь – заказчиками кадров. Школь-
ники получают возможность углубить свои знания по дисциплинам,
изучаемым в рамках факультатива, повысить свои шансы на поступле-
ние в университеты на педагогические или инженерные специальности.

Результативность организации факультативных занятий напрямую
зависит от надпрофессиональных компетенций учителя, позволяющих
проектировать образовательный процесс на основе анализа потребно-
стей учащихся, диагностики их достижений и внедрения инновационных
методик. Надпрофессиональные компетенции – это совокупность знаний,
умений, навыков и опыта практической деятельности личности, которые
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не только позволяют эффективно работать в своей профессии, но и яв-
ляются основой для любой деятельности.

В качестве надпрофессиональных, в большей степени необходимых
учителю для организации педагогического процесса, рассматривают-
ся такие компетенции, как методологические знания,исследовательские
умения, социально-гражданственные компетенции. Рассматривая мето-
дологические знания как компонент надпрофессиональных компетенций,
можно определить их как компетенцию, обеспечивающую владение
такими общефилософскими категориями, как причина и следствие, ко-
личество и качество, а также методами познания, умениями строить
дедуктивные заключения и т. д. Социально-гражданственная компе-
тенция обеспечивает сформированность качеств личности, связанных
с ценностными ориентирами, а также таких ценностных установок,
как гражданственность, нравственность, патриотизм. Исследователь-
ские умения – это компетенция, позволяющая выявлять, анализировать
и решать профессиональные проблемы через генерацию и реализацию
новых подходов.

Программа факультатива «Введение в педагогическую профессию»
построена на субъектно-деятельностном подходе, где обучение стро-
ится вокруг учащихся и их активного участия. Обязательной частью
содержания программы являются педагогические пробы (моделирующие
испытания), инструментами для решения которых являются эвристи-
ческие ситуации. Эти задачи требуют от будущих педагогов не просто
найти готовое решение, а самостоятельно исследовать, выявлять законо-
мерности и находить свой путь, например: выбор стратегии с проблем-
ным учеником, нахождение подхода к мотивации конкретного ребенка
и т. д. Исследование эвристических ситуаций помогает преобразовать
личный опыт в профессиональное знание через наводящие вопросы
(к примеру, формулирование правил «идеального» урока на основе
воспоминаний о любимом учителе). Импровизационные навыки фор-
мируются через ситуации, требующие из подручных средств создать
педагогический инструмент, например с помощью карандаша и учеб-
ника объяснить взаимное расположение прямой и плоскости. Через
такие эвристические ситуации и достигается цель – создание условий
для профессионального самоопределения и осознанного мотивированно-
го выбора педагогической профессии.



171

К проведению факультативных занятий инженерной направленно-
сти могут привлекаться педагогические работники, которые обладают
знаниями в области техники и технологий, творчески подходят к орга-
низации и осуществлению образовательного процесса, способны вызвать
интерес учащихся к инженерной деятельности и укрепить их намере-
ние выбрать техническую специальность для дальнейшего получения
образования. Исследовательские умения необходимы педагогу в первую
очередь для того, чтобы сменить профессиональную роль со стандарт-
ного транслятора знаний на ментора и научного руководителя.

Содержание программы факультатива «В мире техники и техно-
логий: выбираем инженерную профессию» разработано на основе ком-
петентностного подхода, реализация которого предусматривает актив-
ную учебную деятельность учащихся как важное условие формирова-
ния технологической культуры и профессионального самоопределения.
В связи с этим целесообразно использовать кейс-технологии, метод
проектов, дискуссии, информационно-коммуникационные технологии,
онлайн-семинары, вебинары. Изучение каждого модуля предполагает его
организацию по четырем блокам – информационному, практическому,
профориентационному и экскурсионному. Информационный блок содер-
жит знания об инженерной деятельности, формирует технологическую
культуру через работу с информацией и литературой. Учитель орга-
низует самостоятельную работу учащихся с источниками, подготовку
сообщений и презентаций, а также публичное представление результатов.
Практический блок позволяет учащимся применять знания в условной
среде. Профориентационный блок призван вызвать и закрепить интерес
к инженерной деятельности, познакомить с многообразием инженерных
профессий. Экскурсионный блок знакомит учащихся с инженерной де-
ятельностью на предприятиях через наблюдение. Учитель организует
экскурсии на промышленные и сельскохозяйственные объекты, а также
в профильные учебные заведения. Подготовка учителя включает сле-
дующие этапы исследовательской работы: формулирование проблемы,
разработка маршрута, вопросов и плана обработки данных, что активи-
зирует познавательный интерес учащихся вместо пассивной лекции. При
организации заключительных занятий факультативов зачастую исполь-
зуется метод проектов в формате научно-практической конференции,
на которой учащиеся представляют свой проект, выполненный за год.
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Факультативные занятия в старших классах ориентированы на по-
вышенный уровень изучения предметов, допрофильную и профиль-
ную подготовку. Проводить факультативные занятия профессиональной
направленности в старших классах могут учителя, владеющие не только
специальными знаниями на высоком уровне, но в первую очередь иссле-
довательскими умениями.

К содержанию

УДК 514.14:004.94:528.8

Н. Е. ШМАТКО, Т. И. КАРИМОВА, Л. П. МАХНИСТ
Беларусь, Брест, БрГТУ

ИНТЕРАКТИВНАЯ МОДЕЛЬ СФЕРЫ РИМАНА
В КОНТЕКСТЕ ГЕОИНФОРМАЦИОННЫХ СИСТЕМ

Стереографическая проекция исторически занимает уникальное по-
ложение на стыке чистой математики и прикладных наук. С одной
стороны, она является фундаментальным инструментом комплексного
анализа, устанавливающим гомеоморфизм между расширенной ком-
плексной плоскостью Ĉ = C∪{∞} и сферой Римана. С другой стороны,
ещё со времён Птолемея и Гиппарха она используется в картографии как
одна из базовых азимутальных проекций, сохраняющая углы и формы
локальных объектов.

Сфера Римана S2 ⊂ R3 задаётся уравнением:

x2 + y2 +

(
z − 1

2

)2

=

(
1

2

)2

,

с центром в C = (0, 0, 1/2) и радиусом 1/2. Плоскость z = 0 – ком-
плексная плоскость C, где точке (u, v, 0) соответствует w = u+ iv. Точку
N = (0, 0, 1) назовем северным полюсом.

Прямая стереографическая проекция π : S2 \ {N} → C задаётся
формулой:

w =
x+ iy

1− z
,
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а обратная π−1 : C → S2 \ {N} имеет вид:

(x, y, z) =

(
u

u2 + v2 + 1
,

v

u2 + v2 + 1
,

u2 + v2

u2 + v2 + 1

)
.

Конформность такого отображения является основным свойством,
объединяющим математический и географический контексты. Проекция
сохраняет углы между кривыми, что в комплексном анализе выража-
ется через голоморфность отображения, а в картографии гарантирует
сохранение локальных форм и направлений, критически важных для
навигации и метеорологических моделей.

Одноточечная компактификация Александрова [1] превращает
некомпактную плоскость R2 в компактную сферу S2. Топологически
это означает, что «бесконечность» становится обычной точкой, что
математически оправдывает работу с полярными сингулярностями как
с регулярными объектами при смене системы координат.

Для исследования свойств стереографической проекции была раз-
работана интерактивная система визуализации. Изначальная версия на
Pygame [2] была заменена гибридной архитектурой QT + OpenGL, что
позволило разделить вычислительное ядро и графический интерфейс.

Рисунок 1

Отметим следующие проблемы, с которыми мы столкнулись. При
удалении от центра проекции масштаб растёт по закону k = 2

1+z , что
математически соответствует стремлению знаменателя 1 − z → 0 при
z → 1. В картографии это проявляется в невозможности изобразить
весь шар на плоскости без разрыва: противоположный полюс уходит
в «бесконечность». В представленной модели это вызывает катастро-
фическую потерю точности при вычислении координат на плоскости.
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Поэтому введено понятие ε-окрестности северного полюса (ε = 10−6).
Точки, попадающие в неё, маркируются как «условно бесконечные», что
соответствует картографическому приёму обрезки карты по заданной
широте.

В зонах высокой кривизны (вблизи полюса) равномерная выбор-
ка параметров приводит к разрывам. Поэтому реализован итеративный
алгоритм с контролем расстояния между соседними точками: шаг сгу-
щается автоматически, если расстояние на сфере превышает порог. Это
аналогично методам адаптивной генерации сеток в геоинформационных
системах при отображении линий перегиба рельефа.

Поворот сферы вокруг осей X,Y, Z осуществляется через произве-
дение матриц Rz(γ)Ry(β)Rx(α), что позволяет имитировать вращение
глобуса и исследовать проекцию с разных ракурсов, аналогично смене
центральной точки в косой стереографической проекции.

Стереографическая проекция остаётся одним из немногих математи-
ческих конструкций, одинаково естественно вписывающихся в аппарат
комплексного анализа и в практику составления карт. Проведённый ана-
лиз показал, что топологическая компактификация, конформность и
поведение проекции в окрестности сингулярной точки имеют прямые
географические интерпретации, связанные с отображением полярных
регионов и управлением искажениями масштаба.

Рисунок 2



175

Разработанная интерактивная система визуализации на базе QT
+ OpenGL не только решает вычислительные проблемы (численная
неустойность, адаптивная дискретизация), но и создаёт мост между аб-
страктной математикой и прикладной географией. В дальнейшем проект
будет дополнен поддержкой реальных геодезических данных, косых про-
екций и образовательных сценариев, что позволит использовать его как
для математических, так и для географических целей.
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Беларусь, Брест, БрГУ имени А. С. Пушкина

ЭВОЛЮЦИЯ ПОНЯТИЯ СТЕПЕНИ: МЕТОДИЧЕСКИЕ
АСПЕКТЫ ПРЕПОДАВАНИЯ В УЧРЕЖДЕНИЯХ
ОБЩЕГО СРЕДНЕГО ОБРАЗОВАНИЯ

Понятие степени является одним из фундаментальных понятий
школьного курса алгебры. Оно служит мостом между арифметикой
и анализом, связывая операции возведения в степень с извлечением
корня, логарифмированием и изучением показательных функций. В си-
стеме общего среднего образования изучение этой темы распределено
на несколько лет, что реализует принцип концентризма и постепенного
обобщения [4, с. 352].
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Однако практика преподавания показывает, что учащиеся часто
воспринимают новые определения степени (a0, a−n, a

m
n ) как набор

произвольных правил, которые необходимо заучить. Задача педагога –
показать внутреннюю логику математического обобщения: новое опреде-
ление вводится не хаотично, а с целью сохранения ранее установленных
законов для более широкого множества чисел [5, с. 304].

Этап 1. Степень с натуральным показателем (7 класс).
Изучение начинается с арифметического определения:

an =
n раз︷ ︸︸ ︷

a · a · ... · a

На этом этапе закладывается база свойств:
1) an · am = an+m;
2) an

am = an−m (n > m);
3) (an)m = an·m;
4) (ab)n = an · bn.
Методический акцент: в 7 классе важно отработать вычислительные

навыки и понимание смысла операции. Учителям рекомендуется исполь-
зовать задачи прикладного характера (вычисление площадей, объемов,
работа с большими числами в стандарте), чтобы показать практическую
значимость темы [1, с. 312].

Этап 2. Обобщение на целые показатели (8 класс).
Это первый критический момент обобщения. Возникает вопрос: что

делать, если показатель не является натуральным числом?
2.1. Степень с нулевым показателем.
Введение определения должно происходить эвристически.
Учитель предлагает учащимся сохранить свойство деления степеней:

an

am
= an−m = a0

С другой стороны, любое ненулевое число, деленное на само себя,
равно 1. Следовательно, чтобы свойство an

am = an−m = a0 работало и при
n = m, мы вынуждены принять a0 = 1.

2.2. Степень с целым отрицательным показателем.
Аналогичный подход применяется для a−n. Рассматривается деление,

где показатель делимого меньше показателя делителя:
a2

a5
=

1

a3
= a2−5 = a−3



177

Ключевая идея для ученика: мы не придумываем новое правило, мы
расширяем старое так, чтобы законы арифметики оставались справед-
ливыми [2, с. 276].

Типичные ошибки:
1) Попытка возвести в отрицательную степень ноль (0−n).
2) Путаница со знаком: 2−3 воспринимается как отрицательное число

(−8) , а не как дробь 1
8 .

3) Ошибки при преобразовании выражений вида (2x)−2.
Этап 3. Степень с рациональным показателем (9 класс).
На этом этапе понятие степени обобщается на дробные показатели

a
m
n . Это требует сформированного понятия арифметического корня.

Определение: a
m
n = n

√
am, a ≥ 0, n ∈ N, m ∈ Z .

Методическая проблема: почему основание должно быть
неотрицательным?

В школьном курсе обычно ограничивают область определения неот-
рицательными числами во избежание коллизий с корнями четной сте-
пени из отрицательных чисел. Учитель должен объяснить, что это
ограничение связано с однозначностью функции и свойствами корней
[3, с. 333].

Логика обобщения:
Снова проверяется сохранение свойств. Например, свойство возведе-

ния степени в степень: (a
1
n )n = n

√
an = a = a

1
n ·n .

Это подтверждает целесообразность нового определения.
Обобщение понятия степени в средней школе – это не просто

расширение формул, это формирование у учащихся понимания прин-
ципов построения математических теорий. Переход от натурального
показателя к целому и рациональному демонстрирует мощь математи-
ческой абстракции: сохранение законов при расширении множеств.

Эффективность усвоения темы зависит от того, насколько учитель
сможет сделать процесс обобщения осознанным для ученика. Акцент
на логической преемственности, использование прикладных задач и си-
стемная подготовка к итоговой аттестации позволяют сформировать
прочную базу для дальнейшего изучения математики в профильных
классах или вузах [4, с. 352].
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ
КАК ЭЛЕМЕНТ ПРАКТИКО-ОРИЕНТИРОВАННОГО
ПОДХОДА В ОБУЧЕНИИ ВЫСШЕЙ МАТЕМАТИКЕ
СТУДЕНТОВ-ТЕХНОЛОГОВ

В современной системе подготовки специалистов в области пище-
вой промышленности, в частности студентов специальности «Технология
молока и молочных продуктов», наблюдается устойчивая тенденция к
усилению практико-ориентированного обучения. Это обусловлено со-
временными требованиями к будущему инженеру-технологу: выпускник
должен не только владеть теоретическими знаниями, но и уметь их при-
менять, в том числе и математический аппарат, для решения реальных
производственных задач. В связи с этим особую значимость приобретает
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математическое моделирование технологических процессов, в том числе
с использованием методов линейной алгебры, например, метода Гаусса.
Традиционная модель преподавания линейной алгебры, включая метод
Гаусса, строится вокруг абстрактных систем уравнений, не имеющих
содержательной интерпретации. В таких условиях студент осваивает ал-
горитм формально: он умеет преобразовывать матрицы, но не понимает,
зачем это нужно и как результаты соотносятся с его будущей профессио-
нальной деятельностью. С методической точки зрения это приводит
к поверхностному усвоению знаний и их быстрой утрате.

Одним из принципов организации обучения высшей математи-
ке в техническом вузе может стать принцип смены приоритетов [1].
Его сущность заключается в переходе от доминирования формально-
алгоритмического усвоения математических методов к приоритету
содержательно-смыслового понимания и профессионально ориентиро-
ванного применения математического аппарата.

В частности, системы линейных уравнений, решаемые методом Гаус-
са, рассматриваются не как абстрактные конструкции, а как математи-
ческие модели технологических процессов молочной промышленности.

В технологическом контексте системы линейных уравнений воз-
никают при моделировании рецептур молочных продуктов (йогуртов,
мороженого, творожных изделий), где необходимо обеспечить заданные
показатели качества: массовую долю жира, содержание сухих веществ,
сахара и других компонентов. В этих условиях математическая модель
отражает реальные балансы сырья и конечного продукта, а решение
системы уравнений позволяет определить оптимальное соотношение
ингредиентов. Использование метода Гаусса в данном случае приоб-
ретает не только вычислительный, но и содержательно-аналитический
характер.

С методической точки зрения принцип смены приоритетов проявля-
ется также в переосмыслении роли различных типов систем линейных
уравнений. Системы с единственным решением соответствуют строго
регламентированным технологическим рецептурам, любые изменения
количеств компонентов приведут к отклонению от нормативных пока-
зателей. Например, можно рассматривать такого рода задачи.

На предприятии молочной промышленности производится партия
глазированных сырков массой 100 кг. Требуется обеспечить: массовую
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долю жира – 23 кг, массовую долю сухих веществ – 65 кг. Исполь-
зуются: творожная масса (9 % жир, 18 % СВ), сахар (99,8 % СВ),
шоколадная глазурь (35 % жир, 70 % СВ). Введем обозначения: x –
творожная масса (кг), y – сахар (кг), z – глазурь (кг)). Тогда матема-
тическая модель примет вид:

x+ y + z = 100,

0,09x+ 0,35z = 23,

0,18x+ 0,998y + 0,7z = 65.

Решением данной системы будет x = 33,33 кг, y = 43,33 кг, z =
23,33 кг.

Системы с бесконечным числом решений отражают возможность
вариативности состава при сохранении заданных качественных характе-
ристик продукта. Рецептура не является фиксированной и допускается
изменение состава, что позволяет регулировать вкус; изменять себесто-
имость, адаптировать продукт под сырьевые условия. Например, задача
такого плана.

Производится 150 кг греческого йогурта с фруктовым наполни-
телем в состав которого входят: молоко, закваска, фруктовый на-
полнитель. По требованиям: массовая доля сухих веществ – 12 %,
допускается изменение доли наполнителя при сохранении общей пи-
щевой ценности. Технолог составил баланс: массы, сухих веществ, но
одно уравнение оказалось линейной комбинацией другого. Дано: x – мо-
локо (12 % сухих веществ), y – закваска (10 % сухих веществ), z –
наполнитель (60 % сухих веществ).

x+ y + z = 150,

0,12x+ 0,1y + 0,6z = 18,

0,24x+ 0,2y + 1,2z = 36.

Система имеет бесконечно много решений:

(x; y; z) = (75− 2,5t; 75 + 1,5t; t).

При этом параметр t может изменяться в допустимых технологи-
ческих пределах.

Практико-ориентированное обучение через математическое модели-
рование позволяет сформировать у студентов ряд ключевых навыков:
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• интерпретация математических результатов в технологическом
контексте;

• понимание физического смысла коэффициентов в уравнениях;
• анализ влияния изменения параметров на конечный продукт;
• принятие обоснованных решений при наличии нескольких допусти-

мых вариантов.
Использование реальных технологических данных способствует меж-

дисциплинарной интеграции: математика перестаёт восприниматься как
изолированная дисциплина и становится инструментом профессиональ-
ной деятельности. Это особенно важно для студентов технологических
специальностей, где значительная часть решений связана с количествен-
ными расчётами и оптимизацией.
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КОМПЬЮТЕРНАЯ ВИЗУАЛИЗАЦИЯ ПОСТРОЕНИЯ
ОКРЕСТНОСТЕЙ ВЕРШИН ГРАФА

В данной работе рассматривается построение программного кода для
нахождения окрестностей вершин графа. Т. е. определение, какие вер-
шины находятся рядом с каждой конкретной вершиной.

Окрестность вершины графа – это набор всех вершин, которые
напрямую соединены с ней рёбрами. Поиск окрестности позволяет
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понять, какие элементы находятся рядом и как устроена локальная
структура графа. Это важная операция, потому что многие алгоритмы
работают именно через анализ ближайших связей.

Перечислим основные задачи, которые можно решать, используя
информацию об окрестностях вершин.

1. Окрестности помогают анализировать структуру графа. Зная
соседей каждой вершины, можно определить, насколько она важна, на-
сколько она связана с другими элементами и какие части графа образуют
плотные группы.

2. Окрестности используются в алгоритмах обхода, таких как поиск
в ширину и поиск в глубину. Эти алгоритмы всегда начинают с того, что
смотрят на ближайших соседей, поэтому быстрое получение окрестно-
сти – ключевой шаг.

3. Окрестности позволяют оптимизировать вычисления. Если вер-
шины имеют одинаковые окрестности, их можно рассматривать как
эквивалентные, что уменьшает количество вариантов, которые нужно
проверять. Это особенно важно в задачах, где перебор может быть очень
большим.

Кроме того, окрестности применяются в поиске путей, кластериза-
ции, анализе социальных сетей, моделировании молекул, оптимизации
маршрутов и многих других задачах, где важно понимать, как элементы
связаны между собой. Ниже приведен программный код модуля, напи-
санный в СКА Mathematica.

В модуле использована функции NeighborhoodGraph, которая поз-
воляет вычислять координаты соседних вершин. В результате модуль
выдает визуализацию графа, где пользователь может выбрать в предло-
женной панели количество вершин и ребер графа, задать, будет ли он
ориентированным. После выбора номеров вершин на экране подсвечи-
ваются одним цветом ребра , которые являются окрестностью заданной
вершины.

На рисунке представлен скриншот работы программного модуля, где
изображен ориентированный граф с 10 вершинами и 15 ребрами. Также
выделены вершины под номерами v1, v2 и v7 и различными цветами
подсвечены соответствующие окрестности.
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Рисунок – Сгенерированный граф из 10 вершин

Таким образом, поиск окрестности – это базовая, но крайне важ-
ная операция, которая лежит в основе большинства алгоритмов работы
с графами. Написанный код отвечает за нахождение окрестности вершин
графа, т. е. за определение вершин, которые находятся рядом с каждой
конкретной вершиной.

СПИСОК ИСПОЛЬЗОВАННОЙ ЛИТЕРАТУРЫ
1. Особенности изучения теории графов в системе Wolfram

Mathematica / А. И. Жук, Е. Н. Защук, Л. А. Ярмолик, В. А. Шеина //
Математическое моделирование и новые образовательные технологии
в математике : сб. материалов Междунар. науч.-практ. конф., Брест,
24-25 апр. 2025 г. / Брест. гос. ун-т им. А. С. Пушкина ; под общ. ред.
А. И. Басика. – Брест : БрГУ, 2025. – С. 211–214.

2. Моделирование задач теории графов с использованием систем
компьютерной алгебры / А. И. Жук, Е. Н. Защук, Л. А. Ярмолик,
В. А. Шеина // Вестник Брестского государственного технического уни-
верситета. – 2025. – № 2 (137). – С. 171–177.

3. Внедрение инновационных подходов при изучении дисциплины
«Теория графов» с использованием систем компьютерной алгебры /
А. И. Жук, Е. Н. Защук, Л. А. Ярмолик, В. А. Шеина // Веснiк Брэсц-
кага ўнiверсiтэта. Серыя 3, Фiлалогiя. Педагогiка. Псiхалогiя. – 2025. –
№ 2. – С. 66–73.

4. Wolfram Demonstrations Project. – URL: https://demonstrations.wol-
fram.com (дата обращения: 05.05.2026).

К содержанию



184

УДК 37.091.3:004.9

А. Ю. ЯХНО, П. А. МЕРКУШЕВИЧ, Т. И. КАРИМОВА,
Л. П. МАХНИСТ
Беларусь, Брест, БрГТУ

ВИЗУАЛИЗАЦИЯ ПОВЕРХНОСТЕЙ
ВТОРОГО ПОРЯДКА С GEOGEBRA

Современное инженерное образование предъявляет повышенные тре-
бования к формированию у студентов пространственного мышления
и навыков математического моделирования [1]. Традиционное изло-
жение математических дисциплин часто остаётся абстрактным для
обучающихся, что снижает мотивацию и затрудняет последующее приме-
нение математического аппарата в специальных дисциплинах. Динами-
ческие математические среды, среди которых наиболее распространена
GeoGebra, позволяют преодолеть разрыв между сложной формулой,
задающей поверхность, и геометрическим образом, обеспечивая интер-
активное исследование объектов в реальном времени. В данной работе
показаны некоторые возможности GeoGebra в изучении поверхностей
второго порядка.

Поверхности второго порядка (эллипсоиды, гиперболоиды, пара-
болоиды, конусы, цилиндры) являются фундаментальными объектами
аналитической геометрии и математического анализа. Без развитого
пространственного образа студенты сталкиваются с трудностями при
вычислении тройных и поверхностных интегралов, при построении каса-
тельных плоскостей и нормалей, анализе экстремумов функций многих
переменных.

GeoGebra объединяет геометрическое построение, алгебраическое
представление, табличные вычисления и элементы компьютерной ал-
гебры (CAS). Одним из главных достоинств GeoGebra мы считаем
возможность интерактивной 3D-визуализации: вращение, масштабиро-
вание, построение сечений плоскостями, отображение линий уровня,
векторных полей и нормалей. Также есть возможность проводить па-
раметрическое исследование – слайдеры позволяют демонстрировать
непрерывную деформацию поверхности при изменении коэффициентов,
что формирует интуитивное понимание классификации квадратичных



185

форм. В рабочем окне одновременно отображаются графический и ана-
литического вид объекта, что способствует развитию конвергентного
математического мышления.

Рассмотрим примеры поверхностей второго порядка, построенных
в GeoGebra. Отметим, что для построения мы использовали не толь-
ко непосредственный ввод уравнений поверхностей, но и специальную
команду Surface, позволяющую задавать поверхность параметрически.
На скриншотах представлены рабочее окно GeoGebra с построенными
эллиптическим цилиндром и конусом.

Как видно на представленных скриншотах, с помощью бегунков
можно изменять параметры и наблюдать, как изменяется форма поверх-
ности.

Более сложной задачей стало построение области трехмерного про-
странства, полученной в результате пересечения поверхностей. В каче-
стве примера рассмотрено пересечение плоскостей x + y = 6, z = 4y,
z = 0 и цилиндра y =

√
3x.

Рисунок 1

Как видим, визуализация переводит абстрактные квадратичные фор-
мы в понятные геометрические образы, формируя пространственное
мышление и создавая фундамент для последующего освоения специаль-
ных дисциплин. Но, как было отмечено в работах [2; 3], платформа не
должна восприниматься как универсальное решение. Её целесообразно
использовать на 1–2 курсах как инструмент концептуального освоения
материала, дополняя в дальнейшем профессиональными расчётными и
инженерными пакетами.
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Рисунок 2

GeoGebra может быть использована на лекциях для демонстрации
динамики изменения поверхностей, на практических занятиях – для
выполнения исследовательских заданий с параметрами, в рамках са-
мостоятельной работы для создания мини-проектов по моделированию
физических и технических объектов. Сочетание визуальной интуиции,
получаемой через GeoGebra, с аналитической строгостью и програм-
мируемыми инструментами старших курсов обеспечивает целостную
математическую подготовку инженера, соответствующую требованиям
современного технологического рынка.
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