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УДК 517.954 

О компонентах гомотопической связности одного множества  
эллиптических операторов в трехмерном пространстве 

Ольга Вадимовна Болтрушко1 

Научный руководитель: А. И. Басик1, канд. физ.-мат. наук, доцент 
1 Брестский государственный университет имени А. С. Пушкина, Брест, 
Беларусь 
boltrushko.ol@gmail.com 

Аннотация. Рассматривается множество линейных эллиптических операторов 
первого порядка размера 44 в R3, являющее подклассом эллиптических опера-
торов псевдосимметрического типа. В статье проводится непосредственная гомо-
топическая классификация этого множества. Доказывается, что рассматриваемое 
множество эллиптических операторов имеет две компоненты гомотопической 
связности, указываются гомотопический инвариант и простейшие представители 
этих компонент. 

Ключевые слова: эллиптическая система; гомотопическая классификация. 

On components of homotopy connectivity of one set  
of elliptic operators in three-dimensional space 

Olga V. Boltrushko1 

Scientific supervisor: A. I. Basik1, Candidate of Sciences (Physics  
and Mathematics), Associate Professor  
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Abstract. We consider the set of linear 44  matrix elliptic operators of the first order in 
R3, which is a subclass of elliptic operators of pseudo-symmetric type. A homotopy 
classification of this set is carried out in this paper. It is proved that the set of elliptic 
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operators under consideration has two components of homotopy connectivity, the ho-
motopy invariant and the representatives of these components are given. 

Keywords: elliptic system; homotopy classification. 

Постановка задачи 
Пусть 2a , 3a , 2b , R3b . Рассмотрим матричный линейный дифферен-

циальный оператор первого порядка ),,,,( 3232 bbaaL  размера 44 , действу-
ющий на непрерывно дифференцируемые четырехкомпонентные вектор-
функции 43: RR U  по формуле 

3 32 2

3 32 2

3 32 21 2 3

3 32 2

0 00 0
0 00 0

.
0 00 0

0 00 0

a ba b
a ba bU U ULU
b ab ax x x

b ab a

  
           
     
      

    (1) 

Характеристическая матрица оператора (1) имеет вид 

1 2 2 3 3 2 2 3 3

2 2 3 3 1 2 2 3 3
2 3 2 3

2 2 3 3 1 2 2 3 3

2 2 3 3 2 2 3 3 1

0
0

( , , , , )
0

0

a a b b
a a b b

L a a b b
b b a a

b b a a

    
    


    

    

  
     
   
    

. 

Напомним, что ),,,,( 3232 bbaaL  называется эллиптическим операто-
ром, если при каждом ненулевом векторе ),,( 321    характеристическая 
матрица ),,,,( 3232 bbaaL  является невырожденной. Поскольку 

,))()((),,,,(det 22
3322

2
3322

2
13232  bbaabbaaL   

то, следовательно, оператор (1) является эллиптическим тогда и только тогда, 
когда выполняется условие  

2 3 3 2 0a b a b  .                                                     (2) 

Два эллиптических оператора вида (1) назовем гомотопными, если их 
можно соединить друг с другом непрерывной деформацией коэффициентов в 
классе дифференциальных операторов вида (1) без нарушения условия эл-
липтичности (2). Введенное отношение гомотопии является отношением эк-
вивалентности. Классы эквивалентности называются компонентами гомото-
пической связности.  

Проблема гомотопической классификация была сформулирована в 
1956 г. на III Всесоюзном математическом съезде [1]. В общем виде она за-
ключается в выяснении количества компонент гомотопической связности 
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множества эллиптических систем p уравнений s-го порядка с n независимы-
ми переменными, указании представителей компонент, нахождении гомото-
пических инвариантов и признаков различения компонент для конкретных 
значений p, s и n. 

Несмотря на давность постановки, проблема гомотопической класси-
фикации эллиптических систем решена лишь в двумерном случае [2]. В мно-
гомерном случае имеются лишь отдельные результаты [3; 4]. 

Основной результат 
В настоящей статье мы проводим непосредственную гомотопическую 

классификацию эллиптических операторов вида (1) (иное решение см. в [5]). 
Через   обозначим множество эллиптических операторов вида (1), для ко-
торых выполняется условие ,02332  baba  а   – условие 02332  baba . 

Утверждение 1. Операторы из   и   негомотопны. 
Доказательство. Предположим, что оператор ),,,,( 0

3
0
2

0
3

0
2 bbaaL  гомо-

топен оператору ),,,,( 1
3

1
2

1
3

1
2 bbaaL  и при этом 00

2
0
3

0
3

0
2  baba  и 01

2
1
3

1
3

1
2  baba . 

Это означает, что найдется набор )(),(),( 232 tbtata    и )(3 tb  непрерывных на 
отрезке [0; 1] функций такой, что 

))0(),0(),0(),0(( 3232 bbaa ),,,( 0
3

0
2

0
3

0
2 bbaa  

и 

2 3 2 3( (1), (1), (1), (1))a a b b  1 1 1 1
2 3 2 3( , , , ).a a b b  

Рассмотрим непрерывную на отрезке [0; 1] функцию 
).()()()()( 2332 tbtatbtatF   

Так как 0)0( 0
2

0
3

0
3

0
2  babaF  и 0)1( 1

2
1
3

1
3

1
2  babaF , то, согласно тео-

реме Коши о промежуточном значении непрерывной функции, найдется точ-
ка ]1;0[0t , в которой 0)( 0 tF . Следовательно, оператор 

)),(),(),(),(( 3232 tbtbtataL  
не является эллиптическим при 0tt  . Последнее означает, что операторы 

),,,,( 0
3

0
2

0
3

0
2 bbaaL  и ),,,,( 1

3
1
2

1
3

1
2 bbaaL  негомотопны.  

Утверждение 1 доказано. 
Таким образом, множество эллиптических операторов (1) имеет, по 

крайней мере, две компоненты гомотопической связности. 

Утверждение 2. Множество   гомотопически связно. 
Доказательство. Пусть ),,,,( 3232 bbaaL  – произвольный эллиптиче-

ский оператор, для которого выполняется условие 02332  baba . Тогда  
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очевидно выполняются неравенства 02
3

2
2  aa  и 02

3
2
2 bb . Рассмотрим се-

мейство операторов вида (1) с непрерывными по [0;1]t  коэффициентами 

       2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 3 3 2 3 2 2 3 3 2 3, , , ,

t t t t
L a a a a a a b b b b b b

         
 

.     (3) 

При этом 

        
 tttt

aaabbbbbbaaa 2
3

2
23

2
3

2
22

2
3

2
23

2
3

2
22  

   
,0

2
3

2
2

2
3

2
2

2332 





tt
bbaa

baba  

т. е. при каждом t[0; 1] оператор семейства (3) является эллиптическим и 
принадлежит  . Таким образом, оператор ),,,,( 3232 bbaaL  гомотопен опе-
ратору 

(cosφ,sinφ,cosψ,sinψ, )L  ,                                       (4) 

где φ,ψ [0;2π)  и таковы, что  

 
2

2 2
2 3

cosφ ,a

a a



 

 
3

2 2
2 3

sinφ ,a

a a



  

 
2

2 2
2 3

cosψ ,b

b b



 

 
3

2 2
2 3

sinψ .b

b b



 

Условие эллиптичности (2) оператора (4) примет вид 
sin(ψ φ) 0.                                                         (5) 

Далее рассмотрим семейство операторов ])1;0[( t : 

(cosφ( ),sinφ( ),cosψ( ),sinψ( ), )L t t t t  ,                              (6) 

где φ( ) (1 )φ,t t     ψ( ) ψ φ.t t    
Поскольку ψ( ) φ( ) ψ φt t   , то (5) выполняется автоматически и, сле-

довательно, при каждом [0;1]t  оператор (6) является эллиптическим. Сле-
довательно, (6) осуществляет гомотопию (4) и оператора: 

(1,0,cos(ψ φ),sin(ψ φ), )L    .                                     (7) 

Заметим, что из φ,ψ [0;2π)  следуют неравенства 2π φ ψ 2π     и 

sin(ψ φ) 0     
0 ψ φ π,
2π ψ φ π.
  

    
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Случай 0 ψ φ π   . Рассмотрим семейство операторов: 

(1,0,cosα( ),sinα( ), )L t t  ,                                              (8) 
где  

πα( ) (1 ) (ψ φ) .
2
tt t                                                 (9) 

Так как при t[0; 1]  точка α( )t  лежит между точками ψ φ  и π 2 , то 
α( ) (0;π)t   и, следовательно, sinα( ) 0t  . Последнее означает, что (8) есть 
гомотопия оператора (7) к оператору ),1,0,0,1( L  в классе  . 

Рассуждения в случае 2π ψ φ π     проводятся аналогично с тем 
лишь исключением, что в (9) α( ) (1 ) (ψ φ) 3π 2.t t t      Тогда при всех  
t[0; 1] точка α( )t  лежит между точками ψ φ  и 3π 2 . Поэтому 
α( ) ( 2π; π)t     и, следовательно, sinα( ) 0t  . Последнее означает, что и 
в этом случае (8) с указанным здесь α( )t  есть гомотопия оператора (7) 
к оператору ),1,0,0,1( L  в классе  . 

Таким образом, мы показали, что при выполнении условия 
02332  baba  произвольный оператор ),,,,( 3232 bbaaL  гомотопен оператору 

),1,0,0,1( L . Утверждение доказано. 
Аналогично доказывается, что при выполнении условия: 02332  baba  

произвольный оператор ),,,,( 3232 bbaaL  гомотопен оператору ),1,0,0,1( L . 
Таким образом, можем сформулировать итоговую теорему. 
Теорема [5] Множество всех эллиптических операторов вида (1) име-

ет две компоненты гомотопической связности,   и  . Число 2332 baba   
является гомотопическим инвариантом. Если ,02332  baba  то оператор 

),,,,( 3232 bbaaL  гомотопен оператору ),1,0,0,1( L , а если ,02332  baba  то 
оператору ),1,0,0,1( L . 
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Неабелевы подгруппы порядка 8 автотопизмов полуполевых 
проективных плоскостей 

Дарья Сергеевна Скок1 
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1 Институт вычислительного моделирования Сибирского отделения РАН, 
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Аннотация. Изучается известная гипотеза Д. Хьюза 1959 г. о разрешимости пол-
ной группы коллинеаций недезарговой полуполевой проективной плоскости ко-
нечного порядка (также вопрос 11.76 Н. Д. Подуфалова в Коуровской тетради). 
Для построения и исследования используется метод регулярного множества, поз-
воляющий исключать из рассмотрения некоторые простые неабелевы группы 
списка Дж. Томпсона. 

Ключевые слова: проективная плоскость; полуполе; регулярное множество; го-
мология; группа автотопизмов; бэровская инволюция. 
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Abstract. The well-known conjecture of D. Hughes of 1959 on the solvability of the full 
collineation group of a non-Desarguesian semifield projective plane of finite order is 
studied (also, N.D. Podufalov’s question 11.76 in the Kourovka Notebook). For the con-
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