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Рисунок – Сайт «Удивительные места города над Бугом»
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ДЫФЕРЭНЦЫЯЛЬНЫЯ РАЎНАННI
НА ФАКУЛЬТАТЫВАХ У СЯРЭДНЯЙ ШКОЛЕ

З паняццем другой вытворнай школьнiкi часткова знаёмiлiся
пры вывучэннi прымянення вытворнай у фiзiцы. Паўторнае вяртанне да
гэтага пытання звязана ў асноўным з вывучэннем гарманiчных ваганняў.

Паняцце другой вытворнай замацоўваецца шляхам самастойнага
разбору рашэнняў прыкладаў на знаходжанне вытворных другога па-
радку для трыганаметрычных функцый. Абагульнiўшы рашэннi такiх
прыкладаў, карысна заўважыць, што:

sin′′ x = (sin′ x)′ = (cos x)′ = − sinx,

cos ′′x = (cos ′x)′ = (− sinx)′ = − cosx.
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Другая вытворная як ад сiнуса, так i ад косiнуса ёсць тая ж самая функ-
цыя, толькi ўзятая з процiлеглым знакам, г. зн. абедзве функцыi пры ўсiх
значэннях аргумента x задавальняюць суадносiнам:

f ′′(x) = −f(x).
Гэта спецыфiчная ўласцiвасць сiнуса i косiнуса.

Матэрыял аб дыферэнцыяльным раўнаннi гарманiчных ваганняў
можна выкласцi ў выглядзе лекцыi, у ходзе якой звярнуць увагу
на наступнае.

У алгебры для знаходжання невядомых велiчынь складваюць
раўнанне, якое звязвае невядомую велiчыню з данымi. Рашаючы раў-
нанне, знаходзяць значэннi шуканай велiчынi. Аналагiчна гэтаму
ў матэматычным аналiзе для знаходжання невядомай функцыi па да-
дзеных яе ўласцiвасцях таксама складваюць раўнанне, якое звязвае невя-
домую функцыю i велiчынi, якiя задаюць яе ўласцiвасцi. Так як уласцi-
васцi функцыi выражаюцца праз яе вытворныя таго цi iншага парадку,
то прыходзяць да суадносiн, якiя звязваюць невядомую функцыю i яе
вытворныя. Гэтыя суадносiны называюцца дыферэнцыяльным раўнан-
нем. Рашаючы яго, знаходзяць шукаемую функцыю.

Такiм чынам, апарат вытворнай дазваляе даследаваць уласцiвасцi
зададзенай функцыi (вызначыць прамежкi яе нарастання i спадання,
пункты максiмуму i мiнiмуму, напрамак увогнутасцi i выпукласцi кры-
вой на пэўным лiкавым прамежку i г. д.), а апарат дыферэнцыяльных
раўнанняў дазваляе рашаць адваротную задачу знаходзiць функцыю па
зададзеных уласцiвасцях.

Па сваiх практычных дадатках дыферэнцыяльныя раўнаннi маюць
вельмi вялiкую значнасць у жыццi, паколькi, рашаючы iх, г. зн. знахо-
дзячы невядомую функцыю па яе ўласцiвасцях, устанаўлiваем закон, па
якiм ажыццяўляецца той цi iншы працэс (вытворчы, фiзiчны, хiмiчны,
бiялагiчны i г. д.). Кожны вытворчы працэс мае сваю спецыфiчную праб-
лематыку, таму, натуральна, i апiсваецца сваiмi дыферэнцыяльнымi раў-
наннямi.

Не iснуе якiх-небудзь агульных правiл для складвання дыферэнцы-
яльных раўнанняў па ўмове канкрэтнай задачы. Важна, каб выконвалася
наступнае патрабаванне: умова задачы павiнна быць такой, каб можна
было скласцi суадносiны, якiя звязваюць пераменную, функцыю гэтай
пераменнай i яе вытворныя.
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Знаёмячы вучняў з гарманiчнымi ваганнямi, указваем, што калi ўда-
рыць па камертоне, то чуваць заўсёды гук аднаго тону незалежна ад
сiлы ўдару. Аналагiчна, нацiскаючы на адну i тую ж клавiшу пiянiна,
чуем гукi адной i той жа вышынi незалежна ад сiлы нацiску. Гэтыя
i шматлiкiя падобныя iм з’явы можна зразумець, разглядаючы цела, якое
вагаецца, па аналогii з ваганнем пругкай спружыны. Справа ў тым, што
дыферэнцыяльныя раўнаннi, якiя апiсваюць ваганнi камертона, струны
пiянiна i г. д., наблiжана супадаюць з раўнаннем руху пругкай спру-
жыны, г. зн. з раўнаннем f

′′
(t) = −ω2f(t), дзе аргумент t выражае час

вагання, f(t) – велiчыню зруху ад першапачатковага становiшча.
Пры разглядзе формулы перыяду гарманiчнага вагання T = 2π

ω звяр-
таем увагу школьнiкаў на такi дзiўны факт. У гэтую формулу ўваходзiць
лiк π – гэта ўказвае на сувязь гарманiчнага вагання i вярчальнага руху
па акружнасцi. Калi пункт рухаецца па акружнасцi так, што велiчы-
ня яго хуткасцi пастаянная, то кожная праекцыя гэтага пункта на восi
дэкартавай сiстэмы каардынат выконвае гарманiчныя ваганнi. Гэта на-
стаўнiк можа паказаць школьнiкам наглядна з дапамогай трыганаметра.

Доказ таго, што сума двух гарманiчных ваганняў аднолькавай часта-
ты з’яўляецца гарманiчным ваганнем той жа частаты, заснавана на ўлас-
цiвасцi рашэнняў дыферэнцыяльнага раўнання f

′′
(t) = −ω2f(t): сума

f1 + f2 двух рашэнняў f1 i f2 гэтага раўнання таксама з’яўляецца яго
рашэннем.

Усе рашэннi дыферэнцыяльнага раўнання f ′′(t) = −ω2f(t) выража-
юцца функцыямi выгляду f(t) = A cos(ωt+φ), дзеA i φ – адвольныя кан-
станты. Такiм чынам, у агульнае рашэнне дыферэнцыяльных раўнанняў
любога гарманiчнага вагання ўваходзяць дзве адвольныя
пастаянныя A i φ. Таму для знаходжання прыватнага рашэння (г. зн.
рашэння канкрэтнай задачы) неабходна задаць пачатковыя ўмовы: у па-
чатковы момант задаць значэнне функцыi i яе вытворнай. Напрыканцы
адзначаем, што пры выкладаннi пытання “Паняцце аб дыферэнцыяль-
ным раўнаннi. Гарманiчныя ваганнi” не трэба абцяжарваць школьнiкаў
разглядам шматлiкiх тэхнiчных фактаў, якiя звязаны з гарманiчнымi
вагальнымi рухамi. Не трэба з iмi вымалёўваць шматлiкiя графiкi тры-
ганаметрычных функцый для гэтых выпадкаў. Важна дабiцца прынцы-
повага разумення пытання. Пабудову графiкаў гарманiчных ваганняў
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можна выконваць на аснове даследавання функцыi па стандартнай
схеме. Атрыманыя матэматычныя веды па гэтай тэме ў значнай ступенi
аблегчаць разуменне шматлiкiх раздзелаў фiзiкi, бiялогii, хiмii.

Разгледзiм прыклады практыкаванняў на дыферэнцыяльныя
раўнаннi (далей – ДР).

Прыклад 1. Знайдзiце рашэнне ДР

f
′′
(t) =

1

16
f(t),

якое адказвае наступным пачатковым умовам: f(0) = 4, f ′(0) =
√
3.

Рашэнне. Рашэнне дадзенага ДР гарманiчнага вагання ў агульным
выглядзе можа быць запiсана так: f(t) = A cos(14t+ φ). Знойдзем f ′(t):

f ′(t) = −A sin

(
1

4
t+ φ

)
· 1
4
= −A

4
sin

(
1

4
t+ φ

)
,

тады, згодна з дадзенымi пачатковымi умовамi, маем:

f(0) = A cosφ, A cosφ = 4;

f ′(0) = −A
4
sinφ, −A

4
sinφ =

√
3, A sinφ = −4

√
3.

Атрымаем сiстэму раўнанняў:{
A cosφ = 4,

A sinφ = −4
√
3.

Адкуль знаходзiм A i φ:

A cosφ

A sinφ
=

4

−4
√
3
, ctgφ = − 1√

3
, φ =

2π

3
, A cos

2π

3
= 4, A = −8.

Рашэннем дадзенага ДР будзе функцыя f(t) = −8 cos
(
1
4t+

2π
3

)
. Пасля

прымянення формул прывядзення прымае выгляд

f(t) = 8 sin

(
1

4
t+

π

6

)
.


