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НЕКОТОРЫЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА
ГРАНИЦЫ ОБЛАСТИ
НА КОМПЛЕКСНОЙ ПЛОСКОСТИ

Конформные отображения, переводящие заданную область D ⊂ C
в единичный круг S = {w ∈ C : |w| < 1 }, играют ключевую роль
в комплексном анализе, математической физике и прикладных задачах.

Хорошо известно что, если D – односвязная область, то существует
единственная конформная функция φ : D → S, нормированная услови-
ями: f(a) = 0, f ′(a) > 0, a ∈ D, реализующая конформный изоморфизм
между D и S.

При этом ставятся следующие вопросы: «Как оценить |φ(z)| и |φ′(z)|
в зависимости от геометрии D?», «Какие явные формулы или прибли-
жения существуют для конкретных областей?», «Где применяются такие
оценки?».
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Теорема Кёбе об искажении – один из классических результатов,
дающих ответ на первый вопрос в терминах расстояния до границы од-
носвязной области D (см. [1]):

1

4

d(φ(z), ∂D)

1− |z|
≤ |φ′(z)| ≤ 4

d(φ(z), ∂D)

1− |z|
.

Конформное отображение φ, переводящее область D в единичный
круг S, сильно зависит от гладкости и геометрических свойств границы
∂D. Различные классы кривых (гладкие, кусочно-гладкие, жордановы,
фрактальные) приводят к разным оценкам φ и её производных.

В случае гладкой границы ∂D (класса Ck, аналитической) конформ-
ное отображение φ продолжается аналитически через границу, при этом
eсли ∂D ∈ Ck, k ≥ 2, то справедливы оценки вида

|φ′(z)| ≤ c1d(z, ∂D)−1/2, z → ∂D, c1 = const > 0.

В случае границы ∂D из класса Ляпунова C1,α φ′ имеет степенную
особенность:

|φ′(z)| ∼ d(z, ∂D)α−1.

В случае кусочно-гладкой границы ∂D (с внутренними углами παj,

0 < αj < 2) вблизи угла zj отображение ведёт себя как

φ(z) ∼ (z − zj)
1/αj .

В частности, для многоугольника φ выражается через интеграл:

φ(z) = C

∫ n∏
j=1

(z − zj)
αj−1 dz.

Производную φ′ в областях с кусочно-гладкой границей можно
оценить следующим образом:

|φ′(z)| ∼ d(z, ∂D)
1
αj

−1
.
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Области с асимптотически конформными границами ∂D представля-
ют собой класс областей, промежуточных между областями с гладкими
и произвольными жордановыми границами:

sup
z1, z2 ∈ ∂D
|z1 − z2| ≤ δ

sup
z∈Γ

(
|z1 − z|+ |z2 − z|

|z2 − z1|
− 1

)
→ 0, δ → 0,

где Γ – кратчайшая дуга на границе ∂D, соединяющая точки z1 и z2 [2].
В данных областях оценки конформно отображающей функции прини-
мают вид:

(1− |z|)
∣∣∣∣φ′′(z)

φ′(z)

∣∣∣∣→ 0, |z| → 1− 0.

В случае областей с границами класса Лаврентьева – класса неглад-
ких жордановых кривых, для которых конформное отображение сохра-
няет ряд полезных аналитических свойств, несмотря на отсутствие
гладкости: ∃C > 0 : ∀z1, z2 ∈ ∂D:

diam(γ(z1, z2)) ≤ C|z1 − z2|,

где γ(z1, z2) – меньшая из двух дуг, соединяющих z1, z2 на ∂D, – можно
говорить об интегральных оценках производной конформно отображаю-
щей функции.

Используя результаты работ [3] и [4], получаем:
Теорема 1. Пусть D – область с границей ∂D класса Лаврентьева,

φ : D → S, φ(0) = a, a ∈ D, ζ, z ∈ S. Тогда∫
S

|φ′(z)|β+2 (1− |z|)β∣∣1− ζz
∣∣η+2 dm2(z) ≤

c2 |φ′(ζ)|β+2 (1− |ζ|)β

(1− |ζ|)η
,

при β > −1, η > β + 1, c2 = const > 0.
Теорема 2. Пусть D – область с границей ∂D класса Лаврентьева,

φ : D → S, φ(0) = a, a ∈ D, ζ, z ∈ S. Тогда при 1 < p < +∞ справедливо
неравенство:∫
S

|φ′(z)|β+2 (1− |z|)βχp
γ(z)∣∣1− ζz

∣∣η+2 |1− wz|σ
dm2(z) ≤

c3 |φ′(ζ)|β+2 (1− |ζ|)βχγ(ζ)χ
p
q
γ (w)

(1− |ζ|)η+2− 2
p (1− |ζ|)σ−

2
q

,
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где χγ(ζ) = (1−|ζ|)−
γ
pq ; 1

p+
1
q = 1, β > −1, 0 < γ

q < βp+1, η ≥ β−2+3
p−

γ
pq ;

σ > 2− γ
q2 , c3 = const > 0.

Подобные оценки производной конформно отображающей функции
применяются при решении различного рода задач в комплексном
и гармоническом анализе: теории операторов, теории приближении,
описании функционалов и построении базисов в различных простран-
ствах функций.
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ПЕРСПЕКТИВЫ РАЗВИТИЯ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ
ТЕОРИИ КЛАССОВ КОНЕЧНЫХ ГРУПП

Все рассматриваемые группы конечны. Теория групп находит
применения как внутри самой математики (геометрия, топология, тео-
рия чисел, дифференциальные уравнения и др.), так и за ее пределами
в информатике, химии, физике, финансах и эпидемиологии [1].


