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Лемма 2. Пусть Φ – линейный непрерывный функционал на Xα,
eζ , g – функции, определенные в лемме 1. Тогда∣∣∣g(n) (ζ)∣∣∣ ≤ Annn(1+

1
α), n ∈ Z+,

где A – некоторое положительное число, зависящее только от Φ.
Лемма 3. Пусть g – функция, определенная в лемме 1, E – неко-

торое замкнутое множество на T . Тогда если g(k) (ζ) = 0, k ∈ Z+,
ζ ∈ E, и при этом дополнительные интервалы {lk}+∞

k=1 множества
E∗ =

{
φ ∈ [−π, π] : eiφ ∈ E

}
удовлетворяют условию (3), то функция

g равна нулю тождественно, т. е. g (z) ≡ 0, z ∈ D.
Лемма 4. Пусть Φ – линейный непрерывный функционал на Xα, eζ ,

g – функции, определенные в лемме 1. Тогда для произвольной f ∈ Xα

справедливо следующее представление

Φ (f) = lim
ρ→1−0

1

2π

π∫
−π

f
(
ρeiφ

)
g
(
ρeiφ

)
dφ .
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ОБ ОПЕРАТОРЕ ДЕКОМПОЗИЦИИ
СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННОЙ СИСТЕМЫ
С ПОСТОЯННЫМ ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

Пусть µ – малый параметр, µ ∈ (0, µ0], µ0 ≪ 1, p
∆
= d

dt – оператор
дифференцирования, h > 0 – запаздывание, e−ph – оператор запаздыва-
ния: e−phz(t) = z(t−h), PC

(
[a, b];Rk

)
(C,PC) – линейное пространство
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кусочно-непрерывных (непрерывных, ограниченных кусочно-непрерыв-
ных) функций, отображающих интервал [a, b] в k-мерное действительное
пространство Rk, R[[µ]][λ] – кольцо полиномов от переменной λ с коэф-
фициентами из кольца формальных степенных рядов по µ над полем R.
Для любых r, s ∈ N обозначим Ar×s

T

(
µ, e−ph

)
класс r×s-матричных опе-

раторов A с элементами из C(T ;R)[[µ]][e−ph], действующих из
PC ([t− h, t];Rn) в Rn, M , diag {En1

, µ−1En2
}, n1, n2 ∈ N,

MAr×s
T

(
µ, e−ph

)
– класс операторов вида M ·A, где A ∈ Ar×s

T

(
µ, e−ph

)
.

Пусть Ai

(
t, e−ph

)
= Ai0(t) + Ai1(t)e

−ph, Aij (t), i = 1, 2, j = 0, 1,
Am (t), m = 3, 4, – непрерывные на T матричные функции подходящих
размеров, z′ = (x′, y′), x ∈ Rn1, y ∈ Rn2. Рассмотрим линейную нестацио-
нарную сингулярно возмущенную систему (СВС) с запаздыванием [1]:

ż(t) = A
(
t, µ, e−ph

)
z(t), t ∈ T. (1)

Aµ , A
(
t, µ, e−ph

)
=M ·A

(
t, e−ph

)
∈MAn×n

T

(
µ, e−ph

)
, n = n1+n2, (2)

A
(
t, e−ph

)
=

(
A1

(
t, e−ph

)
A2

(
t, e−ph

)
A3 (t) A4 (t)

)
∈ An×n

T

(
µ, e−ph

)
.

В качестве пространства состояний системы (1) рассмотрим простран-
ство (PC[t− h, t);Rn)× Rn.

Известны сложности исследования СВС из-за их жесткости, а также
возможной высокой размерности. Чтобы снизить размерность
и избежать жесткости, в [2] предложена двухэтапная процедура разделе-
ния временной шкалы двухтемповой СВС. Композиция преобразований
двух этапов порождает оператор K специального вида [3] из группы пре-
образований Ляпунова [4]. Применение преобразования K к оператору
СВС приводит к его блочной диагонализации, что соответствует расщеп-
лению СВС на разделенные по темпам системы меньшей размерности,
чем исходная, при этом, в отличие от исходной, эти подсистемы регуляр-
ным образом зависят от малого параметра. Таким образом, K является
оператором регуляризирующего расщепляющего преобразования.

Однако применение преобразованияK [2; 3] к оператору A
(
t, µ, e−ph

)
(2) не приводит к его блочной диагонализации, что обусловлено зависи-
мостью Aµ от оператора запаздывания (нелокальным действием). Для
систем с запаздыванием естественно рассматривать класс преобразова-
ний с запаздыванием [5]. Рассмотрим группу Gn

T (µ, e
−ph) ⊂ An×n

T

(
µ, e−ph

)
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непрерывно дифференцируемых на T невырожденных для каждого t ∈ ∈
T операторов G(t, µ, e−ph), каждый из которых задает оператор
преобразования элементов Aµ ∈MAn×n

T

(
µ, e−ph

)
по правилу:

G ∗Aµ = G−1AµG−G−1Ġ.

В общем случае G ∗ Aµ ̸∈ MAn×n
T

(
µ, e−ph

)
. Чтобы корректно опре-

делить действие операторов из Gn
T (µ, e

−ph) на Aµ (2), погрузим класс
An×n

T

(
µ, e−ph

)
в класс An×n

(
µ, e−ph

)
: (PC(−∞, t];Rn) → Rn матричных

операторов с элементами из PC ((−∞; t1],R) [[µ]][[e−ph]]. Класс операто-
ров вида M ·A,A ∈ An×n, обозначим MAn×n

(
µ, e−ph

)
.

Рассмотрим группу Gn(µ, e−ph) непрерывно дифференцируемых на T
невырожденных для каждого t ∈ T операторов из класса An×n

(
µ, e−ph

)
.

В статье доказывается, что в общем случае для оператора Aµ (2) не суще-
ствует блочно-диагонализующего преобразования в группе Gn

T (µ, e
−ph),

но при некоторых условиях на Aij (t), i = 1, 2, j = 0, 1, Am (t), m = 3, 4,
такое преобразование K существует в группе Gn(µ, e−ph) ⊃ Gn

T (µ, e
−ph).

Оператор преобразования K может быть представлен в виде асимпто-
тического ряда по µ. Соответствующая расщепленная СВСЗ, алгебраи-
чески и асимптотически эквивалентная исходной системе с оператором
Aµ, является системой с бесконечным запаздываним специального вида.
Обосновано асимптотическое приближение оператора K ∗Aµ ∈ MAn×n

расщепленной СВС блочно-диагональным оператором из MAn×n
T , что

соответствует расщеплению СВСЗ на не зависящие от параметра µ под-
системы c конечным запаздыванием.

Теорема. Пусть ∀t ∈ T : Reλ (A4 (t)) ≤ −a < 0; ∥A4 (t)∥ ≤ b;∥∥∥Ȧ4 (t)
∥∥∥ ≤ c; элементы Aij (t) , i = 1, 2, j = 0, 1, Ai (t) , i = 3, 4, опре-

делены, ограничены и непрерывно дифференцируемы с ограниченными
производными на (−∞, t1]. Тогда для достаточно малых µ ∈ (0, µ0]
существует преобразование Ляпунова с унимодулярным оператором
K ∈ Gn(µ, e−ph) вида

K
(
t, µ, e−ph

)
=

(
En 1

µK12

−K21 En2
− µK21K12

)
,

где Kij ∈ Ani×nj
(
µ, e−ph

)
, i, j,= 1, 2, – операторы, удовлетворяющие

специальным операторным уравнениям Риккати, которое преобразует
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Aµ ∈MAn×n в блочно-диагональный оператор:

K ∗Aµ =M · diag {Aξ, Aη} ∈MAn×n,

Aξ ∈ An1×n1, Aη ∈ An2×n2. Если при этом элементы Aij (t), i = 1, 2,
j = 0, 1, Am (t), m = 3, 4, достаточно гладкие на (−∞, t1], то асимп-
тотическое (по µ) приближение для K можно найти в виде оператора
с конечным запаздыванием.

Получены итерационные схемы для нахождения оператора расщеп-
ляющего преобразования K и матриц Aξ,Aη преобразованных систем,
описано действие асимптотических приближений оператора K на СВСЗ.

Результаты можно применять для развития [1] при получении асимп-
тотических аппроксимаций любого порядка решения СВСЗ, при постро-
ении асиптотических (по µ) регуляторов и наблюдателей таких систем.

Работа выполнена при поддержке Министерства образования Рес-
публики Беларусь в рамках ГПНИ «Конвергенция-2025», 1.2.04.
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