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УДК 37.016:(514+52)
ОБ ЭТАПАХ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ О НАХОЖДЕНИИ УГЛА 

ПЕРЕСЕЧЕНИЯ ДВУХ ОКРУЖНОСТЕЙ НА СФЕРЕ

А.И. Серый
БрГУ им. А.С. Пушкина, Брест, Беларусь

Аннотация: в статье предложены таблицы, в одной из которых 
отражены этапы решения задачи о нахождении угла пересечения двух 
окружностей на сфере, а в другой анализируются предельные случаи 
общей формулы. Таблицы могут найти применение в 
образовательном процессе при изучении сферической астрономии и 
сферической геометрии.

Ключевые слова: пересечение окружностей на сфере, методика 
преподавания астрономии, методика преподавания математики.

В вузовском курсе астрономии встречается, в частности, задача 
о нахождении угла щ , под которым расположена по отношению 
плоскости математического горизонта линия, вдоль которой 
происходит видимое движение звезды, Луны или другого объекта 
(если считать склонение объекта постоянным в течение времени 
наблюдения). Следует отметить, что указанный угол в точности равен 
углу между плоскостями небесного экватора и математического 
горизонта только в том случае, если склонение объекта 8 -  0 (тогда 
он восходит в точке востока, а заходит в точке запада, а его небесная 
параллель находится в плоскости небесного экватора) [1,с.5,6]. Чем 
дальше от указанных точек наблюдаются восход и заход в 
действительности, тем заметнее различие между щ и либо л - щ  
(особенно заметным оно становится, например, если точки восхода и 
захода приближаются к точке севера, а тип объекта -  к 
незаходящему). Поскольку точному решению этой задачи не 
уделяется достаточного внимания в учебной литературе по 
астрономии, представляет интерес разбор последовательности 
действий, необходимых для получения указанного решения.

С математической точки зрения задача сводится к задаче о 
нахождении угла между касательными к двум окружностям (в точках 
их пересечения) на поверхности сферы, где одна из окружностей 
находится на большом круге, а вторая -  вообще говоря, на малом, и 
при этом наклонена к первой под произвольным углом щ . Пусть
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радиус сферы R , склонение точек малой окружности 8 , 
географическая широта пункта наблюдения р , и тогда у/0 = 90° - р .  
Будем считать, что большая окружность находится в плоскости z = 0, 
а малая -  в плоскости z ' = 0 . Штрихованная система координат 
повернута на угол относительно оси у  (т.е. оси у  и у ' совпадают) 
против часовой стрелки при > 0 (с точки зрения наблюдения вдоль
_ _ w  w  t  \ _положительных направлений осей у  и у  ), после чего смещена вдоль 
оси z  ' . Поясняющий рисунок приведен ниже.

Этапы решения задачи отражены ниже в таблице 1. Составление 
подобных таблиц можно предлагать учащимся в качестве 
самостоятельных творческих заданий для развития алгоритмического 
и структурного мышлений.

Таблица 1 -  Этапы решения задачи
Содержание этапа Результат

1. Уравнение большой 
окружности

X2 + у 2 = R 2

2.
Уравнение
малой
окружност
и

в штрихованных 
координатах

(х')2 + (у')2 = R2 cos2 8

взаимосвязь между 
координатами

X' = xcos(90 ° - р )  + zsin(90 ° - р ) ,  
z ' = - x sin(90° -  р)+ z cos(90° -  р ) -  
- Rsin8 = 0, у ' = у  [2, с. 71]

в нештрихованных 
координатах

(xsinp + z cosp)2 + у 2 = R2 cos2 8
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3. Поиск точек пересечения (х0, 
у0) как решения системы 
уравнений двух окружностей

х 0 =  —R sind/ cos р, x 0 > —R,

Уо =  ±  Rf i  — sin2 d/cos2 р , 

sin2 д /cos2 р  <  1

4.
Уравнения 
касательны 
х к
окружност 
ям в точках
(Хр Уо)

исходный вид ххо + ууо = R z =
x'x'0 + yy0 = R 2 cos2 д , z ' = 0

уравнение 
касательной к 
большой 
окружности в 
каноническом виде 
[2, с. 801__________

ХА  =(у — Уо)/m  , А =  Rcosp/sind, 
m  = у 0 =  ±  R-\]l — sin2 д /cos2 р ,
n = о

система уравнений 
для касательной к 
малой окружности 
[2, с. 801

A x  + B ŷ  + C ẑ  + — о ,
-A.x ̂  В2У ̂  C2z  + = о .

A  = — R sin d
sin р  
cosp

1 —
sin2 d
cos р

C  = —R sinds inр , D  =  — R 2 cos2 d 
A  =— cosр, B 2 =  о ,  C  =  sinр,
D  = —Rsind

компоненты 
направляющего 
вектора 
касательной к 
малой окружности 
[2, с. 801__________

12 =

n 2 =

B1 C1

B2 C 2 9

4 B 1

A2 B 2

m  =
C j  a

с ,  a ,

5. Нахождение косинуса угла 
между касательными [2, с. 821

cosу  = i j2 +  m m  +  n\n2
&2 2 2

+  m j +  n12 ' I 1:
2 2 2 
2 +  m 2 +  n 2

= ± smр
cosd

Результаты исследования предельных случаев общей формулы 
отражены в таблице 2.
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Таблица 2 -  Предельные случаи общей формулы
Случай Смысл Результат

д ^  0 видимое движение объекта 
происходит по небесному 
экватору

cosy  ^ ± sinp,  т.е. 
у  = 900 ± ф

д ^  900 - ф объект занимает предельное 
положение между 
незаходящими и восходяще- 
заходящими

cosy ^  ±1, т.е. у  = 00 
или 1800
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УДК 517.956.2
ПОГРЕШНОСТИ УСРЕДНЕНИЯ ОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

ДЛЯ УРАВНЕНИЯ БЕЛЬТРАМИ

М.М. Сиражудинов 
ДФИЦ РАН, ДГУ, Махачкала 

М.Г. Ибрагимов 
ДГУ, ДГУНХ, Махачкала

Аннотация: в статье даны оценки погрешности усреднения для 
одной задачи Римана-Гильберта для уравнения Бельтрами при 
минимальном требовании на коэффициент -  он измеримый и 
ограниченный.

Ключевые слова: усреднение, уравнение Бельтрами, задача 
Римана-Гильберта.

В литературе (опубликованной до 2004 года) по усреднению 
дивергентных эллиптических уравнений доказаны многочисленные 
оценки погрешности усреднения следующего вида
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