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ОПИСАНИЕ ВНУТРЕННИХ СТЕПЕНЕЙ СВОБОДЫ ДИРАКОВСКИХ ЧАСТИЦ 

ПОСРЕДСТВОМ ТЕНЗОРНЫХ ПОЛЕЙ 

 
Рассмотрено 48-компонентное тензорное поле, которое может служить для геометризован-

ного описания киральных дираковских частиц с внутренними степенями свободы. Дана квантовая фор-

мулировка теории на основе статистики Ферми – Дирака. 

Ключевые слова: тензорное поле, дираковские частицы, внутренние степени свободы. 

 

Description of Internal Degrees of Freedom of the Dirac’s Particles  

by Means of Tensor Fields 

 
The 48-component tensor field, which can be used for the geometrized description of the chiral Dirac 

particles with internal degrees of freedom, is considered. Its quantum formulation on the basis of Fermi –Dirac 

statistics is given. 

Key words: tensor field, Dirac particles, internal degrees of freedom. 

 

Введение 

В современных теоретико-полевых моделях для описания изоспиновых степеней 

свободы дираковских частиц используются унитарные компактные группы внутренней 

симметрии, коммутирующие с группой Лоренца. Фактически в основе этого описания 

лежит распадающаяся в релятивистски-инвариантном смысле система уравнений Ди-

рака. Вводимые таким образом внутренние квантовые числа имеют негеометрическое, 

т. е. принципиально иное по сравнению со спином, происхождение. 

Однако существует точка зрения, что не только спин, но и все другие степени 

свободы фундаментальных частиц должны допускать пространственно-временную ин-

терпретацию. Впервые предположение о том, что в качестве геометрической модели се-

мейств фермионов может служить не распадающаяся по полной группе Лоренца система 

тензорных уравнений, получившая в литературе название «уравнение Дирака – Кэлера» [1], 

было высказано в работах [2; 3]. C теоретико-групповых позиций эта возможность обу-

словлена динамической неразличимостью уравнения Дирака – Кэлера (ДК) и системы 

четырех уравнений Дирака с некомпактной группой внутренней симметрии SU(2,2). 

В рамках вторично-квантованной модели реализация геометризованного подхода к опи-

санию дираковских частиц посредством поля ДК предполагает квантование этого поля 

по «аномальной» статистике Ферми – Дирака.  
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В работе [4], а также [5; 6] была показана возможность такого квантования, обуслов-

ленная тем, что условие теоремы Паули о связи спина и статистики не распространяется 

на поля с некомпактными группами внутренней симметрии. 

 

SU(6,6) – симметричное обобщение поля Дирака – Кэлера 

Отдавая должное уравнению ДК, приходится тем не менее констатировать, 

что его способность служить в качестве модели для геометризованного описания всех 

известных внутренних степеней свободы фундаментальных частиц, например, кварков 

или лептонов, ограничена вследствие недостаточного числа компонент волновой функ-

ции, равного 16. Последовательная реализация и обобщение данного подхода в рамках 

4-мерного пространства предполагает использование тензорных систем уравнений с ана-

логичными уравнению ДК алгебраическими, групповыми и квантовыми свойствами, 

но с бóльшим числом компонент волновой функции. 

Рассмотрим одну из таких систем, предложенную в [8]. Она базируется на схеме 

зацеплений неприводимых представлений группы Лоренца: 
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Тензорная формулировка интересующей нас системы уравнений имеет вид 
 

𝜕𝜆𝜑𝜆,𝛼𝛽 +
1

3
(𝜕𝛼𝜑𝛽 − 𝜕𝛽𝜑𝛼 − 𝑖𝜀𝛼𝛽𝜆𝜚𝜕𝜆𝜑𝜚) + 𝑚𝜑𝛼𝛽 = 0, 

𝜕𝜆𝜑𝛼,𝜆𝛽 −
2

3
(𝜕𝛼𝜑𝛽 − 𝜕𝛽𝜑𝛼 − 𝑖𝜀𝛼𝛽𝜆𝜚𝜕𝜆𝜑𝜚) − 𝛿𝛼𝛽𝜕𝜚𝜑𝜚 − 𝑖𝜀𝛼𝜂𝜆𝜚𝜕𝜂𝜑𝜆,𝜚𝛽 + 𝑚𝜑𝜆𝛼,𝜆𝛽 = 0, 

𝜕𝛼𝜑𝜆𝛼,𝜆𝛽 + 𝜕𝛼𝜑𝛼𝛽 + 𝑚𝜑𝛽 = 0, 

𝜕𝜈𝜑𝜇𝜈,𝛼𝛽 + 𝜕𝜇𝜑𝛼𝛽 −
1

3
(𝛿𝜇𝛼𝜕𝜈𝜑𝜂𝜈,𝜂𝛽 − 𝛿𝜇𝛽𝜕𝜈𝜑𝜂𝜈,𝜂𝛼 + 𝛿𝜇𝛼𝜕𝜂𝜑𝜂𝛽 − 𝛿𝜇𝛽𝜕𝜂𝜑𝜂𝛼 +

                                                                                                                                                                                                                   𝑖𝜀𝜇𝛼𝛽𝜚𝜕𝜈𝜑𝜂𝜈,𝜂𝜚 +

                                                                  𝑖𝜀𝜇𝛼𝛽𝜚𝜕𝜂𝜑𝜂𝜚) + 𝑚𝜑𝜇,𝛼𝛽 = 0        (2) 
 

плюс аналогичные уравнения, получающиеся из (2) путем замен 𝜑𝛽 ⟶ 𝜓𝛽 , 𝜑𝜆𝛽 ⟶

𝜓𝜆𝛽 ,  𝜑𝜆,𝜇𝜈 ⟶ 𝜓𝜆,𝜇𝜈 , 𝜑𝜇𝜈,𝜆𝛽 ⟶ 𝜓𝜇𝜈,𝜆𝛽 ,  𝜀𝜇𝜈𝜆𝛽 ⟶ 𝜀𝜇𝜈𝜆𝛽 (обозначим их, не выписывая, (3)). 

Все фигурирующие в (2), (3) тензоры сопоставляются неприводимым представлениям 

группы Лоренца: 
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С точки зрения классической теории релятивистских волновых уравнений (РВУ) 

полевая система (2), (3) описывает спины 0, 1, 2 и характеризуется удвоением состояний 

по значению внутренней четности. 

Тензорная система (2), (3) может быть записана в стандартной для РВУ матрично-

дифференциальной форме 
 

(Γ𝜇𝜕𝜇 + 𝑚)Ψ = 0,          (4) 
 

где волновая функция Ψ преобразуется по представлению (1), а матрицы Γ𝜇 размерности 

48×48 удовлетворяют перестановочным соотношениям алгебры матриц Дирака. 
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При подходящем выборе базиса в пространстве представления волновой функции 

матрицы Γ𝜇 и матрица η инвариантной билинейной формы Ψ̅Ψ = Ψ+𝜂Ψ могут быть од-

новременно приведены к диагональному виду 
 

Γ𝜇 = Ι12 ⊗ 𝛾𝜇, 𝜂 = 𝛾4 ⊗ Ι3 ⊗ 𝛾4,         (5) 
 

где 𝛾𝜇 – обычные дираковские матрицы размерности 4×4. Отсюда следует инвариант-

ность свободного лагранжиана теории 
 

𝐿0 = −Ψ̅(Γ𝜇𝜕𝜇 + 𝑚)Ψ        (6) 
 

относительно преобразований группы внутренней симметрии SU(6,6). 

Генераторы 𝒥𝜇𝜈 представления группы Лоренца (1) допускают в базисе (5) разло-

жение 

𝒥𝜇𝜈 = Ι12 ⊗ 𝒥𝜇𝜈
1 + 𝒥𝜇𝜈

2 ⊗ Ι4 ,        (7) 
 

где 𝒥𝜇𝜈
1  и 𝒥𝜇𝜈

2  – генераторы представлений [(0,
1

2
) ⊕(

1

2
, 0)] и [(

1

2
, 1)⊕(1,

1

2
)] соответ-

ственно. Поскольку операторы 𝒥𝜇𝜈
2  являются одновременно генераторами представления 

SL(3,C) группы SU(6,6) внутренней симметрии теории, то очевидно, что преобразования 

группы Лоренца образуют полупрямое произведение (не коммутируют) с преобразова-

ниями группы внутренней симметрии. 

Последнее обстоятельство является очень важным, поскольку предоставляет воз-

можность двоякого разложения алгебры А𝑅 группы полной инвариантности теории: 
 

А𝑅 = {𝒥𝜇𝜈}[~]({𝑑𝜇} ⊕ {𝑈});         (8) 

А𝑅 = ({�̌�𝜇𝜈}[~]{𝑑𝜇}) ⊕ {𝑈}.         (9) 
 

Здесь �̌�𝜇𝜈 = Ι12 ⊗ 𝒥𝜇𝜈
1 ;  {𝒥𝜇𝜈}, {𝑑𝜇}, {𝑈} – совокупность генераторов группы Лоренца, 

пространственно-временных трансляций и внутренней симметрии соответственно, сим-

вол [~] означает полупрямую сумму. 

С точки зрения разложения (8) лагранжиан (6) описывает тензорное поле со спи-

нами 0, 1, 2 и внутренней симметрией, преобразования которой образуют полупрямое 

произведение с преобразованиями группы Лоренца, тогда как согласно (9) речь идет об 

описании дираковского поля с «обычной» внутренней симметрией. (Поясним, что под 

«обычной» здесь понимается внутренняя симметрия, которой соответствуют степени 

свободы негеометрического (нелоренцевского) происхождения и преобразования кото-

рой коммутируют с преобразованиями группы Лоренца). 
 

Квантовая формулировка теории и интерпретация внутренних степеней 

свободы 

Описание дираковских частиц посредством тензорной системы (2), (3) предпола-

гает возможность корректного вторичного квантования по статистике Ферми – Дирака. 

Как показано в [7], такое квантование реализуется посредством перестановочных соот-

ношений для операторов рождения и уничтожения 
 

[𝑎1𝑠(р), 𝑎1𝑠
+ (р′)]+ = [𝑏1𝑠(р), 𝑏1𝑠

+ (р′)]+ = 𝛿𝑠𝑠′𝛿(𝑝 − р′),     (10) 

[𝑎2𝑠(р), 𝑎2𝑠
+ (р′)]+ = [𝑏2𝑠(р), 𝑏2𝑠

+ (р′)]+ = 𝛿𝑠𝑠′𝛿(𝑝 − р′),      (11) 
 

где индексы 1 и 2 соответствуют различным собственным значениям дополнительного 

оператора Π̂ (Π̂0 в системе покоя), входящего наряду с другими стандартными операто-

рами в полный набор и имеющего в каноническом базисе вид 
 

Π̂0 = 𝜎3 ⊗ Ι24.        (12) 
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В работе [7] степень свободы, соответствующую оператору П0, мы назвали П-чет-

ностью, при этом ее физический смысл не обсуждался. Исследования, проведенные в ра-

боте [8], позволяют, на наш взгляд, установить физический смысл данного оператора и 

связанного с ним сохраняющегося заряда g. 

Квантовое описание рассматриваемой полевой системы на основе перестановоч-

ных соотношений (10), (11) приводит к необходимости использования пространства со-

стояний с индефинитной метрикой Н = Н+ ⊕ Н−,  где Н+ и Н− – подпространства с по-

ложительной и отрицательной нормами векторов состояний соответственно.  

Для корректной вероятностной интерпретации теории необходимо, чтобы в ней 

отсутствовали переходы между состояниями из подпространств Н+ и Н−. Существова-

ние соответствующего правила запрета обусловлено в данном случае некомпактностью 

группы внутренней симметрии системы (2), (3), одним из генераторов которой является 

оператор Π̂0. Инвариантность лагранжиана 𝐿 = 𝐿0 + 𝐿𝑖𝑛𝑡 относительно преобразований 
 

Ψ ⟶ Ψ exp(𝑖�̂�0𝛩)       (13) 
 

приводит к дополнительному сохраняющемуся “заряду” 
 

𝐺 ~ ∑ (𝑎1𝑠
+ 𝑎1𝑠 + 𝑎2𝑠

+ 𝑎2𝑠 − 𝑏1𝑠
+ 𝑏1𝑠 − 𝑏2𝑠

+ 𝑏2𝑠)𝑆 .      (14) 
 

Одночастичные состояния из подпространств Н+ и Н− характеризуются такими 

сохраняющимися квантовыми числами, как (e,g), (-e,g) для Н+ и (e,-g), (-e,-g) для Н−, где 

обозначение е относится к электрическому заряду, g – к дополнительному «заряду» ча-

стицы. Совместное действие законов сохранения для электрического и дополнительного 

зарядов квантового поля запрещает физически неприемлемые переходы между состоя-

ниями из Н+ и Н− для всех взаимодействий, не нарушающих внутреннюю симметрию 

системы (2), (3). 

Обсудим теперь физический смысл оператора П-четности и соответствующего 

ему сохраняющегося заряда g. 

С помощью унитарного преобразования базиса в пространстве волновой функции 

систему (2), (3) можно привести к прямой сумме 24-компонентных подсистем, инвари-

антных по отношению к собственной группе Лоренца и сопряженных друг другу отно-

сительно операции пространственной инверсии 
 

Р = 𝜎1 ⊗ Ι24.         (15) 
 

Явный вид указанного преобразования мы не даем из-за его громоздкости (раз-

мерность 48 х 48). Структура же (12) оператора Π̂0 при этом не меняется. 

Из сравнения (12), (15) следует, что внутренняя степень свободы, описываемая 

оператором Π̂0, связана с такой геометрической операцией как Р-инверсия, т. е., другими 

словами, может рассматриваться в качестве аналога понятия киральности в теории Ди-

рака. Отличие от обычной дираковской киральности заключается в том, что последняя 

не является степенью свободы, в то время как П-киральность (заряд g) входит в полный 

набор величин, которые характеризуют одночастичные состояния геометрических фер-

мионов, описываемых системой (2), (3). 

При переопределении лоренцевских трансформационных свойств волновой 

функции в соответствии с разложением (9) степень свободы, сопоставляемая первона-

чально абсолютной величине спина, преобразуется в еще одну помимо киральности изо-

спиновую степень свободы, которой отвечает квантовое число, принимающее 6 значе-

ний. Эту степень свободы и связанную с ней внутреннюю симметрию можно интерпре-

тировать как симметрию ароматов семейства фермионов (кварков, лептонов). 
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Заключение 

Таким образом, система (2), (3) по своим свойствам вполне подходит в качестве 

математической модели для геометризованного (пространственно-временного) обосно-

вания существования шести типов фундаментальных частиц материи – кварков и лепто-

нов. Присущий этой системе удвоенный (по сравнению с минимально необходимым) 

набор состояний не противоречит данному заключению, поскольку один из этих классов 

состояний является ненаблюдаемым в силу правил запрета, возникающих при квантова-

нии тензорной системы (2), (3) по статистике Ферми – Дирака. 
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