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Конечные группы с 𝑂𝑆-проперестановочными подгруппами1

Е. В. Зубей
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Аннотация

Подгруппа 𝐴 группы 𝐺 называется 𝑂𝑆-проперестановочной в 𝐺, если существует под-
группа 𝐵 такая, что 𝐺 = 𝑁𝐺(𝐴)𝐵, 𝐴𝐵 является подгруппой группы 𝐺 и подгруппа 𝐴
перестановочна со всеми подгруппами Шмидта из 𝐵. В этой ситуации подгруппу 𝐵 будем
называть 𝑂𝑆-продобавлением к 𝐴 в 𝐺.

В настоящей работе установлена 𝑝-разрешимость конечной группы 𝐺, в которой силов-
ская 𝑝-подгруппа 𝑂𝑆-проперестановочна, где 𝑝 > 5.

Ключевые слова: конечная группа, 𝑝-разрешимая группа, 𝑂𝑆-проперестановочная под-
группа, подгруппа Шмидта, полунормальная подгруппа.
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Abstract
A subgroup 𝐴 of a group 𝐺 is called 𝑂𝑆-propermutable in 𝐺 if there is a subgroup 𝐵 such

that 𝐺 = 𝑁𝐺(𝐴)𝐵, 𝐴𝐵 is a subgroup of 𝐺 and the subgroup 𝐴 permutes with all Schmidt
subgroups of 𝐵. In this situation, the subgroup 𝐵 is called 𝑂𝑆-prosupplement to 𝐴 in 𝐺.

In this paper, we proved the 𝑝-solubility of a finite group 𝐺 such that a Sylow 𝑝-subgroup
of 𝐺 is 𝑂𝑆-propermutable in 𝐺, where 𝑝 > 5.

Keywords: finite group, 𝑝-soluble group, 𝑂𝑆-propermutable subgroup, Schmidt subgroup,
seminormal subgroup.

Bibliography: 13 titles.

For citation:
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1. Введение

Подгруппа 𝐴 называется полунормальной в группе 𝐺, если существует подгруппа 𝐵 такая,
что 𝐺 = 𝐴𝐵 и 𝐴𝑋 — подгруппа для каждой подгруппы 𝑋 из 𝐵. В этой ситуации подгруппу 𝐵
называют супердобавлением к подгруппе 𝐴 в группе 𝐺. Отдельные свойства полунормальных
подгрупп получены многими авторами, см. литературу в [10].

В работе [9] вводится обобщение понятия полунормальной подгруппы.
Подгруппа 𝐴 группы 𝐺 называется 𝑂𝑆-полунормальной в группе 𝐺, если существует такая

подгруппа 𝐵, что 𝐺 = 𝐴𝐵 и 𝐴 перестановочна со всеми подгруппами Шмидта из 𝐵.
В. С. Монахов и Е. В. Зубей [9] установили для простого числа 𝑟 ≥ 7 𝑟-разрешимость

группы, в которой силовская 𝑟-подгруппа 𝑂𝑆-полунормальна; для 𝑟 < 7 перечислили все
неабелевы композиционные факторы такой группы, также доказали разрешимость группы с
𝑂𝑆-полунормальными силовскими 2− и 3-подгруппами.

А. Н. Скиба и И. Сяолян [13] ввели понятие проперестановочной подгруппы:
подгруппа 𝐴 называется проперестановочной в группе 𝐺, если существует подгруппа 𝐵

такая, что 𝐺 = 𝑁𝐺(𝐴)𝐵 и 𝐴𝑋 — подгруппа для каждой подгруппы 𝑋 из 𝐵. Подгруппу 𝐵 в
дальнейшем будем называть продобавлением к 𝐴 в 𝐺.

В настоящей работе изучается группа 𝐺, в которой силовская 𝑝-подгруппа 𝑃 перестановоч-
на с подгруппами Шмидта из подгруппы 𝐵 такой, что 𝐺 = 𝑁𝐺(𝑃 )𝐵. В связи с этим вводится
следующее понятие.

Подгруппа 𝐴 группы 𝐺 называется 𝑂𝑆-проперестановочной в 𝐺, если существует под-
группа 𝐵 такая, что 𝐺 = 𝑁𝐺(𝐴)𝐵, 𝐴𝐵 является подгруппой группы 𝐺 и подгруппа 𝐴 переста-
новочна со всеми подгруппами Шмидта из 𝐵. В этой ситуации подгруппу 𝐵 будем называть
𝑂𝑆-продобавлением к 𝐴 в 𝐺.
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2. Вспомогательные результаты

Используемые обозначения и определения стандартны, их можно найти в [7, 12].
Напомним, что 𝐴𝐺 = ⟨𝐴𝑔 | 𝑔 ∈ 𝐺⟩ — подгруппа, порожденная всеми сопряженными с 𝐴

подгруппами группы 𝐺. Симметрическая и знакопеременная группы степени 𝑛 обозначаются
через 𝑆𝑛 и 𝐴𝑛; диэдральная, циклическая и элементарная абелева группы порядков 𝑘, 𝑚 и
𝑝𝑡 обозначаются через 𝐷𝑘, 𝑍𝑚 и 𝐸𝑝𝑡 соответственно, [𝐴]𝐵 — полупрямое произведение нор-
мальной подгруппы 𝐴 и подгруппы 𝐵. Подгруппу 𝑁 нормальную в группе 𝐺 обозначим через
𝑁 �𝐺.

Группа 𝐺 называется: 𝜋-группой, если 𝜋(𝐺) ⊆ 𝜋; 𝜋′-группой, если 𝜋(𝐺) ⊆ 𝜋′, где 𝜋 —
некоторое множество простых чисел, 𝜋(𝐺) = 𝜋(|𝐺|) — множество простых чисел, делящих
порядок группы 𝐺.

Субнормальным рядом группы 𝐺 называется цепочка подгрупп

1 = 𝐺0 6 𝐺1 6 . . . 6 𝐺𝑚 = 𝐺, (1)

в которой подгруппа 𝐺𝑖 нормальна в группе 𝐺𝑖+1 для всех 𝑖 = 0, 1, . . . ,𝑚− 1. Группа называ-
ется 𝜋-разрешимой, если она обладает субнормальным рядом (1), факторы которого являются
либо разрешимыми 𝜋-группами, либо 𝜋′-группами.

Напомним, что группой Шмидта называют ненильпотентную группу, все собственные
подгрупппы которой нильпотенты [11]. Свойства подгрупп Шмидта можно найти в работах
О. Ю. Шмидта [11], В. С. Монахова [8]. Условимся называть 𝑆<𝑝,𝑞>-группой группу Шмидта с
нормальной силовской 𝑝-подгруппой 𝑃 и циклической силовской 𝑞-подгруппой 𝑄. Минималь-
ным добавлением к подгруппе 𝐴 в группе 𝐺 называется такая подгруппа 𝐵, что 𝐺 = 𝐴𝐵 и
𝐴𝐵1 ̸= 𝐺 для всех собственных подгрупп 𝐵1 из 𝐵.

Лемма 1. ([2, лемма 1]) Если 𝐾 и 𝐷 — подгруппы группы 𝐺, подгруппа 𝐷 нормальна в
𝐾 и 𝐾/𝐷 — 𝑆<𝑝,𝑞>-подгруппа, то минимальное добавление 𝐿 к подгруппе 𝐷 в 𝐾 обладает
следующими свойствами:

(1) 𝐿 — 𝑝-замкнутая {𝑝, 𝑞}-подгруппа;
(2) все собственные нормальные подгруппы в 𝐿 нильпотентны;
(3) 𝐿 содержит 𝑆<𝑝,𝑞>-подгруппу [𝑃 ]𝑄 такую, что 𝑄 не содержится в 𝐷 и 𝐿 = ([𝑃 ]𝑄)𝐿 =

= 𝑄𝐿.

Лемма 2. ([4, лемма 11]) Если простая группа 𝐺 является произведением 𝑝-подгруппы 𝑃
и подгруппы Шмидта 𝑆, то справедливо одно из следующих утверждений:

(1) 𝑝 = 2, 𝐺 ≃ 𝑃𝑆𝐿(2, 7), 𝑃 ≃ 𝐷8, 𝑆 ≃ [𝑍7]𝑍3;
(2) 𝑝 = 3, 𝐺 ≃ 𝑆𝐿(2, 8), 𝑃 ≃ 𝑍9, 𝑆 ≃ [𝐸8]𝑍7;
(3) 𝑝 = 5, 𝐺 ≃ 𝑃𝑆𝐿(2, 5), 𝑃 ≃ 𝑍5, 𝑆 ≃ 𝐴4 ≃ [𝐸4]𝑍3.

Вопрос перестановочности силовской подгруппы с подгруппами Шмидта исследовался
Я. Г. Берковичем и Э. М. Пальчиком [1], В.С. Монаховым и В.Н. Княгиной [4]. Так из [4,
теорема 1] вытекает следующая

Лемма 3. Если некоторая силовская 𝑟-подгруппа группы 𝐺 перестановочна со всеми
подгруппами Шмидта, то группа 𝐺 𝑟-разрешима.

В работе [3] были получены локальные аналоги результатов работы Я. Г. Берковича и
Э. М. Пальчика [1].

Лемма 4. ([6, лемма 5]) Пусть 𝐻, 𝐾 и 𝑁 — попарно перестановочные подгруппы груп-
пы 𝐺. Если 𝐻 холлова, то 𝑁 ∩𝐻𝐾 = (𝑁 ∩𝐻)(𝑁 ∩𝐾).
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Лемма 5. ([12, VI.4.10]) Пусть 𝐴 и 𝐵 — подгруппы группы 𝐺 такие, что 𝐺 ̸= 𝐴𝐵 и
𝐴𝐵𝑔 = 𝐵𝑔𝐴 для всех 𝑔 ∈ 𝐺. Тогда либо 𝐴𝐺 ̸= 𝐺, либо 𝐵𝐺 ̸= 𝐺.

Лемма 6. Пусть 𝐴 — 𝑂𝑆-проперестановочна подгруппа группы 𝐺 и 𝐵 ее 𝑂𝑆-продобав-
ление.

(1) Для любого элемента 𝑔 ∈ 𝐺 подгруппа 𝐵𝑔 будет 𝑂𝑆-продобавлением к подгруппе 𝐴 в
группе 𝐺.

(2) Для любого элемента 𝑔 ∈ 𝐺 подгруппа 𝐴𝑔 будет 𝑂𝑆-проперестановочной в группе 𝐺,
а подгруппы 𝐵 и 𝐵𝑔 — ее 𝑂𝑆-продобавлениями.

Доказательство. (1) Пусть 𝑔 = 𝑏𝑎 — произвольный элемент из группы 𝐺, где 𝑏 ∈ 𝐵,
𝑎 ∈ 𝐴. Ввиду изоморфизма 𝐵 ≃ 𝐵𝑔 можно считать, что 𝑆𝑔 = 𝑆𝑏𝑎 — произвольная подгруппа
Шмидта из 𝐵𝑔, где 𝑆 — подгруппа Шмидта в 𝐵. Поскольку 𝑆𝑏 ≤ 𝐵, то

𝐴𝑆𝑏 = 𝑆𝑏𝐴, 𝐴𝑆𝑔 = 𝐴𝑆𝑏𝑎 = (𝐴𝑆𝑏)𝑎 = (𝑆𝑏𝐴)𝑎 = 𝑆𝑏𝑎𝐴 = 𝑆𝑔𝐴.

Это означает, что 𝐵𝑔 — 𝑂𝑆-продобавление к 𝐴 в группе 𝐺.
(2) Если 𝑇 — подгруппа Шмидта в 𝐵𝑔, то 𝑇 = 𝑆𝑔 для некоторой подгруппы Шмидта 𝑆

из 𝐵. По условию 𝐴𝑆 = 𝑆𝐴, поэтому 𝐴𝑔𝑆𝑔 = 𝑆𝑔𝐴𝑔 и так как 𝐺 = (𝑁𝐺(𝐴)𝐵)𝑔 = 𝑁𝐺(𝐴
𝑔)𝐵𝑔,

то 𝐴𝑔 — 𝑂𝑆-проперестановочная подгруппа в 𝐺 и 𝐵𝑔 — ее 𝑂𝑆-продобавление. Из пункта (1)
следует, что (𝐵𝑔)𝑔

−1
= 𝐵 будет 𝑂𝑆-продобавлением к 𝐴𝑔 в группе 𝐺. Лемма доказана.

Лемма 7. Пусть 𝐴 — 𝑂𝑆-проперестановочная подгруппа группы 𝐺 и 𝐵 — ее 𝑂𝑆-продо-
бавление.

(1) Если 𝑁 �𝐺, то 𝐴𝑁 — 𝑂𝑆-проперестановочна в 𝐺 и 𝐵 является 𝑂𝑆-продобавлением
к 𝐴𝑁 в 𝐺.

(2) Если 𝑁 � 𝐺, то 𝐴𝑁/𝑁 — 𝑂𝑆-проперестановочна в 𝐺/𝑁 и 𝐵𝑁/𝑁 является 𝑂𝑆-про-
добавлением к 𝐴𝑁/𝑁 в 𝐺/𝑁 .

(3) Если 𝐴 — 𝑂𝑆-проперестановочная подгруппа группы 𝐺 и 𝐵 — 𝑂𝑆-продобавление в 𝐺,
то 𝐴𝐺 = 𝐴(𝐴𝐺 ∩ 𝐵) и 𝐴 𝑂𝑆-проперестановочна в 𝐴𝐺 и 𝐴𝐺 ∩ 𝐵 — 𝑂𝑆-продобавление к 𝐴 в
𝐴𝐺.

Доказательство. (1) Нормальная подгруппа перестановочна с любой подгруппой. По-
скольку 𝐺 = 𝑁𝐺(𝐴𝑁)𝐵 и 𝐴𝑁 перестановочна с любой подгруппой Шмидта из 𝐵, то 𝐴𝑁 —
𝑂𝑆-проперестановочная подгруппа группы 𝐺 и 𝐵 — ее 𝑂𝑆-продобавление.

(2) Известно, что 𝑁𝐺/𝑁 (𝐴𝑁/𝑁) = 𝑁𝐺(𝐴)𝑁/𝑁 . Тогда 𝐺/𝑁 = 𝑁𝐺/𝑁 (𝐴𝑁/𝑁)(𝐵𝑁/𝑁). Пусть
𝐷/𝑁 — подгруппа Шмидта из 𝐵𝑁/𝑁 . Тогда 𝐷 = 𝐷 ∩ 𝐵𝑁 = 𝑁(𝐵 ∩ 𝐷), т. е 𝐵 ∩ 𝐷 есть
добавление к 𝑁 в 𝐷.

По лемме 1 подгруппа 𝐵 ∩𝐷 содержит подгруппу Шмидта 𝑆 такую, что 𝑆𝐵∩𝐷 = 𝐵 ∩𝐷.
Так как 𝑆 ≤ 𝐿 ≤ 𝐵 ∩ 𝐷, где 𝐿 — минимальное добавление к 𝑁 в 𝐷, то 𝐴 перестановочна с
𝑆. Из леммы 6 (1) следует, что 𝐴 перестановочна с 𝑆𝑥 для любого 𝑥 ∈ 𝐺. Поэтому 𝐴 пере-
становочна с 𝑆𝐿 = 𝐿 и с 𝐿𝑁 = 𝐷. Следовательно, 𝐴𝑁/𝑁 перестановочна с 𝐷/𝑁 , т. е. 𝐴𝑁/𝑁
𝑂𝑆-проперестановочна в 𝐺/𝑁 и 𝐵𝑁/𝑁 будет 𝑂𝑆-продобавлением к 𝐴𝑁/𝑁 в 𝐺/𝑁 .

(3) Так как 𝐴 — 𝑂𝑆-проперестановочна в 𝐺, то 𝐺 = 𝑁𝐺(𝐴)𝐵 и 𝐴 перестановочна со всеми
подгруппами Шмидта из 𝐵. Тогда 𝐴𝐺 = 𝐴𝑁𝐺(𝐴)𝐵 = 𝐴𝐵 ≤ 𝐴𝐵 и 𝐴𝐺 = 𝐴𝐺 ∩𝐴𝐵 = 𝐴(𝐴𝐺 ∩𝐵).
Пусть 𝑆 — произвольная подгруппа Шмидта из 𝐴𝐺 ∩ 𝐵. Так как 𝑆 ≤ 𝐵 — произвольная
подгруппа Шмидта из 𝐵, то 𝐴 — 𝑂𝑆-полунормальна в 𝐴𝐺, а следовательно, 𝐴 — 𝑂𝑆-пропе-
рестановочна в 𝐴𝐺. Тогда 𝐴𝐺 ∩𝐵 — 𝑂𝑆-продобавление к 𝐴 в 𝐴𝐺.

Лемма доказана.
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3. Основной результат

Теорема 1. Если в группе 𝐺 силовская 𝑝-подгруппа 𝑂𝑆-проперестановочная и 𝑝 > 5, то
группа 𝐺 𝑝-разрешима.

Доказательство. Обозначим силовскую 𝑝-подгруппу группы 𝐺 через 𝑃 . Воспользуемся
индукцией по порядку группы 𝐺.

Пусть 𝑁 — нормальная подгруппа группы 𝐺. Тогда по лемме 7 (2) 𝑃𝑁/𝑁 𝑂𝑆-пропереста-
новочна в 𝐺/𝑁 . Значит, 𝐺/𝑁 𝑝-разрешима.

Будем считать, что в группе 𝐺 нет 𝑝-разрешимых нормальных подгрупп.
Если 𝑃𝐺 < 𝐺, то по лемме 7 (3) 𝑃 — 𝑂𝑆-пропересатновочна в 𝑃𝐺, а следовательно, 𝑃𝐺

𝑝-разрешима. Противоречие.
Значит 𝑃𝐺 = 𝐺. Тогда по лемме 7 (3) 𝐺 = 𝑃𝑌 и 𝑃 перестановочна с любой подгруппой

Шмидта 𝑆 из 𝑌 . Если порядок группы 𝑌 делится на 𝑝, то можно считать, что силовская
𝑝-подгруппа 𝑌𝑝 группы 𝑌 содержится в силовской 𝑝-подгруппе 𝑃 группы 𝐺.

По теореме Дедекинда 𝑌 ∩ 𝑃𝑆 = (𝑌 ∩ 𝑃 )𝑆 = 𝑌𝑝𝑆 = 𝑆𝑌𝑝 = 𝑆(𝑌 ∩ 𝑃 ), т. е. силовская
𝑝-подгруппа 𝑌𝑝 группы 𝑌 перестановочна с любой подгруппой Шмидта 𝑆 из 𝑌 . По лемме 3
группа 𝑌 𝑝-разрешима. Значит, существует 𝑌𝑝′ — 𝑝′-холлова подгруппа в группе 𝐺 и 𝐺 = 𝑃𝑌𝑝′ .
Поэтому можно считать, что 𝑌 — 𝑝′-подгруппа, причем 𝑌 — 𝑝′-холлова подгруппа.

Пусть теперь 𝑁 — нормальная подгруппа группы 𝐺 и 𝑁 не является 𝑝-разрешимой. Тогда
по лемме 4 𝑁 = 𝑁 ∩ 𝑃𝑌 = (𝑁 ∩ 𝑃 )(𝑁 ∩ 𝑌 ) = 𝑁𝑝(𝑁 ∩ 𝑌 ), где 𝑁𝑝 — силовская 𝑝-подгруппа в
𝑁 ∩ 𝑃 .

Пусть 𝑆 ≤ 𝑁 ∩𝑌 — подгруппа Шмидта, тогда 𝑆 — подгруппа Шмидта в 𝑌 и 𝑃 перестано-
вочна с 𝑆. Имеем 𝑁 ∩𝑃𝑆 = (𝑁 ∩𝑃 )𝑆 = 𝑁𝑝𝑆 = 𝑆𝑁𝑝 = 𝑆(𝑁 ∩𝑃 ). По индукции 𝑁 𝑝-разрешима.
Противоречие.

Значит, 𝐺 — простая группа. Очевидно, что 𝑃𝑆 < 𝐺 и тогда по лемме 5 либо 𝑃𝐺 ̸= 𝐺,
противоречие с выше доказанным, либо 𝑆𝐺 ̸= 𝐺, противоречие.

Следовательно, 𝐺 = 𝑃𝑆. По лемме 2 𝐺 ≃ 𝑃𝑆𝐿(2, 7), или 𝑆𝐿(2, 8), или 𝑃𝑆𝐿(2, 5). Это
значит, что группа 𝐺 𝑝-разрешима и 𝑝 > 5, противоречие.

Теорема доказана.
В группах 𝑃𝑆𝐿(2, 7), 𝑆𝐿(2, 8), 𝑃𝑆𝐿(2, 5) соответственно силовские 2-,3-, 5-подгруппы

𝑂𝑆-полунормальны, а значит и 𝑂𝑆-проперестановочны, но перечисленные группы не явля-
ются 𝑝-разрешимыми, где 𝑝 ∈ {2, 3, 5}.

4. Заключение

В настоящей работе установлен признак 𝑟-разрешимости группы, в которой силовская
подгруппа перестановочна со всеми подгруппами Шмидта из подгруппы 𝐵 такой, что
𝐺 = 𝑁𝐺(𝐴)𝐵. В дальнейшем исследовании планируется описать композиционные факторы
группы с 𝑂𝑆-проперестановочными силовскими подгруппами.
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