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УДК 517.948 

В.М. Мадорский 
О НАХОЖДЕНИИ ПРИБЛИЖЁННОГО РЕШЕНИЯ ЖЁСТКИХ  
НЕЛИНЕЙНЫХ КРАЕВЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ЗАДАЧ 
 
Для нахождения приближенного решения жёстких краевых дифференциальных нелинейных за-

дач используется баллистический метод, для реализации которого в статье предложен высокоточный мо-
дуль решения жёсткой нелинейной задачи Коши, а для решения уравнения сшивания – эффективные 
сверхлинейные трёхшаговые методы, сходящиеся к решению с «плохого» начального приближения. 

 
Вопросом нахождения приближённого решения жёстких нелинейных начальных 

дифференциальных задач посвящена обширная литература (смотри, например, моно-
графию [1] и приведённую там библиографию). 

Количество работ, связанных с жёсткими нелинейными начальными задачами, 
в последние 20 лет неуклонно возрастает. Это связано с тем, что большое количество 
практически важных научно-технических и экономических проблем описываются мо-
делями, представляющимися жёсткими нелинейными начальными дифференциальны-
ми задачами. При нахождении приближённых решений жёстких нелинейных началь-
ных дифференциальных задач в настоящее время достигнуты впечатляющие достиже-
ния, однако решение этой проблемы далеко от завершения. Например, качество полу-
ченного приближённого решения на промежутке интегрирования находится в проме-
жутке ( 61;41 E ) по норме невязки в зависимости от степени жёсткости задачи; 
о качестве полученного приближённого решения судят чаще всего, используя принцип 
Рунге (который, вообще говоря, не даёт универсальный ответ о качестве приближённо-
го решения). Кроме всего вышесказанного, получение приближённого решения в точ-
ках, не являющихся точками сетки, с помощью так называемой «плотной выдачи» [1], 
не даёт ответа на вопрос о качестве полученной аппроксимации истинного решения за-
дачи в этих точках. 

Резюмируя всё сказанное выше, можно отметить, что, во-первых, неудовлетво-
рительно решён вопрос, связанный с оценкой качества полученного приближённого 
решения, и, во-вторых, остаётся открытым вопрос об эффективной аппроксимации по-
лученного сеточного решения. В действительности эти две проблемы взаимосвязаны: 
для получения интегральной невязки на всём промежутке интегрирования необходимо 
иметь достаточное количество точек, в которых известно высокоточно приближённое 
решение (желательно, чтобы сетка точек была равномерной). А для того чтобы полу-
чить высокоточное приближённое решение в такой системе точек, желательно иметь 
«хороший» аппроксимационный полином, обладающий сглаживающими свойствами. 
На роль такого полинома, естественно, претендует отрезок ряда Фурье по системе ор-
тогональных полиномов. С учётом поведения вычислительной погрешности (погреш-
ности округления) мы используем полиномы Чебышева первого рода с весом, для по-
строения которого необходимо знать приближённое решение задачи в точках, являю-
щихся корнями полинома Чебышева. 

Всё сказанное выше позволяет сформулировать, по крайней мере две, стратегии: 
первая стратегия состоит в том, что в процессе интегрирования начальной дифферен-
циальной задачи мы разбиваем отрезок интегрирования на части (подотрезки) корнями 
полиномов Чебышева. Вопрос о способах разбиения отрезка интегрирования на подот-
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резки мы обсудим подробнее ниже, заметим лишь, что величина и количество подот-
резков, получаемых в процессе интегрирования жёсткой начальной задачи, зависит 
от нескольких факторов: Atol и Rtol (величины абсолютной и относительной погрешно-
сти), величины минимальной шаговой длины  и минимальной длины подотрезка 

разбиения , 
minh

min min – достигнутый порядок погрешности восстановления. 

При 1311 11 RtolAtol ,  
11191min h ,  

9171min    

и 9181min   полученные приближённые решения жёстких начальных 

дифференциальных задач правильно передают особенности и структуру решения, что 
будет показано при обсуждении численных экспериментов. Далее на каждом из полу-
ченных подотрезков находим значения приближённого решения в N равноотстоящих 
точках ( 20050 N ), решая N задач Коши, где в качестве начальных значений бе-
рутся значения в уже вычисленных ближайших точках (слева или справа от равноот-
стоящей точки, в которой идёт поиск решения). Несмотря на сравнительно большое 
число решаемых на подотрезке задач Коши для нахождения приближённого решения 
в системе равноотстоящих точек, использование так называемого «пульсирующего» 
шага и малая величина отрезка интегрирования позволяют достаточно быстро спра-
виться с поставленной задачей. Полученные приближённые решения в системе равно-
отстоящих точек используем для нахождения приближённого значения интегральной 
невязки (методом трапеции, средних прямоугольников или методом Симпсона (мето-
дом парабол)) на каждом из подотрезков с дальнейшей статистической обработкой, по-
зволяющей судить об интегральной невязке на всём промежутке интегрирования на-
чальной дифференциальной задачи. Для нахождения промежуточных значений реше-
ния в точках, отличных от найденных N  точек на каждом из подотрезков, строим 
сплайн 3 или 5 степени. 

Другая стратегия состоит в том, что после решения задачи Коши на всём отрезке 
интегрирования  и разбиения  на подотрезки, на каждом i-том по-

дотрезке выбираем полином Чебышева I рода степени , находим значения прибли-

жённого решения в  узлах-корнях полинома Чебышева I рода, решая  задач Ко-

ши, где в качестве начального берётся значение приближённого решения в левой или 
правой точке, вычисленного ранее приближённого решения. Далее восстанавливаем на 
каждом из подотрезков свой аппроксимационный полином Чебышева степени i . 

Система аппроксимационных полиномов, полученная таким способом, даёт не только 
возможность получить оценку интегральной погрешности, но и использовать эти поли-
номы для нахождения промежуточных приближённых решений в точках, отличных 
от корней полинома Чебышева I рода степени  на каждом из i- х подотрезков. 

],[ 0 outxx

iN

],[ 0 outxx

N

iN
iN

N

i

Возможна и гибридная стратегия, состоящая в том, что после нахождения значе-
ний приближённого решения в корнях полинома Чебышева для нахождения интеграль-
ной невязки используется квадратурная формула по системе неравноотстоящих точек, 
а лишь затем строится аппроксимационный полином Чебышева I рода, который в даль-
нейшем используется для «плотной» выдачи результатов.  

Обсудим преимущества и недостатки рассмотренных выше стратегий.   
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В результате реализации первой стратегии нам приходится на каждом из i по-
дотрезков решать  задач Коши, чтобы получить значение приближённого решения в 

системе равноотстоящих точек для получения интегральной невязки. Далее для полу-
чения приближённого решения в аналитическом виде используется сплайн-
аппроксимация, которая, как известно, не обладает сглаживающими свойствами . 

iN

По второй стратегии объём вычислений на каждом из i подотрезков для нахож-
дения приближённого решения начальной задачи в корнях полинома Чебышева перво-
го рода, как правило, больший, но восстановленный аппроксимационный полином об-
ладает сглаживающими свойствами, что позволит в дальнейшем находить с высокой 
точностью значения приближённого решения в точках, отличных от корней полинома 
Чебышева. 

При гибридном варианте мы можем аппроксимационный полином использовать 
в качестве аналитического вида приближённого решения для подстановки в дифферен-
циальную форму невязки. В дальнейшем этот же полином мы можем использовать для 
получения приближённого решения в точках, отличных от корней полинома Чебышева. 

 
I. О методе стрельбы для краевых задач 
Рассматривается система обыкновенных дифференциальных уравнений: 

  siyyyxf
dx
dy

si
i ,1,...,,,, 21       (1) 

   ,;,,1, baxkiAay ii   

  .0,,1, skskjBby jj       (2) 

Для того чтобы можно было решать задачу (1), (2), попытаемся оценить (s-k) не-
известных параметров ,   jj pay  skj ,1  и k параметров   ii pby  , ki ,1 , ко-

торых нам недостает, чтобы интегрировать систему (1) как «вперед» (от х = а до х = b), 
так и «назад» (от х = b до х = a). 

При интегрировании «вперед» используем   ii Aay  , ki ,1  и недостающие 

до s параметры   jj pay  , skj ,1 ; при интегрировании «назад» используем 

,   jj Bby  skj ,1  и недостающие до s параметры   ipi by  , ki ,1 . При ин-

тегрировании «вперед» получаем решение  px,ya  – функцию от параметров 

; при интегрировании «назад» получаем решение  – функцию 

от параметров . 
sk pp ...,,1  p, xyb

kpp ...,,1

Оба решения вычисляются до некоторой точки сшивания х = с на отрезке [a; b]. 
Таким образом, для определения неизвестных параметров  необходимо ре-

шить уравнение 
spp ...,,1

      0,,  pcypcypf ba .   (3) 

Уравнения сшивания (3) представляют систему s нелинейных численных урав-
нений относительно неизвестных параметров . spp ...,,1
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Если в качестве точки сшивания с выбрана точка а, где заданы 2
sk   условий 

, iA ki ,1 , тогда требуется найти оценки значений всего лишь k параметров в точке 

х = b, провести интегрирование «назад» и согласовать первые k компонент вектор-
функции  с заданными в точке а граничными условиями. Для такого согласо-

вания необходимо решить систему k нелинейных уравнений с k неизвестными. В слу-
чае если число граничных условий на правом конце меньше числа граничных условий 
на левом конце, проводим интегрирование «вперед» с начальными условиями 

, 

 pxyb ,

iA



 a iy ki ,1 , ,   jj Bby  skj ,1  и согласовываем последние (s-k) компо-

нент вектор-функций  с заданными в точке b граничными условиями. Для та-

кого согласования необходимо решить систему (s-k) нелинейных уравнений с (s-k) не-
известными. В более общем случае точку сшивания с помещают в середину отрезка ин-
тегрирования для того, чтобы по возможности минимизировать влияние неустойчиво-
сти при численном интегрировании задачи Коши. 

 pxya ,

Для эффективной реализации  описанных выше подходов решения жёстких 
краевых задач методом стрельбы нам необходимо иметь надёжный и высокоточный 
модуль решения жёсткой начальной нелинейной дифференциальной задачи и эффек-
тивный сверхлинейный итерационный процесс, который «работает» с «плохого» на-
чального приближения. 

 
II. О методах построения высокоточного модуля решения жёсткой нели-

нейной дифференциальной задачи 
Для решения жёсткой начальной дифференциальной задачи на отрезке [a; b], 

a < b, зададим минимальный и максимальный шаг  и , относительную и абсо-

лютную погрешность решения Rtol и Atol (порядка 1Е-10  1Е-14); начальная величина 

шага задается как 

minh maxh

maxmin0 hhh   либо 1,min0  ChCh . Пусть  . ax 0

Шаг 1. В качестве исходного отрезка для решения выберем отрезок 
.  000 ; hxx 

Решаем задачу Коши на этом отрезке неявным s-стадийным методом Рунге-

Куты (s = 6  8) с шагом  и шагом 0h 2
0h

. 

Шаг 2. Вычисляем погрешность по Ричардсону:  
 p

hh yy
y

5,01

00
2




 , где  – 

решение, полученное в точке  с шагом , 

0hy

00 hx  0h
2

0hy  – решение, полученное в точке 

 с шагом 00 hx  2
0h

, р – порядок метода (s = 2p). 

Шаг 3. Вычисляется функция 
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 
AtolRtoly

yErr
h 




2
0

 

и производится сравнение Err с заданной точностью решения задачи Eps. Если 

EpsErr  , то осуществляем переход на следующий шаг, иначе 2: 0
0

hh  , и возвра-

щаемся на шаг 1. 
Шаг 4. В качестве нового отрезка для решения задачи Коши выбираем отрезок 

, где за  берем правый конец предыдущего отрезка, за  берем .  iii hxx ; ix ih 0h
Алгоритм шаг 1 – шаг 4 продолжаем до тех пор, пока не будет достигнут конец 

промежутка интегрирования дифференциальной задачи. 
Рассмотрим другой алгоритм выбора шага интегрирования. Начальная величина 

шага . axhh  0max0 ,

Шаг 1. Вычисляется погрешность по Ричардсону     p

hh yy
y

5,01
2




 , 

где  и hy
2

hy  – решения, полученные в точке hx   с шагом  и h 2
h  соответственно, 

p – порядок метода. 
Шаг 2. Вычисляется локальная нормированная относительная ошибка по фор-

муле  

   
AtolyRtol

yy
h

h 


 . 

Шаг 3. Если   1hy , то 2: hh   и возвращаемся на шаг 1, пока .   

Если 

minhh 
  1hy , то принимаем в качестве шага , в качестве приближенного решения 

принимаем . Увеличиваем шаг, взяв 

h
hy hh 2: , и осуществляем переход на шаг 4. 

Шаг 4. Если достигнут конец промежутка интегрирования, то выход из просче-
тов, иначе – переход на шаг 1. 

Как будет показано ниже в разделе «вычислительный эксперимент», оба способа 
выбора шага оказались достаточно эффективными. 

Для выяснения качества полученного приближённого решения нам необходим 
эффективный алгоритм разбиения отрезка интегрирования для восстановления. 

I способ. До начала работы алгоритма определяем: min  – допустимый порядок 

погрешности восстановления,  – минимальный шаг деления отрезка. minh

Выберем начальный шаг разбиения отрезка  
4

abh  , на отрезке  haa ;  

строится чебышевская сетка размерности N=200 и отрезок ряда Фурье по полиномам 
Чебышева первого рода порядка N. 

На полученном промежутке вычисляется погрешность ε. Если  ε < εmin, то пер-
воначальный шаг увеличивается вдвое и алгоритм повторяется сначала, иначе, проис-
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ходит уменьшение шага до тех пор, пока не получитс  εя   εmin или не будет достигнут 
минимальный шаг hmin. 

II способ. Построение приближенного решения жёстких нелинейных дифферен-
циальных задач в аналитическом виде возможно и следующим образом:  

Весь отрезок интегрирования задачи разбивается на подотрезки в зависимости 
от особенностей поведения функции: приближённое решение в точках xi и xi + hi долж-
но не сильно отличаться, максимальное отношение абсолютных величин решений в со-
седних точках должно быть не большим. 

Далее на каждом из полученных подотрезков строится полином Чебышева пер-
вого рода, для чего на каждом из подотрезков строится сетка Чебышева по следующе-
му правилу:  

Шаг 1. Берётся точка разбиения подотрезка корнями полинома Чебышева TЧеб, 
находится ближайшая слева точка неравномерного разбиения TНер, и вычисленное ра-
нее в ней решение.  

Шаг 2. За начальное приближение берется решение задачи в данной ближайшей 
точке и решается задача Коши с начальным шагом (TЧеб  - TНер)/2 . 

Процедура поиска оптимального шага осуществляется стандартным способом. 
При построении Чебышевской сетки желательно, чтобы корни соответствующе-

го полинома Чебышева совпали с концами подотрезка интегрирования, для чего вместо 
отрезка [ai , bi] рассматривается отрезок [αi , βi]:  
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Таким образом, нами рассмотрена методика построения эффективного модуля 
решения жёстких начальных дифференциальных задач. 

Этот метод будет использован нами в методе стрельбы для получения системы 
нелинейных уравнений (3). Решение операторного уравнения (3) будет осуществляться 
с помощью следующих двух эффективных трёхшаговых методов: 

Шаг 1. Решается линейная система относительно ip   

,...1,0),()('  ipfppf iii       (4) 

Шаг 2. Производится уточнение приближённого решения по правилу 

 11,31, 01  EEppp iiii        (5) 

Шаг 3. Проверяется качество полученного приближённого решения: если 
1)( 1  ipf
л: 

, то конец просчетов, иначе производится пересчет шаговой длины 

по одной из форму
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00 pfpf
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ppf



  . 

Относительно процессов (4), (5), (6) и (4), (5), (7) справедлива 
Теорема. Пусть в интересующей нас области  существует решение уравнения 

(3), , 

D
)2(

DCf  Kpf  )( ,   Bpf  1)(  и 1)(5.0 00

2

0  pfKB  . Тогда 

итерационный процесс (4), (5), (6) и (4), (5), (7) со сверхлинейной (локально с квадра-

тичной скоростью) сходится к x  – решению уравнения (3). 
Доказательство этой теоремы опирается на методику, предложенную в моногра-

фии [2]. 
Найдём соотношения, связывающие нормы невязок на соседних шагах, учиты-

вая условия теоремы: 
2

1
2

11 5,0))(()()( nnnnnnn ppKBpppfpfpf   . 

С учётом (4) и (5) окончательно имеем 
 

   )()())1(1()()(5,011

)(5,0)()1()(
2

22
1

nnnnnnnnn

nnnnn

pfqpfpfpfKB

pfKBpfpf








  

)(5,0 2
nnn pfKB   , )1(1 nnnq   . 

Покажем, что если выбирать 1k  по формуле (6) и 12 k , то имеет место 

соотношение )( 0pf...)()( 01122 pfpf nnnn                             (9) 

В самом деле, беря отношение 
1

2





n

n




, после простых преобразований имеем, что 

)()( 22 nnnn pfpf   . Используя метод математической индукции и пола-

гая, что )()( 01 pfpf  , с учетом 0  из (6) получаем (9). 

Аналогичные рассуждения относительно формул, определяющих 1n , дают со-

отношение (9) и для алгоритма (4), (5), (7). 
Из (9) следует, что все ... 1, 0,i  , i  равны 0 , и если 10  , то 10   i , 

и все . 1iq
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Из (8) при n = 0 имеем, что )()( 0011 pfpf    так, что сравнение двух 

последних соотношений даёт: 01   , 01 qq  . 

Применение метода математической индукции позволяет утверждать, что по-

следовательность итерационных параметров   1i , последовательность   . 0iq
Из (8) и поведения последовательности  iq  следует, что 

0)()( 0
0

11 


 pfqpf
n

i
n  при n .                                                      (10) 

Из (10) следет сходимость последовательности элементов, определяемых в ре-
зультате работы итерационных процессов (4), (5), (6) и (4), (5), (7) к решению уравне-
ния (3). 

Покажем, что 1lim n  при n , откуда будет следовать сверлинейная 

сходимость рассматриваемых процессов. 
Для первого из рассматриваемых процессов имеем 
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Из последнего предельного неравенства следует, что  i, что начиная с этого 

номера все i  становятся равными единице, откуда следует сверхлинейность процесса 

(4), (5), (6). Аналогичные рассуждения оказываются справедливыми и относительно 
итерационного процесса (4), (5), (7). Теорема доказана. 

Замечание 1. Знание оценок глобальных констант K и B не нужно. Важен лишь 
факт их существования. 

Замечание 2. Проверка выполнимости условия 10   не нужна. Процессы авто-

матически входят в режим самонастройки, и на некотором шаге начинает выполняться 
условие 10  . 

Замечание 3. Регуляризация процесса происходит, если на шаге 1 решать регу-

ляризованную систему   )()()()()(
2

nnnnnnn pfpfppfpfEpf  , 

. Здесь 1,0n 1 , E – единичный оператор, )( npf   – линейный оператор, сопря-

жённый оператору   – производной Фреше оператора f на элементе . )( npf  np
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Замечание 4. В случае если оператор f  не дифференцируем, а лишь непрерывен, 
то на шаге 1 решается линейное уравнение , )(),( nnnn pfpypf 

)( nnnn pfpy  , . Здесь  – первая разделённая разность опера-

тора f.  
1,0n ),( nn ypf

 
Численные эксперименты 
На примере двух очень жёстких задачах малой размерности: задаче Ван-дер-

Поля и Орего (модель химической реакции Белоусова-Жаботинского) была проверена 
эффективность описанных выше подходов к получению надёжного (высокоэффектив-
ного) модуля решения жёсткой задачи Коши. 

Задача Ван-дер-Поля имеет вид 

21 yy  , 
6

12

2

12 10,/))1((  yyyy , 

11...,,2,1;0)0(,2)0( 21  outxyy . 

Взяв следующие параметры 141  ERA toltol , минимальная точность вос-

становления 91 E , минимальная ширина отрезка 65,0 E , 111  Eh
200

, 

; взяв в качестве максимальной степень полинома Чебышева 1.00 h N  

и используя квадратурную формулу Симпсона с 100n  узлами, мы получим инте-
гральную погрешность на всем промежутке интегрирования  величину погрешно-

сти 

]1,0[
10754 8572929984.1 ER . 

При решении задачи Орего, которая имеет вид 

))10375.81((27.77 21

6

121 yyyyy   , 

2132 ))1((
27.77

1 yyyy  , 

2313 )(161.0 yyyy  , 

360...,,60,30;3)0(,2)0(,1)0( 321  outxyyy , 

и при тех же параметрах, что и выше, нами получена при  хout = 30 интегральная по-
грешность 10673580736427155.3  ER . 

Таким образом, рассмотренный выше подход применительно к этим двум очень 
«плохим» задачам оказался весьма эффективным. 

По предложенной выше методике был решён еще ряд менее жёстких (но доста-
точно жёстких) задач: задача Бангофера-Ван-дер-Поля, задачи Релея, задача гликолиза, 
и на всех этих задачах результат был аналогичный тому, какой мы имели при рассмот-
рении задач Ван-дер-Поля и Орего. 
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V.M. Madorski. About Finding Approximate Solution of Hard Nonlinear Boundary Dif-
ferential Problems 

 
The ballistic method is used to find approximate solution of hard nonlinear boundary differen-

tial problems.  
High-accuracy module of the solution of hard nonlinear differential Koshi's problem and a su-

per linear process for solution of a nonlinear system in a Banach space are proposed in the article.  
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