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ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ 

НЕЛИНЕЙНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 

С ДРОБНОЙ ПРОИЗВОДНОЙ КАПУТО 

 

Пусть gIa

+  и yDa


+  – дробные интегралы и производные Римана–Ли-

увилля порядка 1  на конечном отрезке ],[ ba  действительной оси 

[1, §2.2, 2.4]. Обозначим через ( ) )(xyDa
c 

+  модифицированную дробную 

производную Капуто [2], определяемую формулой 
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где 1)][Re(,1 +=  n  при ,...}2,1{=N , и =n  при N . 

Преимуществом определения дробной производной по Капуто явля-

ется более естественное для практических приложений решение проблемы 

начальных условий при решении дифференциальных уравнений нецелых 

порядков. 

Рассмотрим алгоритм приближенного решения задачи Коши для не-

линейного дифференциального уравнения с дробной производной Капуто 

порядка 1 : 

 ( ) )](,[)( xyxfxyDa
c =+


, )1,,1,0(,)()( −== njCbbay jj

j  , (1) 

основанный на методе аппроксимирующих полиномов В.К. Дзядыка [3]. 

Пусть RY   – конечный или бесконечный интервал действительной 

оси R, функция RYbayxf →],[:],[  при фиксированном Yy  непрерывна 

по x на ],[ ba , 

 =


Myxf
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и удовлетворяет условию липшицевости относительно второй переменной: 

   YyLYxfyxf −− ],[,  )0( L . (3) 

В работе [4] было показано, что при выполнении условия (2) задача 

Коши (1) равносильна интегральному уравнению Вольтерра второго рода 
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а при дополнительном условии (3) уравнение (4) имеет единственное реше-

ние в пространстве ],[1 baС n− . 



Построим при помощи итерационного процесса по v функции )(~ xyv  

вида 
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где )(l
il  – фундаментальные многочлены Лагранжа по узлам 
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Обозначим через ],[ baCWW rr =  ( )1r  класс функций RbaF →],[: , 

представимых интегралом 
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Теорема. Пусть 1 ,  HyRyKH = ,  ( )0H , функция 

RKbaytf H →],[:],[  удовлетворяет условиям (2), (3) и такая, что при лю-

бых фиксированных ],[ bax , HKy  и некоторых 1r , 0  

 ],[)](,[ 1 baCWtxytf r− − . 

Пусть 
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где L определяется условием (3), и для некоторого 0  
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где M определяется условием (2). 

Последовательность многочленов )(~ xyv , определяемых условием (5), 

приближает решение )(xy  задачи Коши (1) таким образом, что при всех 

натуральных l и m, таких, что  mn , выполняется неравенство: 
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В качестве примера рассмотрим задачу Коши для нелинейного диф-

ференциального уравнения с дробной производной Капуто: 
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решение которой имеет вид: 
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где )(, zE   – функция Миттаг–Леффлера. 

В результате применения рассмотренного выше итеративного метода 

получен полином, приближающий решение задачи типа Коши (6): 
432-710

4 0066095 0,0000382971 0,1014216 1,1000976 1,)( xxxxxy +−+−= − . 

В табл. 1 приведены значения точного и приближенного решения, а 

также модули их разностей. 

          Таблица 1 

Сравнение точного и приближённого решений 
x  0,002 0,004 0,006 0,008 0,01 

)(xy  2,734110-14 6,186510-13 3,835810-12 1,399810-11 3,820910-11 

)(4 xy  5,428410-14 6,645610-13 3,799610-12 1,396710-11 3,820910-11 

)()( 4 xyxy −
 2,694410-14 4,591110-14 3,615210-14 3,203810-14 3,205910-17 
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