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ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ 

НЕОДНОРОДНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

С ПРОИЗВОДНЫМИ КАПУТО КОМПЛЕКСНЫХ ПОРЯДКОВ 

 

Пусть gIa

+  и yDa


+  – дробные интегралы и производные Римана–Ли-

увилля комплексного порядка C  )0)(Re(   на конечном отрезке ],[ ba  

действительной оси [1, §2.2, 2.4]: 
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Обозначим через yDa
c 

+  модифицированную дробную производную, 

определяемую формулой 
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С , 1)][Re( += n  при },2,1{ =N , =n  при N . 

Если 0 , nn − 1  )( Nn  и ],[)( baCxy n  – функция, n раз 

непрерывно дифференцируемая на ],[ ba , то при N  производная yDa
c 

+  

совпадает с обычной производной: 
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а при nn − 1  оператор 
+a

cD  представляется в виде композиции опера-

тора дробного интегрирования −
+

n
aI  и оператора дифференцирования nD : 
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Конструкция (2) введена итальянским механиком Капуто [2] в связи с 

решением задач вискоэластичности ([2]–[3]), и поэтому выражения (1) и (2) 

называют дробными производными Капуто порядка C . 



Обозначим через ],[ baC  )( C  класс функций g(x), заданных на [a,b] 

и таких, что ],[)()( baCxgax −  . 

Рассмотрим задачу Коши для системы линейных неоднородных диффе-

ренциальных уравнений с дробной производной Капуто (1) порядков Сi   

)0)(Re( i , Ni   ),,2,1( mi = : 
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в банаховом пространстве вида 
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где  ],[:],[],[, baCyDbaCybaC ann 





 = +−− , ],[],[ ,0 baCbaC 
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В работе [4] было показано, что задача Коши (3)–(4) равносильна си-

стеме интегральных уравнений Вольтерра второго рода 

 ( ) )(
)(

)()(

)(

1
)(

)1(
)(

1

11
1

0

xhIdt
tx

tyty
ax

k

b
xy ia

x

a

mm

i

n

k

k

i

k

i
i

i

i

i

ii 






+−

−

=

+
−

++


+−

+
= 


, (5) 

),,2,1( mi = . 

Используя для решения системы уравнений (5) метод последовательных 

приложений и специальную функцию Миттаг–Лефлера 
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  )0)Re(,,,(   CСz  

можно показать справедливость следующих утверждений. 

Теорема. Пусть Сi   )0(Re( i , Ni  , Сi  , Ci   

( )1)Re(0  i , ],[ baCh
ii   ),,2,1( mi = . Задача Коши (3)–(4) имеет в про-

странстве ],[1, baС n −
  единственное решение, определяемое формулой 
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В частности, единственное решение задачи Коши для системы одно-

родных уравнений 
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minnk iiii ,,2,1,1)][Re(;1,,1,0  =+=−=  , дается формулой  
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Следствие. При 1)Re(0  i  задача Коши 

 ( ) CbayxhxyxyxyD iiimmia
c i =+++=+ 011 )(),()()()(    ),,2,1( mi =  

имеет в ],[],[ 0, baСbaС 



   единственное решение 
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В частности,  11 )()()( 110


  axaxEbxy
iii −++−=   – единствен-

ное решение задачи Коши 
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