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МОДИФИЦИРОВАННЫЙ МЕТОД АППРОКСИМИРУЮЩИХ 

ПОЛИНОМОВ ПРИБЛИЖЕННОГО РЕШЕНИЯ 

ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ВОЛЬТЕРРА ВТОРОГО РОДА 

 

Рассмотрим алгоритм приближённого решения интегрального уравне-

ния Вольтерра второго рода 

  −+=
x

a

dttytftxKxgxy )](,[)()()( , (1) 

где 
=

−−
+−

=
n

j

jj
ax

jГ

b
xg

1

)(
)1(

)( 


, 

1

)(

1
)( −= 


u

Г
uK , ],[ bax , 1 , 

1][ += n , основанный на методе аппроксимирующих полиномов 

В.К. Дзядыка [1]. 

Пусть RY   – конечный или бесконечный интервал действительной 

оси R, функция RYbayxf →],[:],[  при фиксированном Yy  непрерывна 

по x на ],[ ba , 
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и удовлетворяет условию липшицевости относительно второй переменной: 

   YyLYxfyxf −− ],[,  )0( L . (3) 

В работе [2] было показано, что при выполнении условия (2) интеграль-

ное уравнение Вольтерра (1) равносильно задаче типа Коши для нелиней-

ного дифференциального уравнения с дробной производной Римана–Ли-

увилля  )(,))(( xyxfxyDa =+
  с начальными условиями  ,))(( k

k
a bayD =+−
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 а 

при дополнительном условии (3) уравнение (1) имеет единственное реше-

ние в пространстве ],[1 baСn− . 

Чтобы построить эффективный алгоритм получения полиномов, хо-

рошо приближающих в равномерной метрике решение уравнения (1), рас-

смотрим сумматорные полиномиальные операторы mU  [1, 3]: 
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)()(   – стандартные обобщённые полиномы по некоторой 

системе линейно независимых функций   ],[)(
0

baCx
m

k  . 

Пусть для этих операторов справедливо равенство (3.21) из [4]: 



 ,0),(lim 1 =
→

 HUm
m

 ,);()(sup),(
1

1

Cm
H

m xUxHU 



−=



 (5) 

  ,],[,;)()(: 1
1 baxxMxxMH

df

−= 
. (6) 

   ],0[,),()(),(1 abKKabK
C

df

−+−=  , (7) 

 )()(supsup),(
,

txKthxKK

h

bhxxabta

df

−−−+=



+


 , (8) 

для любых '',' xx  таких, что ],0[, abxx −−  . 

Схема построения полиномиальных решений уравнения (1) состоит в 

следующем. Уравнение (1) заменяется согласно [1] и [4] операторным 

уравнением 
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с неизвестной функцией )(xym , где mU  – произвольный сумматорный опе-

ратор вида (4). 

Каждый из интегралов в (9) вычисляется по квадратурным формулам 
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где  ljp
1
 – веса «стандартных» квадратурных формул для отрезка ]1;1[− , а 

ijt  – узлы подобных им [1] квадратурных формул на отрезке ],[ ixa , и через 

liR  обозначены остатки этих формул. 

Это приводит уравнение (9) к уравнению [5, ст. 232] 
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На основании формул (4) и (10) коэффициенты  m

kC
0

 полинома 
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являющегося решением уравнения (11), находятся методом последователь-

ных приближений из следующей системы уравнений 
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Теорема. Пусть 1 , функция RYbayxf →],[:],[  при фиксирован-

ном Yy  непрерывна по x на ],[ ba , выполняются условия (2), (3) и неравен-

ство 
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Тогда операторное уравнение (11) имеет единственное решение и этим 

решением является полином вида (12), коэффициенты которого находятся 

методом последовательных приближений из системы (13). 

Доказательство . Определим на классе ],[ baC  оператор А по формуле 
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Докажем, что А – оператор сжатия на ],[ baC . Пусть 1u  и 2u  – произволь-

ные функции из ],[ baC . Тогда, согласно формулам (7)–(8), получим: 
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Положим в (16) 

 ( )
=

−−
−

=
l

j
ijijijj utfutftxKp

ax
xF

0
21 ],[],[)(

2
)( . (17) 

Оценим модуль непрерывности функции )(xF . 
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Таким образом, согласно (6), 1
1)(


HAxF  . В силу этого, учитывая ли-

нейность оператора mU , (16), (17), (5) и (14), получаем: 
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Отсюда, используя принцип сжимающих отображений [33], получаем 

утверждение теоремы. 

Используя (10), (11) и (3.1) можно показать, что полином )(xym , являю-

щийся решением уравнения (11), приближает решение )(xy  уравнения (1) 

таким образом, что выполняется оценка: 
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, liR  – остатки применяемых квад-

ратурных формул (10), а величина d определена неравенством (14). 

 

 СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 

 

1. Дзядык, В.К. О применении линейных операторов к приближён-

ному решению обыкновенных дифференциальных уравнений // 

В.К. Дзядык. – Теория приближения функций и её приложения. – К. : Ин-т 

математики АН УССР, 1976. – С. 61–97. 

2. Нелинейные дифференциальные уравнения дробного порядка в ве-

совых пространствах непрерывных функций / А.А. Килбас, С.А. Марзан // 

Доклады Нац. акад. наук Беларуси. – 2003. – Т. 47, № 1. – С. 29–35. 

3. Натансон, И.П. Конструктивная теория функций. М. : Гостехиздат, 

1949. – 688 с. 

4. О применении линейных методов к приближению полиномами ре-

шений обыкновенных дифференциальных уравнений Гаммерштейна / 

В.К. Дзядык // Изв. АН СССР. – 1970. – Т. 34, № 4. – С. 827–848. 

5. Красносельский, М.А. Приближённое решение операторных урав-

нений / М.А. Красносельский, Г.М. Вайникко, П.П. Забрейко и др. ; М. : 

Наука, 1969. – 688 с. 


