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Çíàêîìñòâî ñ ÝÓÌÊ

Ýëåêòðîííûé ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèé êîìïëåêñ (äàëåå � ÝÓÌÊ) ñîäåð-
æèò êóðñ ëåêöèé (òåîðåòè÷åñêàÿ ÷àñòü) è óïðàæíåíèé (ïðàêòè÷åñêàÿ
÷àñòü), êîíòðîëüíûå òåñòû ïî ðàçäåëàì ¾Ëîãèêà âûñêàçûâàíèé¿, ¾Ëîãè-
êà ïðåäèêàòîâ¿ è ¾Èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé¿ äèñöèïëèíû ¾Ìàòåìàòè-
÷åñêàÿ ëîãèêà¿. Íàëè÷èå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïðèìåðîâ è ðàçîáðàííûõ
ðåøåíèé çàäà÷ ïîìîæåò â ñàìîñòîÿòåëüíîì èçó÷åíèè êóðñà ìàòåìàòè-
÷åñêîé ëîãèêè.

ÝÓÌÊ íå ïðåäúÿâëÿåò íèêàêèõ ñïåöèàëüíûõ òðåáîâàíèé ê ñèñòåìå.
Â ïðàâîé ÷àñòè ýêðàíà íàõîäèòñÿ íàâèãàöèîííàÿ ïàíåëü. Îïèøåì ïðåä-
íàçíà÷åíèå êíîïîê íà íàâèãàöèîííîé ïàíåëè:

� êíîïêà ¾Íà÷àëî¿ ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ áûñòðîãî ïåðåõîäà íà òèòóëü-
íóþ ñòðàíèöó ÝÓÌÊ;

� êíîïêà ¾Ñîäåðæàíèå¿ ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ áûñòðîãî ïåðåõîäà ê ðàç-
äåëó ¾Ñîäåðæàíèå¿ ÝÓÌÊ;

� êíîïêà ¾Ïðèëîæåíèå¿ ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ áûñòðîãî ïåðåõîäà ê ðàç-
äåëó ¾Ïðèëîæåíèå¿, â êîòîðîì ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå òåîðåìû, çàêîíû
ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè, ñïèñîê âàæíåéøèõ ðàâíîñèëüíîñòåé è òåðìè-
íîëîãè÷åñêèé ñëîâàðü;

� êíîïêà ¾Íàçàä¿ ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ âîçâðàòà íà òó ñòðàíèöó ÝÓÌÊ,
ñ êîòîðîé áûë ñîâåðøåí ïåðåõîä íà ëþáóþ äðóãóþ ñòðàíèöó ñ ïîìîùüþ
ãèïåðññûëêè èëè êíîïêè íàâèãàöèîííîé ïàíåëè;
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� êíîïêà ¾Çàêðûòü¿ ïîçâîëÿåò çàêîí÷èòü ðàáîòó ñ ÝÓÌÊ.
Êðîìå óêàçàííûõ âûøå êíîïîê íàâèãàöèîííàÿ ïàíåëü ñîäåðæèò êíîï-

êè, ïîçâîëÿþùèå ¾ëèñòàòü¿ ñòðàíèöû ÝÓÌÊ, à òàêæå êíîïêè áûñòðîãî
ïåðåõîäà íà ïåðâóþ è ïîñëåäíþþ ñòðàíèöû (â ïîëíîýêðàííîì ðåæèìå
ñòðàíèöû ÝÓÌÊ ìîæíî ¾ëèñòàòü¿ íàæèìàÿ êëàâèøè ¾ïðîáåë¿, ¾âëå-
âî¿, ¾âïðàâî¿ íà êëàâèàòóðå, èëè ñ ïîìîùüþ êîëåñèêà ìûøè). Íà íà-
âèãàöèîííîé ïàíåëè óêàçûâàåòñÿ íîìåð ñòðàíèöû, êîòîðàÿ îòêðûòà â
ìîìåíò ïðîñìîòðà ÝÓÌÊ. Íàæàâ íà îòîáðàæàåìûé íîìåð ñòðàíèöû
êóðñîðîì ìûøè, ìîæíî âûçâàòü îêíî, ïîçâîëÿþùåå ñîâåðøèòü ïåðåõîä
íà ëþáóþ ñòðàíèöó ÝÓÌÊ.

Êîíòðîëüíûå òåñòû, âêëþ÷åííûå â äàííûé ÝÓÌÊ, ïðåäíàçíà÷åíû
èñêëþ÷èòåëüíî äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ ñòóäåíòîâ è íîñÿò âñïîìîãàòåëüíûé
õàðàêòåð. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â õîäå èçó÷åíèÿ äèñöèïëèíû ñòóäåíòû
äîëæíû, ïðåæäå âñåãî, íàó÷èòüñÿ ëîãè÷åñêè ìûñëèòü, ïðèìåíÿòü ÿçûê
ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàññóæäåíèé, èññëåäîâàòü
ñòðóêòóðó ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ.
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ÏÎßÑÍÈÒÅËÜÍÀß ÇÀÏÈÑÊÀ

Äàííûé êóðñ ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíûì êóðñîì ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè.
Îñâîåíèå êóðñà ñïîñîáñòâóåò ïîâûøåíèþ óðîâíÿ ìàòåìàòè÷åñêîé êóëü-
òóðû ñòóäåíòîâ, ðàçâèòèþ ó íèõ óìåíèÿ ïðîâîäèòü ëîãè÷åñêèå ðàññóæ-
äåíèÿ è äîêàçàòåëüñòâà. Ïîëó÷åííûå çíàíèÿ áóäóò ïîëåçíû ïðè èçó÷å-
íèè âñåõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí è èíôîðìàòèêè.

Êóðñ ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ ðàçäåëîâ. Ïåðâûé ðàçäåë ¾Ââåäåíèå â ìàòå-
ìàòè÷åñêóþ ëîãèêó¿ ïîñâÿùåí èñòîðèè ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè, åå ïðåä-
ìåòó è ðîëè â âîïðîñàõ îáîñíîâàíèÿ ìàòåìàòèêè.

Âòîðîé ðàçäåë ¾Ëîãèêà âûñêàçûâàíèé¿ ââîäèò ñòóäåíòîâ â êðóã îñ-
íîâíûõ ïîíÿòèé ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè: âûñêàçûâàíèå, ëîãè÷åñêèå îïå-
ðàöèè, ôîðìóëû, èõ íîðìàëüíûå ôîðìû, çàêîíû ëîãèêè, - è çíàêîìèò
ñòóäåíòîâ c èñïîëüçóåìîé ñèìâîëèêîé. Îñíîâíûì âîïðîñîì ýòîãî ðàçäå-
ëà ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ äëÿ ôîðìóë ëîãèêè âûñêàçûâàíèé.

Â òðåòüåì ðàçäåëå ¾Ëîãèêà ïðåäèêàòîâ¿ ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ïðåäèêà-
òà è êâàíòîðîâ è îñíîâíûå ïðàâèëà îïåðèðîâàíèÿ ñ íèìè, îïèñûâàþòñÿ
ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ, äàåòñÿ ïîíÿòèå èõ èíòåðïðåòàöèè, ââîäèò-
ñÿ ïîíÿòèå ïðèìåíåíèÿ ÿçûêà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ äëÿ çàïèñè ìàòåìàòè-
÷åñêèõ óòâåðæäåíèé è îïðåäåëåíèé.

Â ÷åòâ¼ðòîì ðàçäåëå ¾Èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé¿ ââîäèòñÿ ïîíÿòèå
ÿçûêà àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè, ïîíÿòèå âûâîäà, ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêèå
ñâîéñòâà àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè êàê ïîëíîòà è íåïðîòèâîðå÷èâîñòü.
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Öåëü ÝÓÌÊ: ïîçíàêîìèòü ñòóäåíòîâ ñ îñíîâíûìè ïîíÿòèÿìè ìà-
òåìàòè÷åñêîé ëîãèêè è ìåòîäàìè ôîðìàëèçàöèè ðàññóæäåíèé.
Çàäà÷è ÝÓÌÊ:

• ñîäåéñòâîâàòü èçó÷åíèþ îñíîâ ÿçûêà ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè è åãî
âîçìîæíîñòåé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàññóæäåíèé;

• ñîäåéñòâîâàòü èçó÷åíèþ ìåòîäîâ ðàñïîçíàâàíèÿ ïðàâèëüíûõ ðàñ-
ñóæäåíèé.

Ñòóäåíò äîëæåí çíàòü:

• îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, çàêîíû è ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè;

• ìåòîäû âûâîäà ôîðìóë èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé;

• ïðèëîæåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè â ïðîãðàììèðîâàíèè è ìàòå-
ìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêå.

Ñòóäåíò äîëæåí óìåòü:

• ïðèìåíÿòü ÿçûê ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñ-
ñóæäåíèé;

• ñòðîèòü ìîäåëè ïðîñòûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ÿçûêà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ;
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• èññëåäîâàòü ñòðóêòóðó ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ.

Ñòðóêòóðà ÝÓÌÊ è îñîáåííîñòè ïîäà÷è ìàòåðèàëà

ÝÓÌÊ âêëþ÷àåò 5 ÷àñòåé: ïðîãðàììíûé ìàòåðèàë, òåîðåòè÷åñêàÿ
÷àñòü (êóðñ ëåêöèé), ïðàêòè÷åñêàÿ ÷àñòü (çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ), êîí-
òðîëüíûå òåñòû è ïðèëîæåíèå.

Ïðîãðàììíûé ìàòåðèàë îòðàæàåò ñîäåðæàíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå òè-
ïîâîé ó÷åáíîé ïðîãðàììå ïî ó÷åáíîé äèñöèïëèíå ¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëî-
ãèêà¿, è ñîñòîèò èç ñîäåðæàíèÿ ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà è ïðèìåðíîé òåìà-
òèêè ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé.

Êàæäûé ðàçäåë äèñöèïëèíû ñíàáæ¼í òåîðåòè÷åñêîé ÷àñòüþ (êóðñîì
ëåêöèé), ïðàêòè÷åñêîé ÷àñòüþ (óïðàæíåíèÿìè è çàäà÷àìè) è êîíòðîëü-
íûìè òåñòàìè, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíî ïî îòäåëüíûì òåìàì ýô-
ôåêòèâíî óñâàèâàòü ó÷åáíûé ìàòåðèàë ñòóäåíòàìè. Êóðñ ëåêöèé ïîëíî-
ñòüþ îõâàòûâàåò ñîäåðæàíèå ó÷åáíîé ïðîãðàììû ïî äèñöèïëèíå ¾Ìà-
òåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà¿.

Â ðàìêàõ ÝÓÌÊ ñòóäåíòàì ïðåäëîæåíû êîíòðîëüíûå òåñòû, êîòîðû-
ìè îíè ìîãóò ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ ïîñëå ïðîðàáîòêè ìàòå-
ðèàëîâ ëåêöèé è ïðàêòè÷åñêèõ çàäàíèé (óïðàæíåíèÿ è çàäà÷è).

Ïðèëîæåíèå ñëóæèò ñïðàâî÷íûì ìàòåðèàëîì è ñîäåðæèò îñíîâíûå
òåîðåìû, çàêîíû ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè, ñïèñîê âàæíåéøèõ ðàâíîñèëü-
íîñòåé è òåðìèíîëîãè÷åñêèé ñëîâàðü.
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ ó÷åáíûìè ïðîãðàììàìè íà îñâîåíèå äèñöèïëèíû
¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà¿ îòâîäèòñÿ 36 àóäèòîðíûõ ÷àñîâ äëÿ ñòóäåíòîâ
äíåâíîé ôîðìû ïîëó÷åíèÿ îáðàçîâàíèÿ, èç íèõ: 18 ÷àñîâ - ëåêöèè, 18
÷àñîâ - ïðàêòè÷åñêèå çÿíÿòèÿ.

Äèñöèïëèíà èçó÷àåòñÿ íà ïåðâîì êóðñå âî âòîðîì ñåìåñòðå. Èòîãîâûé
ó÷¼ò óñïåâàåìîñòè ñòóäåíòîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ â ôîðìå çà÷¼òà âî âòîðîì
ñåìåñòðå, ãäå ó÷èòûâàþòñÿ ðàáîòà ñòóäåíòîâ íà ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ,
èõ îöåíêè ñàìîñòîÿòåëüíîé è êîíòðîëüíîé ðàáîò.
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ÏÐÎÃÐÀÌÌÍÛÉ ÌÀÒÅÐÈÀË

Ñîäåðæàíèå ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà

Ðàçäåë 1. Ââåäåíèå â ìàòåìàòè÷åñêóþ ëîãèêó.
Äåäóêòèâíûé õàðàêòåð ìàòåìàòèêè. Èñòîðèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè,
åå ïðåäìåò è ðîëü â âîïðîñàõ îáîñíîâàíèÿ ìàòåìàòèêè. Ïàðàäîêñû è
ïðîãðàììà Ãèëüáåðòà îáîñíîâàíèÿ ìàòåìàòèêè.

Ðàçäåë 2. Ëîãèêà âûñêàçûâàíèé.
Òåìà 1. Âûñêàçûâàíèÿ è îïåðàöèÿ íàä íèìè. Ïîíÿòèå âûñêàçûâàíèÿ.
Ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè íàä âûñêàçûâàíèÿìè.
Òåìà 2. Ôîðìóëû è èõ âèäû. Çàêîíû ëîãèêè âûñêàçûâàíèé. Ôîðìóëû è
òàáëèöû èñòèííîñòè. Òàâòîëîãèè, ïðîòèâîðå÷èè, âûïîëíèìûå ôîðìóëû.
Îñíîâíûå çàêîíû ëîãèêè âûñêàçûâàíèé.
Òåìà 3. Ðàâíîñèëüíûå ôîðìóëû è íîðìàëüíûå ôîðìû. Ðàâíîñèëüíûå
ôîðìóëû è ðàâíîñèëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Íîðìàëüíûå è ñîâåðøåííûå
íîðìàëüíûå ôîðìû, ìåòîäû èõ ïîñòðîåíèÿ.

Ðàçäåë 3. Ëîãèêà ïðåäèêàòîâ.
Òåìà 1. Ïîíÿòèå ïðåäèêàòà. Êâàíòîðû. Ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ.
Ñâîáîäíûå è ñâÿçàííûå ïåðåìåííûå. Èíòåðïðåòàöèè. Ëîãè÷åñêàÿ îá-
ùåçíà÷èìîñòü, âûïîëíèìîñòü è ðàâíîñèëüíîñòü ôîðìóë. Íåêîòîðûå ðàâ-
íîñèëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë ëîãèêè ïðåäèêàòîâ.
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Òåìà 2. Ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ.
Òåìà 3. Èñïîëüçîâàíèå ÿçûêà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ â ìàòåìàòèêå.
Òåìà 4. Ñòðóêòóðà ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ.
Çàïèñü ìàòåìàòè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé îïðåäåëåíèé è ïðîòèâîïîëîæíûõ
óòâåðæäåíèé â âèäå ôîðìóë ëîãèêè ïðåäèêàòîâ. Ïðÿìàÿ, îáðàòíàÿ è
ïðîòèâîïîëîæíàÿ òåîðåìû. Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà ¾îò ïðîòèâíîãî¿.

Ðàçäåë 4. Èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé.
Òåìà 1. ßçûê. Àêñèîìû. Ïðàâèëà âûâîäà. Âûâîä èç ãèïîòåç.
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Ðàçäåë 1

Ââåäåíèå â ìàòåìàòè÷åñêóþ ëîãèêó

Ìàòåìàòèêà ÿâëÿåòñÿ íàóêîé äåäóêòèâíîé. Ýòî çíà÷èò, èñòèííîñòü
ìàòåìàòè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé â îòëè÷èè îò óòâåðæäåíèé åñòåñòâåííûõ
íàóê óñòàíàâëèâàåòñÿ íå íà îñíîâàíèè îïûòà è íàáëþäåíèé, à âûâîäèò-
ñÿ (äåäóöèðóåòñÿ) ñ ïîìîùüþ ëîãè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé èç íåáîëüøîãî
÷èñëà èñõîäíûõ óòâåðæäåíèé. Èñõîäíûå óòâåðæäåíèÿ íàçûâàþò àêñèî-
ìàìè èëè ïîñòóëàòàìè. Èõ èñòèííîñòü ïðèíèìàþò áåç äîêàçàòåëüñòâà.
Èñòèííîñòü îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé (èõ íàçûâàþò òåîðåìàìè) äîêàçû-
âàþò (âûâîäÿò) èç àêñèîì. Ïîíÿòèÿ, ó÷àñòâóþùèå â îïðåäåëåíèÿõ ïîä-
ðàçäåëÿþò íà èñõîäíûå (îáùåïðèíÿòûå è î÷åâèäíûå) è ïðîèçâîäíûå,
êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç èñõîäíûå. Ìàòåìàòèêà ïðèíÿëà ôîðìó äå-
äóêòèâíîé íàóêè â Äðåâíåé Ãðåöèè è ñîõðàíèëà ýòó ôîðìó ïî ñåé äåíü.
Âî II âåêå äî í.ý. Åâêëèä â ñâîèõ ¾Íà÷àëàõ¿ äàë àêñèîìàòè÷åñêîå (äå-
äóêòèâíîå) èçëîæåíèå ãåîìåòðèè, êîòîðîå â òå÷åíèå äâóõ òûñÿ÷åëåòèé
ñ÷èòàëîñü èäåàëüíûì ïðèìåðîì äåäóêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ çíàíèé. Îä-
íàêî çàòåì âûÿñíèëîñü, ÷òî èçëîæåíèå â ¾Íà÷àëàõ¿ äàëåêî îò áåçóïðå÷-
íîãî àêñèîìàòèêî -äåäóêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ.

Îòìåòèì äâå ñëàáûå ñòîðîíû:

1. Äåëàåòñÿ ïîïûòêà äàòü îïðåäåëåíèå íå òîëüêî ïðîèçâîäíûì, íî è
îñíîâíûì ïîíÿòèÿì. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò îñíîâíîìó ïðèíöèïó, ñî-
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ãëàñíî êîòîðîìó áàçèñíûå ïîíÿòèÿ íå íóæäàþòñÿ â îïðåäåëåíèè.

2. Ïðèâîäèìûå Åâêëèäîì ïîñòóëàòû è àêñèîìû íå ÿâëÿþòñÿ äîñòà-
òî÷íûìè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì ãåîìåòðèè. Â äîêàçàòåëüñòâàõ
èñïîëüçóþòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå äðóãèå óòâåðæäåíèÿ, ñ÷èòàþùèåñÿ
î÷åâèäíûìè, íî íèãäå ÿâíî íå ñôîðìóëèðîâàííûå.

Ýòè íåäîñòàòêè áûëè èñïðàâëåíû ãåîìåòðàìè â êîíöå 19 âåêà. Â ýòî
æå âðåìÿ áûëà ïîñòåïåííî ðàçðàáîòàíà ñòðîãàÿ àêñèîìàòè÷åñêàÿ ôîð-
ìà è äëÿ äðóãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí: äëÿ àðèôìåòèêè, àëãåáðû,
àíàëèçà. Âîçíèêàåò âîïðîñ, ïî÷åìó òîëüêî â êîíöå 19 âåêà áûëè óñòðà-
íåíû íåäîñòàòêè â �Íà÷àëàõ� Åâêëèäà. Äåëî â òîì, ÷òî äî ñåðåäèíû
19 âåêà ìàòåìàòèêè îáðàùàëè íåäîñòàòî÷íîå âíèìàíèå íà ëîãè÷åñêóþ
ñòðîãîñòü. Ñ÷èòàëîñü, ÷òî íåêîòîðûå èñõîäíûå ïîëîæåíèÿ ñòîëü î÷å-
âèäíû, ÷òî èõ íå íàäî íå òîëüêî äîêàçûâàòü, íî äàæå ôîðìóëèðîâàòü â
ÿâíîì âèäå. Ìàòåìàòèêà, è â ÷àñòíîñòè ãåîìåòðèÿ, èìåëà äåëî ñ èñêëþ-
÷èòåëüíî íàãëÿäíûìè è ïðèâû÷íûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè. È â èñòèííîñòè
èñõîäíûõ ïîëîæåíèé ñîìíåâàòüñÿ íå ïðèõîäèëîñü. Ñèòóàöèÿ èçìåíèëàñü
â 19 âåêå. Âîçíèêëà ãåîìåòðèÿ ñêîëü óãîäíî áîëüøîé ðàçìåðíîñòè �
÷åòûðåõ-, ïÿòè- è âîîáùå n-ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ñòàëè èçó÷àòü áåñêî-
íå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà. Àëãåáðà ïåðåøëà îò èçó÷åíèÿ îïåðàöèé íàä
÷èñëàìè ê èçó÷åíèþ îïåðàöèé íàä ýëåìåíòàìè ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû.
Âñå ýòè íîâûå îáëàñòè ìàòåìàòèêè èìåþò äåëî ñ î÷åíü îòâëå÷åííûìè è
ìàëî íàãëÿäíûìè êîíñòðóêöèÿìè. Íàãëÿäíîñòü è î÷åâèäíîñòü èñõîäíûõ
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ïîíÿòèé è óòâåðæäåíèé áîëüøå íå ÿâëÿþòñÿ êðèòåðèåì ïðàâèëüíîñòè
ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé. Ïîýòîìó îñîáåííîå çíà÷åíèå ïðèîáðåòàåò
ëîãè÷åñêàÿ ñòðîãîñòü ìàòåìàòè÷åñêèõ òåîðèé. Î÷åíü âàæíûì ÿâëÿåò-
ñÿ ÿâíàÿ ôîðìóëèðîâêà âñåõ àêñèîì è ïîñûëîê. Áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ
èçìåíåíèÿ òî÷êè çðåíèÿ íà âîïðîñ îá î÷åâèäíîñòè àêñèîì è îñíîâíûõ
ïîíÿòèé èìåëî âîçíèêíîâåíèå íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, ñîçäàííîé â ïåð-
âîé ïîëîâèíå 19 âåêà âåëèêèì ðóññêèì ìàòåìàòèêîì Í.È. Ëîáà÷åâñêèì
è âåíãåðñêèì ìàòåìàòèêîì ß. Áîéàè. Çíà÷åíèå ýòîé ãåîìåòðèè ñ òî÷êè
çðåíèÿ ëîãèêè ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà î÷åíü ñóùåñòâåííî ïîäîðâàëà íà-
èâíîå ìíåíèå, ñîãëàñíî êîòîðîìó èñòèííîñòü àêñèîì ïðè äåäóêòèâíîì
ïîñòðîåíèè íåêîòîðîé ìàòåìàòè÷åñêîé äèñöèïëèíû äîëæíà íåïîñðåä-
ñòâåííî óñìàòðèâàòüñÿ íà îñíîâàíèè íàãëÿäíîé î÷åâèäíîñòè. Ãåîìåòðèÿ
Ëîáà÷åâñêîãî çàñòàâèëà çàäóìàòüñÿ î òîì, ÷òî æå ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåí-
òîì, îñíîâîé ìàòåìàòèêè. Ïîñëå òîãî êàê Ðåíå Äåêàðò îòêðûë ìåòîä êî-
îðäèíàò ñòàëè äóìàòü, ÷òî òàêîé îñíîâîé ìîæåò áûòü àðèôìåòèêà. Íà
ýòîì ïóòè ðàçëè÷íûå òåîðèè ÷èñåë è ãåîìåòðèÿ áûëè ñâåäåíû ê òåîðèè
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Òàêîå ñâåäåíèå íàçûâàåòñÿ àðèôìåòèçàöèåé. Áûëà
äîêàçàíà âîçìîæíîñòü ïîëíîé àðèôìåòèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà
è òåîðèè ôóíêöèé. Èçâåñòíûé ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê Æ. Ïóàíêàðå íà
âòîðîì ìåæäóíàðîäíîì êîíãðåññå ìàòåìàòèêîâ äàæå çàÿâèë: � Òåïåðü
â ìàòåìàòèêå îñòàëèñü òîëüêî öåëûå ÷èñëà è êîíå÷íûå èëè áåñêîíå÷-
íûå ñèñòåìû öåëûõ ÷èñåë. Ìàòåìàòèêà ïîëíîñòüþ àðèôìåòèçèðîâàííà�.
Íåìåöêèé ìàòåìàòèê Ã. Êàíòîð â 1874�1897 ã.ã. ðàçðàáîòàë òåîðèþ ìíî-
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æåñòâ. Îíà îêàçàëàñü òîé íàó÷íîé äèñöèïëèíîé, êîòîðàÿ äîâåëà åäèíûå
ìåòîäû äëÿ èçó÷åíèÿ êîíå÷íûõ è áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì ïðåäìåòîâ. Ðàáî-
òû Á. Áîëüöàíî, Ð. Äåäåêèíäà , Ã. Ôðåãå, Á. Ðàññåëà ïî òåîðèè ìíîæåñòâ
êðàñîòîé è ñèëîé ñâîèõ ðåçóëüòàòîâ è ïåðñïåêòèâàìè èõ èñïîëüçîâàíèÿ â
îñíîâàíèÿõ ìàòåìàòèêè ïðèâëåêëè âíèìàíèå âåäóùèõ ìàòåìàòèêîâ òî-
ãî âðåìåíè. Îäíàêî èíòåðåñ ê ëîãèêå îñòàâàëñÿ íå ñòîëü æãó÷èì äî òåõ
ïîð ïîêà ìàòåìàòè÷åñêèé ìèð íà áûë ïîòðÿñåí îòêðûòèåì ïàðàäîêñîâ,
âîøåäøèõ â èñòîðèþ ìàòåìàòèêè ïîä íàçâàíèåì àíòèíîìèé. Ïðèâåäåì
ïðèìåðû ïàðàäîêñîâ.

Ëîãè÷åñêèå ïàðàäîêñû.

1. Ïàðàäîêñ Ðàññåëÿ (1902). Ïîä ìíîæåñòâîì ïîíèìàåòñÿ ñîâîêóï-
íîñòü êàêèõ � ëèáî îáúåêòîâ. Îáúåêòû, èç êîòîðûõ ñîñòîèò ìíîæå-
ñòâî, íàçûâàþòñÿ åãî ýëåìåíòàìè. Ìíîæåñòâà ñàìè ìîãóò áûòü ýëå-
ìåíòàìè ìíîæåñòâ. Òàê íàïðèìåð, ìíîæåñòâî âñåõ ìíîæåñòâ öåëûõ
÷èñåë èìååò ñâîèìè ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà. Áîëüøèíñòâî ìíîæåñòâ
íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàìè ñàìèõ ñåáÿ. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî âñåõ êî-
òîâ íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ñàìîãî ñåáÿ, òàê êàê îíî íå êîò. Îäíàêî
åñòü ìíîæåñòâà, êîòîðûå ñîäåðæàò ñåáÿ êàê ýëåìåíòû, íàïðèìåð
ìíîæåñòâî âñåõ ìíîæåñòâ. Òåïåðü îïðåäåëèì ìíîæåñòâî: åãî ýëå-
ìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ âñå òàêèå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X, ÷òî X íå åñòü
ýëåìåíò X. Ìîæåò áûòü îäíî èç äâóõ: åñòü ýëåìåíò ñàìîãî ñåáÿ
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èëè íåò. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Äåéñòâèòåëüíî,
ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâî A, åñëè A åñòü ýëåìåíò A, òî A íå åñòü
ýëåìåíò A; è åñëè A íå åñòü ýëåìåíò A, òî ïî îïðåäåëåíèþ A åñòü
ýëåìåíò A.

2. Ïàðàäîêñ áðàäîáðåÿ. Ïàðàäîêñ Ðàññåëÿ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü
áåç ïðèâëå÷åíèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî îäèí èç
ñîëäàò îêàçàëñÿ ïî ïðîôåññèè ïàðèêìàõåðîì. Óçíàâ îá ýòîì, êî-
ìàíäèð ïîëêà ïðèêàçàë åìó áðèòü âñåõ òåõ è òîëüêî òåõ, êòî ñàì
ñåáÿ íå áðååò. Âñå øëî õîðîøî, ïîêà íå ïðèøëà ïîðà áðèòü ñàìîãî
ñåáÿ. Îêàçàëîñü, ÷òî ïîáðèòü ñåáÿ íåëüçÿ, òàê êàê ïðèêàçàíî áðèòü
òîëüêî òåõ, êòî ñåáÿ íå áðååò. Íå áðèòü ñåáÿ òîæå íåëüçÿ, òàê êàê
ïðèêàçàíî áðèòü âñåõ, êòî ñåáÿ íå áðååò.

Ñåìàíòè÷åñêèå ïàðàäîêñû.

Íåêòî ãîâîðèò: ¾ß ëãó¿. Åñëè îí ïðè ýòîì ëæåò, òî ñêàçàííîå èì åñòü
ëîæü è ñëåäîâàòåëüíî îí íå ëæåò. Åñëè îí ïðè ýòîì íå ëæåò, òî ñêàçàí-
íîå èì åñòü èñòèíà è ñëåäîâàòåëüíî, îí ëæåò. Â ëþáîì ñëó÷àå îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî îí ëæåò è íå ëæåò îäíîâðåìåííî. Â ëîãè÷åñêèõ ïàðàäîêñàõ
èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ïîíÿòèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ, â òî âðåìÿ êàê â ñåìàí-
òè÷åñêèõ ïàðàäîêñàõ ïðèìåíÿþòñÿ òàêèå ïîíÿòèÿ êàê ¾èñòèííîñòü¿ è
äð., êîòîðûå âîâñå íå îáÿçàòåëüíû ïîÿâëÿòüñÿ â îáû÷íîì ìàòåìàòè÷å-
ñêîì ÿçûêå. Ïîýòîìó ñåìàíòè÷åñêèå ïàðàäîêñû ïðåäñòàâëÿþò áîëüøóþ
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óãðîçó äëÿ ñïîêîéñòâèÿ ìàòåìàòèêîâ, ÷åì ëîãè÷åñêèå.

Îòêðûòèå àíòèíîìèé ïîòðÿñëî ìàòåìàòèêó êàê çåìëåòðÿñåíèå. Íàëè-
÷èå ïàðàäîêñîâ â òàêèõ îáëàñòÿõ êàê òåîðèÿ ìíîæåñòâ è ëîãèêà çàñòà-
âèëî îïàñàòüñÿ, ÷òî ìíîãèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ìàòåìàòèêå, òîæå
ïðîòèâîðå÷èâû. Âñå â ìàòåìàòèêå ñòàëî êàçàòüñÿ íåóñòîé÷èâûì, ïîòîìó
÷òî ñàì ôóíäàìåíò ìàòåìàòèêè äàë òðåùèíó. Ìàòåìàòèêè ïî-ðàçíîìó
ðåàãèðîâàëè íà ýòî çåìëåòðÿñåíèå. Îäíè ñòàëè âî âñåì ñîìíåâàòüñÿ. Íà-
ïðèìåð Þ. Äåäåêèíä ïîñëå òîãî êàê ñòàë èçâåñòåí ïàðàäîêñ Ðàññåëÿ íà
âðåìÿ ïðåêðàòèë ïóáëèêàöèþ ñâîèõ ðàáîò. Ìàòåìàòèê Ð. Ôðåãå êîí÷àë
â ýòî âðåìÿ èçäàíèå ñâîåãî òðóäà, êîòîðîìó ïîñâÿòèë äåñÿòü ëåò æèçíè.
È â ïåðâîé æå ôðàçå ïîñëåñëîâèÿ îí ïèøåò, ÷òî ôóíäàìåíò ïîñòðîåííî-
ãî èì çäàíèÿ ïîêîëåáëåí Ðàññåëîì. Ïóàíêàðå èçìåíèë ñâîå îòíîøåíèå ê
òåîðèè ìíîæåñòâ. Áûëè êîíå÷íî è òàêèå ìàòåìàòèêè, êîòîðûå ïðîäîë-
æàëè ïðèìåíÿòü òåîðèþ ìíîæåñòâ, òó åå ÷àñòü, ãäå íå áûëè îáíàðóæåíû
àíòèíîìèè. Íî ìíîãèå ìàòåìàòèêè ñòàëè èñêàòü ïóòè óñòðàíåíèÿ ïðî-
òèâîðå÷èé.

Áûëî ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî ïðîãðàìì ¾ñïàñåíèÿ¿ ìàòåìàòèêè îò
¾óæàñà¿ ïàðàäîêñîâ. Ìû îñòàíîâèìñÿ íà äâóõ èç íèõ, ðàçëè÷íûå ìî-
äèôèêàöèè êîòîðûõ îáñóæäàþòñÿ è ñåãîäíÿ.

Ïåðâàÿ. È â ñîäåðæàòåëüíûõ àêñèîìàòè÷åñêèõ òåîðèÿõ è â ñîâðå-
ìåííûõ ôîðìàëüíûõ òåîðèÿõ ðå÷ü èäåò î ëîãè÷åñêîì âûâîäå îäíèõ óòâåð-
æäåíèé èç äðóãèõ. Ëîãè÷åñêèì âûâîäîì ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå öåïî÷êè
óòâåðæäåíèé ïî íåêîòîðûì ëîãè÷åñêèì çàêîíàì. Íî ÷òî ïðåäñòàâëÿþò
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ñîáîé ýòè ëîãè÷åñêèå çàêîíû íèãäå íå îïèñûâàþòñÿ. È òåïåðü îïèñàíèå
òàêèõ çàêîíîâ â ñèëó áîëüøîé àáñòðàêòíîñòè ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè-
êè ñòàëî íåîáõîäèìûì. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêëà íîâàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ
äèñöèïëèíà � ìåòàìàòåìàòèêà èëè òåîðèÿ äîêàçàòåëüñòâ, îïèðàþùàÿñÿ
ñóùåñòâåííî íà ïîíÿòèÿ è ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè. Îñíîâàíèå
ýòîé äèñöèïëèíû ïîëîæèëè òðóäû Ä. Ãèëüáåðòà, Ï. Áåðíàéñà, Ä. ôîí
Íåéìàíà, Æ. Ýðáðàíà è äð. Îáúåêòàìè èçó÷åíèÿ ìåòàìàòåìàòèêè ÿâëÿ-
þòñÿ äåäóêòèâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå òåîðèè. Â íåé èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà
è îòíîøåíèÿ ìåæäó ñèñòåìàìè àêñèîì, ñòðîåíèå äîêàçàòåëüñòâ, âçàèìî-
ñâÿçü ìåæäó òåîðåìàìè. Îñíîâíûå ïðîáëåìû ìåòàìàòåìàòèêè: íåïðî-
òèâîðå÷èâîñòü, ïîëíîòà, ðàçðåøèìîñòü. Ïîä ýòèì ïîíèìàåòñÿ ñëåäóþ-
ùåå. Ïðîáëåìà íåïðåðîòèâîðå÷èâîñòè ñîñòîèò â âûÿñíåíèè íåïðî-
òèâîðå÷èâîñòè àêñèîì, ò.å. íàäî âûÿñíèòü íåâîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü â
êà÷åñòâå ëîãè÷åñêèõ ñëåäñòâèé äâóõ óòâåðæäåíèé À è íå À. Ïðîáëåìà
ïîëíîòû: äîñòàòî÷íî ëè àêñèîì, ÷òîáû èç íèõ ìîæíî áûëî áû âûâåñòè
ëþáîå èñòèííîå óòâåðæäåíèå äàííîé òåîðèè. Ïðîáëåìà ðàçðåøèìî-
ñòè: òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü, ñóùåñòâóåò èëè íåò ýôôåêòèâíàÿ ïðîöåäóðà,
îòâå÷àþùàÿ íà âîïðîñ : âûâîäèìî èëè íåò ïðîèçâîëüíîå óòâåðæäåíèå
äàííîé òåîðèè èç àêñèîì ñèñòåìû.

Äëÿ ðåøåíèÿ óêàçàííûõ ïðîáëåì è ðÿäà äðóãèõ ïðîáëåì â ìåòàìàòå-
ìàòèêå Ãèëüáåðòîì áûë ïðåäëîæåí íåêîòîðûé îáùèé ìåòîä ôîðìàëèçà-
öèè ïðîöåäóðû ëîãè÷åñêèõ çàêëþ÷åíèé. Ñóòü åãî çàêëþ÷àåòñÿ â ïîïûò-
êå ïîñòðîåíèÿ òàêîé ôîðìàëèçàöèè ìàòåìàòèêè, ÷òî ñðåäñòâàìè ýòîé
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ñèñòåìû ìîæíî äîêàçàòü ñâîþ ñîáñòâåííóþ íåïðîòèâîðå÷èâîñòü. Äðó-
ãîé ïîäõîä ñâÿçàí ñ êðèòèêîé ðÿäà ïîëîæåíèé, êîòîðûå â ìàòåìàòèêå
èñïîëüçîâàëèñü áåç äîëæíîãî îáîñíîâàíèÿ. Îñíîâàòåëåì ýòîãî íàïðàâ-
ëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ Ë. Áðàóýð è ýòî íàïðàâëåíèå íîñèò íàçâàíèå èíòóèöèî-
íèçì. Èíòóèöèîíèñòû óòâåðæäàþò, ÷òî òàêèå çàêîíû, êàê çàêîí èñêëþ-
÷åííîãî òðåòüåãî ¾Ð èëè íå Ð¿ âåðåí ëèøü äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ è
íåò îñíîâàíèé ðàñïðîñòðàíÿòü åãî áåç îãðàíè÷åíèé íà âñå ìíîæåñòâà.
Íî åñëè ïîä÷èíèòüñÿ ñòîëü ñóðîâûì òðåáîâàíèÿì, òî ìíîãèå òåîðåìû
ìàòåìàòèêè ñòàíóò íåâûâîäèìûìè. Ïîýòîìó èíòóèöèîíèçì íàøåë ñåáå
ìàëî ïðèâåðæåíöåâ ñðåäè ìàòåìàòèêîâ.

Ìàòåìàòèêè âñåõ íàïðàâëåíèé âíåñëè áîëüøîé âêëàä â ìàòåìàòèêó.
Áûëî ïîëó÷åíî ìíîãî íîâûõ, ãëóáîêèõ è âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ. Îñíîâíûì
èòîãîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ ñòàíîâëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè êàê ñàìîñòî-
ÿòåëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé äèñöèïëèíû. Ïðèíöèïèàëüíûì äîñòèæåíèåì
ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ñîâðåìåííîãî àêñèîìàòè÷å-
ñêîãî ìåòîäà, êîòîðûé ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàí ñëåäóþùèìè òðåìÿ
÷åðòàìè:

1. ßâíàÿ ôîðìóëèðîâêà èñõîäíûõ àêñèîì òîé èëè èíîé òåîðèè.

2. ßâíàÿ ôîðìóëèðîâêà ëîãè÷åñêèõ ñðåäñòâ (ïðàâèë âûâîäà) äëÿ èñ-
ñëåäîâàòåëüñêîãî ïîñòðîåíèÿ ýòîé òåîðèè.

3. Èñïîëüçîâàíèå èñêóññòâåííî ïîñòðîåííûõ ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ äëÿ
èçëîæåíèÿ âñåõ ïîëîæåíèé (òåîðåì) ðàññìàòðèâàåìîé òåîðèè.

Îñíîâíûì îáúåêòîì èçó÷åíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå ÿâëÿþòñÿ ðàç-
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ëè÷íûå èñ÷èñëåíèÿ. Â ïîíÿòèå èñ÷èñëåíèÿ âõîäÿò ñëåäóþùèå îáúåêòû:

à) ÿçûê (ôîðìàëüíûé) èñ÷èñëåíèÿ;

á) àêñèîìû èñ÷èñëåíèÿ;

â) ïðàâèëà âûâîäà.

Ïîíÿòèå èñ÷èñëåíèÿ ïîçâîëÿåò äàòü ñòðîãîå ìàòåìàòè÷åñêîå îïðåäå-
ëåíèå ïîíÿòèþ äîêàçàòåëüñòâà è ïîëó÷èòü òî÷íûå óòâåðæäåíèÿ î íåâîç-
ìîæíîñòè äîêàçàòåëüñòâà òåõ èëè èíûõ ïðåäëîæåíèé òåîðèè. Èñ÷èñëå-
íèå ïîçâîëÿåò ôîðìàëèçîâàòü ìíîãèå ðàçäåëû ìàòåìàòèêè è äðóãèõ íà-
óê. Èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé è èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ ÿâëÿþòñÿ ôîð-
ìàëèçàöèÿìè ëîãèêè, äðåâíåéøåé íàóêè î çàêîíàõ ïðàâèëüíîãî ìûø-
ëåíèÿ. Ïåðâûå ïîïûòêè ôîðìàëèçàöèè ëîãèêè ñâÿçàíû ñ èìåíàìè Àðè-
ñòîòåëÿ, Äæ. Áóëÿ, íî äåéñòâèòåëüíàÿ ôîðìàëèçàöèÿ áûëà îñóùåñòâëå-
íà òîëüêî ñ ñîçäàíèåì ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè. Èòàëüÿíñêèé ìàòåìàòèê
Ïåàíî ìíîãî ñäåëàë äëÿ ðàçðàáîòêè ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ ëîãèêè. Îäíèì
èç íàèáîëåå çàìå÷àòåëüíûõ äîñòèæåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè ÿâèëîñü
íàõîæäåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèþ àëãîðèòìà. Ïîíÿòèå
àëãîðèòìà èñïîëüçîâàëîñü î÷åíü äàâíî. Âûäàþùèéñÿ ìàòåìàòèê Ëåéá-
íèö äàæå ìå÷òàë î íàõîæäåíèè óíèâåðñàëüíîãî àëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ
âñåõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîáëåì. Òî÷íîå îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ àëãîðèòìà
ïîçâîëèëî äîâîëüíî áûñòðî ðàçðóøèòü ýòó óòîïèþ. Îêàçàëîñü, ÷òî âî
ìíîãèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè (àëãåáðà, òåîðèÿ ÷èñåë, òîïîëîãèÿ, òåîðèÿ
âåðîÿòíîñòåé) èìåþòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìûå ïðîáëåìû. Áîëü-
øîé âêëàä â ðàçðàáîòêó òåîðèè àëãîðèòìîâ âíåñëè Ý. Ïîñò, À. Òüþðèíã,
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Ñ. Êëèíè è ñîâåòñêèå ìàòåìàòèêè À.È. Ìàëüöåâ, Ï.Ñ. Íîâèêîâ, À.À.
Ìàðêîâ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå. Ñ êàæäûì
ãîäîì èäåè è ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè âñå ãëóáæå ïðîíèêàþò â
êèáåðíåòèêó, âû÷èñëèòåëüíóþ ìàòåìàòèêó, ñòðóêòóðíóþ ëèíãâèñòèêó,
ïðîãðàììèðîâàíèå è â äðóãèå îáëàñòè.
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Ðàçäåë 2

Ëîãèêà âûñêàçûâàíèé

2.1. Òåîðåòè÷åñêàÿ ÷àñòü

2.1.1. Âûñêàçûâàíèÿ. Îïåðàöèè íàä âûñêàçûâàíèÿìè.

Ïîíÿòèå âûñêàçûâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíûì, íåîïðåäåëÿåìûì ïîíÿ-
òèåì. Ìîæíî ïîÿñíèòü, ÷òî ïîä âûñêàçûâàíèåì ïîíèìàþò ïîâåñòâîâà-
òåëüíîå ïðåäëîæåíèå, î êîòîðîì ìîæíî âïîëíå îïðåäåëåííî ñêàçàòü, ÷òî
îíî ëèáî èñòèííî, ëèáî ëîæíî. Ýòî ïðåäëîæåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî
êàê íà îáû÷íîì ¾ñëîâåñíîì¿ ÿçûêå, òàê è íà ëþáîì ¾ñïåöèàëüíîì¿ ÿçû-
êå (ìàòåìàòè÷åñêîì, õèìè÷åñêîì è ò.ä.).

Ïðèìåðû âûñêàçûâàíèé:

1. Êàæäûé ñòóäåíò-áþäæåòíèê ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ïîëó÷à-
åò ñòèïåíäèþ;

2. 2+3=5;

3. H +O2=HO2.

Ïåðâîå èç ýòèõ âûñêàçûâàíèé ÿâëÿåòñÿ ëîæíûì, âòîðîå � èñòèííûì,
òðåòüå � ëîæíûì. Êàê ñëåäóåò èç ïîÿñíåíèÿ âûñêàçûâàíèÿìè íå ÿâëÿ-
þòñÿ âîïðîñèòåëüíûå, âîñêëèöàòåëüíûå, ïîáóäèòåëüíûå ïðåäëîæåíèÿ,
à òàêæå � îïðåäåëåíèÿ. Íî íå âñÿêîå ïîâåñòâîâàòåëüíîå ïðåäëîæåíèå
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ÿâëÿåòñÿ âûñêàçûâàíèåì. Òàê íåëüçÿ îòíåñòè ê âûñêàçûâàíèÿì ïðåä-
ëîæåíèÿ òàêîãî âèäà: ¾Ðîçû � ñàìûå êðàñèâûå öâåòû¿, ¾n + 3 ≥ 7¿.
Äåéñòâèòåëüíî, îäíèì ëþäÿì áîëüøå íðàâÿòñÿ ðîçû, äðóãèì òþëüïà-
íû, à òðåòüèì - ïîäñíåæíèêè. Ïîýòîìó íå ìîæåò áûòü åäèíîãî ìíåíèÿ î
òîì, êàêèå öâåòû ÿâëÿþòñÿ ñàìûìè êðàñèâûìè, òî åñòü íåò è íå ìîæåò
áûòü åäèíîãî ìíåíèÿ îá èñòèííîñòè ïåðâîãî ïðåäëîæåíèÿ. Èñòèííîñòü
âòîðîãî ïðåäëîæåíèÿ òàêæå íåëüçÿ îïðåäåëèòü, òàê êàê íåèçâåñòíî î
êàêîì n èäåò ðå÷ü.

Âñÿêîå âûñêàçûâàíèå ÿâëÿåòñÿ ëèáî èñòèííûì, ëèáî ëîæíûì è íå
ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî òåì è äðóãèì. Íî íå äëÿ âñÿêîãî âûñêàçûâàíèÿ
ìîæíî ñðàçó îïðåäåëèòü åãî èñòèííîñòü. Áîëåå òîãî, èìåþòñÿ âûñêàçû-
âàíèÿ, èñòèííîñòü êîòîðûõ åùå íå îïðåäåëåíà. Íî âñå ýòè ïðåäëîæå-
íèÿ ñ÷èòàþòñÿ âûñêàçûâàíèÿìè, ïîñêîëüêó î êàæäîì èç íèõ èçâåñòíî,
÷òî îíî ëèáî èñòèííî, ëèáî ëîæíî è íå ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî òåì è
äðóãèì. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì òàêîå ïðåäëîæåíèå: ¾Àâòîð ýòèõ
ñòðîê ïðîæèâ¼ò íå ìåíåå ñòà ëåò¿. Èñòèííîñòü ýòîãî âûñêàçûâàíèÿ åùå
íå îïðåäåëåíà è áóäåì íàäåÿòüñÿ îïðåäåëèòñÿ íå ñêîðî.

Îòìåòèì, ÷òî ëîãèêà âûñêàçûâàíèé íå çàíèìàåòñÿ âûÿñíåíèåì òîãî,
ïî÷åìó òî èëè èíîå âûñêàçûâàíèå ÿâëÿåòñÿ èñòèííûì (èëè ëîæíûì), à
íå íàîáîðîò. Ýòî íå âõîäèò â ïðåäìåò ëîãèêè âûñêàçûâàíèé. Íå èññëå-
äóåòñÿ òàêæå è âîïðîñ î ñìûñëîâîé ñîäåðæàòåëüíîñòè âûñêàçûâàíèé.
Âûñêàçûâàíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèøü êàê âåëè÷èíà, ïðèíèìàþùàÿ îäíî
èç äâóõ çíà÷åíèé: èñòèíà èëè ëîæü. Ýòè çíà÷åíèÿ îáîçíà÷èì ñîîòâåò-
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ñòâåííî ÷åðåç 1 è 0. Ñàìè âûñêàçûâàíèÿ áóäåì îáîçíà÷àòü áîëüøèìè
ïðîïèñíûìè áóêâàìè ëàòèíñêîãî àëôàâèòà.

Â îáû÷íîé ðå÷è ïðè ïîìîùè ñâÿçîê ¾è¿, ¾èëè¿, ¾åñëè . . . , òî . . . ¿ è
äð. èç äàííûõ âûñêàçûâàíèé îáðàçóþò íîâûå. Íàïðèìåð, åñëè äàíû äâà
âûñêàçûâàíèÿ ¾π ìåíüøå 4¿; ¾π áîëüøå 3¿, òî èç íèõ ïðè ïîìîùè ñâÿçêè
¾è¿ ìîæíî îáðàçîâàòü íîâîå âûñêàçûâàíèå ¾π áîëüøå 3 è π ìåíüøå 4¿.

Ìû óæå óïîìÿíóëè, ÷òî â ëîãèêå âûñêàçûâàíèé êàæäîå âûñêàçûâà-
íèå ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèøü êàê âåëè÷èíà, ïðèíèìàþùàÿ îäíî èç äâóõ
çíà÷åíèé: 0, 1. Ïîýòîìó äëÿ òàêèõ âåëè÷èí âïîëíå åñòåñòâåííî ìîæíî
îïðåäåëèòü îïåðàöèè, ñîîòâåòñòâóþùåå ñâÿçêàì ¾è¿, ¾èëè¿, ¾åñëè . . . ,
òî . . . ¿, ¾. . . òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà . . . ¿, ¾íå¿. Ýòè îïåðàöèè ïîçâî-
ëÿþò èç äàííûõ âûñêàçûâàíèé ïîëó÷èòü íîâûå.

Ïóñòü äàíû äâà ïðîèçâîëüíûõ âûñêàçûâàíèÿ À, Â, èñòèííîñòü êîòî-
ðûõ íåèçâåñòíà.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Êîíúþíêöèåé íàçûâàþò îïåðàöèþ, êîòîðàÿ äâóì
âûñêàçûâàíèÿì À, Â ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå âûñêàçûâàíèå, îáîçíà÷àåìîå
À∧B. Âûñêàçûâàíèå À∧B èñòèííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáà âû-
ñêàçûâàíèÿ À,Â èñòèííû.

Çàïèñü ¾À∧B¿ ÷èòàþò ¾À è Â¿. Ñîîòâåòñòâåííî À è Â íàçûâàþò ïåð-
âûì è âòîðûì ÷ëåíîì êîíúþíêöèè À∧B. Êîíúþíêöèþ À∧B çàïèñûâàþò
èíîãäà åùå è â âèäå A·B, ÀB, A&B.

Ïðèìåð 2.1. Åñëè À åñòü âûñêàçûâàíèå ¾3 < 7¿, à Â � âûñêàçû-
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âàíèå ¾13 � ÷åòíîå ÷èñëî¿, òî êîíúþíêöèÿ À∧B ýòèõ âûñêàçûâàíèé
¾3 < 7 è 13 � ÷åòíîå ÷èñëî¿ ÿâëÿåòñÿ ëîæíûì âûñêàçûâàíèå, òàê êàê
îäèí èç ÷ëåíîâ êîíúþíêöèè ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ¾ëîæü¿.

Çàìå÷àíèå 2.1. Â àðèôìåòèêå îïåðàöèÿ è åå ðåçóëüòàò èìåþò
ðàçíûå íàçâàíèÿ (¾ñëîæåíèå¿ è ¾ñóììà¿, ¾âû÷èòàíèå¿ è ¾ðàçíîñòü¿
è ò.ä.). Â ëîãèêå âûñêàçûâàíèé îïåðàöèÿ è åå ðåçóëüòàò èìåþò îäè-
íàêîâûå íàçâàíèÿ. Ïîýòîìó ðåçóëüòàò îïåðàöèé êîíúþíêöèè � âûñêà-
çûâàíèå À∧B íàçûâàþò êîíúþíêöèåé.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Äèçúþíêöèåé íàçûâàþò îïåðàöèþ, êîòîðàÿ äâóì
âûñêàçûâàíèÿì À,Â ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå âûñêàçûâàíèå, îáîçíà÷àåìîå
À∨B. Âûñêàçûâàíèå À∨B ëîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáà âûñêà-
çûâàíèÿ À,Â ëîæíû.

Çàïèñü ¾À∨Â¿ ÷èòàþò ¾À èëè Â¿. Ñîîòâåòñòâåííî À è Â íàçûâàþò
ïåðâûì è âòîðûì ÷ëåíîì äèçúþíêöèè À∨Â. Ñîþç ¾èëè¿ â äèçúþíêöèè
èìååò íåðàçäåëèòåëüíûé ñìûñë, òàê êàê äèçúþíêöèÿ èñòèííà, åñëè èñ-
òèíåí õîòÿ áû îäèí åå ÷ëåí. Ðàçäåëèòåëüíîìó ñîþçó èëè ñîîòâåòñòâóåò
îïåðàöèÿ, îáîçíà÷àåìàÿ ñèìâîëîì ⊕ è íàçûâàåìàÿ ñëîæåíèåì ïî ìîäó-
ëþ 2. Âûñêàçûâàíèå À⊕Â èñòèííî òîëüêî òîãäà, êîãäà èñòèííî ëèøü
îäíî âûñêàçûâàíèå À èëè Â

Ïðèìåð 2.2. Âûñêàçûâàíèå À åñòü ¾6 äåëèòñÿ íà 2 áåç îñòàòêà¿,
âûñêàçûâàíèå Â � ¾Ïàðèæ � ñòîëèöà Àíãëèè¿. Òîãäà äèçúþíêöèÿ ¾6
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äåëèòñÿ íà 2 èëè Ïàðèæ � ñòîëèöà Àíãëèè¿ ÿâëÿåòñÿ èñòèííûì âû-
ñêàçûâàíèåì, òàê êàê ïåðâûé ÷ëåí äèçúþíêöèè ïðèíèìàåò çíà÷åíèè
¾èñòèíà¿.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Èìïëèêàöèåé íàçûâàþò îïåðàöèþ, êîòîðàÿ äâóì
âûñêàçûâàíèÿì À, Â ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå âûñêàçûâàíèå, îáîçíà÷àåìîå
À→Â. Âûñêàçûâàíèå À→Â ëîæíî ëèøü òîãäà, êîãäà À � èñòèííî, à Â
� ëîæíî.

Çàïèñü ¾À→Â¿ ÷èòàþò ¾À âëå÷åò Â¿, ¾åñëè À, òî Â¿, ¾èç À ñëåäóåò
Â¿, ¾Â òîëüêî òîãäà, êîãäà À¿, ¾Â ïðè óñëîâèè, ÷òî À¿, ¾À èìïëèöè-
ðóåò Â¿. À íàçûâàþò ïîñûëêîé èëè óñëîâèåì èìïëèêàöèè À→Â, à Â �
çàêëþ÷åíèåì. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ èìïëèêàöèè À→Â âñòðå÷àþòñÿ òàêæå
è äðóãèå îáîçíà÷åíèÿ À=⇒Â, A⊃Â.

Èç îïðåäåëåíèÿ 2.3 âûòåêàþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1. Èìïëèêàöèÿ ñ ëîæíîé ïîñûëêîé âñåãäà èñòèííà.

2. Èìïëèêàöèÿ ñ èñòèííûì çàêëþ÷åíèåì âñåãäà èñòèííà.

Ýòè ñâîéñòâà ôîðìóëèðóþò èíîãäà è ïî-äðóãîìó: "èç ëîæíîãî ñëåäóåò
âñå ÷òî óãîäíî "èñòèíà ñëåäóåò èç ÷åãî óãîäíî".

Ïðèìåð 2.3. Èç âûñêàçûâàíèé ¾Ñêâîðöû æèâóò íà Ñåâåðíîì ïî-
ëþñå¿ è ¾3 > 2¿, êîòîðûå îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç À è Â, ïðè
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ïîìîùè èìïëèêàöèè îáðàçóåì íîâîå âûñêàçûâàíèå ¾Åñëè ñêâîðöû æè-
âóò íà Ñåâåðíîì ïîëþñå, òî 3 > 2¿. Ïîëó÷åííîå âûñêàçûâàíèå À→Â â
ñèëó ñâîéñòâà 1 áóäåò èñòèííî. Ïîñûëêà À èìïëèêàöèè À→Â ëîæíà.

Íàñ íå äîëæíî ñìóùàòü, ÷òî â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå îêàçàëèñü ñî-
åäèíåííûìè ñòîëü ðàçíûå ¾âåùè¿, êàê ñêâîðöû è îòíîøåíèå ¾>¿. Ìû
óæå óïîìèíàëè, ÷òî ëîãèêà âûñêàçûâàíèé íå ðàññìàòðèâàåò âîïðîñ î
ñìûñëîâîé ñîäåðæàòåëüíîñòè âûñêàçûâàíèé, îíà ðàññìàòðèâàåò âûñêà-
çûâàíèÿ ëèøü êàê âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ 0, 1. Ïîýòîìó ñ
ýòîé òî÷êè çðåíèÿ (à ìû åå áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ íà ïðîòÿæåíèè âñåãî
íàøåãî êóðñà) ïðèâåäåííûé ïðèìåð âïîëíå êîððåêòåí.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ýêâèâàëåíöèåé íàçûâàþò îïåðàöèþ, êîòîðàÿ äâóì
âûñêàçûâàíèÿì À,Â ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå âûñêàçûâàíèå, îáîçíà÷àåìîå
À↔Â. Âûñêàçûâàíèå À↔Â èñòèííî ëèøü òîãäà, êîãäà îáà âûñêàçûâà-
íèÿ À,Â èñòèííû èëè îáà ëîæíû.

Çàïèñü A ↔ B ÷èòàþò ¾A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Â¿, ¾A ýêâè-
âàëåíòíî Â¿, ¾À â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè Â¿, ¾À íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî äëÿ Â¿. Ýêâèâàëåíöèþ A ↔ B çàïèñûâàþò åùå è â âèäå
A⇔ B, A ∼ B, A ≡ B.

Ïðèìåð 2.4. Ïóñòü äàíû äâà âûñêàçûâàíèÿ: ¾Ñóììà âíóòðåííèõ
óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâíà 180◦¿ è ¾π < 4¿. Îáîçíà÷èì ýòè âûñêàçû-
âàíèÿ ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç À è Â è îáðàçóåì ýêâèâàëåíöèþ À↔Â:
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¾Ñóììà âíóòðåííèõ óãëîâ ðàâíà 180◦ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
π < 4¿. Ïîñêîëüêó âûñêàçûâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ èñòèííûìè, òî è èõ ýêâè-
âàëåíöèÿ òàêæå áóäåò èñòèííûì âûñêàçûâàíèåì.

Çàìåòèì, ÷òî íàçâàíèÿ ðàññìîòðåííûõ îïåðàöèé ïðîèñõîäÿò îò ëà-
òèíñêèõ ñëîâ:
conjunctio � ñîåäèíåíèå, ñîþç, ñâÿçü;
disjunctio � ðàçäåëåíèå, ðàçëè÷èå;
implicatio � òåñíî ñâÿçàíû, ñïëåòåíèå;

Ýòè îïåðàöèè ìîæíî îïðåäåëèòü è ïðè ïîìîùè òàê íàçûâàåìûõ òàá-
ëèö èñòèííîñòè (òàáë.1).

Òàáëèöà 1

A B A
∧

B A
∨

B A → B A ↔ B

0 0 0 0 1 1

0 1 0 1 1 0

1 0 0 1 0 0

1 1 1 1 1 1

Îïðåäåëèì ïîñëåäíþþ ðàññìàòðèâàåìóþ îïåðàöèþ - îòðèöàíèå.

Îïðåäåëåíèå 2.5. Îòðèöàíèåì íàçûâàþò îïåðàöèþ, êîòîðàÿ âûñêà-
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çûâàíèþ A ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå âûñêàçûâàíèå, îáîçíà÷àåìîå A. Âûñêà-
çûâàíèå A èñòèííî ëèøü òîãäà, êîãäà A ëîæíî. Çàïèñü A ÷èòàþò ¾íå
A¿ èëè ¾íåâåðíî, ÷òî A¿. Îòðèöàíèå A çàïèñûâàþò åùå è â âèäå eA.

Ïðèìåð 2.5. Åñëè A åñòü âûñêàçûâàíèå ¾Â ïàðàëëåëîãðàììå ïðî-
òèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû¿, òî âûñêàçûâàíèå ¾Íåâåðíî, ÷òî
â ïàðàëëåëîãðàììå ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû¿ ÿâëÿåòñÿ
îòðèöàíèåì A è ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ëîæü, ïîñêîëüêó A-èñòèííî.

Çàìå÷àíèå 2.2. Îïåðàöèè êîíúþíêöèþ è äèçúþíêöèþ ìîæíî îïðå-
äåëèòü è äëÿ n ≥ 2 âûñêàçûâàíèé. Âûñêàçûâàíèå A1 ∧ A2 ∧ ... ∧ An

èñòèííî ëèøü òîãäà, êîãäà èñòèííû âñå âûñêàçûâàíèÿ A1, A2, ...An, à
âûñêàçûâàíèå A1 ∨ A2 ∨ ... ∨ An ëîæíî ëèøü òîãäà, êîãäà ëîæíû âñå
âûñêàçûâàíèÿ A1, A2, ...An.



32

2.1.2. Ôîðìóëû è èõ âèäû.

Ìû óæå âèäåëè, ÷òî ïðèìåíÿÿ ê âûñêàçûâàíèÿì îïåðàöèè ìû ïî-
ëó÷àåì íîâûå, áîëåå ñëîæíûå âûñêàçûâàíèÿ. Â ñâîþ î÷åðåäü ê ýòèì
íîâûì âûñêàçûâàíèÿì âíîâü ìîæíî ïðèìåíÿòü îïåðàöèè, â ðåçóëüòàòå
÷åãî ïîëó÷àåì åùå áîëåå ñëîæíûå âûñêàçûâàíèÿ è òàê äàëåå. Âñå ýòè
âûñêàçûâàíèÿ áóäóò çàïèñàíû â âèäå ôîðìóë, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îñíîâ-
íûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèé.

Äàäèì ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ôîðìóëû.

Îïðåäåëåíèå 2.6. 1. Âñÿêàÿ áóêâà, îáîçíà÷àþùàÿ âûñêàçûâàíèå
(êîíêðåòíîå èëè ïðîèçâîëüíîå), ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé.

2. Ñèìâîëû 0 è 1 ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè.
3. Åñëè P � ôîðìóëà, òî P � ôîðìóëà.
4. Åñëè P è Q � ôîðìóëû, òî (P ∧Q), (P ∨Q), (P → Q), (P ↔ Q) �

ôîðìóëû.
5. Ôîðìóëàìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî òå âûðàæåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî ïîëó-

÷èòü ïðè ïîìîùè ï. 1-4.

Îïðåäåëåíèå 2.7. Ôîðìóëû, ïîëó÷àåìûå ïî ïóíêòàì 1, 2 íàçûâàþò-
ñÿ ýëåìåíòàðíûìè, âñå îñòàëüíûå - íåýëåìåíòàðíûìè èëè ñîñòàâíûìè.

Ïðèìåð 2.6. Ïðèâåäåì ïðèìåðû ôîðìóë: A, B, C, 1, 0,(A∧B), ((A∧
B)→ C), (A↔ ((A∧B)→ C))). Çäåñü ïåðâûå ïÿòü ôîðìóë ÿâëÿþòñÿ
ýëåìåíòàðíûìè, îñòàâøèåñÿ òðè � íåýëåìåíòàðíûìè.
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Âûðàæåíèÿ A → B, (A ∨ B) → C, (A ⇔ B íå ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëà-
ìè, òàê êàê ïåðâûå äâà èç íèõ íå çàêëþ÷åíû â ñêîáêè, à ó òðåòüåãî
îòñóòñòâóåò ïðàâàÿ ñêîáêà.

Çàìå÷àíèå 2.3. Ôîðìóëû, ïîëó÷àåìûå ïî îïðåäåëåíèþ 2.6, ñîäåð-
æàò äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî ñêîáîê. Íåêîòîðûå èç íèõ ìîæíî
îïóñòèòü, ïðèäåðæèâàÿñü ñëåäóþùåãî ïðàâèëà. Îïåðàöèè ïî ñèëå ñâî-
åãî äåéñòâèÿ â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ, ðàñïîëàãàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì
,∧,∨,→,↔. Ó÷èòûâàÿ ýòî, ñêîáêè îïóñêàþò, òàêèì îáðàçîì, ÷òî-

áû ïîñëå èõ âîññòàíîâëåíèÿ ñëåâà íàïðàâî ïîëó÷èòü èñõîäíóþ ôîðìó-
ëó. Ïîÿñíèì ñêàçàííîå íà ïðèìåðàõ. Ïðè ýòîì âíà÷àëå ðàññìîòðèì
ïðèìåð ñ âîññòàíîâëåíèåì ñêîáîê, à çàòåì ñ èõ îïóñêàíèåì.

Ïðèìåð 2.7. . Âîññòàíîâèòü ñêîáêè: A→ B → C ∧ A ∧B ∨ C.
Íàèìåíüøóþ îáëàñòü äåéñòâèÿ èìååò îïåðàöèÿ îòðèöàíèÿ. Íî ñî-

ãëàñíî ï. 3 îïðåäåëåíèÿ 2.6 òà ÷àñòü ôîðìóëû, íàä êîòîðîé èìååòñÿ
çíàê îòðèöàíèÿ, âî âíåøíèå ñêîáêè íå çàêëþ÷àþòñÿ. Ïîýòîìó ñêî-
áîê, ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàöèè îòðèöàíèÿ íåò, è, ñëåäîâàòåëüíî,
âîññòàíàâëèâàòü èõ íå íàäî. Ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåé îïåðàöèè - êîíú-
þíêöèè, è âîññòàíàâëèâàåì ñêîáêè ñëåâà íàïðàâî:
A→ B → (C ∧ A) ∧B ∨ C,
A→ B → ((C ∧ A) ∧B ∨ C)

Çà êîíúþíêöèåé ñëåäóåò äèçúþíêöèÿ è â ðàññìàòðèâàåìîé ôîðìóëå
èìååòñÿ òîëüêî îäèí ñèìâîë ýòîé îïåðàöèè. Âîññòàíàâëèâàåì ñêîáêè,
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ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîé îïåðàöèè: A→ B → ((C ∧ A) ∧ (B ∨ C)).

Èìåþòñÿ äâà ñèìâîëà îïåðàöèè èìïëèêàöèÿ. Ñêîáêè, ñîîòâåòñòâó-
þùèå ýòîé îïåðàöèè, âûñòàâëÿþòñÿ ñëåâà íà ïðàâî:

(A→ B)→ ((C ∧ A) ∧B ∨ C),

((A→ B)→ ((C ∧ A) ∧B ∨ C)).

Ñèìâîëîâ îïåðàöèè ýêâèâàëåíöèÿ íåò. Âîññòàíîâëåíèå çàêîí÷åíî.

Ïðèìåð 2.8. Îïóñòèòü âîçìîæíî áîëüøåå ÷èñëî ñêîáîê:
(((A→ B) ∧B) ∨ C)

Îïóñòèâ äâå ïàðû ñêîáîê ïîëó÷èì ôîðìóëó
(A→ B) ∧B ∨ C.
Îñòàâøóþñÿ ïàðó ñêîáîê îïóñòèòü íåëüçÿ, èíà÷å ïîñëå âîññòàíîâ-

ëåíèÿ âñåõ ñêîáîê ïîëó÷èì ôîðìóëó, îòëè÷íóþ îò èñõîäíîé: (A →
(B ∧B) ∨ C).

Ðàññìîòðèì åùå òàêîé âîïðîñ, êàê îïðåäåëåíèå èñòèííîñòíîãî çíà-
÷åíèÿ ôîðìóëû. Ïóñòü ê ïðèìåðó èìååòñÿ ôîðìóëà (A→ B ∨ C) ∧ B.
Åñëè À, Â è Ñ ïðèäàòü ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ 1, 0 è 1, òî íåòðóäíî
óáåäèòüñÿ, ÷òî âñÿ ôîðìóëà ïðèìåò çíà÷åíèå 0. Òàêèì îáðàçîì ïðè óêà-
çàííîì íàáîðå èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé äëÿ À, Â è Ñ ôîðìóëà ïðèíèìàåò
çíà÷åíèå 0. Íàéäåì òåïåðü èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ ôîðìóëû äëÿ âñåâîç-
ìîæíûõ íàáîðîâ çíà÷åíèé À, Â è Ñ. Ïðè ðåøåíèè òàêèõ çàäà÷ ñòðîÿò
èñòèííîñòíûå òàáëèöû. Ïðè ýòîì ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè ñëåäóþ-
ùèå ðåêîìåíäàöèè:
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1. Åñëè ôîðìóëà ñîñòîèò èç n ðàçëè÷íûõ áóêâ A1, A2, ..., An. òî ÷èñëî
ñòîëáöîâ â òàáëèöå ðàâíî n + m, ÷èñëî ñòðîê ðàâíî - 2n, ãäå m -
÷èñëî âñåõ îïåðàöèé â ôîðìóëå.

2. Â òàáëèöå âíà÷àëå ñëåäóåò n ñòîëáöîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ áóêâàì
A1, A2, ..., An. Ïîëîâèíó ïåðâîãî ñòîëáöà A1 çàïîëíÿþò íóëÿìè, à
âòîðóþ ïîëîâèíó åäèíèöàìè. Âî âòîðîì ñòîëáöå A2 ïåðâóþ ÷åò-
âåðòü çàïîëíÿþò íóëÿìè, âòîðóþ - åäèíèöàìè, òðåòüþ - íóëÿìè,
÷åòâåðòóþ - åäèíèöàìè. Â òðåòüåì ñòîëáöå ïîî÷åðåäíî íóëÿìè è
åäèíèöàìè çàïîëíÿþòñÿ âîñüìûå ÷àñòè, â ÷åòâåðòîì øåñòíàäöàòûå
è ò.ä.

3. m ñòîëáöîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàöèÿì, çàïîëíÿåì â òîì ïîðÿäêå,
â êîòîðîì îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ â ôîðìóëå. Ïîñëåäíèé ñòîëáåö
è áóäåò óêàçûâàòü çíà÷åíèå ôîðìóëû äëÿ âñåâîçìîæíûõ íàáîðîâ
çíà÷åíèé áóêâ, âõîäÿùèõ â ôîðìóëó.

Ïðèìåð 2.9. Ïîñòðîèì òåïåðü èñòèííîñòíóþ òàáëèöó äëÿ ðàñ-
ñìîòðåííîé ôîðìóëû (A→ B∨C)∧B. Çäåñü n = 3, à m = 4. Ïîýòîìó
â òàáëèöå áóäåò m + n = 7 ñòîëáöîâ è 2n = 8 ñòðîê. Ñòîëáöû äëÿ
À, Â è Ñ çàïîëíÿþòñÿ óêàçàííûì â ïóíêòå 2 ñïîñîáîì. Èç âñåõ îïå-
ðàöèé ôîðìóëû ïåðâîé âûïîëíÿåòñÿ èìïëèêàöèÿ. Ïîýòîìó ïåðâûì áó-
äåò ñòîëáåö A→ B. Çàïîëíÿåì åãî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè èì-
ïëèêàöèè. Âòîðîé âûïîëíÿåòñÿ îïåðàöèÿ îòðèöàíèå è ïîýòîìó âòî-
ðîé ñòîëáåö A→ B çàïîëíÿåòñÿ ïóòåì îòðèöàíèÿ çíà÷åíèÿ ïåðâîãî.
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Â òðåòüåì ñòîëáöå A→ B ∨ C çàïèñûâàþòñÿ çíà÷åíèÿ äèçúþíêöèè
ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé âòîðîãî ñòîëáöà è ñòîëáöà Ñ. ×åòâåð-
òûé ñòîëáåö (A→ B ∨ C) ∧B çàïîëíÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. Åãî çíà÷åíèÿ
è ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè ðàññìàòðèâàåìîé ôîðìóëû (òàáë.2).

Òàáëèöà 2

A B C A→ B A→ B A→ B ∨ C (A→ B ∨ C) ∧B
0 0 0 1 0 0 0

0 0 1 1 0 1 0

0 1 0 1 0 0 0

0 1 1 1 0 1 1

1 0 0 0 1 1 0

1 0 1 0 1 1 0

1 1 0 1 0 0 0

1 1 1 1 0 1 1
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2.1.3. Ðàâíîñèëüíûå ôîðìóëû.

Îïðåäåëåíèå 2.8. Ïóñòü äàíû äâå ôîðìóëû P è Q, è ïóñòü
X1, X2, . . . , Xn - ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðàçëè÷íûõ áóêâ, âõîäÿùèõ õîòÿ áû â
îäíó èç ýòèõ ôîðìóë. Òîãäà ôîðìóëû P è Q íàçûâàåòñÿ ðàâíîñèëüíûìè,
åñëè ïðè ëþáîì íàáîðå çíà÷åíèé X1, X2, . . . , Xn ýòè ôîðìóëû ïðèíèìà-
þò îäèíàêîâûå èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ.

Ïðèìåðû ðàâíîñèëüíûõ ôîðìóë: X è X, (X ∧ X) è X, (X ∨ Y ) è
(Y ∨X), (X → Y ) è (X ∨ Y ) .

Êàê äîêàçàòü ðàâíîñèëüíîñòü ôîðìóë? Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ
íåîáõîäèìî ñðàâíèòü èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ ôîðìóë íà êàæäîì íàáîðå
X1, X2, ..., Xn - ñîâîêóïíîñòè âñåõ ðàçëè÷íûõ áóêâ, âõîäÿùèõ â ôîðìó-
ëû. Òàêîå ñðàâíåíèå óäîáíî ïðîâîäèòü ïî èñòèííîñòíîé òàáëèöå ôîð-
ìóë. Äîêàæåì òàêèì îáðàçîì ðàâíîñèëüíîñòü ôîðìóë P = A ∨ B è
Q = A→ B (òàáë. 3).

Òàáëèöà 3

A B A A ∨ B A→B

0 0 1 1 1

0 1 1 1 1

1 0 0 0 0

1 1 0 1 1
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Ñðàâíèâ ñòîëáöû çíà÷åíèé ôîðìóë A ∨ B, A → B ìû âèäèì, ÷òî
íà êàæäîì íàáîðå çíà÷åíèé A, B ôîðìóëû ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå èñ-
òèííîñòíûå çíà÷åíèÿ, òî åñòü ÿâëÿþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè. Âìåñòå ñ òåì
ðàâíîñèëüíîñòü íåêîòîðûõ ôîðìóë ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäå-
ëåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàöèé. Ýòî ìîæíî ñêàçàòü, íàïðèìåð, î ôîð-
ìóëàõ (X ∧ Y ) è (Y ∧X), (X ∨ Y ) è (Y ∨X)

Çàìå÷àíèå 2.4. Òîò ôàêò, ÷òî ôîðìóëû P è Q ðàâíîñèëüíû, ôèê-
ñèðóþò â âèäå P ≡ Q. Çíàê ≡ ýòî çíàê ðàâíîñèëüíîñòè, à ñàìó çàïèñü
P ≡ Q ÷èòàþò ¾P ðàâíîñèëüíà Q¿. Ñèìâîë ≡ íå ÿâëÿåòñÿ ñèìâîëîì
îïåðàöèè è ïîýòîìó âûðàæåíèå P ≡ Q íå ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé. Çíàê ≡
âûðàæàåò îòíîøåíèå.

Çàìå÷àíèå 2.5. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòíîøåíèå ðàâíîñèëüíîñòè îá-
ëàäàåò ñâîéñòâàìè:

� ðåôëåêñèâíîñòè, òî åñòü P ≡ P , äëÿ ëþáîé ôîðìóëû P ,
� ñèììåòðè÷íîñòè, òî åñòü, åñëè P ≡ Q, òî Q ≡ P , äëÿ ëþáûõ

ôîðìóë P , Q,
� òðàíçèòèâíîñòè, òî åñòü, åñëè P ≡ Q è Q ≡ S, òî P ≡ S, äëÿ

ëþáûõ ôîðìóë P , Q, S.

Ñëåäîâàòåëüíî, îòíîøåíèå ðàâíîñèëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýê-
âèâàëåíòíîñòè. Îíî ðàçáèâàåò ìíîæåñòâî âñåõ ôîðìóë íà íåïåðåñåêà-
þùèåñÿ êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè. Â êàæäîì òàêîì êëàññå ëþáûå äâå
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ôîðìóëû ðàâíîñèëüíû è íèêàêèå ôîðìóëû èç ðàçëè÷íûõ êëàññîâ íå
ÿâëÿþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè.

Ïðèâåä¼ì ñïèñîê âàæíåéøèõ ðàâíîñèëüíîñòåé:

1. A ≡ A
2. A ∧ A ≡ A
3. A ∨ A ≡ A

4. A ∧B ≡ B ∧ A
5. A ∨B ≡ B ∨ A
6. A ∧ (B ∧ C) ≡ (A ∧B) ∧ C
7. A ∨ (B ∨ C) ≡ (A ∨B) ∨ C
8. A ∧ (B ∨ C) ≡ (A ∧B) ∨ (A ∧ C)
9. A ∨ (B ∧ C) ≡ (A ∨B) ∧ (A ∨ C)
10. A ∧B ≡ Ā ∨ B̄
11. A ∨B ≡ Ā ∧ B̄
12. A ∧ Ā ≡ 0
13. A ∨ Ā ≡ 1
14. A ∧ 1 ≡ A
15. A ∨ 0 ≡ A

16. A ∧ 0 ≡ 0
17. A ∨ 1 ≡ 1
18. A ∧ (A ∨B) ≡ A

19. A ∨ (A ∧B) ≡ A
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20. A→ B ≡ Ā ∨B
21. A→ B ≡ B̄ → Ā

22. A↔ B ≡ (A→ B) ∧ (B → A)

Îäíó èç ýòèõ ðàâíîñèëüíîñòåé � ðàâíîñèëüíîñòü 20 ìû óæå äîêàçà-
ëè. Îñòàëüíûå ðàâíîñèëüíîñòè ìîãóò áûòü äîêàçàíû òàêèì æå ñïîñîáîì
� ïîñòðîåíèåì èñòèííîñòíûõ òàáëèö. Åù¼ îäèí ñïîñîá äîêîçàòåëüñòâà
íåêîòîðûõ ðàâíîñèëüíîñòåé áóäåò óêàçàí â ïóíêòå 2.1.5. Ïðîêîìåíòèðó-
åì íåêîòîðûå ðàâíîñèëüíîñòè è óêàæåì âûòåêàþùèå èç íèõ ñâîéñòâà.

Îïðåäåëåíèå 2.9. Ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöè-
åé èëè ëîãè÷åñêèì ïðîèçâåäåíèåì, åñëè îía óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì
òðåáîâàíèÿì:

1. Â ôîðìóëå ìîãóò áûòü ñèìâîëû òîëüêî äâóõ îïåðàöèé: ∧ è �;

2. Ñèìâîë � îòíîñèòñÿ òîëüêî ê ýëåìåíòàðíûì âûñêàçûâàíèÿì.

×ëåíû ëîãè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ íàçûâàþòñÿ ëîãè÷åñêèìè ñîìíîæè-
òåëÿìè èëè ïðîñòî ñîìíîæèòåëÿìè.

Ðàâíîñèëüíîñòü 6 âûðàæàåò ñâîéñòâî àññîöèàòèâíîñòè êîíúþíêöèè.
Îíî ïîêàçûâàåò, ÷òî â ëîãè÷åñêîì ïðîèçâåäåíèè îïåðàöèè ∧ ìîæíî âû-
ïîëíÿòü â ëþáîì ïîðÿäêå, ïîñêîëüêó ïðè ëþáîì ïîðÿäêå èõ âûïîëíåíèÿ
áóäåì ïîëó÷àòü ôîðìóëó ðàâíîñèëüíóþ (â ñèëó 6) èñõîäíîé. Ïîýòîìó
ñêîáêè â ëîãè÷åñêîì ïðîèçâåäåíèè, óêàçûâàþùèå íà ïîðÿäîê âûïîëíå-
íèÿ îïåðàöèé, ìîæíî îïóñòèòü.
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Ðàâíîñèëüíîñòü 4 (êîììóòàòèâíîñòü êîíúþíêöèè) óêàçûâàåò íà òî,
÷òî â ëîãè÷åñêîì ïðîèçâåäåíèè ñîìíîæèòåëè ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü â ëþ-
áîì ïîðÿäêå. Ó÷èòûâàÿ åù¼ è ðàâíîñèëüíîñòü 2 ïîëó÷èì ñâîéñòâî:

Ñâîéñòâî 2.1. Â ëîãè÷åñêîì ïðîèçâåäåíèè èç êàæäûõ íåñêîëüêèõ
îäèíàêîâûõ ñîìíîæèòåëåé ìîæíî îñòàâèòü îäèí, èñêëþ÷èâ îñòàëü-
íûå.

Ñâîéñòâî 2.2. Â ëîãè÷åñêîì ïðîèçâåäåíèè ñîìíîæèòåëè 1 ìîæíî
îïóñòèòü.

Ñâîéñòâî 2.3. Åñëè â ëîãè÷åñêîì ïðîèçâåäåíèè èìååòñÿ ñîìíîæè-
òåëü 0, òî è ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 0.

Ñâîéñòâà 2.2 è 2.3 îñíîâàíû íà ðàâíîñèëüíîñòÿõ 14 è 16 ñîîòâåòñòâåí-
íî.

Îïðåäåëåíèå 2.10. Ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé äèçúþíê-
öèåé èëè ëîãè÷åñêîé ñóììîé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì òðå-
áîâàíèÿì:

1. Â ôîðìóëå ìîãóò áûòü ñèìâîëû òîëüêî äâóõ îïåðàöèé: ∨ è �;

2. Ñèìâîë � îòíîñèòñÿ òîëüêî ê ýëåìåíòàðíûì âûñêàçûâàíèÿì.

×ëåíû ëîãè÷åñêîé ñóììû íàçûâàþòñÿ ëîãè÷åñêèìè ñëàãàåìûìè èëè
ïðîñòî ñëàãàåìûìè. Ïî àíàëîãèè ñ ïðèâåäåííûìè âûøå ðàññóæäåíèÿ-
ìè çàêëþ÷àåì, ÷òî íà îñíîâàíèè ðàâíîñèëüíîñòè 7 ñêîáêè â ëîãè÷åñêîé
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ñóììå ìîæíî îïóñòèòü. Ðàâíîñèëüíîñòü 5 óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ñëàãàå-
ìûå â ñóììå ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü â ëþáîì ïîðÿäêå. Èç ðàâíîñèëüíîñòåé
3, 15, 17 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèõ òðè ñâîéñòâà.

Ñâîéñòâî 2.4. Â ëîãè÷åñêîé ñóììå èç êàæäûõ íåñêîëüêèõ îäèíàêî-
âûõ ñëàãàåìûõ ìîæíî îñòàâèòü îäèí, èñêëþ÷èâ îñòàëüíûå.

Ñâîéñòâî 2.5. Åñëè â ëîãè÷åñêîé ñóììå õîòÿ áû îäíî èç ñëàãàåìûõ
ðàâíî 1, òî è âñÿ ñóììà ðàâíà 1.

Ñâîéñòâî 2.6. Â ëîãè÷åñêîé ñóììå ñëàãàåìûå 0 ìîæíî îïóñòèòü.

Íà îñíîâàíèè ðàâíîñèëüíîñòè 12 è ñâîéñòâà 2.3 ìîæíî ñäåëàòü âûâîä
î ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ñâîéñòâî 2.7. Åñëè â ëîãè÷åñêîì ïðîèçâåäåíèè èìååòñÿ ñîìíîæè-
òåëü âìåñòå ñî ñâîèì îòðèöàíèåì, òî âñå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 0.

Ñâîéñòâî 2.8. Åñëè â ëîãè÷åñêîé ñóììå èìååòñÿ ñëàãàåìîå âìåñòå
ñî ñâîèì îòðèöàíèåì, òî âñÿ ñóììà ðàâíà 1.

Èñòèííîñòü ïîñëåäíåãî ñâîéñòâà ñëåäóåò èç ðàâíîñèëüíîñòè 13 è ñâîé-
ñòâà 2.5.

Èçâåñòíî, ÷òî â àëãåáðå îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ äèñòðèáóòèâíà îòíîñè-
òåëüíî ñëîæåíèÿ: A·(B+C)=A·B+A·C. Â ëîãèêå âûñêàçûâàíèé äèñòðè-
áóòèâíîñòüþ îáëàäàåò êîíúþíêöèÿ îòíîñèòåëüíî äèçúþíêöèè (ðàâíî-
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ñèëüíîñòü 8). Íî â îòëè÷èå îò àëãåáðû äèñòðèáóòèâíà òàêæå äèçúþíê-
öèÿ îòíîñèòåëüíî êîíúþíêöèè (ðàâíîñèëüíîñòü 9 ). Ýòè äâå ðàâíîñèëü-
íîñòè ëåãêî çàïîìíèòü ïî àíàëîãèè ñ äèñòðèáóòèâíîñòüþ óìíîæåíèÿ
îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ.

Ëåãêî çàïîìíèòü òàêæå è ðàâíîñèëüíîñòè 10, 11: îòðèöàíèå êîíúþíê-
öèè ðàâíîñèëüíî äèçúþíêöèè îòðèöàíèé.

Çàìå÷àíèå 2.6. Èç îïðåäåëåíèÿ 2.8 ñëåäóåò, ÷òî åñëè â ôîðìóëå Ð
íåêîòîðóþ åå ÷àñòü çàìåíèòü íà ðàâíîñèëüíóþ åé ôîðìóëó, ïîëó÷èì
ôîðìóëó, ðàâíîñèëüíóþ Ð.

Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå íàçûâàåòñÿ ðàâíîñèëüíûì. Ñ ïîìîùüþ ðàâíî-
ñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ôîðìóëû ìîæíî ïðèâîäèòü ê áîëåå ïðîñòîìó
âèäó èëè ê íåêîòîðîé ñïåöèàëüíîé ôîðìå. Ïðè ýòîì íîìåðà ïðèìåíÿå-
ìûõ ðàâíîñèëüíîñòåé áóäåì çàïèñûâàòü ñâåðõó íàä ñîîòâåòñòâóþùèìè
ñèìâîëàìè ≡.
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Ïðèìåð 2.10. Óïðîñòèòü ôîðìóëó A→ B ∨ (B → A) :

A→ B ∨ (B → A)
20≡ Ā ∨B ∨ (B̄ ∨ A)

11≡ ( ¯̄A ∧ B̄) ∨ (B̄ ∨ A)
1≡

1≡ (A ∧ B̄) ∨ (B̄ ∨ A)
5≡ (A ∧ B̄) ∨ (A ∨ B̄)

7≡ ((A ∧ B̄) ∨ A) ∨ B̄ 5≡
3≡ (A ∨ (A ∧ B̄)) ∨ B̄ 19≡ A ∨ B̄.
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2.1.4. Òàâòîëîãèè.

Îïðåäåëåíèå 2.11. Ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ òàâòîëîãèåé, åñëè îíà ïðè-
íèìàåò çíà÷åíèå 1 ïðè ëþáîì íàáîðå çíà÷åíèé âõîäÿùèõ â íåå áóêâ.

Òàâòîëîãèè íàçûâàþò èíîãäà åùå òîæäåñòâåííî-èñòèííûìè ôîðìó-
ëàìè èëè çàêîíàìè ëîãèêè. Ïðèâåäåì ïðèìåðû òàâòîëîãèé: A ∨ A,
A→ A, A→ B ↔ A ∨B.

Êàê äîêàçàòü, ÷òî ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé? Äëÿ ýòîãî äîñòà-
òî÷íî ïîñòðîèòü òàáëèöó èñòèííîñòè äëÿ äàííîé ôîðìóëû. Åñëè â ïî-
ñëåäíåì ñòîëáöå òàáëèöû áóäóò îäíè òîëüêî åäèíèöû, òî ôîðìóëà ïî
îïðåäåëåíèþ áóäåò òàâòîëîãèåé. Õîðîøèé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ òàâòîëî-
ãèé äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.1. Ôîðìóëû P è Q ðàâíîñèëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ôîðìóëà P ↔ Q ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé.

Èñòèííîñòü òåîðåìû âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèé ýêâèâàëåíöèè, ðàâíî-
ñèëüíîñòè è îïðåäåëåíèÿ òàâòîëîãèè.

Çàìå÷àíèå 2.7. Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 2.1 ñïèñîê ðàâíîñèëüíîñòåé
(ïóíêò 2.1.) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â ñïèñîê òàâòîëîãèé, çàìåíèâ çíàê
≡ íà ñèìâîë ↔.

Äîêàæåì åùå äâå òåîðåìû î òàâòîëîãèÿõ.
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Òåîðåìà 2.2. Åñëè ôîðìóëû A è A→ B ÿâëÿþòñÿ òàâòîëîãèÿìè,
òî è ôîðìóëà B òàêæå ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôîðìóëû A è A→ B ÿâëÿþòñÿ òàâòîëîãèÿ-
ìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôîðìóëà B òàâòîëîãèåé íå ÿâëÿåòñÿ. Ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî èìååòñÿ íàáîð çíà÷åíèé áóêâ, âõîäÿùèõ â ôîðìóëó B, íà êîòîðîì
ôîðìóëà B ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0. Òîãäà íà ýòîì æå íàáîðå ôîðìóëà
A → B ïðèìåò çíà÷åíèå 0, ïîñêîëüêó A êàê òàâòîëîãèÿ âñåãäà ïðèíè-
ìàåò çíà÷åíèå 1, à B ïðèíÿëà çíà÷åíèå 0. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ, òàê
êàê ïî óñëîâèþ ôîðìóëà A → B ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé, à ìû ïîëó÷è-
ëè, ÷òî îíà ïðèíÿëà çíà÷åíèå 0. Ñëåäîâàòåëüíî, íàøå ïðåäïîëîæåíèå
íåâåðíî è ôîðìóëà B ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü â ôîðìóëó P âõîäÿò áóêâû A1, A2, . . . , An è
ïóñòü ôîðìóëà Q ïîëó÷åíà èç P çàìåíîé áóêâ A1, A2, . . . , An ñîîòâåò-
ñòâåííî ôîðìóëàìè B1, B2, . . . , Bn. Òîãäà åñëè ôîðìóëà P ÿâëÿåòñÿ
òàâòîëîãèåé, òî è ôîðìóëà Q òàêæå áóäåò ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôîðìóëà P ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé. Áóêâàì,
èç êîòîðûõ ñîñòàâëåíû ôîðìóëû B1, B2, . . . , Bn ïðèäàäèì ïðîèçâîëü-
íûå, íî ôèêñèðîâàííûå èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ. Íà ýòîì íàáîðå ôîðìó-
ëûB1, B2, . . . , Bn ïðèìóò íåêîòîðûå èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ a1, a2, . . . , an.
Ïðèäàäèì ýòè çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííî áóêâàì A1, A2, . . . , An ôîðìóëû
P è ôîðìóëàì B1, B2, . . . , Bn ôîðìóëû Q. Î÷åâèäíî, ôîðìóëû P è Q
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ïðèìóò îäèíàêîâûå èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ è ýòî çíà÷åíèå áóäåò 1, ïî-
ñêîëüêó P òàâòîëîãèÿ. Òàêèì îáðàçîì, íà ïðîèçâîëüíîì íàáîðå èñòèí-
íîñòíûõ çíà÷åíèé áóêâ, âõîäÿùèõ â ôîðìóëó Q, ôîðìóëà Q ïðèíÿëà
çíà÷åíèå 1. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ôîðìóëà Q ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 2.8. Òåîðåìà 2.3 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîäñòàíîâêà â òàâ-
òîëîãèþ ôîðìóë âìåñòî áóêâ äàåò òàâòîëîãèþ. Ïîýòîìó òàâòîëî-
ãèé ìîæíî îáðàçîâàòü ñêîëüêî óãîäíî è, ñëåäîâàòåëüíî, èõ ìíîæåñòâî
áåñêîíå÷íî.

Ìû óæå ñêàçàëè, ÷òî 22 òàâòîëèãèè ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñïèñêà ðàâ-
íîñèëüíîñòåé. Óêàæåì åùå ðÿä òàâòîëîãèé. Èõ îñîáåííîñòü â òîì, ÷òî â
êàæäîé èç íèõ ïîñëåäíåé âûïîëíÿåòñÿ èìïëèêàöèÿ è ïîýòîìó ýòè òàâòî-
ëîãèè íàçûâàþò òàâòîëîãè÷åñêèìè èìïëèêàöèÿìè. Îíè äàþò îáîñíîâà-
íèå íåêîòîðûì ñïîñîáàì ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ. Îá ýòîì ðå÷ü
ïîéäåò ïîçæå, à ïîêà îãðàíè÷èìñÿ ïðèâåäåíèåì èõ ñïèñêà:

1. A ∧ (A→ B)→ B � çàêîí çàêëþ÷åíèÿ;
2. A ∧B → A
A ∧B → B � çàêîíû óäàëåíèÿ êî-

íüþíêöèè;
3. A→ A ∨B
B → A ∨B � çàêîíû ââåäåíèÿ äèçú-

þíêöèè;
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4. (A ∨B) ∧B → A � çàêîí óäàëåíèÿ äèçúþíê-
öèè;

5. A→ A � çàêîí ââåäåíèÿ äâîéíîãî
îòðèöàíèÿ;

6. A→ A � çàêîí óäàëåíèÿ äâîéíîãî
îòðèöàíèÿ;

7. (A→ B) ∧ (B → A)→ (A↔ B) � çàêîí ââåäåíèÿ ýêâèâà-
ëåíöèè;

8. (A↔ B)→ (A→ B)
(A↔ B)→ (B → A) � çàêîíû óäàëåíèÿ ýêâèâà-

ëåíöèè;
9. (A→ B)→ (B → A) � çàêîí êîíòðàïîçèöèè;
10. (A→ B) ∧ (A→ B)→ A � çàêîí äîêàçàòåëüñòâà îò

ïðîòèâíîãî;
11. (A→ B) ∧ (B → C)→ (A→ C) � çàêîí ñèëëîãèçìà;
12. (A→ C) ∧ (B → C)→ (A ∨B → C) � çàêîí ñëîæåíèÿ ïîñûëîê;
13. (A→ B) ∧ (A→ C)→ (A→ B ∧ C) � çàêîí óìíîæåíèÿ çàêëþ-

÷åíèé;
14. (A↔ B) ∧ (B ↔ C)→ (A↔ C) � çàêîí òðàíçèòèâíîñòè ýê-

âèâàëåíöèè.

Çàìåòèì, ÷òî èìåþòñÿ ôîðìóëû, êîòîðûå ÿâëÿþò ñîáîé ïîëíóþ ¾ïðî-
òèâîïîëîæíîñòü¿ òàâòîëîãèÿì.
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Îïðåäåëåíèå 2.12. Ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîðå÷èåì, åñëè ïðè
ëþáîì íàáîðå çíà÷åíèé âõîäÿùèõ â íåå áóêâ îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0.

Ïðîòèâîðå÷èÿ íàçûâàþò åùå è òîæäåñòâåííî-ëîæíûìè ôîðìóëàìè.
Ïðèâåäåì ïðèìåðû òàêèõ ôîðìóë: A ∧ A, A↔ A, (A→ B)↔ (B ∧ A).

Çàìå÷àíèå 2.9. Ôîðìóëà A ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà A ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èåì.

Îïðåäåëèì åùå îäèí êëàññ ôîðìóë.

Îïðåäåëåíèå 2.13. Ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ âûïîëíèìîé, åñëè èìååòñÿ
õîòÿ áû îäèí íàáîð çíà÷åíèé áóêâ, âõîäÿùèõ â ôîðìóëó, íà êîòîðîì
ôîðìóëà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1.

Èç ñîîòâåòñòâóþùèõ îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî âñÿêàÿ òîæäåñòâåííî
- èñòèííàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ âûïîëíèìîé è íèêàêàÿ òîæäåñòâåííî -
ëîæíàÿ ôîðìóëà âûïîëíèìîé íå ÿâëÿåòñÿ.
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2.1.5. Äâîéñòâåííîñòü ôîðìóë.

Åñëè âíèìàòåëüíî ïîñìîòðåòü íà ðàâíîñèëüíîñòè 2-19, òî ìîæíî îá-
íàðóæèòü èíòåðåñíóþ çàêîíîìåðíîñòü. Âî-ïåðâûõ, òàì íåò ñèìâîëîâ→
è⇔. Âî-âòîðûõ, â êàæäîé ïàðå ðàâíîñèëüíîñòåé(2 è 3, 4 è 5 è ò.ä.) îäíó
èç íèõ ìîæíî ïîëó÷èòü èç äðóãîé ïóòåì çàìåíû âñåõ ñèìâîëîâ ∨ íà ∧ è
íàîáîðîò, à òàêæå âñåõ ñèìâîëîâ 1 íà 0 è 0 íà 1. Â ýòîì âûðàæàåòñÿ òàê
íàçûâàåìûé çàêîí äâîéñòâåííîñòè. Ïðèñòóïèì ê åãî ðàññìîòðåíèþ. Â
ýòîì ïóíêòå ðå÷ü ïîéäåò òîëüêî îò òåõ ôîðìóëàõ, êîòîðûå íå ñîäåðæàò
ñèìâîëîâ → è ⇔.

Îïðåäåëåíèå 2.14. Ôîðìóëà B íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííîé ê ôîðìóëå
A, åñëè B ìîæíî ïîëó÷èòü èç A ïóòåì çàìåíû âñåõ ñèìâîëîâ ∨ íà ∧ è
íàîáîðîò, à òàêæå âñåõ ñèìâîëîâ 1 íà 0 è 0 íà 1.

Ïðèìåð 2.11. Åñëè A åñòü (X1∨X2)∧ (X1∨X3), òî äâîéñòâåííàÿ
åé ôîðìóëà B åñòü (X1 ∧X2)∨ (X1 ∧X3) è åñëè A åñòü X1 ∨X2 ∧X1,
òî B åñòü X1 ∧X2 ∨X1.

Î÷åâèäíî, åñëè ôîðìóëà B äâîéñòâåííà ê A, òî è A äâîéñòâåííà ê
B. Ôîðìóëó, äâîéñòâåííóþ ê A, îáîçíà÷àþò A∗, à ÷òîáû îòìåòèòü òî,
÷òî ôîðìóëà A ñîñòàâëåíà èç áóêâ X1, . . . , Xn ïèøóò A(X1, X2, . . . , Xn)
Îòìåòèì ñëåäóþùèå î÷åâèäíûå ñâîéñòâà:

1. Åñëè A = B, òî A∗ = B∗;
2. Åñëè A = B1 ∧B2, òî A

∗ = B∗1 ∧B∗2 ;
3. Åñëè A = B1 ∨B2, òî A

∗ = B∗1 ∨B∗2 .
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Ëåììà 2.1. Åñëè ôîðìóëà A∗(X1, X2, . . . , Xn) äâîéñòâåííà ê ôîð-
ìóëå A(X1, X2, ..., Xn), òî èìååò ìåñòî ðàâíîñèëüíîñòü

A(X1, X2, ..., Xn) ≡ A∗(X1, X2, ..., Xn)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïðîâåäåì ïî ïðèíöèïó ìà-
òåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè îòíîñèòåëüíî r(A)� ÷èñëà âñåõ ñèìâîëîâ îïåðà-
öèé â ôîðìóëå A.

1. r(A) = 0 , òî åñòü ôîðìóëà íå ñîäåðæèò ñèìâîëîâ îïåðàöèé. Ïî
îïðåäåëåíèþ 2.6 òàêàÿ ôîðìóëà ñîñòîèò èç îäíîé áóêâû X1, èëè èç îä-
íîãî ñèìâîëà 0 èëè 1. Â ïåðâîì ñëó÷àå A(X1)=X1, A

∗(X1)=X1, òî åñòü
A(X1) ≡ A∗(X1). Âî âòîðîì ñëó÷àå ïóñòü ôîðìóëà À ñîñòîèò èç îäíîãî
ñèìâîëà 0. Òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü äîêàçûâàåìîé ðàâíîñèëüíîñòè áóäåò èìåòü
âèä 0 ≡ 1, ïðàâàÿ � 0∗ ≡ 1. Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ è îñòàâøèéñÿ
ñëó÷àé.

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëåììà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ôîðìóë, ñîäåðæà-
ùèõ íå áîëåå k ñèìâîëîâ îïåðàöèé. Äîêàæåì, ÷òî ëåììà âûïîëíÿåòñÿ
äëÿ ôîðìóëû À òàêîé, ÷òî r(A) = k + 1 . Äëÿ ôîðìóëû À âîçìîæåí
îäèí èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:
a) À èìååò âèä B, òî åñòü A(X1, . . . , Xn)=B(X1, . . . , Xn). Ïîñêîëüêó
r(A) = k + 1 è À åñòü B, òî r(B) = k . Ïîýòîìó äëÿ ôîðìóëû Â ëåììà
ïî ïðåäïîëîæåíèþ âûïîëíÿåòñÿ, â ñèëó ÷åãî

B(X1, X2, . . . , Xn) ≡ B∗(X1, X2, . . . , Xn)



52

Ïî ñâîéñòâó 1 èìååì: A∗(X1, X2, . . . , Xn) ≡ B∗(X1, X2, . . . , Xn). Òåïåðü,
ïðèìåíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî óñëîâèå à), ïðåäïîëîæåíèå è ñâîéñòâî 1 ïî-

ëó÷èì A(X1, X2, . . . , Xn) ≡ B(X1, X2, . . . , Xn) ≡ B∗(X1, X2, . . . , Xn) ≡
≡ A∗(X1, X2, . . . , Xn);

á) A èìååò âèä B1 ∧ B2, òî åñòü A(X1, . . . , Xn)= B1(X1, . . . , Xn) ∧
B2(X1, . . . , Xn). Òàê êàê r(A) = k + 1 è A = B1 ∧ B2, òî r(B1) ≤ k è
r(B2) ≤ k. Ïîýòîìó äëÿ ôîðìóë B1, B2 ëåììà ïî ïðåäïîëîæåíèþ âû-
ïîëíÿåòñÿ. Íà ýòîì îñíîâàíèè ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî B1(X1, . . . , Xn)
≡ B∗1(X1, . . . , Xn),

B2(X1, . . . , Xn) ≡ B∗2(X1, . . . , Xn). Â ñèëó ñâîéñòâà 2 ïîëó÷èì:
A∗(X1, . . . , Xn) ≡ B∗1(X1, . . . , Xn) ∨ B∗2(X1, . . . , Xn) Òåïåðü, ïðèìåíÿÿ
ïîñëåäîâàòåëüíî óñëîâèå á), ðàâíîñèëüíîñòü 10, ïðåäïîëîæåíèå è ñâîé-
ñòâî 2 ïîëó÷àåì: A(X1, . . . , Xn) = B1(X1, . . . , Xn) ∧B2(X1, . . . , Xn) ≡
B1(X1, . . . , Xn) ∨ B2(X1, . . . , Xn) ≡ B∗1(X1, . . . , Xn) ∨ B∗2(X1, . . . , Xn) ≡
A∗(X1, . . . , Xn);
â) A èìååò âèä B1 ∨B2. Ýòîò ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî á).
Ëåììà 2.1 äîêàçàíà.

Äîêàæåì òåïåðü çàêîí äâîéñòâåííîñòè, ñóòü êîòîðîãî âûðàæàåò ñëå-
äóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.4. Åñëè ôîðìóëû A(X1, . . . , Xn) è B(X1, . . . , Xn) ðàâíî-
ñèëüíû, òî è äâîéñòâåííûå èì ôîðìóëû A∗(X1, . . . , Xn) è
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B∗(X1, . . . , Xn) òàêæå ðàâíîñèëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A(X1, . . . , Xn) ≡ B(X1, . . . , Xn). Ïðèìåíÿÿ
ëåììó 2.1 ïîëó÷èì, ÷òî

A(X1, . . . , Xn) ≡ A∗(X1, . . . , Xn), B(X1, . . . , Xn) ≡ B∗(X1, . . . , Xn)

Îñíîâûâàÿñü íà ýòèõ ðàâíîñèëüíîñòÿõ è óñëîâèè òåîðåìû çàêëþ÷àåì,
÷òî

A∗(X1, . . . , Xn) ≡ B∗(X1, . . . , Xn),

îòêóäà ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíîñèëüíîñòè äåëàåì âûâîä

A∗(X1, . . . , Xn) ≡ B∗(X1, . . . , Xn)

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 2.10. Åñëè äîêàçàíà ðàâíîñèëüíîñòü äâóõ ôîðìóë, íå
ñîäåðæàùèõ ñèìâîëîâ → è ↔, òî çàêîí äâîéñòâåííîñòè ïîçâîëÿåò
ñ÷èòàòü äîêàçàííîé åùå îäíó ðàâíîñèëüíîñòü, ïîëó÷àåìóþ èç èñõîä-
íîé çàìåíîé âñåõ ñèìâîëîâ ∧ íà ∨ è íàîáîðîò, à òàêæå çàìåíîé 1 íà 0
è 0 íà 1. Ýòî ìîæíî ñêàçàòü î ëþáîé ðàâíîñèëüíîñòè ( íå òîëüêî î 2
� 19), èñêëþ÷àÿ ðàâíîñèëüíîñòè 10, 11, ïîñêîëüêó îíè ïðèìåíÿëèñü ïðè
äîêàçàòåëüñòâå çàêîíà äâîéñòâåííîñòè. Ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, ïðè
äîêàçàòåëüñòâå ðàâíîñèëüíîñòåé 2 � 19 (èñêëþ÷àÿ 10,11)äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü èç êàæäîé ïàðû ( 2 è 3, 4 è 5, è ò.ä.) òîëüêî îäíó.
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2.1.6. Íîðìàëüíûå ôîðìû

Â ïóíêòå 2.1.4 áûëà îïðåäåëåíà ýëåìåíòàðíàÿ êîíüþíêöèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.15. Âñÿêàÿ äèçúþíêöèÿ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé
íàçûâàåòñÿ äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé (ÄÍÔ).

Ïðèìåð 2.12. (A ∧ B ∧ C) ∨ (A ∧ B) ∨ C, (A ∧ B) ∨ C � ýòè ÄÍÔ
ñîñòîÿò ñîîòâåòñòâåííî èç òðåõ è äâóõ äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ (ýëå-
ìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé). ÄÍÔ ìîæåò ñîñòîÿòü è èç îäíîãî äèçúþíê-
òèâíîãî ÷ëåíà: A ∧B,C.

Îïðåäåëåíèå 2.16. ÄÍÔ íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííîé (ÑÄÍÔ), åñëè
êàæäàÿ áóêâà ôîðìóëû âõîäèò â êàæäûé äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí ðîâíî
îäèí ðàç ( ñ îòðèöàíèåì èëè áåç íåãî).

Ïðèìåð 2.13. (A∧B)∨ (A∧B)∨ (A∧B), (A∧B∧C)∨ (A∧B∧C).

Äîêàæåì òåïåðü òåîðåìó î ïðåäñòàâëåíèè ôîðìóë ñïåöèàëüíûìè ôîð-
ìàìè.

Òåîðåìà 2.5. Âñÿêóþ ôîðìóëó, òîæäåñòâåííî íå ðàâíóþ íóëþ, ìîæ-
íî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàâíîñèëüíîé åé ÑÄÍÔ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàíà ôîðìóëà P (A1, A2, . . . , An) 6≡ 0. Î÷å-
âèäíî, ôîðìóëó P ìîæíî çàäàòü è èñòèííîñòíîé òàáëèöåé ñ 2n ñòðî-
êàìè è n + 1 ñòîëáöàìè. Â ïåðâûõ n ñòîëáöàõ áóäóò çàïèñàíû íàáîðû
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σ1, σ2, . . . , σn çíà÷åíèé A1, A2, . . . , An â ïîñëåäíåì (n + 1)-îì ñòîëáöå �
çíà÷åíèÿ ôîðìóëû P äëÿ ýòèõ íàáîðîâ.

Äëÿ êàæäîé ñòðîêè σ1, σ2, . . . , σn òàáëèöû îïðåäåëèì ýëåìåíòàðíóþ
êîíúþíêöèþ Aσ1

1 ∧ A
σ2
2 ∧ . . .Aσn

n , ãäå

σi=

{
Ai , åñëè σi=1,

Ai, åñëè σi=0.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Aσ1
1 ∧ A

σ2
2 ∧ . . .Aσn

n ≡ 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
äëÿ êàæäîãî i (1 ≤ i ≤ n) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ai ≡ σi.

Òåïåðü èç ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé Aσ1
1 ∧ A

σ2
2 ∧ . . .Aσn

n òàêèõ, ÷òî
P(σ1, σ2, . . . , σn)=1, ñîñòàâèì äèçúþíêöèþ. Òàêàÿ äèçúþíêöèÿ ýëåìåí-
òàðíûõ êîíúþíêöèé áóäåò ÿâëÿòüñÿ ÑÄÍÔ, ïîñêîëüêó êàæäûé äèçú-
þíêòèâíûé ÷ëåí (ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ) ñîäåðæèò êàæäóþ èç áóêâ
A1, A2, . . . , An ðîâíî îäèí ðàç (ñ îòðèöàíèåì èëè áåç íåãî).

Ïîêàæåì, ÷òî ôîðìóëà îïðåäåëÿåìàÿ ýòîé ÑÄÍÔ, ñîâïàäàåò ñ P .
Äëÿ ýòîãî âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé íàáîð υ1, υ2, . . . , υn èñòèííîñòíûõ çíà-
÷åíèé è ïîêàæåì, ÷òî íà ýòîì íàáîðå ôîðìóëà P è ïîñòðîåííàÿ ÑÄÍÔ,
ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ.

a) P (υ1, υ2, . . . , υn)=1. Òîãäà â ÑÄÍÔ èìååòñÿ äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí
Aυ1

1 , A
υ2
2 , . . . , A

υn
n , ñîîòâåòñòâóþùèé ñòðîêå υ1, υ2, . . . , υn òàáëèöû ôîðìó-

ëû P . Ïðè ïîäñòàíîâêå â ýòîò ÷ëåí çíà÷åíèé v1, v2, ..., vn âìåñòî ñîîòâåò-
ñòâåííî A1, A2, ..., An ïîëó÷èì, ÷òî v

v1
1 ∧ vv22 ∧ ... ∧ vvnn = 1, òàê êàê äëÿ
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êàæäîãî 1 ≤ i ≤ n âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ai = vi. Òîãäà è ÑÄÍÔ ïðèìåò
çíà÷åíèå 1, ïîñêîëüêó îäèí åå ÷ëåí ïðèíÿë çíà÷åíèå 1.

b) P(v1, v2, ..., vn) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå â ÑÄÍÔ íåò äèçúþíêòèâíîãî
÷ëåíà Av1

1 ∧Av2
2 ∧ ...∧Avn

n ñîîòâåòñòâóþùåãî ñòðîêå v1, v2, ..., vn òàáëèöû.
Ïîäñòàâèì çíà÷åíèÿ v1, v2, ..., vn âî âñå äèçúþíêòèâíûå ÷ëåíû ÑÄÍÔ.
Òàê êàê â òàáëèöå íåò îäèíàêîâûõ ñòðîê, òî äëÿ êàæäîãî äèçúþíêòèâ-
íîãî ÷ëåíà Aσ1

1 ∧ A
σ2
2 ∧ ... ∧ Aσn

n íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäèí íîìåð 1 ≤ j ≤ n

äëÿ êîòîðîãî Aj = vj 6= σj. Íî òîãäà A
σj
j = 0 è â ñèëó çàìå÷àíèÿ âåñü

äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí Aσ1
1 ∧A

σ2
2 ∧ ... ∧Aσn

n îáðàùàåòñÿ â 0. Äèçúþíêöèÿ
æå íóëåé äàñò íóëü, òî åñòü ÑÄÍÔ ïðèìåò çíà÷åíèå 0.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîé ôîðìóëû ìîæíî ïîñòðîèòü òîëüêî îäíó
ÑÄÍÔ.

Ïðåäïîëîæèì , ÷òî ôîðìóëà P (A1, A2, ..., An) èìååò äâå ðàçíûå ÑÄÍÔ,
îáîçíà÷èì èõ S è Q. Ñàìî ñîáîé ðàçóìååòñÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ ôîðìóë îïðå-
äåëÿåìûõ S è Q, è çíà÷åíèå ôîðìóëû P ñîâïàäàþò, òî åñòü íà êàæäîì
ôèêñèðîâàííîì íàáîðå çíà÷åíèé v1, v2, ..., vn ýòè òðè ôîðìóëû ïðèíèìà-
þò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ.

Òàê êàê S è Q ðàçëè÷íû, òî ó S èìååòñÿ äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí, êîòî-
ðîãî íåò ó Q (èëè íàîáîðîò). Ïóñòü ýòî áóäåò Aσ1

1 ∧A
σ2
2 ∧ ...∧Aσn

n . Òîãäà
íà íàáîðå σ1, σ2, ..., σn ýòîò äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí, à ñëåäîâàòåëüíî è S,
ïðèìåò çíà÷åíèå 1. Ó Q äèçúþíêòèâíîãî ÷ëåíà Aσ1

1 ∧A
σ2
2 ∧ ...∧Aσn

n íåò, è
ó Q âñå äèçúþíêòèâíûå ÷ëåíû íà íàáîðå σ1, σ2, ..., σn áóäóò ïðèíèìàòü
çíà÷åíèå 0. Ýòî æå çíà÷åíèå 0 ïðèìåò Q êàê äèçúþíêöèÿ íóëåé. Òà-



57

êèì îáðàçîì, ôîðìóëû îïðåäåëÿåìûå S è Q, íà îäíîì è òîì æå íàáîðå
σ1, σ2, ..., σn ïðèíÿëè ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ (S = 1, Q = 0), ÷òî ïðîòèâîðå-
÷èò óñëîâèþ ðàâíîñèëüíîñòè ýòèõ ôîðìóë. Ñëåäîâàòåëüíî, íàøå ïðåä-
ïîëîæåíèå íåâåðíî è ôîðìóëà P èìååò åäèíñòâåííóþ ÑÄÍÔ. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñëåäóåò ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ÑÄÍÔ ïî òàá-
ëèöå ôîðìóëû P (A1, A2, ..., An).
1. Â òàáëèöå îòìå÷àþò ñòðîêè σ1, σ2, ..., σn, äëÿ êîòîðûõ
P (σ1, σ2, . . . , σn) = 1.
2. Äëÿ êàæäîé òàêîé ñòðîêè σ1, σ2, ..., σn ñòðîÿò ýëåìåíòàðíóþ êîíúþíê-
öèþ Aσ1

1 ∧ A
σ2
2 ∧ ... ∧ Aσn

n , ãäå

A
σj
j =

{
Ai , åñëè σi=1,

Ai, åñëè σi=0.

3. Èç ïîñòðîåííûõ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé ñîñòàâëÿþò äèçúþíê-
öèþ, êîòîðàÿ è áóäåò ÿâëÿòüñÿ ÑÄÍÔ.
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Ïðèìåð 2.14. Äëÿ ôîðìóëû P (A1, A2, A3) çàäàííîé òàáëèöåé 4, ïî-
ñòðîèì ÑÄÍÔ.

Òàáëèöà 4

A1 A2 A3 P (A1, A2, A3)

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

0 1 1 1

1 0 0 1

1 0 1 0

1 1 0 0

1 1 1 1

Âíà÷àëå îòìå÷àåì ñòðîêè σ1, σ2, σ3, äëÿ êîòîðûõ P (σ1, σ2, σ3)=1. Ýòî
áóäóò ïåðâàÿ, ÷åòâåðòàÿ, ïÿòàÿ è âîñüìàÿ ñòðîêè. Çàòåì âûïèøåì ñîîò-
âåòñòâóþùèå èì ýëåìåíòàðíûå êîíúþíêöèè:

A0
1 ∧ A0

2 ∧ A0
3=A1 ∧ A2 ∧ A3

A0
1 ∧ A1

2 ∧ A1
3=A1 ∧ A2 ∧ A3
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A1
1 ∧ A0

2 ∧ A0
3=A1 ∧ A2 ∧ A3

A1
1 ∧ A1

2 ∧ A1
3=A1 ∧ A2 ∧ A3

Ñîñòàâèì èç ïîñòðîåííûõ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé ÑÄÍÔ: (A1 ∧
A2 ∧ A3) ∨ (A1 ∧ A2 ∧ A3) ∨ (A1 ∧ A2 ∧ A3) ∨ (A1 ∧ A2 ∧ A3).

Çàìå÷àíèå 2.11. Àíàëîãè÷íî ÄÍÔ è ÑÄÍÔ îïðåäåëÿþòñÿ ÊÍÔ è
ÑÊÍÔ. Ïðèâåäåì ëèøü ïðèìåð ÑÊÍÔ : (A ∨ B ∨ C) ∧ (A ∨ B ∨ C) ∧
(A ∨B ∨ C)

Òåîðåìà 2.6. Âñÿêóþ ôîðìóëó, òîæäåñòâåííî íå ðàâíóþ 1, ìîæíî
åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàâíîñèëüíîé åé ÑÊÍÔ.

Çàìå÷àíèå 2.12. Òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî òåîðåìå 1.5.
Ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ äèçúþíêöèé áóäåò ÿñåí èç ïðåäëî-
ãàåìîãî íèæå àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ÑÊÍÔ ïî òàáëèöå ôîðìóëû
P (A1, A2, ..., An).
1. Â òàáëèöå îòìå÷àþò ñòðîêè σ1, σ2, ..., σn, äëÿ êîòîðûõ
P (σ1, σ2, ..., σn) = 0;
2. Äëÿ êàæäîé òàêîé ñòðîêè σ1, σ2, ..., σn ñòðîèì ýëåìåíòàðíóþ äèçú-
þíêöèþ Aσ1

1 ∨ A
σ2
2 ∨ ... ∨ Aσn

n ;
3. Èç ïîñòðîåííûõ ýëåìåíòàðíûõ äèçúþíêöèé ñîñòàâëÿþò êîíúþíê-
öèþ.

Ïðèìåð 2.15. Ïîñòðîèì ÑÊÍÔ äëÿ ôîðìóëû P (A1, A2, A3), çàäàí-
íîé òàáëèöåé 4.
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Âíà÷àëå îòìåòèì ñòðîêè σ1, σ2, σ3, äëÿ êîòîðûõ
P (σ1, σ2, σ3) = 0; âòîðàÿ, òðåòüÿ, øåñòàÿ, ñåäüìàÿ. Âûïèøåì ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èì ýëåìåíòàðíûå äèçúþíêöèè Aσ1

1 ∨ A
σ2
2 ∨ ... ∨ Aσn

n äëÿ ýòèõ
ñòðîê:

A0
1 ∨ A0

2 ∨ A1
3 = A1

1 ∨ A1
2 ∨ A0

3 = A1 ∨ A2 ∨ A3;
A0

1 ∨ A1
2 ∨ A0

3 = A1
1 ∨ A0

2 ∨ A1
3 = A1 ∨ A2 ∨ A3;

A1
1 ∨ A0

2 ∨ A1
3 = A0

1 ∨ A1
2 ∨ A0

3 = A1 ∨ A2 ∨ A3;
A1

1 ∨ A1
2 ∨ A0

3 = A0
1 ∨ A0

2 ∨ A1
3 = A1 ∨ A2 ∨ A3.

Ñîñòàâèì ÑÊÍÔ:
(A1 ∨ A2 ∨ A3) ∧ (A1 ∨ A2 ∨ A3 ∧ (A1 ∨ A2 ∨ A3) ∧ (A1 ∨ A2 ∨ A3)

Çàìå÷àíèå 2.13. Èç ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ ÑÄÍÔ è ÑÊÍÔ ìîæ-
íî çàìåòèòü ñëåäóþùóþ çàêîíîìåðíîñòü. Åñëè ÑÄÍÔ äëÿ ôîðìóëû
P (A1, A2, ..., An) ñîñòîèò èç m äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ , òî ÑÊÍÔ äëÿ
ýòîé æå ôîðìóëû ñîñòîèò èç 2n −m ÷ëåíîâ.
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2.1.7. Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ

Îïðåäåëåíèå 2.17. Ôîðìóëà B íàçûâàåòñÿ ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì
ôîðìóë A1, A2, . . . , An (n ≥ 1), åñëè ôîðìóëà A1 ∧ A2 ∧ · · · ∧ An → B
ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé.

Åñëè ôîðìóëà B ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì ôîðìóë
A1, A2, . . . , An, òî ïèøóòA1, A2, . . . , An |= B, à ñàìó çàïèñüA1, A2, . . . , An |=
B ÷èòàþò ¾Èç A1, A2, . . . , An ëîãè÷åñêè ñëåäóåò B¿.

Ïðèìåð 2.16. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôîðìóëà A ∧ (A → B) →
B ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé. Ïîýòîìó ôîðìóëà B ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì
ñëåäñòâèåì ôîðìóë A, A→ B, òî åñòü A, A→ B |= B.

Çàìå÷àíèå 2.14. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî òàâòîëîãèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì ëþáîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë. Åñëè æå ôîð-
ìóëà A1 ∧ A2 ∧ · · · ∧ An ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èåì, òî èç ôîðìóë
A1, A2, . . . , An ëîãè÷åñêè ñëåäóåò ëþáàÿ ôîðìóëà.

Ëîãè÷åñêîå ñëåäîâàíèå ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì, îïðåäåëåííîì íà ìíî-
æåñòâå âñåõ ôîðìóë. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îíî, êàê è îòíîøåíèå ðàâ-
íîñèëüíîñòè, îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ðåôëåêñèâíîñòè è òðàíçèòèâíîñòè.
Íî, â îòëè÷èå îò ðàâíîñèëüíîñòè, îòíîøåíèå ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ íå
îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñèììåòðè÷íîñòè. Ïîýòîìó îíî íå ÿâëÿåòñÿ îòíîøå-
íèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.
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Ïîíÿòèå ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ ïîçâîëÿåò ïðîâåðÿòü ïðàâèëüíîñòü
ðàññóæäåíèé. Âñÿêîå ðàññóæäåíèå ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà âûñêàçûâàíèé,
îäíî èç êîòîðûõ íàçûâàþò çàêëþ÷åíèåì, à îñòàëüíûå � ïîñûëêàìè.

Ïðèìåð 2.17. Ïðèâåäåì ïðèìåðû ðàññóæäåíèé.
1. Åñëè ìíîãîóãîëüíèê ABCDE � ïðàâèëüíûé, òî åãî ìîæíî âïè-

ñàòü â îêðóæíîñòü. Ìíîãîóãîëüíèê ABCDE íå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëü-
íûì. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãîóãîëüíèê ABCDE íåëüçÿ âïèñàòü â îêðóæ-
íîñòü.

2. Åñëè 2 � ÷åòíîå ÷èñëî, òî 4 � ÷åòíîå ÷èñëî. 4 � ÷åòíîå ÷èñëî.
Ñëåäîâàòåëüíî, 2 � ÷åòíîå ÷èñëî.

3. Åñëè 8 � ïðîñòîå ÷èñëî, òî 10 � ïðîñòîå ÷èñëî. 8 � ïðîñòîå ÷èñëî.
Ñëåäîâàòåëüíî, 10 � ïðîñòîå ÷èñëî.

4. Åñëè â 4ABC óãîë A � ïðÿìîé, òî a2 = b2 + c2. Â 4ABC óãîë A
� ïðÿìîé. Ñëåäîâàòåëüíî, a2 = b2 + c2.

Ðàññóæäåíèå ñ÷èòàåòñÿ ïðàâèëüíûì, åñëè èç êîíúþíêöèè åãî ïîñû-
ëîê ëîãè÷åñêè ñëåäóåò çàêëþ÷åíèå. Èñõîäÿ èç ýòîãî, äëÿ ïðîâåðêè ïðà-
âèëüíîñòè ðàññóæäåíèÿ äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Ôîðìàëèçîâàòü âñå ïîñûëêè è çàêëþ÷åíèå, òî åñòü ïðåäñòàâèòü â
âèäå ôîðìóë;

2. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ôîðìóëà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàêëþ÷åíèþ,
ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì ôîðìóë, ñîîòâåñòâóþùèõ ïîñûëêàì. Åñëè � äà,
òî ðàññóæäåíèå ïðàâèëüíîå, èíà÷å � íåïðàâèëüíîå.
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Ïðîâåðèì ïðàâèëüíîñòü ðàññóæäåíèÿ 1. Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷èì âûñêà-
çûàíèÿ:

A � Ìíîãîóãîëüíèê ABCDE � ïðàâèëüíûé.
B � Ìíîãîóãîëüíèê ABCDE ìîæíî âïèñàòü â îðêóæíîñòü.

Òîãäà ôîðìóëû, ñîîòâåòñòâóþùèå äâóì ïîñûëêàì ðàññóæäåíèÿ è åãî
çàêëþ÷åíèþ, ïðèìóò âèä A → B, A è B. Óñòàíîâèì, ÿâëÿåòñÿ ëè ôîð-
ìóëû B ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì ôîðìóë A → B è A. Ñ ýòîé öåëüþ
ïðîâåðèì, ÿâëÿåòñÿ ëè ôîðìóëà (A → B) ∧ A → B òàâòîëîãèåé:(A →
B)∧A→ B ≡ (A∨B)∧A→ B ≡ A→ B. Ôîðìóëà A→ B òàâòîëîãèåé
íå ÿâëÿåòñÿ è ïîýòîìó ðàññóæäåíèå 1 ïðàâèëüíûì íå ÿâëÿåòñÿ. Òàêèì
æå îáðàçîì ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî ðàññóæäåíèÿ 3 è 4 � ïðàâèëüíûå, à
ðàññóæäåíèå 2 ïðàâèëüíûì íå ÿâëÿåòñÿ.

Ñâîéñòâî 1. Åñëè ðàññóæåíèå ïðàâèëüíîå, òî èç ýòîãî åùå íå ñëåäóåò
èñòèííîñòü çàêëþ÷åíèÿ.

Òàê, íàïðèìåð, ðàññóæåíèå 3 � ïðàâèëüíîå, íî åãî çàêëþ÷åíèå � ëîæ-
íî.

Ñâîéñòâî 2. Åñëè çàêëþ÷åíèå èñòèííî, òî èç ýòîãî åùå íå ñëåäóåò
ïðàâèëüíîñòü ðàññóæäåíèÿ.

Ê ïðèìåðó, â ðàññóæäåíèè 2 èñòèííî è çàêëþ÷åíèå è âñå ïîñûëêè, íî
ñàìî ðàññóæäåíèå ïðàâèëüíûì íå ÿâëÿåòñÿ.

Ñâîéñòâî 3. Åñëè â ïðàâèëüíîì ðàññóæäåíèè âñå ïîñûëêè èñòèííû,
òî è çàêëþ÷åíèå èñòèííî.

Äåéñòâèòåëüíî, èç îïðåäåëåíèÿ èìïëèêàöèè è êîíúþíêöèè ñëåäóåò,



64

÷òî ðàññóæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì â äâóõ ñëó÷àÿõ:

� êîãäà õîòÿ áû îäíà èç ïîñûëîê ÿâëÿåòñÿ ëîæíîé;

� êîãäà âñå ïîñûëêè èñòèííû è çàêëþ÷åíèå èñòèííî.

Ïîýòîìó, åñëè â ïðàâèëüíîì ðàññóæäåíèè ïîñûëêè èñòèííû (âòîðîé
ñëó÷àé), òî è çàêëþ÷åíèå äîëæíî áûòü èñòèííûì.

Òàêèì îáðàçîì, îòëè÷èå ìåæäó ïðàâèëüíûìè è íåïðàâèëüíûìè ðàñ-
ñóæäåíèÿìè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Â ïðàâèëüíîì ðàññóæäåíèè èñ-
òèííîñòü âñåõ ïîñûëîê ãàðàíòèðóåò èñòèííîñòü çàêëþ÷åíèÿ. Â íåïðà-
âèëüíîì ðàññóæäåíèè ïðè èñòèííûõ ïîñûëêàõ çàêëþ÷åíèåì ìîæåò áûòü
êàê èñòèííûì, òàê è ëîæíûì.

Ïóñòü äàíû ôîðìóëû A1, A2, . . . , An (n ≥ 1). Ïîñòàâèì çàäà÷ó: íàéòè
âñå ðàçëè÷íûå ôîðìóëû, êîòîðûå ëîãè÷åñêè ñëåäóþò èç ôîðìóë
A1, A2, . . . , An. Ïîä ðàçëè÷íûìè áóäåì ïîíèìàòü íåðàâíîñèëüíûå ôîð-
ìóëû. Ðàâíîñèëüíûå ôîðìóëû áóäåì ñ÷èòàòü îäíèêîâûìè. Ïîòðåáóåì,
÷òîáû ôîðìóëà A1 ∧A2 ∧ · · · ∧An íå ÿâëÿëàñü ïðîòèâîðå÷èåì, èíà÷å èç
ôîðìóë A1, A2, . . . , An ëîãè÷åñêè ñëåäîâàëà áû ëþáàÿ ôîðìóëà.

Ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü è ïî-äðóãîìó: íàéòè
âñå ðàçëè÷íûå ôîðìóëû X òàêèå, ÷òîáû ôîðìóëà A1∧A2∧· · ·∧An → X

ÿâëÿëàñü òàâòîëîãèåé. Èñõîäÿ èç íàøåãî äîïóùåíèÿ î ðàçëè÷íûõ ôîð-
ìóëàõ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôîðìóëà A1 ∧A2 ∧ · · · ∧An èìååò âèä ÑÊÍÔ
è ïîòðåáóåì, ÷òîáû êàæäàÿ ïîñòðîåííàÿ ôîðìóëà X áûëà ïðåäñòàâëåí-
íà â âèäå ÑÊÍÔ. Óòî÷íåííóþ òàêèì îáðàçîì çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü,
îñíîâûâàÿñü íà ñëåäóþùåé òåîðåìå.
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Òåîðåìà 2.7. Åñëè ôîðìóëà A1∧A2∧ · · ·∧An ïðåäñòàâëåííà â âèäå
ÑÊÍÔ è ñîñòîèò èç k êîíúþêòèâíûõ ÷ëåíîâ, òî âñåâîçìîæíûìè ëî-
ãè÷åñêèìè ñëåäñòâèÿìè ôîðìóë A1, A2, . . . , An ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ëèøü
ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

� êàæäûé èç k êîíúþêòèâíûõ ÷ëåíîâ;

� êàæäûå äâà, òðè, ÷åòûðå, è ò.ä. k ðàçëè÷íûõ êîíúþêòèâíûõ ÷ëå-
íà, ñîåäèíåííûå ñèìâîëàìè ∧.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôîðìóëà A1 ∧A2 ∧ · · · ∧An ïðåäñòàâëåíà â
âèäå ÑÊÍÔ è ñîñòîèò èç k êîíúþêòèâíûõ ÷ëåíîâ, îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç
C1, C2, . . . , Ck. Ïîêàæåì, ÷òî êàæäàÿ êîíúþíêöèÿ Ci1 ∧ Ci2 ∧ · · · ∧ Cim,
ñîñòàâëåííàÿ èç m (1 ≤ m ≤ k) êîíúþêòèâíûõ ÷ëåíîâ C1, C2, . . . , Ck,
ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì ôîðìóë A1, A2, . . . , An. Äëÿ ýòîãî äî-
ñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ôîðìóëà A1∧A2∧· · ·∧An → Ci1 ∧Ci2 ∧· · ·∧Cim
ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé. Ïî óñëîâèþ ôîðìóëà C1, C2, . . . , Ck ðàâíîñèëüíà
ôîðìóëå A1 ∧A2 ∧ · · · ∧An. Ïîêàæåì, ÷òî ôîðìóëà C1 ∧C2 ∧ · · · ∧Ck →
Ci1 ∧ Ci2 ∧ · · · ∧ Cim ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé. Äëÿ ýòîãî âîçüìåì ïðîèç-
âîëüíûé, íî ôèêñèðîâàííûé íàáîð çíà÷åíèé áóêâ, èç êîòîðûõ ñîñòàâ-
ëåíû ôîðìóëû C1, C2, . . . , Ck è ïîäñòàâèì ýòè çíà÷åíèÿ âî âñå ôîðìó-
ëû Ci (i ≥ 1). Ôîðìóëû C1, C2, . . . , Ck íà ýòîì íàáîðå ïðèìóò íåêîòî-
ðûå èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç
υ1, υ2, . . . , υk.

Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:
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à) Äëÿ êàæäîãî Cij (1 ≤ j ≤ m) çíà÷åíèå υij = 1. Â ýòîì ñëó÷àå
ôîðìóëà Ci1 ∧ Ci2 ∧ · · · ∧ Cim ïðèìåò çíà÷åíèå 1, â ñèëó ÷åãî ýòî æå
çíà÷åíèå 1 ïðèìåò è ôîðìóëà C1 ∧C2 ∧ · · · ∧Cm → Ci1 ∧Ci2 ∧ · · · ∧Cim;

á) Èìååòñÿ ÷ëåí Cij (1 ≤ j ≤ m), äëÿ êîòîðîãî υij = 0. Òîãäà ôîðìó-
ëà Ci1 ∧ Ci2 ∧ ... ∧ Cim ïðèìåò çíà÷åíèå 0. ×ëåí Cij âçÿò èç ìíîæåñòâà
{C1, C2, ..., Ck}, ïîýòîìó îí áóäåò è â êîíúþíêöèè C1 ∧C2 ∧ ...∧Ck. Ýòà
êîíúþíêöèÿ â ñèëó óñëîâèÿ á) ïðèìåò çíà÷åíèå 0. Òîãäà èìïëèêàöèÿ
C1 ∧ C2 ∧ ... ∧ Ck → Ci1 ∧ Ci2 ∧ ... ∧ Cim ïðèìåò çíà÷åíèå 1.

Òàêèì îáðàçîì, íà ïðîèçâîëüíîì, íî ôèêñèðîâàííîì íàáîðå ôîðìóëà
C1∧C2∧ ...∧Ck → Ci1∧Ci2∧ ...∧Cim ïðèíÿëà çíà÷åíèå 1. À ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî íèêàêèõ äðóãèõ ëîãè÷åñêèõ ñëåäñòâèé, êðî-
ìå êàê âèäà Ci1 ∧ Ci2 ∧ ... ∧ Cim, íåò. Äëÿ ýòîãî âîçüìåì ÑÊÍÔ C

′

i1
∧

C
′

i2
∧ ... ∧ C ′

ip
, â êîòîðîé õîòÿ áû îäèí ÷ëåí C

′

ij
(1 ≤ j ≤ p) îòëè÷åí

îò C1, C2, ..., Ck. Ïóñòü òàêèì ÷ëåíîì áóäåò, íàïðèìåð, C
′

ip
. Â C

′

ip
âìåñòî

áóêâ ïîäñòàâèì çíà÷åíèå 0, à âìåñòî îòðèöàíèé áóêâ - çíà÷åíèå 1. Î÷å-
âèäíî, íà ýòîì íàáîðå C

′

ip
, à ñëåäîâàòåëüíî è C

′

i1
∧ C ′

i2
∧ ... ∧ C ′

ip
ïðèìåò

çíà÷åíèå 0. Ñðåäè C1, C2, ..., Ck ÷ëåíà C
′

ip
íåò. Ïîýòîìó ïðè òåõ çíà÷åíè-

ÿõ, êîòîðûå ïîäñòàâëåíû â C
′

ip
, êàæäûé èç ÷ëåíîâ C1, C2, ..., Ck ïðèìåò

çíà÷åíèå 1, òàê êàê â êàæäîì èç ýòèõ ÷ëåíîâ õîòÿ áû îäíà áóêâà, âìåñòî
êîòîðîé áóäåò ïîäñòàâëåíà 1 èëè îòðèöàíèå áóêâû, âìåñòî êîòîðîé áó-
äåò ïîäñòàâëåí 0. Òîãäà ôîðìóëà C1 ∧C2 ∧ ...∧Ck ïðèìåò çíà÷åíèå 1, à
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ïîñêîëüêó ôîðìóëà C
′

i1
∧C ′

i2
∧ ...∧C ′

ip
ïðèíÿëà çíà÷åíèå 0, òî èìïëèêà-

öèÿ C1∧C2∧ ...∧Ck → C
′

i2
∧ ...∧C ′

ip
ïðèìåò çíà÷åíèå 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

èìïëèêàöèÿ òàâòîëîãèåé íå ÿâëÿåòñÿ è ïîýòîìó ôîðìóëà C
′

i2
∧ ... ∧ C ′

ip

ëîãè÷åñêèì ñëåäñâèåì íå ÿâëÿåòñÿ.
Òàêèì îáðàçîì, íèêàêèõ ñëåäñòâèé, êðîìå êàê âèäà C1∧C2∧ ...∧Cm,

íåò. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Äîêàçàííàÿ òåîðåìà äàåò ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ âñåõ ðàçëè÷íûõ ëîãè÷å-

ñêèõ ñëåäñòâèé èç ôîðìóë A1, A2, ..., An.
1. Ôîðìóëó A1 ∧ A2 ∧ ... ∧ An ïðèâîäÿò ê ÑÊÍÔ.
2. Âûïèñûâàþò âñå êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû, à òàêæå êàæäûå äâà, òðè,

÷åòûðå è ò. ä. ðàçëè÷íûõ êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíà, ñîåäèíåííûå ñèìâîëà-
ìè ∧.

Ïðèìåð 2.18. Íàéòè âñå ëîãè÷åñêèå ñëåäñâèÿ èç ôîðìóë A è
A↔ B.

1. Ôîðìóëó A ∧ (A↔ B) ïðèâîäèì ê ÑÊÍÔ:
A ∧ (A↔ B) ≡ A ∧ (A ∨B) ∧ (A ∨B) ≡ (A ∨B) ∧ (A ∨B) ∧ (A ∨B).

2. Âûïèñûâàåì âñå ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ:
A ∨B, A ∨B, A ∨B, (A ∨B) ∧ (A ∨B), (A ∨B) ∧ (A ∨B),
(A ∨B) ∧ (A ∨B), (A ∨B) ∧ (A ∨B) ∧ (A ∨B).

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó, îáðàòíóþ ê òîëüêî ÷òî ðàññìîòðåííîé: íàé-
òè âñå ñîâîêóïíîñòè ôîðìóë, èç êîòîðûõ ëîãè÷åñêè ñëåäóåò ôîðìóëà
P (X1, . . . , Xn). Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è, íàéäåì
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ðåøåíèå äðóãîé çàäà÷è, áîëåå óçêîé: óêàçàòü âñå ôîðìóëûQ(X1, . . . , Xn),
èç êîòîðûõ ëîãè÷åñêè ñëåäóåò ôîðìóëà P (X1, . . . , Xn). Ýòî çíà÷èò, òðå-
áóåòñÿ íàéòè âñå ôîðìóëû Q(X1, . . . , Xn) òàêèå, ÷òîáû ôîðìóëà
Q(X1, . . . , Xn)→ P (X1, . . . , Xn) ÿâëÿëàñü òàâòîëîãèåé.

Óêàæåì ñïîñîá ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è.

1. Ôîðìóëó P (X1, ..., Xn) ïðåäñòàâëÿåì â âèäå ÑÊÍÔ. ×èñëî êîíú-
þíêòèâíûõ ÷ëåíîâ Xυ1

1 ∨X
υ2
2 ∨ ... ∨Xυn

n â ýòîé ÑÊÍÔ îáîçíà÷èì ÷åðåç
m.

2. Òðåáóåìûìè ôîðìóëàìè Q(X1, ..., Xn) áóäóò ñëåäóþùèå:
- 2n −m ôîðìóë âèäà P (X1, ..., Xn) ∧ (Xυ1

1 ∨X
υ2
2 ∨ ... ∨Xυn

n ) , ãäå Xυ1
1 ∨

Xυ2
2 ∨ ... ∨Xυn

n - êîíúþêòèâíûé ÷ëåí, íå âõîäÿùèé â P (X1, ..., Xn);

- Ôîðìóëà P (X1, ..., Xn) è êàæäûå äâà, òðè, ÷åòûðå è ò. ä. 2n − m
êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíà, íå âõîäÿùèå â P (X1, ..., Xn) è ñîåäèíåííûå ñèì-
âîëàìè ∧.

Òî, ÷òî èç ôîðìóë, ïîëó÷àåìûõ ïî óêàçàííîìó àëãîðèòìó, äåéñòâè-
òåëüíî ëîãè÷åñêè ñëåäóåò ôîðìóëà P (X1, ..., Xn), ïîêàçûâàåòñÿ àíàëî-
ãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1 . Ïîêàæåì, ÷òî íèêàêèõ äðóãèõ ôîðìóë
Q(X1, ..., Xn), èç êîòîðûõ áû ëîãè÷åñêè ñëåäîâàëà ôîðìóëà P (X1, ..., Xn),
íåò. Â ñàìîì äåëå, åñëè ôîðìóëà P (X1, ..., Xn) ñîñòîèò èç m êîíúþíêòèâ-
íûõ ÷ëåíîâ, òî òåîðåìà 1 óòâåðæäàåò, ÷òî ôîðìóëàQ(X1, ..., Xn) äîëæíà
ñîñòîÿòü íå ìåíåå ÷åì èç m êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. À óêàçàííûé ñïîñîá
ðåøåíèÿ êàê ðàç è äàåò âñåâîçìîæíûå ôîðìóëû Q(X1, ..., Xn), ñîñòîÿ-
ùèå íå ìåíåå ÷åì èç m êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ.
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Ïðèìåð 2.19. Íàéòè âñå ôîðìóëû âèäà Q(X1, X2), èç êîòîðûõ ëî-
ãè÷åñêè ñëåäóåò ôîðìóëà P (X1, X2) = X1 → (X1 ↔ X2).

Ïðåäñòàâèì P (X1, X2) â âèäå ÑÊÍÔ: X1 → (X1 ↔ X2) ≡ X1∨(X1∨
X2) ∧ (X1 ∨X2) ≡ X1 ∨X2. Òîãäà êîíúþêòèâíûõ ÷ëåíîâ, íå âõîäÿùèõ
â ýòó ÑÊÍÔ áóäåò òðè: X1 ∨X2, X1 ∨X2, X1 ∨X2. Ïîýòîìó ðàçëè÷-
íûìè ôîðìóëàìè Q(X1, X2) òàêèìè, ÷òî èç êàæäîé èç íèõ ëîãè÷åñêè
ñëåäóåò ôîðìóëà P (X1, X2) áóäåò ñëåäóþùèå:

� X1 ∨X2 ∧ (X1 ∨X2), (X1 ∨X2) ∧ (X1 ∨X2), (X1 ∨X2) ∧ (X1 ∨X2);

� (X1∨X2)∧ (X1∨X2)∧ (X1∨X2), (X1∨X2)∧ (X1∨X2)∧ (X1∨X2),
(X1 ∨X2) ∧ (X1 ∨X2) ∧ (X1 ∨X2);

� (X1 ∨X2) ∧ (X1 ∨X2) ∧ (X1 ∨X2) ∧ (X1 ∨X2).

Ïîëó÷åííûå ôîðìóëû ìîæíî óïðîñòèòü. Âûïîëíèâ ðàâíîñèëüíûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

X2, X1 ↔ X2, X1, X1 ∧X2, X1 ∧X2, X1 ∧X2, 0.

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ïåðâîíà÷àëüíî ïîñòàâëåííîé îáðàòíîé çàäà÷å è
ñðàâíèì äâà ìíîæåñòâà, îáðàçîâàííûå îòíîñèòåëüíî îäíîé è òîé æå
ôîðìóëû P (X1, ..., Xn). Ýëåìåíòàìè ïåðâîãî èç íèõ ÿâëÿþòñÿ âñåâîç-
ìîæíûå ôîðìóëû Q(X1, ..., Xn) èç òîëüêî ÷òî ðåøåííîé çàäà÷è, ïðåä-
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ñòàâëåííûå â âèäå ÑÊÍÔ. Êàæäàÿ ñîâîêóïíîñòü ôîðìóë, èç êîòîðûõ ëî-
ãè÷åñêè ñëåäóåò ôîðìóëà P (X1, ..., Xn), îáðàçóåò ôîðìóëó âòîðîãî ìíî-
æåñòâà. Ýòà ôîðìóëà ïîëó÷àåòñÿ ñîåäèíåíèåì ñèìâîëàìè ∧ âñåõ ôîð-
ìóë ñîâîêóïíîñòè è çàòåì - ïðåäñòàâëåíèåì ïîëó÷åííîé ôîðìóëû â âèäå
ÑÊÍÔ. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ýòè äâà ìíîæåñòâà ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó êàæ-
äàÿ ôîðìóëà Q(X1, ..., Xn) èç òîëüêî ÷òî ðåøåííîé çàäà÷è îïðåäåëÿåò
ñëåäóþùóþ ñîâîêóïíîñòü ôîðìóë, èç êîòîðûõ ëîãè÷åñêè ñëåäóåò ôîð-
ìóëà P (X1, ..., Xn). Åñëè Q(X1, ..., Xn) ñîñòîèò èç mi êîíúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ, òî òàêèìè ñîâîêóïíîñòÿìè áóäóò:

- mi êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ôîðìóëû Q(X1, ..., Xn);
- Âñåâîçìîæíûå ñîâîêóïíîñòè ïî (mi − 1), (mi − 2), ..., 1 ôîðìóë, â

êàæäóþ èç êîòîðûõ âõîäÿò âñå mi êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ïîñòðîåíèå ñîâîêóïíîñòåé ïî îäíîé

òîëüêî ôîðìóëå (X1∨X2)∧(X1∨X2)∧(X1∨X2) èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà.
Ýòî - ÷åòâåðòàÿ ôîðìóëà. Îíà îïðåäåëÿåò ñëåäóþùèå ñîâîêóïíîñòè:
X1∨X2,X1∨X2,X1∨X2; (X1∨X2)∧(X1∨X2) ,X1∨X2; (X1∨X2)∧(X1∨

X2),X1∨X2;X1∨X2, (X1∨X2)∧(X1∨X2); (X1∨X2)∧(X1∨X2)∧(X1∨X2).
Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî êàæäàÿ ôîðìóëà èç ïåðâûõ òðåõ (ïðåäû-

äóùèé ïðèìåð) îïðåäåëÿåò ïî îäíîé ñîâîêóïíîñòè ôîðìóë, êàæäàÿ ôîð-
ìóëà èç âòîðûõ òðåõ - ïî 5 ñîâîêóïíîñòåé, à ïîñëåäíÿÿ - 15.
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2.2. Ïðàêòè÷åñêàÿ ÷àñòü

2.2.1. Âûñêàçûâàíèÿ. Îïåðàöèè íàä âûñêàçûâàíèÿìè

Ïîä âûñêàçûâàíèåì ïîíèìàþò ïîâåñòâîâàòåëüíîå ïðåäëîæåíèå, î êî-
òîðîì ìîæíî ñêàçàòü, èñòèííî îíî èëè ëîæíî. Îïåðàöèè íàä âûñêà-
çûâàíèÿìè ( ¯ � îòðèöàíèå, ∧ � êîíúþíêöèÿ, ∨ � äèçúþíêöèÿ, → �
èìïëèêàöèÿ è ↔ � ýêâèâàëåíöèÿ) îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A Ā A B A ∧B A ∨B A→ B A↔ B

0 1 0 0 0 0 1 1
1 0 1 0 0 1 0 0

Îáðàçåö 1. Âûïîëíèì 1) èç 1.10. Äëÿ ýòîãî â ðàññìàòðèâàåìîì âûñêà-
çûâàíèè âûäåëèì ýëåìåíòàðíûå âûñêàçûâàíèÿ è ââåäåì äëÿ íèõ ñëåäó-
þùèå îáîçíà÷åíèÿ:

À - èäåò äîæäü;

Â - êòî-òî âûêëþ÷èë äóø.

Òîãäà ðàññìàòðèâàåìîå âûñêàçûâàíèå ñèìâîëè÷åñêè çàïèøåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: A ∨B
Îáðàçåö 2. Âûïîëíèì 3) èç 1.13. Èìïëèêàöèÿ A → B ïðèíèìàåò çíà-
÷åíèå 0 â åäèíñòâåííîì ñëó÷àå: êîãäà A=1, B=0. Ïîýòîìó äëÿ ðàññìàò-
ðèâàåìîãî ïðèìåðà ïîëó÷àåì A ∨ (A↔ B) = 1, C=0.

Ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàöèè îòðèöàíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî A∨ (A↔ B)=0.
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Äèçúþíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0, òîëüêî ëèøü òîãäà, êîãäà îáà
äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíà ïðèíèìàþò çíà÷åíèå 0; A=0, A↔ B=0.

Íàêîíåö, èç îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíöèè ñëåäóåò, ÷òî åñëè A=0 è
A↔ B=0, òî B=1.

Òàêèì îáðàçîì, A=0, B=1, C=0.

1.1. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ïðåäëîæåíèé ÿâëÿþòñÿ âûñêàçûâàíèÿìè?

1. 2+2=5

2. Äà çäðàâñòâóþò ñòóäåíòû ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà!

3. Êîòîðûé ÷àñ?

4. Êðàñíàÿ ðîçà.

5. x+3=7.

6. 1 èþíÿ 2127 ãîäà â 13 ÷àñîâ â Áðåñòå áóäåò èäòè äîæäü.

7. Òðåóãîëüíèê íàçûâàåòñÿ ðàâíîñòîðîííèì, åñëè âñå åãî ñòîðîíû ðàâ-
íû.

8. Ðîçû � ñàìûå êðàñèâûå öâåòû.

9. Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a è b âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî a+ b = b+ a.

10. Èìååòñÿ òàêîå ÷èñëî x, ÷òî x2 − 2x+ 3 = 0.
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1.2. Îïðåäåëèòå èñòèííîñòü âûñêàçûâàíèé â ïðèìåðå 1.1.
1.3. Ñôîðìóëèðóéòå îòðèöàíèÿ ñëåäóþùèõ âûñêàçûâàíèé

1. ×èñëî 28 äåëèòñÿ áåç îñòàòêà íà ÷èñëî 7.

2. 3<2.

3. 4ABC � ïðÿìîóãîëüíûé.

4. Ñòåíà � áåëàÿ.

5. 2+3=5.

6. Âñå ïðîñòûå ÷èñëà � íå÷åòíû.

7. ×åòûðåõóãîëüíèê ABCD ÿâëÿåòñÿ ðîìáîì.

1.4. Åñëè A↔B=1 (A↔B=0),òî ÷òî ìîæíî ñêàçàòü îá èñòèííîñòè çíà÷å-
íèé âûñêàçûâàíèé:

1. A ↔ B̄

2. Ā ↔ B

3. Ā → B

4. B → A
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1.5. Ñóùåñòâóþò ëè òðè òàêèõ âûñêàçûâàíèÿ A,B,C, ÷òîáû îäíîâðåìåííî
áûëî A∧B=1, A∧C=0, (A∧B)∧ C̄=0.
1.6. Ìîæíî ëè îïðåäåëèòü çíà÷åíèå âûñêàçûâàíèÿ A, åñëè èçâåñòíî, ÷òî:

1. A∧B=1

2. A∧B=0

3. A∧B=0,B=1

4. A∧B=0,B=0.

1.7. Îïðåäåëèòå çíà÷åíèå èñòèííîñòè âûñêàçûâàíèÿ A→(B∧C), çíàÿ,÷òî:

1. A=0

2. A=1,B=0

3. B=1,C=1.

1.8. Êàêèå äàííûå ÿâëÿþòñÿ ëèøíèìè äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèÿ èìïëè-
êàöèè (A∨B)→C:

1. A=1, B=1, C=0;

2. A=1, B=0, C=1;

3. A=0, B=0, C=0;
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4. A=0, B=0, C=1.

1.9. Ìîæíî ëè îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ èñòèííîñòè âûñêàçûâàíèÿ (A →
B) ∨ C, çíàÿ òîëüêî òî, ÷òî:

1. A = 0

2. C = 0

3. A = 0, B = 0

4. A = 1, C = 0

5. A = 0, B = 1

6. B = 0

1.10. Çàïèñàòü ñèìâîëè÷åñêè ñëåäóþùèå âûñêàçûâàíèÿ:

1. Èäåò äîæäü èëè êòî-òî íå âûêëþ÷èë äóø.

2. Ñòóäåíò íå ìîæåò çàíèìàòüñÿ, åñëè îí óñòàë èëè ãîëîäåí.

3. Åñëè Îëåã ñ÷àñòëèâ, òî Îëüãà íåñ÷àñòëèâà, è åñëè Îëåã íåñ÷àñòëèâ,
òî Îëüãà ñ÷àñòëèâà.

4. Ïåòð âñòàíåò, è îí èëè Èâàí óéäåò.

5. Ïåòð âñòàíåò è óéäåò èëè Èâàí óéäåò.
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6. Èëè Ïåòð ïîéäåò íà äèñêîòåêó è Èâàí íå ïîéäåò íà å¼, èëè Ïåòð
íå ïîéäåò íà äèñêîòåêó è Èâàí îòëè÷íî ïðîâåäåò âðåìÿ.

7. Åñëè âå÷åðîì áóäåò òóìàí, òî Èâàí îñòàíåòñÿ äîìà èëè äîëæåí
áóäåò âçÿòü òàêñè.

8. Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñ÷àñòüÿ äëÿ ëåíèâîãî ñòóäåíòà
ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîìåíüøå ó÷èòüñÿ è ïîëó÷àòü õîðîøóþ ñòè-
ïåíäèþ.

9. Åñëè ¾Ñïàðòàê¿ èëè ¾Äèíàìî¿ ïðîèãðàþò è ¾Òîðïåäî¿ âûèãðàåò,
òî ¾Àðàðàò¿ ïîòåðÿåò ïåðâîå ìåñòî è ¾Çàðÿ¿ ïîêèíåò âûñøóþ ëèãó.

1.11. Ïóñòü A áóäåò ¾ñåãîäíÿ ÿñíî¿, B - ¾ñåãîäíÿ èäåò äîæäü¿, Ñ - ¾ñå-
ãîäíÿ èäåò ñíåã¿, D - ¾Â÷åðà áûëî ïàñìóðíî¿. Ïåðåâåäèòå íà îáû÷íûé
ÿçûê ñëåäóþùèå âûñêàçûâàíèÿ:

1. A → B ∧ C;

2. D↔A;

3. D∧(A∨B);

4. (D→B)∨C;

5. A↔ ((B ∧ C ∨D);

6. (A↔B)∧ C ∨D).
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1.12. Çàïèøèòå ñëåäóþùèå âûñêàçûâàíèÿ â ñèìâîëè÷åñêîé ôîðìå:

1. À äîñòàòî÷íî äëÿ Â;

2. Â íåîáõîäèìî äëÿ À;

3. Â òîãäà, êîãäà À;

4. Â òîëüêî òîãäà, êîãäà À;

5. áåç Â íåò À;

6. À ëèøü òîãäà, êîãäà Â;

7. À òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Â;

8. À òîãäà, êîãäà Â;

9. À íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ Â;

10. åñëè À, òî Â;

11. À íåîáõîäèìîå ñëåäñòâèå èç Â;

12. À ïðè óñëîâèè, ÷òî Â;

13. À âëå÷åò Â;

14. â ñëó÷àå À èìååò ìåñòî Â;
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15. íå òîëüêî À, íî è Â;

16. êàê À, òàê è Â;

17. À âìåñòå ñ Â;

18. åñëè À, òî Â è îáðàòíî.

1.13. Íàéäèòå çíà÷åíèå À,Â,Ñ, åñëè

1. A ∧ B=0;

2. A→ B=1;

3. A ∨ (A↔ B)→ C=0;

4. A ∨ (A ∧B) = 0;

5. (A ∧B)↔ (B ∨ C) = 1;

6. {
A→ C = 0;

A ∨B = 1;

7. {
A ∧ B↔ C = 1;

C ∨ A = 0;
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8. {
(A ∧B) ∨ C → A = 1;

A ∨ C = 0;

9. {
A↔ B = 0;

A ∨ C = 0;

10. {
(A ∧ B) ∨ C↔ A = 1;

C ∨ B = 0;

11. {
A→ B = 0;

A ∧B ↔ C = 1;

1.14. Îïðåäåëèòå èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ ôîðìóë ïðè óêàçàííûõ óñëî-
âèÿõ:

1. A∧B→C↔A∧C - ïðè óñëîâèè, ÷òî A∧C = 1;

2. (A↔B)∧(A→C)→D→ D - ïðè óñëîâèè, ÷òî D =1;

3. (A∨B)→(A∧C) - ïðè óñëîâèè, ÷òî A =1, C =0.
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1.15. Ïóñòü ÷åðåç A îáîçíà÷åíî âûñêàçûâàíèå ¾Ýòî ÷èñëî � öåëîå¿, ÷åðåç
B � âûñêàçûâàíèå ¾Ýòî ÷èñëî ïîëîæèòåëüíîå¿, ÷åðåç C � âûñêàçûâàíèå
¾Ýòî ÷ècëî ïðîñòîå¿, ÷åðåç D � ¾Ýòî ÷èñëî äåëèòñÿ íà 3¿. Ïðî÷èòàéòå
ñëåäóþùèå âûñêàçûâàíèÿ:

1. (A ∨B)→ C;

2. (A ∧B)→ D;

3. (A ∨ A)→ (B ∧ C);

4. (B ∧B)↔ (A ∨D);

5. D ↔ (C ∧ A);

6. (A ∧ C)→ D;

7. (A ∧D)→ C;

8. (A ∨B) ∧ (C ∨D);

9. A ∨D;

10. (A ∧B ∧ C) ∨D;

11. (A ∧ C) ∨ (B ∧D).

1.16. Çàïèøèòå ñèìâîëè÷åñêè ñëåäóþùèå ïðåäëîæåíèÿ:
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1. Åñëè ÷èñëî äåëèòñÿ íà 2 è íå äåëèòñÿ íà 3, òî îíî íå äåëèòñÿ íà 6.

2. Ïðîèçâåäåíèå òðåõ ÷èñåë ðàâíî íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îäíî èç íèõ ðàâíî íóëþ.

3. Åñëè ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè â òî÷êå ðàâíà íóëþ è âòîðàÿ ïðîèçâîä-
íàÿ ýòîé ôóíêöèè â òîé æå òî÷êå îòðèöàòåëüíà, òî äàííàÿ òî÷êà
åñòü òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè.

4. Åñëè ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà êàæäîé èç äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïëîñêî-
ñòåé, òî îíà ïàðàëëåëüíà è ëèíèè èõ ïåðåñå÷åíèÿ.

5. Åñëè ïðÿìàÿ l ïåðïåíäèêóëÿðíà äâóì ïðÿìûì a è b, ëåæàùèì â
ïîñêîñòè π (âûñêàçûâàíèå A), è ïðÿìûå a è b íå ïàðàëåëüíû a ∦ b
(âûñêàçûâàíèå B), òî ïðÿìàÿ l ïåðïåíäèêóëÿðíà âñÿêîé ïðÿìîé c,
ëåæàùåé â ïëîñêîñòè π (âûñêàçûâàíèå C).

6. Åñëè ïðÿìàÿ l ïåðïåíäèêóëÿðíà äâóì ïðÿìûì a è b, ëåæàùèì â
ïîñêîñòè π (âûñêàçûâàíèå A), è íåïåðïåíäèêóëÿðíà íåêîòîðîé ïðÿ-
ìîé c, ëåæàùåé â ýòîé ïëîñêîñòè (âûñêàçûâàíèå C), òî ïðÿìûå a è
b ïàðàëëåëüíû (a ‖ b � âûñêàçûâàíèå B).

7. Åñëè äâå ïðÿìûå a è b, ëåæàùèå â ïëîñêîñòè π, íåïàðàëëåëüíû
a ∦ b (âûñêàçûâàíèå B) è ïðÿìàÿ l íåïåðïåíäèêóëÿðíà íåêîòîðîé
ïðÿìîé c, ëåæàùåé â ïëîñêîñòè π (âûñêàçûâàíèå C), òî l íåïåðïåí-
äèêóëÿðíà îäíîé èç ïðÿìûõ a èëè b (âûñêàçûâàíèå A).
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1.17. Èç òðåõ äàííûõ âûñêàçûâàíèé A, B, C ïîñòðîéòå òàêîå ñîñòàâíîå
âûñêàçûâàíèå, êîòîðîå:

1. èñòèííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå äàííûå âûñêàçûâàíèÿ èñ-
òèííû;

2. ëîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå äàííûå âûñêàçûâàíèÿ ëîæ-
íû;

3. èñòèííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå äàííûå âûñêàçûâàíèÿ ëîæ-
íû;

4. ëîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå äàííûå âûñêàçûâàíèÿ èñòèí-
íû;

5. èñòèííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èñòèííû âûñêàçûâàíèÿ A è B;

6. èñòèííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëîæíû âûñêàçûâàíèÿ A è B;

7. ëîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èñòèííû âûñêàçûâàíèÿ A è B;

8. ëîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëîæíû âûñêàçûâàíèÿ A è B;

9. èñòèííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå äàííûå âûñêàçûâàíèÿ ëèáî
èñòèííû, ëèáî ëîæíû;

10. ëîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå äàííûå âûñêàçûâàíèÿ ëèáî
èñòèííû, ëèáî ëîæíû;



83

11. ëîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëîæíî ëèøü âûñêàçûâàíèå C.

1.18. Îïðåäåëèòå çíà÷åíèå ïîñëåäíåé ôîðìóëû, èñõîäÿ èç çíà÷åíèé âñåõ
ïðåäûäóùèõ ôîðìóë:

1. A→ B = 1, A↔ B = 0, B → A = ;

2. A→ B = 1, (A ∧B)→ (A ∨B) = ;

3. A↔ B = 0, B → A = ;

4. A ∧B = 0, A→ B = 1, B → A = ;

5. A↔ B = 0, A→ B = 1, (A→ B)↔ A = ;

6. A ∨B = 1, A→ B = 1, B → A = ;

7. A ∧B = 0, A↔ B = 0, A→ B = 1, A = ;

8. A ∧B = 0, A↔ B = 0, A→ B = 1, B = ;

9. A ∧B = 0, A ∨B = 1, A→ B = 1, B → A = ;

10. A→ (B ↔ A) = 0, A→ B = ;

11. (A ∨B)→ A = 1, A→ B = 1, A↔ ¬B = ;

12. A↔ B = 1, (A→ B) ∧ (A↔ B) = .
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1.19. Äëÿ êàæäîé èç ïîìåùåííûõ íèæå ôîðìóë îïðåäåëèòå, äîñòàòî÷íî
ëè ïðèâåäåííûõ ñâåäåíèé, ÷òîáû óñòàíîâèòü å¼ ëîãè÷åñêîå çíà÷åíèå (åñ-
ëè äîñòàòî÷íî, òî óêàæèòå ýòî çíà÷åíèå; åñëè íåäîñòàòî÷íî, òî ïîêàæèòå
íà ïðèìåðàõ, ÷òî âîçìîæíû è îäíî è äðóãîå èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ);

1. A ∧ (B → C), B → C = 0;

2. A ∨ (B → C), B = 0;

3. (A ∨B)↔ (B ∧ A), A = 1;

4. (A→ B)→ (A→ B), B = 1;

5. (A ∧B)→ (A ∨ C), A = 0;

6. (B → A)↔ (A ∨ C), A = 0;

7. (A↔ B) ∨ (A ∧ C), A = 0.

1.20. Ñóùåñòâóþò ëè òðè òàêèõ âûñêàçûâàíèÿ A, B, C, ÷òîáû îäíîâðå-
ìåííî âûïîëíÿëèñü äëÿ íèõ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. A ∧B = 1, A ∧ C = 0, A ∧B ∧ C = 0;

2. B → A = 1, A ∨ C = 0, A↔ (B ∧ C) = 0;

3. A ∨B = 0, B ∧ C = 1, (A ∨ C)↔ (B → C) = 1;

4. A ∧B = 1, B ∨ C = 1, (B → A) ∨ C = 0;
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5. A ∧B = 0, A ∨ C = 0, (A ∨B) ∧ C = 1;

6. A ∨B = 0, B ∨ C = 1, (C → A) ∨ (C → B) = 1;

7. A→ B = 0, A→ C = 1, (C → A)→ (C → B) = 1;

8. A ∨ C = 1, A ∨B = 0, C → (A ∨B) = 1;

9. B ∨ C = 0, C → A = 0, A→ B = 0;

10. A ∧ C = 1, C ↔ B = 0, A→ B = 1;

11. A ∨B = 0, B → (A ∨ C) = 0, C → B = 1.

Äëÿ ïðîâåðêè çíàíèé ïî äàííîìó ðàçäåëó ïðåäëàãàåì Âàì âûïîëíèòü
ñëåäóþùåå òåñòîâîå çàäàíèå.
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2.2.2. Ôîðìóëû.

Îáðàçåö 1. Âûïîëíèì 3) èç 2.2. Ïîñêîëüêó îïåðàöèè ïî ñèëå ñâîåãî
äåéñòâèÿ â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ðàñïîëàãàþòñÿ -,∧,∨,→,↔, è äëÿ îòðèöà-
íèÿ ñêîáêè íå âîññòàíàâëèâàþòñÿ, òî â ïåðâóþ î÷åðåäü âîññòàíàâëèâàåì
ñêîáêè äëÿ êîíúþíêöèè. Âîññòàíàâëèâàåì èõ ñëåâà íàïðàâî:
A→(B ∧ C)∧ A↔ B, A→((B ∧ C)∧ A)↔ B. Çà ∧ ñëåäóåò ∨, íî å¼ â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ôîðìóëå íåò. Âîññòàíàâëèâàåì ñêîáêè äëÿ èìïëèêàöèè:
(A→((B∧C)∧A))↔B. Íàêîíåö, â ïîñëåäíþþ î÷åðåäü âîññòàíàâëèâàåì
ñêîáêè äëÿ ýêâèâàëåíöèè: ((A →((B ∧ C)∧ A))↔ B).

2.1.Êàêèå èç ñëåäóþùèõ âûðàæåíèé ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè?

1. A∧B;

2. A∧(∨B);

3. (A→B∨C);

4. ((A∨B)→C);

5. (A∧B);

6. (A→(B∨C);

2.2. Âîññòàíîâèòå ñêîáêè:

1. A→B→B
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2. A∨B∧C;

3. A→B∧C∧A↔B;

4. A↔B→C∨A∧B;

5. A∨B→B∨C∧B;

6. A→ B ∧ C ∨ B;

7. A∨B→B∨C∧B;

8. A∧B ∨ C→ A↔ B;

9. A∨B↔ C→ B ∨ B ∧ C;

2.3. Îïóñòèòå âîçìîæíî áîëüøåå ÷èñëî ñêîáîê:

1. ((A→B)→B);

2. ((A∧B)∨((A→B)∧A));

3. ((A→B)→(B→C));

4. (((A∨B)↔(B→C))∨(B∧C));

5. (((A ∨ B) ∧ C)→ A);

6. (((B↔C)→(A∨B))∧(A∨B));
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7. (A→(B→(C→A)));

8. (((A↔ B) ∧ (B ∨ C))↔ A).

2.4. Â ïðèìåðå 2.3 âûïèøèòå âñå ïîäôîðìóëû, òî åñòü òå ÷àñòè ôîð-
ìóë, êîòîðûå ñàìè ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè.
2.5.Ñîñòàâüòå òàáëèöû èñòèííîñòè äëÿ ôîðìóë èç ïðèìåðà 2.2.
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2.2.3. Ðàâíîñèëüíûå ôîðìóëû

Ñïèñîê îñíîâíûõ ðàâíîñèëüíîñòåé.

1. A ≡ A 12. A ∧ A ≡ 0

2. A∧A≡A 13. A∨A ≡ 1
3. A∨A≡A 14. A∧1≡A
4. A∧B≡B∧A 15. A∨0≡A
5. A∨B≡B∨A 16. A∧0≡0
6. A∧(B∧C)≡(A∧B)∧C 17. A∨1≡1
7. A∨(B∨C)≡(A∨B)∨C 18. A∧(A∨B)≡A
8. A∧(B∨C)≡(A∧B)∧(A∨C) 19. A∨(A∧B)≡A
9. A∨(B∧C)≡(A∨B)∧(A∨C) 20.A→B≡ A ∨ B

10. A ∧ B ≡ A ∨ B 21. A→B≡ B→ A

11. A ∨ B ≡ A ∧ B 22. A↔B≡(A→B)∧(B→A )

Îáðàçåö 1. Óïðîñòèòü 1) èç 3.4.:

(A ∨B → A ∨ B) ∧ B
20≡ (A ∨ B ∨ A ∨ B) ∧ B

1≡ (A ∨ B ∨ A ∨ B) ∧ B
5≡

(A ∨ A ∨ B ∨ B) ∧ B
3≡ (1 ∨ B ∨ B) ∧ B

3≡ (1 ∨ B) ∧ B
17≡ 1 ∧ B

14≡ B.
Îáðàçåö 2. Óïðîñòèòü ñõåìó 1) èç 3.6:
1) Çàïèñûâàåì ôîðìóëó ñîîòâåòñòâóþùóþ ñõåìå:
(A ∧B) ∨ (C ∨ A) ∧B
2) Óïðîùàåì ôîðìóëó :
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(A ∧B) ∨ (C ∨A) ∧B 8≡ (A ∧B) ∨ (C ∧B) ∨ (A ∧B)
5≡ (C ∧B) ∨ (A ∧

B) ∨ (A ∧B)
20≡ (C ∧B) ∨ A

3) Ñîñòàâëÿåì ñõåìó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîëó÷åííîé ôîðìóëå:

5n.png

3.1. Óïðîñòèòå:

1. A ∧ (A ∨B) ∧B;

2. A ∨ A ∧B;

3. A ∨ A ∧B;

4. A ∧B(A ∨B);

5. A ∨ A ∨ A ∧ A ∧B ∧ C;

6. A ∧B ∨ A ∨ A;

7. (A ∨B ↔ C) ∧B ∨ A;

8. (A→ B ↔ C) ∧B ∨B;
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9. A ∨ A ∧B ∧B ∧ (D ↔ C);

10. A↔ A↔ A;

11. A→ A→ A→ A;

12. A→ (A→ A)→ A;

13. A→ (A→ (A→ A));

3.2. Ñëåäóþùèå ôîðìóëû ïðèâåäèòå ê áîëåå ïðîñòîìó âèäó:

1. (A ∨B ∨ C) ∧ (A ∨B ∨ C);

2. A ∨B → (A ∨B → A);

3. A ∧B ∨ (A→ B) ∧A;

4. (A→ B) ∧ (B → A) ∧ (A ∨B);

5. (A ∧ C) ∨ (A ∧ C) ∨ (B ∧ C) ∨ (A ∧B ∧ C);

6. (A↔ B) → C → (A↔ C);

7. (A→ (B ↔ C)) ↔ (A→ B ↔ C).

3.3. Ïðîâåðüòå, ÿâëÿþòñÿ ëè ñëåäóþùèå ôîðìóëû ïðîòèâîðå÷èÿìè:

1. (A→ B) ∧ (B → A) ∧ ((A ∧B) ∨ (A ∧B));
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2. (A ∧B → A ∨ A ∧B) ∧ )(A ∨ A ∧B → A ∧B);

3. (A→ B) ∧ (B → C) → A→ C;

4. (A→ B) ∧ (A→ B) ∧A;

5. (A ∧B ∨ A ∧ C) ↔ (A→ B ∧ A→ C).

3.4. Óïðîñòèòå:

1. (A ∨B → A ∨B) ∧B

2. A ∧B ∨ (A→ B) ∧ A

3. (A↔ B) ∧ (A ∨B)

4. (A→ B) ∧ (B → C)→ (C → A)

5. (A→ B) ∧ (B → A)

6. (A ∧B) ∧ (A→ B)

7. (A↔ B) ∧ (A ∨B)

8. (A→ B) ∨ (A ∨B)

9. (A ∨B) ∧ (A↔ B)

10. (A→ B) ∧ (B → A)→ (A↔ B)
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3.5. Ïðîâåðüòå ðàâíîñèëüíû ëè ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

1. A→ (B ↔ C) è (A→ B)↔ (A→ C)

2. A ∨ (B ↔ C) è (A ∨B)↔ (A ∨ C)

3. A ∧ (B ↔ C) è (A ∧B)↔ (A ∧ C)

4. A→ (B ∨ C) è (A→ B) ∨ (A→ C)

5. A→ (B ∧ C) è (A→ B) ∧ (A→ C)

6. (A→ B)→ (A→ C) è A→ (B → C)

7. (A ∧ C) ∨ (A ∧B) ∨ (A ∧ C) è (A ∧B) ∨ C ∧ (C ∧ A)

8. A→ (A ∧B → (A→ B → B) ∧ C) è B → (A→ C)

9. A ∧ C ∨ A ∧B ∨ A ∧ C è A ∧B ∧ C ∨ A ∧ C

Äëÿ ïðîâåðêè çíàíèé ïî äàííîìó ðàçäåëó ïðåäëàãàåì Âàì âûïîëíèòü
ñëåäóþùèå òåñòîâîå çàäàíèå.
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2.2.4. Òàâòîëîãèè

Îáðàçöîì ðåøåíèÿ ïðèìåðîâ äëÿ ýòîãî ïóíêòà ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëü-
ñòâî òåîðåìû 2.2.

4.1. Äîêàæèòå ÷òî åñëè A∧B åñòü òàâòîëîãèÿ, òî òàâòàëîãèÿìè ÿâëÿ-
þòñÿ A è B.
4.2. Äîêàæèòå ÷òî åñëè A - òàâòîëîãèÿ, òî òàâòîëîãèÿìè ÿâëÿþòñÿ A∨B
è B→A, ãäå B - ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà.
4.3. Äëÿ ñëåäóþùèõ ôîðìóë ñîñòàâüòå òàáëèöû èñòèííîñòè. Îïðåäåëè-
òå, äëÿ êîòîðûõ èç íèõ èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ âñåé ôîðìóëû, ìîæíî
îïðåäåëèòü áåç ïðîìåæóòî÷íûõ âûêëàäîê:

1. (A→A)∨B;

2. C→(A↔A);

3. A→ A;

4. (A→A)→A;

5. A→(A↔A);

6. A∧B∨C→ (A→ A);

7. C∧D∨A∧B→B∨B;
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8. (A∨B∨A) ∧ (C ∨ A ∨ C);

9. (B↔B)∧(C→C)∧(A∨A);

10. (A∧B)∧(A∧A)∨A ∧ B

4.4. Çàïèñü |=A îçíà÷àåò, ÷òî ôîðìóëà A ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé. Äîêà-
æèòå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. Åñëè |=A è |=A→B, òî |=B;

2. Åñëè |=A∨B è |=A∨C, òî |=B∨C;

3. Åñëè |=A∨B,|=A→C è |=C→D, òî |=C∨D;

4. Åñëè |= A ∨ B è |= B ∨ C, òî |=A→ C;

5. Åñëè |=A è |=A↔B, òî |=B.

4.5. Ñîñòàâèâ ñîîòâåòñòâóþùèå òàáëèöû èñòèííîñòè, äîêàæèòå, ÷òî âñå
ñëåäóþùèå ôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ òàâòîëîãèÿìè:

1. P → (Q→ P );

2. (P → Q)→ ((P → (Q→ R))→ (P → R));

3. P → (Q→ (P ∧Q));

4. P → (P ∨Q);
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5. (P ∧Q)→ P ;

6. (P → (Q ∧R))↔ ((P → Q) ∧ (P → R));

7. ((P → Q) ∧ (P → Q))→ P ;

8. (P → R)→ ((Q→ R)→ ((P ∨Q)→ R))("ðàçáîð ñëó÷àåâ");

9. (P → Q)→ ((P → Q)→ P );

10. P → P ;

11. (P → Q) ∨ (Q→ P );

12. (P → Q)→ ((Q→ P )→ (P ↔ Q));

13. ((P → Q)→ P )→ P ;

14. (P ↔ Q)→ (P → Q);

15. (P → R)→ ((P ∨Q)→ (R ∨Q));

16. (P → (Q→ R))→ ((P → Q)→ (P → R));

17. (F1 → (F2 → G))↔ ((F1 ∧ F2)→ G);

18. (F1 → (F2 → ...→ (Fm → G)...))↔ ((F1 ∧ F2 ∧ ... ∧ Fm)→ G);

19. (P → (Q→ R))↔ (Q→ (P → R));
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20. (P → P )→ P ;

21. ((P ∧Q)→ R)→ (P ∧ (Q→ R));

22. (P → (Q→ R))↔ (Q→ (P → R)).
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2.2.5. Íîðìàëüíûå ôîðìû.

Îáðàçåö 1. Ïîñòðîèòü ÑÄÍÔ è ÊÍÔ äëÿ 1) èç 5.1.

A→ (B ∧ C) ∨B 20≡ A ∨ (B ∧ C) ∨B � ÄÍÔ, ñîñòîÿùàÿ èç òðåõ äèçú-
þíêòèâíûõ ÷ëåíîâ.
Ïðåîáðàçóåì ÄÍÔ â ÊÍÔ: A ∨ (B ∧ C) ∨B 9≡ (A ∨B) ∧ (A ∨ C) ∨B 9≡
(A ∨B ∨B) ∧ (A ∨C ∨B)

13≡ (A ∨ 1) ∧ (A ∨C ∨B)
17≡ 1 ∧ (A ∨ C ∨B)

14≡
A ∨ C ∨B 5≡ A ∨B ∨ C - ÊÍÔ, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî êîíúþêòèâíîãî
÷ëåíà.
Îáðàçåö 2. Ïðåîáðàçîâàòü ÄÍÔ â ÑÄÍÔ ôîðìóëó 1) èç 5.2.
Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ÄÍÔ â ÑÄÍÔ ïðèìåíÿåòñÿ ðàâíîñèëüíîñòü
A ≡ A ∧B ∨ A ∧B
Â ðàññìàòðèâàåìîé ÄÍÔ A∧B∧C∨A∧B∨B ó âòîðîãî äèçúþíêòèâíîãî
÷ëåíà íå õâàòàåò áóêâû Ñ. Äîáàâèì å¼ ïî óêàçàííîé âûøå ðàâíîñèëüíî-
ñòè:
A ∧B ≡ A ∧B ∧ C ∨ A ∧B ∧ C
Ó òðåòüåãî äèçúþíêòèâíîãî ÷ëåíà íå õâàòàåò áóêâ A è Ñ. Äîáàâèì âíà-
÷àëå áóêâó À, à çàòåì - áóêâó Ñ:
B ≡ B ∧ A ∨B ∧ A ≡ B ∧ A ∧ C ∨B ∧ A ∧ C ∨B ∧ A ∧ C ∨B ∧ A ∧ C
Â èòîãå ïîëó÷àåì:
A∧B∧C∨A ∧B ∨B ≡ A∧B∧C∨A ∧B ∧ C∨A ∧B ∧ C∨B ∧ A ∧ C∨
B ∧ A ∧ C∨B ∧ A ∧ C∨B ∧ A ∧ C ≡ A∧B∧C∨A ∧B ∧ C∨A ∧B ∧ C∨
A ∧B ∧ C ∨ A ∧B ∧ C ∨ A ∧B ∧ C
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Îáðàçåö 3. Ïðåîáðàçîâàòü ÊÍÔ â ÑÊÍÔ ôîðìóëó 1) èç 5.3.
Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ÊÍÔ â ÑÊÍÔ ïðèìåíÿåòñÿ ðàâíîñèëüíîñòü
A ≡ (A ∨ B) ∧ (A ∨ B). Ñàìî ïðåîáðàçîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ àíàëîãè÷íî
ïðåîáðàçîâàíèþ ÄÍÔ â ÑÄÍÔ.
5.1. Ïîñòðîèòü ÄÍÔ, ÑÄÍÔ:

1. A→ (B ∧ C) ∨B;

2. B → (A ∨ C);

3. (A ∨B)→ C;

4. (A→ B)→ (A→ C);

5. (A ∨B)↔ C;

6. (A ∧B) ∨B;

7. (A ∨ C)→ (A ∧B);

8. B ↔ (A→ B);

9. (A→ B)↔ A;

10. (B ∨ C)↔ (A ∨B);

11. (C ↔ B) ∨B;

12. (B ∨ A)↔ B.
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5.2. Ïðåîáðàçîâàòü ÄÍÔ â ÑÄÍÔ:

1. A ∧B ∧ C ∨ A ∧B ∨B;

2. A ∨ A ∧B ∨ A ∧B ∧ C;

3. A ∧B ∨ A;

4. A ∧B ∨B ∨ A ∧ C;

5. B ∨ C ∧B ∨ A ∧B;

6. C ∧B ∨ A ∨ A ∧B

7. A ∧B ∧ C ∨ A ∨B;

8. A ∨ C ∧ A ∨B ∧ A;

9. B ∧ A ∨B ∧ C;

10. A ∨B ∧ A ∧ C ∨B.

5.3. Ïðåîáðàçîâàòü ÊÍÔ â ÑÊÍÔ:

1. (A ∨B ∨ C) ∧ (A ∨B) ∧ (A ∨B);

2. (A ∨B) ∧ (A ∨ C);

3. B ∧ (A ∨B);
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4. A ∧ (B ∨ C) ∧ C;

5. (C ∨B) ∧ A ∧ (B ∨ A);

6. (A ∨B) ∧ (A ∨ C) ∧B;

7. (B ∨ C) ∧ (B ∨ A) ∧ A;

8. A ∧B ∧ (A ∨ C);

9. (A ∨B) ∧B ∧ C.

5.4. Äëÿ ôîðìóë P (A1, A2, A3), çàäàííûõ ñëåäóþùèìè òàáëèöàìè, ïî-
ñòðîèòü ÑÄÍÔ, ÑÊÍÔ:

1.

A1 A2 A3 P (A1, A2, A3)

0 0 0 0

0 0 1 1

0 1 0 1

0 1 1 0

1 0 0 1

1 0 1 0

1 1 0 0

1 1 1 0
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2.

A1 A2 A3 P (A1, A2, A3)

0 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 1

0 1 1 0

1 0 0 1

1 0 1 1

1 1 0 0

1 1 1 1

3.

A1 A2 A3 P (A1, A2, A3)

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0
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0 1 1 0

1 0 0 1

1 0 1 0

1 1 0 1

1 1 1 0

4.

A1 A2 A3 P (A1, A2, A3)

0 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 1

0 1 1 1

1 0 0 1

1 0 1 0

1 1 0 0

1 1 1 1
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2.2.6. Ëîãè÷åñêîå ñëåäñòâèå.

Îáðàçåö. Ðåøèì 11) èç 6.12. Äëÿ ýòîãî ñîñòàâèì òàáëèöó èñòèííîñòè
èñõîäíûõ ôîðìóë:

P Q R P ∧Q (P ∧Q)→ R P ∨Q (P ∨Q)→ R

0 0 0 0 1 0 1

0 0 1 0 1 0 1

0 1 0 0 1 1 0

0 1 1 0 1 1 1

1 0 0 0 1 1 0

1 0 1 0 1 1 1

1 1 0 1 0 1 0

1 1 1 1 1 1 1

(*) (**)

Ñîïîñòàâëÿÿ ñòîëáöû (*) è (**), âèäèì, ÷òî âî âñÿêîé ñòðîêå, â êîòî-
ðîé â ñòîëáöå (**) ñòîèò 1, â ñòîëáöå (*) òàêæå ñòîèò 1, íî íå íàîáîðîò
(íàïðèìåð òðåòüÿ ñòðîêà). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïåðâàÿ äàííàÿ ôîðìóëà
ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì âòîðîé, íî âòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü, íå
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ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì ïåðâîé.

6.1. Çàïèñü A1, A2, ..., An |= B îçíà÷àåò, ÷òî ôîðìóëà B ÿâëÿåòñÿ ëî-
ãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì ïîñûëîê A1, A2, ..., An. Ïðîâåðèòü èñòèííîñòü ñëå-
äóþùèõ óòâåðæäåíèé:

1. A→B, B|= A↔ B;

2. A↔B |= A ∨ B;

3. A∧B, A ∨ B |= B;

4. A→B, C→ B, A∧B |= C→ A;

5. A→B, B |= A;

6. A→B, B→C |= A→C;

7. A→B, B|=A;

8. A→B A |= B.

6.2. Ïðèäóìàòü êîíêðåòíûå óòâåðæäåíèÿ âèäà 1) - 8) èç ïóíêòà 6.1.
6.3. Åñëè ðàññóæäåíèÿ ïðàâèëüíûå, íî ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç ïîñûëîê
ëîæíàÿ, òî ÷òî ìîæíî óòâåðæäàòü îá èñòèííîñòè çàêëþ÷åíèÿ?
6.4. Åñëè ðàññóæäåíèÿ ïðàâèëüíîå, íî çàêëþ÷åíèå ëîæíî, òî ÷òî ìîæíî
óòâåðæäàòü îá èñòèííîñòè ïîñûëîê?
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6.5. Ñëåäóåò ëè èç ýòèõ ïîñûëîê, ÷òî äàííîå ÷èñëî îêàí÷èâàåòñÿ öèôðîé
5:

1. Åñëè öåëî ÷èñëî îêàí÷èâàåòñÿ íóëåì èëè öèôðîé 5, òî îíî äåëèòñÿ
íà 5;

2. Äàííîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 5;

3. Äàííîå ÷èñëî íå îêàí÷èâàåòñÿ íóëåì.

6.6. Ìîæíî ëè íà îñíîâàíèè ïîñûëîê ¾Åñëè ïðåäìåò èíòåðåñåí, òî îí
ïîëåçåí¿ è ¾Ïðåäìåò èíòåðåñåí¿ çàêëþ÷èòü, ÷òî ¾Ïðåäìåò áåñïîëåçåí¿?
6.7. Äîêàçàòü:

1. A,A→B |= B;

2. A,B |= A∧B;

3. A,B |= A∨B;

4. A|= A∨B;

5. A→B, B |= A;

6. A→B, B→C |= A→C;

7. A→B |= B→ A;

8. A→(B→C) |= B→(A→C);
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9. A→(B→C) |= A∧B→C;

10. A∧B→C|=A→(B→C);

11. A∧B|=B;

12. A1,A2, ...,An |= Ai äëÿ êàæäîãî i(1 ≤ i ≤ n).

6.8. Ïðîâåðüòå ïðàâèëüíîñòü ñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèé:

1. Åñëè Èâàíîâ ñäà¼ò ýêçàìåí ïî ìàòëîãèêå, òî Ïåòðîâ ñäà¼ò çà÷¼ò
ïî ôèëîñîôèè. Èâàíîâ ñäà¼ò ýêçàìåí ïî ìàòëîãèêå èëè ýêçàìåí ïî
àëãåáðå. Åñëè Èâàíîâ ñäà¼ò ýêçàìåí ïî àëãåáðå, òî Ñèäîðîâ ñäà¼ò
ýêçàìåí ïî ãåîìåòðèè. Ñëåäîâàòåëüíî, Ïåòðîâ ñäà¼ò çà÷åò ïî ôèëî-
ñîôèè.

2. Åñëè Äæîíñ íå âñòðå÷àë ýòîé íî÷üþ Ñìèòà, òî ëèáî Ñìèò áûë óáèé-
öåé, ëèáî Äæîíñ ëæ¼ò. Åñëè Ñìèò íå áûë óáèéöåé, òî Äæîíñ íå
âñòðå÷àë Ñìèòà ýòîé íî÷üþ è óáèéñòâî èìåëî ìåñòî ïîñëå ïîëóíî-
÷è. Åñëè óáèéñòâî èìåëî ìåñòî ïîñëå ïîëóíî÷è, òî ëèáî Ñìèò áûë
óáèéöåé, ëèáî Äæîíñ ëæ¼ò. Ñëåäîâàòåëüíî, Ñìèò áûë óáèéöåé.

3. Åñëè êóðñ öåííûõ áóìàã ðàñò¼ò èëè ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà ñíèæàåòñÿ,
òî ëèáî ïàäàåò êóðñ àêöèé, ëèáî íàëîãè íå ïîâûøàþòñÿ. Êóðñ àêöèé
ïîíèæàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàñò¼ò êóðñ öåííûõ áóìàã
è íàëîãè ðàñòóò. Åñëè ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà ñíèæàåòñÿ, òî ëèáî êóðñ



108

àêöèé íå ïîíèæàåòñÿ, ëèáî ïîâûøàþòñÿ íàëîãè, ëèáî êóðñ àêöèé
ïîíèæàåòñÿ è ñíèæàåòñÿ ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà.

4. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñäàòü ýêçàìåí íåîáõîäèìî äîñòàòü ó÷åáíèê èëè êîí-
ñïåêò. ß äîñòàíó ó÷åáíèê â òîì ñëó÷àå, åñëè ìîé ïðèÿòåëü íå óåäåò
äîìîé. Îí óåäåò òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ÿ äîñòàíó êîíñïåêò. Çíà-
÷èò ÿ ñäàì ýêçàìåí.

5. Åñëè Ï¼òð ïîåäåò â Ñâåðäëîâñê, òî Èâàí óåäåò â Êèåâ. Ï¼òð ïîåäåò
â Ñâåðäëîâñê èëè â ×åëÿáèíñê. Åñëè Ï¼òð ïîåäåò â ×åëÿáèíñê, òî
Àííà îñòàíåòñÿ â Ìîñêâå. Íî Àííà íå îñòàíåòñÿ â Ìîñêâå. Ñëåäî-
âàòåëüíî, Èâàí ïîåäåò â Êèåâ.

6.9. Íàéäèòå âñå ñëåäñòâèÿ èç ïîñûëîê:

1. A→B è A;

2. A↔B è A;

3. A∨B è A è B;

4. A→B è B→C.

6.10. Íàéäèòå âñå ñëåäñòâèÿ èç ïîñûëîê:

1. Åñëè ñóììà öèôð öåëîãî ÷èñëà äåëèòñÿ íà 3, òî ÷èñëî äåëèòñÿ íà 3
èëè 9;
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2. Åñëè ÷èñëî äåëèòñÿ íà 9, òî îíî äåëèòñÿ íà 3.

6.11. Íàéäèòå âñå ïîñûëêè, ñëåäñòâèåì êîòîðûõ ñëóæàò ôîðìóëû:

1. A→B;

2. A ∨ B;

3. A ∨ B;

4. A∨B → A∧B.

6.12 Äëÿ ñëåäóþùèõ ôîðìóë âûÿñíèòå, áóäåò ëè êàêàÿ-ëèáî èç íèõ ëî-
ãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì äðóãîé:

1. (P → Q)→ R, P ∨Q ∨R;

2. P → (Q→ R), (P → Q)→ R;

3. R→ (Q ∨ P ), P → (Q ∧R);

4. P → (Q ∧R), (P ∧Q)→ R);

5. (P ∨R)↔ Q, (P ∨Q)↔ R;

6. P ∨ (Q→ R) ∨Q, (P ∨Q)↔ R;

7. (P ↔ Q)→ (Q↔ R), P → (Q→ R);

8. P → Q, (P → R) ∨Q;
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9. (P ∧Q)→ R, (P → Q) ∨R;

10. (P → Q)→ (P → R), (P → Q)→ R;

11. (P ∧Q)→ R, (P ∨Q)→ R;

12. (P ∧Q)→ R, P ∨ (Q→ R).
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2.2.7. Ëîãè÷åñêèå çàäà÷è.

7.1. Òðåáóåòñÿ ñïðîåêòèðîâàòü ýëåêòðè÷åñêóþ öåïü äëÿ ñïàëüíè ñ îä-
íîé ýëåêòðè÷åñêîé ëàìïî÷êîé, ãäå æåëàòåëüíî èìåòü äâà âêëþ÷àòåëÿ.
Îäèí ó äâåðè è âòîðîé � íàä ïîñòåëüþ; ïðè ýòîì ïîâîðîò êàæäîãî âû-
êëþ÷àòåëÿ íåçàâèñèìî îò ñîñòîÿíèÿ âòîðîãî âûêëþ÷àòåëÿ äîëæåí ðàç-
ìûêàòü öåïü, åñëè äî ýòîãî îíà áûëà çàìêíóòà è çàìûêàòü, åñëè ðàíåå
îíà áûëà ðàçîìêíóòà.
7.2. Æèëè ÷åòûðå äðóãà. Çâàëè èõ Àëüáåðò, Êàðë, Äèòðèõ è Ôðèäðèõ.
Ôàìèëèè äðóçåé òå æå, ÷òî è èìåíà, òîëüêî òàê, ÷òî íè ó êîãî èç íèõ
èìÿ è ôàìèëèÿ íå áûëè îäèíàêîâûìè, êðîìå òîãî, ôàìèëèÿ Äèòðèõà
íå Àëüáåðò. Îïðåäåëèòå ôàìèëèþ è èìÿ êàæäîãî ìàëü÷èêà, åñëè äàíî,
÷òî èìÿ ìàëü÷èêà, ó êîòîðîãî ôàìèëèÿ Ôðèäðèõ, åñòü ôàìèëèÿ òîãî
ìàëü÷èêà, èìÿ êîòîðîãî ôàìèëèÿ Êàðëà.
7.3. Òðè ó÷åíèêà ðàçëè÷íûõ øêîë ãîðîäà Áðåñòà ïðèåõàëè íà îòäûõ â
îäèí ëåòíèé ëàãåðü.
Íà âîïðîñ âîæàòîãî, â êàêèõ øêîëàõ Áðåñòà îíè ó÷àòñÿ, êàæäûé äàë
îòâåò:
Ïåòÿ: ¾ß ó÷óñü â øêîëå � 4, à Ëåíÿ � â øêîëå �8¿;
Ëåíÿ: ¾ß ó÷óñü â øêîëå � 4, à Ïåòÿ � â øêîëå �3¿;
Êîëÿ: ¾ß ó÷óñü â øêîëå � 4, à Ïåòÿ � â øêîëå �8¿.
Âîæàòûé, óäèâëåííûé ïðîòèâîðå÷èÿìè â îòâåòàõ ðåáÿò, ïîïðîñèë èõ
îáúÿñíèòü, ãäå ïðàâäà, à ãäå ëîæü.Òîãäà ðåáÿòà ïðèçíàëèñü, ÷òî â îò-
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âåòàõ êàæäîãî èç íèõ îäíî óòâåðæäåíèå âåðíî, à äðóãîå ëîæíî.Â êàêîé
øêîëå ó÷èòñÿ êàæäûé èç ìàëü÷èêîâ?
7.4. Ïî ïîäîçðåíèþ â ñîâåðøåííîì ïðåñòóïëåíèè çàäåðæàëè Áðàóíà,
Äæîíà è Ñìèòà. Îäèí èç íèõ áûë óâàæàåìûì â ãîðîäå ñòàðèêîì, äðó-
ãîé áûë ìàëîèçâåñòíûì ÷èíîâíèêîì, òðåòèé � èçâåñòíûì ìîøåííèêîì.
Â ïðîöåññå ñëåäñòâèÿ ñòàðèê ãîâîðèë ïðàâäó, ìîøåííèê ëãàë, à òðåòèé
çàäåðæàííûé â îäíîì ñëó÷àå ãîâîðèë ïðàâäó, à â äðóãîì � ëîæü. Âîò,
÷òî îíè óòâåðæäàëè:
Áðàóí: ¾ß ñîâåðøèë ýòî, Äæîí íå âèíîâàò¿.
Äæîí : ¾Áðàóí íå âèíîâàò, ïðåñòóïëåíèå ñîâåðøèë Ñìèò¿.
Ñìèò: ¾ß íå âèíîâàò, âèíîâàò Áðàóí¿.
Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü èìåíà ñòàðèêà, ìîøåííèêà è ÷èíîâíèêà, è êòî èç
íèõ âèíîâàò, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ïðåñòóïíèê îäèí.
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2.2.8. Òåîðåìû

Îáðàçöû ðåøåíèÿ ïðèìåðîâ äàíû â [10].
8.1. Ñôîðìóëèðóéòå óòâåðæäåíèÿ, îáðàòíûå ñëåäóþùèì òåîðåìàì:

1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñõîäèòñÿ, òî îíà ôóí-
äàìåíòàëüíà;

2. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ, òî îíà îãðàíè÷åíà;

3. Åñëè òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé, òî óãëû ïðè åãî îñíîâàíèè ðàâ-
íû;

4. Åñëè ÷åòûðåõóãîëüíèê � ðîìá, òî åãî äèàãîíàëè âçàèìíî ïåðïåíäè-
êóëÿðíû;

5. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîíîòîííà è îãðàíè÷åíà, òî îíà èìååò
ïðåäåë.

8.2. Ñôîðìóëèðóéòå ïðåäëîæåíèÿ, ïðîòèâîïîëîæíûå òåîðåìàì èç ïðè-
ìåðà 8.1 Êàêèå èç ýòèõ ïðåäëîæåíèé ñàìè ÿâëÿþòñÿ òåîðåìàìè?
8.3. Äëÿ êàæäîé òåîðåìû èç ïðèìåðà 8.1 ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó îáðàò-
íóþ ïðîòèâîïîëîæíîé.
8.4. Äëÿ êàæäîé èç ñëåäóþùèõ òåîðåì íàéäèòå âñå òåîðåìû, òî åñòü
âåðíûå óòâåðæäåíèÿ, îáðàòíûå è ïðîòèâîïîëîæíûå åé (åñëè îíè åñòü),
è òåîðåìó, ïðîòèâîïîëîæíóþ îáðàòíîé:
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1. åñëè a = 0 è b = 0, òî a2 + b2 = 0 (a, b - äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà);

2. åñëè a äåëèòñÿ íà b è b äåëèòñÿ íà c, òî a äåëèòñÿ íà c (a, b, c - öåëûå
÷èñëà);

3. åñëè a− b äåëèòñÿ íà c è a íå äåëèòñÿ íà c, òî b äåëèòñÿ íà c (a, b, c
- öåëûå ÷èñëà);

4. åñëè ó ÷åòûðåõóãîëüíèêà äâå ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ðàâíû è
ïàðàëëåëüíû, òî ýòîò ÷åòûðåõóãîëüíèê � ïàðàëëåëîãðàìì;

5. åñëè òðè ïðÿìûå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè è äâå èç íèõ ïåðïåíäè-
êóëÿðíû òðåòüåé, òî ýòè äâå ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû;

6. åñëè ïðÿìàÿ à ëåæèò â îäíîé èç äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïëîñêîñòåé
è ïàðàëëåëüíà äðóãîé èç íèõ, òî îíà ïàðàëëåëüíà è ëèíèè èõ ïåðå-
ñå÷åíèÿ;

7. åñëè öåëîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 12, òî îíî äåëèòñÿ íà 3 è íà 4;

8. åñëè ïàðàëëåëîãðàìì ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì, òî åãî äèàãîíàëè ðàâíû,
âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû è â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïîïîëàì.

8.5. Ñôîðìóëèðóéòå ñëåäóþùèå âûñêàçûâàíèÿ, èñïîëüçóÿ ñâÿçêó ¾åñ-
ëè. . . ,òî. . . ¿:

1. À äîñòàòî÷íî äëÿ Â;
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2. À íåîáõîäèìî äëÿ Â;

3. Â äîñòàòî÷íî äëÿ À;

4. Â íåîáõîäèìî äëÿ À.

8.6. Âûäåëèâ óñëîâèå è çàêëþ÷åíèå òåîðåìû, ñôîðìóëèðóéòå åå ïîñðåä-
ñòâîì ñâÿçêè ¾åñëè. . . ,òî. . . ¿:

1. äëÿ äåëèìîñòè ïðîèçâåäåíèÿ íà íåêîòîðîå ÷èñëî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ïî ìåíüøåé ìåðå îäèí èç ñîìíîæèòåëåé äåëèëñÿ íà ýòî ÷èñëî;

2. íåîáõîäèìûì ñâîéñòâî ïðÿìîóãîëüíèêà ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî åãî äèà-
ãîíàëåé;

3. äëÿ äåëèìîñòè ìíîãî÷ëåíà f (x ) íà ëèíåéíûé äâó÷ëåí− äîñòàòî÷íî,
÷òîáû à áûëî êîðíåì ýòîãî ìíîãî÷ëåíà;

4. íà 5 äåëÿòñÿ òå öåëûå ÷èñëà, êîòîðûå îêàí÷èâàþòñÿ öèôðîé 0 èëè
öèôðîé 5;

5. äâå ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè òîãäà ïàðàëëåëüíû, êîãäà îíè ïåðïåíäè-
êóëÿðíû îäíîé è òîé æå ïðÿìîé.

8.7. Â ñëåäóþùèõ âûñêàçûâàíèÿõ âìåñòî ìíîãîòî÷èÿ âñòàâüòå îäíî èç
âûðàæåíèé: ¾íåîáõîäèìî, íî íå äîñòàòî÷íî¿, ¾äîñòàòî÷íî, íî íå íåîá-
õîäèìî¿, ¾íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî¿ òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü èñòèííîå
âûñêàçûâàíèå:
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1. a � ÷åòíîå ÷èñëî . . . äëÿ òîãî, ÷òîáû 3a áûëî ÷åòíûì ÷èñëîì (a �
öåëîå ÷èñëî);

2. a äåëèëîñü íà c . . . äëÿ òîãî, ÷òîáû a ·b äåëèëîñü íà (a, b, c � öåëûå
÷èñëà);

3. a è b äåëÿòñÿ íà c . . . äëÿ òîãî, ÷òîáû a + b äåëèëîñü íà (a, b, c �
öåëûå ÷èñëà);

4. x > 1 . . . äëÿ òîãî, ÷òîáû x2 − 1 > 0;

5. a‖b è b‖c . . . äëÿ òîãî, ÷òîáû a‖c (a, b, c � ïðÿìûå);

6. äëÿ òîãî ÷òîáû ÷åòûðåõóãîëüíèê áûë ïðÿìîóãîëüíèêîì . . . , ÷òîáû
åãî äèàãîíàëè áûëè ðàâíû;

7. äëÿ òîãî ÷òîáû ÷åòûðåõóãîëüíèê áûë ïàðàëëåëîãðàììîì . . . , ÷òîáû
åãî ñòîðîíû áûëè ðàâíû;

8.8. Äàíû óòâåðæäåíèÿ: A � òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé; B � äâà âíóò-
ðåííèõ óãëà òðåóãîëüíèêà ðàâíû ìåæäó ñîáîé; C � òðè âíóòðåííèõ óãëà
òðåóãîëüíèêà ðàâíû ìåæäó ñîáîé; D � äâà âíåøíèõ óãëà òðåóãîëüíèêà
ðàâíû ìåæäó ñîáîé; � äâå âûñîòû òðåóãîëüíèêà ðàâíû ìåæäó ñîáîé;
� òðè âûñîòû òðåóãîëüíèêà ðàâíû ìåæäó ñîáîé; L � îäèí èç óãëîâ òðå-
óãîëüíèêà ðàâåí 45◦.
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1. Êàêèå èç ïåðå÷èñëåííûõ óòâåðæäåíèé è èç êàêèõ ëîãè÷åñêè ñëåäó-
þò ?

2. Êàêèå èç óòâåðæäåíèé B − L ñëóæàò äëÿ óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷-
íûì óñëîâèåì; íåîáõîäèìûì; íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâè-
ÿìè îäíîâðåìåííî?
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2.3. Êîíòðîëüíûå òåñòû

1. Âûñêàçûâàíèÿìè íå ÿâëÿþòñÿ:
à) âîïðîñèòåëüíûå ïðåäëîæåíèÿ;
á) îïðåäåëåíèÿ;
â) ïîâåñòâîâàòåëüíûå ïðåäëîæåíèÿ;
ã) âîñêëèöàòåëüíûå ïðåäëîæåíèÿ.

(a) á, â;

(b) à, ã;

(c) à, á, ã;

(d) à, á, â;

(e) à, ã.

2. Îïåðàöèÿ êîíúþíêöèÿ çàäàåòñÿ òàáëèöåé:
A B à á â ã ä

0 0 0 1 0 1 1
0 1 1 1 0 0 1
1 0 1 0 0 0 1
1 1 1 1 1 0 0

(a) à;

(b) á;
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(c) â;

(d) ã;

(e) ä.

3. Îïåðàöèÿ äèçúþíêöèÿ çàäàåòñÿ òàáëèöåé:
A B à á â ã ä

0 0 0 0 0 1 0
0 1 0 1 0 1 1
1 0 0 1 1 0 1
1 1 1 0 0 1 1

(a) à;

(b) á;

(c) â;

(d) ã;

(e) ä.

4. Îïåðàöèÿ èìïëèêàöèÿ çàäàåòñÿ òàáëèöåé:
A B à á â ã ä

0 0 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0 0
1 0 1 1 0 0 1
1 1 0 1 1 1 0
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(a) à;

(b) á;

(c) â;

(d) ã;

(e) ä.

5. Îïåðàöèÿ ýêâèâàëåíöèÿ çàäàåòñÿ òàáëèöåé:
A B à á â ã ä

0 0 1 0 1 0 0
0 1 0 1 1 1 0
1 0 0 1 0 1 0
1 1 1 0 1 1 1

(a) à;

(b) á;

(c) â;

(d) ã;

(e) ä.

6. Äàíà ôîðìóëà ((A → (B → C)) → A). Äëÿ äàííîé ôîðìóëû ïðà-
âèëüíî îïóùåíû ñêîáêè:

(a) A→ B → C → A;
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(b) A→ (B → C)→ A;

(c) (A→ (B → C))→ A;

(d) (A→ B → C)→ A.

7. Äëÿ ôîðìóëû A→ B → C → B ïðàâèëüíî âîññòàíîâëåíû ñêîáêè:

(a) ((A→ B)→ (C → B));

(b) (A→ (B → (C → B)));

(c) (((A→ B)→ C)→ B);

(d) (A→ ((B → C)→ B)).

8. Êàêîé èç ñëåäóþùèõ ôîðìóë ðàâíîñèëüíà ôîðìóëà A ∧ (A ∨B)

(a) B;

(b) A ∨B;
(c) A ∧B;
(d) A.

9. Êàêàÿ èç ñëåäóþùèõ çàïèñåé ÿâëÿåòñÿ âåðíîé ðàâíîñèëüíîñòüþ?

(a) A ∧ 1 ≡ 1;

(b) A ∨ 0 ≡ 0;

(c) A→ 1 ≡ 0;
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(d) A ∨ 1 ≡ 1.

10. Êàêàÿ èç ñëåäóþùèõ ôîðìóë ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé?

(a) A ∧ Ā;
(b) A ∨ Ā;
(c) A→ B;

(d) A↔ B.
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Ðàçäåë 3

Ëîãèêà ïðåäèêàòîâ

3.1. Òåîðåòè÷åñêàÿ ÷àñòü

3.1.1. Ïðåäèêàòû

1. Íåäîñòàòî÷íîñòü ñðåäñòâ ëîãèêè âûñêàçûâàíèé. Â ïåðâîé
ãëàâå ìû ðàññìîòðåëè ëîãèêó âûñêàçûâàíèé. Ýòî ñàìûé ïðîñòîé è âìå-
ñòå ñ òåì î÷åíü âàæíûé ðàçäåë ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè. Ìû âèäåëè,
÷òî â ðàìêàõ ëîãèêè âûñêàçûâàíèé ìîæíî îïèñûâàòü è àíàëèçèðîâàòü
ïðàâèëüíîñòü î÷åíü ìíîãèõ ðàññóæäåíèé. Ìíîãèõ, íî äàëåêî íå âñåõ.
Ïðèâåäåì ïðèìåðû òàêèõ ðàññóæäåíèé:
1. 3 ìåíüøå 5 è 5 ìåíüøå 7. Ñëåäîâàòåëüíî, 3 ìåíüøå 7.
2. Âñÿêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî åñòü öåëîå ÷èñëî, 3 åñòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Ñëåäîâàòåëüíî, 3 åñòü öåëîå ÷èñëî.
3. Ïëîñêîñòü α ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè β. Ïëîñêîñòü β ïàðàëëåëüíà ïëîñ-
êîñòè γ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîñêîñòü α ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè γ.
4. Âñå ëþäè áåññìåðòíû. Ñîêðàò � ÷åëîâåê. Ñëåäîâàòåëüíî, Ñîêðàò áåñ-
ñìåðòåí.

Ââåäÿ ñîîòâåòñòâóþùèå îáîçíà÷åíèÿ, êàæäîå ðàññóæäåíèé 1 � 4 ìîæ-
íî çàïèñàòü â âèäå A∧B → C. Ïîñêîëüêó ôîðìóëà A∧B → C òàâòîëî-
ãèåé íå ÿâëÿåòñÿ, òî ñ òî÷êè çðåíèÿ ëîãèêè âûñêàçûâàíèé íåëüçÿ íè÷å-
ãî ñêàçàòü î ïðàâèëüíîñòè ðàññóæäåíèé 1 � 4. Ïðè÷èíîé òîìó ÿâëÿåòñÿ
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òî, ÷òî ýëåìåíòàðíûå âûñêàçûâàíèÿ â ëîãèêå âûñêàçûâàíèé ðàññìàòðè-
âàþòñÿ êàê öåëûå, íåðàñ÷ëåíÿåìûå âåëè÷èíû, áåç âíóòðåííåé ñòðóêòó-
ðû.Ïðàâèëüíîñòü æå ðàññóæäåíèé 1 � 4 (à ñëåäîâàòåëüíî è èñòèííîñòü
çàêëþ÷åíèÿ) çàâèñèò íå òîëüêî îò èñòèííîñòè ñîñòàâëÿþùèõ ïîñûëîê,íî
è îò èõ âíóòðåííåé ñòðóêòóðû. Â ëîãèêå æå âûñêàçûâàíèé âíóòðåííþþ
ñòðóêòóðó âûñêàçûâàíèé íå èññëåäóåò, ïîýòîìó â ëîãèêå âûñêàçûâàíèé
íåâîçìîæíî óñòàíîâèòü ïðàâèëüíîñòü ïîäîáíîãî ðîäà ðàññóæäåíèé.

Ïðèâåäåì åùå îäèí ïðèìåð òàêîãî ðàññóæäåíèÿ. Ïî ìåíüøåé ìåðå
îäèí ñòóäåíò ñäàë âñå ýêçàìåíû. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé ýêçàìåí ñäàë
ïî êðàéíå ìåðå îäèí ñòóäåíò. Ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôîðìóëà
A→ B òàâòîëîãèåé íå ÿâëÿåòñÿ, òî íåëüçÿ íå÷åãî ñêàçàòü î ïðàâèëüíî-
ñòè ýòîãî ðàññóæäåíèÿ.

Ðàññóæäåíèÿ òàêîãî âèäà îïèñûâàþòñÿ è áîëåå ãëóáîêî èññëåäóþòñÿ
â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ. Ëîãèêà ïðåäèêàòîâ ñîäåðæèò â ñåáå âñþ ëîãèêó
âûñêàçûâàíèé è, êðîìå òîãî, èññëåäóåò åùå âíóòðåííþþ ñòðóêòóðó âû-
ñêàçûâàíèé, êîòîðûå â ëîãèêå âûñêàçûâàíèé ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ýëå-
ìåíòàðíûå íåäåëèìûå íà ÷àñòè âåëè÷èíû.

2. Ïðåäèêàòû. Êàê áûëî ñêàçàíî ðàíåå, ïîä âûñêàçûâàíèåì ìû ïî-
íèìàåì ïîâåñòâîâàòåëüíîå ïðåäëîæåíèå, î êîòîðîì ìîæíî óòâåðæäàòü
îäíî èç äâóõ: îíî èñòèííî èëè ëîæíî. Ïðåäèêàòîì æå áóäåì íàçûâàòü
ïîâåñòâîâàòåëüíîå ïðåäëîæåíèå, ñ îäíîé èëè íåñêîëüêèìè ïåðåìåííû-
ìè, êîòîðîå ïðåâðàùàåòñÿ â âûñêàçûâàíèå ïðè ïîäñòàíîâêå âìåñòî ïåðå-
ìåííûõ èõ çíà÷åíèé. Êàê è â ñëó÷àå âûñêàçûâàíèÿ, ýòî ïîâåñòâîâàòåëü-
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íîå ïðåäëîæåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî íå òîëüêî íà îáû÷íîì ñëîâåñíîì
ÿçûêå, íî è íà ëþáîì ñèìâîëüíîì ÿçûêå ( ìàòåìàòè÷åñêîì, òåõíè÷åñêîì
è ò.ä.)
Ïðèìåðû ïðåäèêàòîâ:
1. ×èñëî x ìåíüøå 3.
2. Ñòóäåíò x îêîí÷èë ñðåäíþþ øêîëó ñ çîëîòîé ìåäàëüþ.
3. x+ y = 7.
Êàæäîå èç ïðåäëîæåíèé 1 � 3 ÿâëÿåòñÿ ïðåäèêàòîì, ïîñêîëüêó ïîä-

ñòàâèâ âìåñòî ïåðåìåííûõ èõ çíà÷åíèÿ, áóäåì ïîëó÷àòü èñòèííûå, ëèáî
ëîæíûå âûñêàçûâàíèÿ. Òàê, íàïðèìåð, ïðè x = 2 ïåðâîå ïðåäëîæåíèå
ïðåâðàùàåòñÿ â èñòèííîå âûñêàçûâàíèå, à ïðè x = 5 � â ëîæíîå.

Ïðåäèêàò êàæäîìó íàáîðó çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ñòàâèò â ñîîòâåò-
ñòâèå èñòèííîå, ëèáî ëîæíîå âûñêàçûâàíèå. Ýòî çíà÷èò ïðåäèêàò ÿâ-
ëÿåòñÿ ôóíêöèåé. Â ñâîþ î÷åðåäü â ëîãèêå âûñêàçûâàíèé èñòèííîñòíîå
âûñêàçûâàíèå îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ èñòèííîñòíûì çíà÷åíèåì 1, à ëîæíîå
âûñêàçûâàíèå � ñî çíà÷åíèåì 0. Ïîýòîìó ìîæíî äàòü ñëåäóþùåå îïðå-
äåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïðåäèêàòîì íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ, ìíîæåñòâîì
çíà÷åíèé êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ 0 è 1.

Åñëè ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ n-ìåñòíîé (n ≥ 1), òî è ïðåäèêàò íàçûâàåòñÿ
n - ìåñòíûì. Ôóíêöèè â ìàòåìàòèêå îáû÷íî îáîçíà÷àþò áóêâàìè (÷à-
ùå âñåãî f, g, h) è â ñêîáêàõ óêàçûâàþò ñïèñîê àðãóìåíòîâ. Íàïðèìåð



126

f(x), g(x, y), f1(x1, x2), f3(x1, x2, . . . , xn), h(x, y, z). Ïîäîáíóþ ñèìâîëè-
êó ââåäåì è äëÿ ïðåäèêàòîâ: ïðåäèêàòû áóäåì îáîçíà÷àòü áîëüøèìè
áóêâàìè ëàòèíñêîãî àëôàâèòà P,Q,R, S, . . . è â ñêîáêàõ óêàçûâàòü ñïè-
ñîê àðãóìåíòîâ: P (x), Q(x, y), R1(x1, x2), S(x1, x2, . . . , xn), Q3(x, y, z) è
ò.ä. Ïðè ýòîì áóêâû x, y, z, u, v (ñ èíäåêñàìè è áåç íèõ) áóäóò ñëóæèòü
äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, à ñèìâîëû a, b, c, d . . . � äëÿ îáîçíà÷åíèÿ
ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé ýòèõ ïåðåìåííûõ. Åñëè èìååòñÿ îáîçíà÷åíèå
ïðåäèêàòà è ïðè ýòî íåò íèêàêèõ ïîìåòîê, äîïîëíèòåëüíûõ îáîçíà÷åíèé,
ñïåöèàëüíûõ îãîâîðîê, òî ýòî åñòü îáîçíà÷åíèå ïðîèçâîëüíîãî ïðåäèêà-
òà è ìû ýòî áóäåì íàçûâàòü ïðåäèêàòíîé ïåðåìåííîé.

À òàêîå îáîçíà÷åíèå, êàê íàïðèìåð,P (x) = (x < 3) ÿâëÿåòñÿ óæå îáî-
çíà÷åíèåì ôèêñèðîâàííîãî îäíîìåñòíîãî ïðåäèêàòà. Íàïîìíèì åùå, ÷òî
áîëüøèå áóêâû ëàòèíñêîãî àëôàâèòà A,B,C. ñëóæàò äëÿ îáîçíà÷åíèÿ
ïðîèçâîëüíûõ âûñêàçûâàíèé. Èõ ìû áóäåì íàçûâàòü ëîãè÷åñêèìè ïå-
ðåìåííûìè. Ôèêñèðîâàííûå æå âûñêàçûâàíèÿ áóäåì êàêèì-òî îáðàçîì
îòìå÷àòü èëè ñïåöèàëüíî îãîâàðèâàòü.

Ïî ïîâîäó îáîçíà÷åíèé ïðåäèêàòîâ ñäåëàåì åùå ñëåäóþùåå çàìå÷à-
íèå. Ìû áóäåì øèðîêî èñïîëüçîâàòü îáùåïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ îïåðà-
öèé, îòíîøåíèé, ôóíêöèé. Íàïðèìåð, âìåñòî ¾x ïåðïåíäèêóëÿðíî y¿,
¾x ïàðàëëåëüíî y¿, ¾ x áîëüøå y¿ è ò.ä. áóäåì ïèñàòü x ⊥ y, x ‖ y, x > y
è ò.ä.

Ïðè çàäàíèè ïðåäèêàòà âñåãäà íóæíî óêàçûâàòü ìíîæåñòâî M (èëè
ìíîæåñòâà), íà êîòîðîì îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ, âõîäÿùèõ â ïðåäèêàò ïå-
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ðåìåííûõ. Ïóñòü äàí, ê ïðèìåðó ïðåäèêàò P (x, y) = (x ïåðïåíäèêóëÿð-
íî y). Äëÿ ýòîãî ïðåäèêàòà ìíîæåñòâîì M ìîæåò ñëóæèòü ìíîæåñòâî
âñåõ ïðÿìûõ, ìíîæåñòâî âñåõ ïëîñêîñòåé, à ìîæåò � è ìíîæåñòâî, ñîñòî-
ÿùåå èç âñåõ ïðÿìûõ è ïëîñêîñòåé, ïðè÷åì ïåðâàÿ ïåðåìåííàÿ ïðèíèìà-
åò çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà ïðÿìûõ à âòîðàÿ � èç ìíîæåñòâà ïëîñêîñòåé.
Èíîãäà ïðåäèêàò, ó êîòîðîãî âñå ïåðåìåííûå ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç
îäíîãî è òîãî æå ìíîæåñòâà, íàçûâàþò îäíîðîäíûì. Â íàøåì ïðèìå-
ðå îäèí è òîò æå ïðåäèêàò P (x, y) = (x ïåðïåíäèêóëÿðíî y), â ñëó÷àå
çàäàíèÿ åãî íà îäíîì èç ïåðâûõ äâóõ ìíîæåñòâàõ ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì.
Åñëè æå îí çàäàí íà ìíîæåñòâå ïðÿìûõ è ïëîñêîñòåé, òî îäíîðîäíûì
îí óæå íå ÿâëÿåòñÿ.

Åñëè àðãóìåíòû ïðåäèêàòà P (x1, x2, . . . , xn) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå èç
ìíîæåñòâà M , òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðåäèêàò P (x1, x2, . . . , xn) äàí íà
ìíîæåñòâå M .
Ïðåäèêàòû ìîæíî çàäàâàòü ñëîâåñíûìè ôîðìóëèðîâêàìè, ôîðìóëàìè è
òàáëèöàìè çíà÷åíèé. Òàê ñëîâåñíîé ôîðìóëèðîâêîé çàäàíû ïðåäèêàòû
1 è 2, à ôîðìóëîé ïðåäèêàò � 3. Ñ ïîìîùüþ òàáëèöû 1 ìîæíî çàäàòü ïðå-
äèêàò P (x) = (x < 5) îïðåäåëåííûé íà ìíîæåñòâå M = {0, 1, 2, . . . , 10}
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Òàáëèöà 1.

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

P (x) 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0

3.Âèäû ïðåäèêàòîâ. Ïóñòü äàí ïðåäèêàò P (x1, x2, . . . , xn), àðãóìåíòû
êîòîðîãî ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâàM . Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé,
íî ôèêñèðîâàííûé íàáîð (a1, a2, . . . , an) çíà÷åíèé èç ìíîæåñòâà M è
ïîäñòàâèì âìåñòî ñîîòâåòñòâåííî x1, x2, . . . , xn â ïðåäèêàò P . Åñëè ïðå-
äèêàò P ïðè ýòîì ïðèìåò çíà÷åíèå ¾èñòèíà¿, òî åñòü P (a1, a2, . . . , an) =
1, òî ãîâîðÿò, ÷òî íàáîð (a1, a2, . . . , an) óäîâëåòâîðÿåò ïðåäèêàòó P (x1, x2, . . . , xn).
Åñëè æå P (a1, a2, . . . , an) = 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî íàáîð (a1, a2, . . . , an) íå
óäîâëåòâîðÿåò ïðåäèêàòó P .

Ïðèìåð 3.1. Ðàññìîòðèì ïðåäèêàòû, àðãóìåíòû êîòîðûõ ïðèíè-
ìàþò çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà R.

1. P (x, y) = (x2 − y2 > 0). Ýòîìó ïðåäèêàòó íàáîð (5, -3) óäîâëåòâî-
ðÿåò, òàê êàê P (5,−3) = (52 − (−3)2 > 0) = 1, à íàáîð (1,2) íå
óäîâëåòâîðÿåò, ïîñêîëüêó P (1, 2) = (12 − 22 > 0) = 0.

2. Q(x) = (x4 < 0). Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïðåäèêàòó Q(x) íå
óäîâëåòâîðÿåò íè îäèí íàáîð, òàê êàê äëÿ ëþáîãî a ∈ R áóäåò
Q(a) = (a4 < 0) = 0.
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3. S(x, y) = (x − y + 1 + y = x + 1). Î÷åâèäíî, ëþáîé íàáîð (a1, a2)
óäîâëåòâîðÿåò ïðåäèêàòó S(x, y).

4. T (x) = ( 1x > 0). Ýòîìó ïðåäèêàòó óäîâëåòâîðÿåò ëþáîå ïîëîæè-
òåëüíîå ÷èñëî è íå óäîâëåòâîðÿåò íèêàêîå îòðèöàòåëüíîå.

Â ïðèìåðå 4 çíà÷åíèå ïðåäèêàòà T (x) ïðè x = 0 íå îïðåäåëåíî. Òàêèå
ïðåäèêàòû ìû ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì. Ìû áóäåì èññëåäîâàòü ëèøü òå
ïðåäèêàòû, êîòîðûå îïðåäåëåíû ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ, âõîäÿùèõ â íèõ ïå-
ðåìåííûõ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ èç îïðåäåëåíèÿ 3.1 äîëæíà áûòü
âñþäó îïðåäåëåííîé. Ôóíêöèÿ æå T (x) â ïðèìåðå 4 íà ìíîæåñòâå R
òàêîâîé íå ÿâëÿåòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïóñòü P (x1, x2, . . . , xn) � ïðåäèêàò îïðåäåëåííûé
íà ìíîæåñòâå M . Òîãäà ïðåäèêàò P (x1, x2, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ

• âûïîëíèìûì, åñëè èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí íàáîð (a1, a2, . . . , an) çíà-
÷åíèé èç M , óäîâëåòâîðÿþùèé ïðåäèêàòó P ;

• òîæäåñòâåííî-èñòèííûì, åñëè âñÿêèé íàáîð (a1, a2, . . . , an) çíà-
÷åíèé èç M , óäîâëåòâîðÿåò ïðåäèêàòó P ;

• òîæäåñòâåííî-ëîæíûì, åñëè íè îäèí íàáîð (a1, a2, . . . , an) çíà÷å-
íèé èç M , íå óäîâëåòâîðÿåò ïðåäèêàòó P ;
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Â ïîñëåäíèõ ïðèìåðàõ ïðåäèêàòû P (x, y), S(x, y), T (x) ÿâëÿþòñÿ âûïîë-
íèìûìè, ïðè÷åì ïðåäèêàò S(x, y) ÿâëÿåòñÿ åùå è òîæäåñòâåííî-èñòèííûì.
Ïðåäèêàò Q(x) ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî-ëîæíûì.

Èç îïðåäåëåíèÿ 3.2 ñëåäóåò, ÷òî âñÿêèé òîæäåñòâåííî-èñòèííûé ïðå-
äèêàò ÿâëÿåòñÿ åùå è âûïîëíèìûì (íî íå íàîáîðîò) è íèêàêîé òîæäåñòâåííî-
ëîæíûé ïðåäèêàò âûïîëíèìûì íå ÿâëÿåòñÿ.

3.1.2. Êâàíòîðû

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ïóñòü P (x) � ïðåäèêàò, îïðåäåëåííûé íà íåêîòî-
ðîì ìíîæåñòâå M . Òîãäà ïîä âûðàæåíèåì ∀xP (x) ïîíèìàþò âûñêàçû-
âàíèå, êîòîðîå èñòèííî òîãäà, êîãäà P (x) èñòèííî äëÿ ëþáîãî x ∈ M è
ëîæíî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Çàïèñü ”∀xP (x)” ÷èòàþò "äëÿ ëþáîãî xP (x)
èñòèííî". Ñèìâîë ∀ íàçûâàåòñÿ êâàíòîðîì âñåîáùíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 3.4. Ïóñòü äàíû ïðåäèêàòû P (x1, x2, . . . , xn) è
Q(x1, x2, . . . , xn), îïðåäåëåííûå íà îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå Ì. Òîãäà:

• ïðåäèêàòû P (x1, x2, . . . , xn) è Q(x1, x2, . . . , xn) íàçûâàþòñÿ ðàâíî-
ñèëüíûìè, åñëè íà ëþáîì íàáîðå (a1, a2, . . . , an) çíà÷åíèé èç Ì îíè
ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ;

• ïðåäèêàò Q(x1, x2, . . . , xn) íàçûâåàòñÿ ñëåäñòâèåì ïðåäèêàòà
P (x1, x2, . . . , xn), åñëè âñÿêèé íàáîð (a1, a2, . . . , an) çíà÷åíèé èç Ì,
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óäîâëåòâîðÿþùèé ïðåäèêàòó P (x1, x2, . . . , xn), óäîâëåòâîðÿåò è ïðå-
äèêàòó Q(x1, x2, . . . , xn).

Ïðèìåð 3.2. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ïðåäèêàòû, îïðåäåëåííûå íà
ìíîæåñòâå N: P (x) =(x � ÷åòíîå), Q(x) =(x äåëèòñÿ íà 2), S(x) =(x
äåëèòñÿ íà 4). Òîãäà:

• P (x) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì Q(x) è íàîáîðîò. Êðîìå òîãî P (x) è
Q(x) ðàâíîñèëüíû;

• Q(x) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì S(x), íî íå íàîáîðîò. Êðîìå òîãî Q(x)
è S(x) íå ðàâíîñèëüíû.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü äàíû ïðåäèêàòû P (x1, x2, . . . , xn) è
Q(x1, x2, . . . , xn), îïðåäåëåííûå íà îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå Ì. Òî-
ãäà ïðåäèêàòû P (x1, x2, . . . , xn) è Q(x1, x2, . . . , xn) ðàâíîñèëüíû â òîì
è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà êàæäûé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì
äðóãîãî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñëåäóåò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 3.5. Ïóñòü P (x) � ïðåäèêàò, îïðåäåëåííûé íà íåêî-
òîðîì ìíîæåñòâå M . Òîãäà ïîä âûðàæåíèåì ∃xP (x) ïîíèìàþò âû-
ñêàçûâàíèå, êîòîðîå èñòèííî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî
x ∈ M äëÿ êîòîðîãî P (x) èñòèííî è ëîæíî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Çà-
ïèñü ∃xP (x) ÷èòàþò "ñóùåñòâóåò x, äëÿ êîòîðîãî P (x) èñòèííî".
Çíàê ∃ íàçûâàåòñÿ êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ.
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Êâàíòîðû ∃ è ∀ íàçûâàþòñÿ äâîéñòâåííûìè äðóã äðóãó.
Ïðåïèñûâàíèå êâàíòîðà ñëåâà ê ïðåäèêàòó íàçûâàåòñÿ íàâåøèâàíè-

åì êâàíòîðà íà ïðåäèêàò. Êâàíòîðû ìîæíî íàâåøèâàòü è íà ìíîãî-
ìåñòíûå ïðåäèêàòû. Òàê íàâåñèâ êâàíòîð ∀xi(1 ≤ i ≤ n) íà ïðåäèêàò
Q(x1, x2, . . . , xn) ìû ïîëó÷àåì (n−1) - ìåñòíûé ïðåäèêàò ∀xiQ(x1, x2, . . . ,
xn), çàâèñÿùèé îò ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn. Çíà÷åíèå ïðå-
äèêàòà ∀xiQ(x1, x2, . . . , xn) íà íàáîðå a1, a2, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an ðàâíî 1
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî xi ∈ M çíà÷åíèå ïðåäèêàòà
Q(a1, a2, . . . , ai−1, xi, ai+1, . . . , an) ðàâíî 1.

Ïðèìåð 3.3. Ïóñòü M � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

1) Ïóñòü P (x) = (x > 3). Òîãäà ∀xP (x) = ∀x(x > 3) ÿâëÿåòñÿ ëîæ-
íûì âûñêàçûâàíèåì, à ∃xP (x) = ∃x(x > 3) � èñòèííîå âûñêàçûâàíèå.
2) Ïóñòü Q(x, y) = (x+ y = 5) � äâóìåñòíûé ïðåäèêàò.
a) Òîãäà ∀xQ(x, y) = ∀x(x + y = 5) ÿâëÿåòÿ îäíîìåñòíûì ïðåäèêàòîì
îò ïåðåìåííîé y. Íàéäåì íåêîòîðûå åãî çíà÷åíèÿ:
∀xQ(x, 2) = ∀x(x+ 2 = 5) = 0, ∀xQ(x, 10) = ∀x(x+ 10 = 5) = 0.
b) ∃yQ(x, y) = ∃y(x+y = 5) � ÿâëÿåòñÿ îäíîìåñòíûì ïðåäèêàòîì îò ïå-
ðåìåííîé x. Íàéäåì íåêîòîðûå åãî çíà÷åíèÿ ∃yQ(2, y) = (2+y = 5) = 1,
∃yQ(10, y) = (10 + y = 5) = 0.
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3.1.3. Ôîðìóëû

Îïðåäåëåíèå 3.6. 1. Êàæäàÿ ôîðìóëà ëîãèêè âûñêàçûâàíèé ÿâ-
ëÿåòñÿ ôîðìóëîé (ëîãèêè ïðåäèêàòîâ).

2. Ñèìâîë âñÿêîãî ïðåäèêàòà ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé.

3. Åñëè A è B ôîðìóëû, x � ïåðåìåííàÿ, òî âûðàæåíèÿ A , (A∨B),
(A ∧ B), (A ⇒ B), (A ⇐⇒ B), ∀x(A), ∃x(A) òàêæå ÿâëÿþòñÿ
ôîðìóëàìè.

4. Ôîðìóëàìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî òå âûðàæåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî ïî-
ëó÷èòü ïî ïóíêòàì 1 � 3.

Çàìå÷àíèå 3.1. Ôîðìóëû, ïîëó÷àåìûå ïî ï. 1,2 íàçûâàþòñÿ ïðî-
ñòûìè, ïîëó÷àåìûå ñ ïðèìåíåíèåì ï. 3 � ñëîæíûìè. Êàê è â ëîãèêå
âûñêàçûâàíèé çäåñü áóäóò òàêèå æå ïðàâèëà îá îïóñêàíèè ñêîáîê, ò.å.
îïåðàöèè ïî ñèëå ñâîåãî äåéñòâèÿ ðàñïîëàãàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì
−,∧,∨,⇒,⇐⇒. Êðîìå òîãî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî êâàíòîðû ∀, ∃ ñâÿçûâà-
þò ñèëüíåå âñåõ îñòàëüíûõ îïåðàöèé.

Ïðèìåð 3.4. Ïðèâåäåì ïðèìåðû ôîðìóë: Q(x), R(x, y, z),
∀xA(x, y, z), A ∨ ∃xP (x),
∀xP (x, y)⇒ ∃yQ(y, z), ∀x(A(x) ∧B(y))

Îïðåäåëåíèå 3.7. Â ôîðìóëàõ ∀x(A) è ∃x(A) ôîðìóëà A íàçûâà-
åòñÿ îáëàñòüþ äåéñòâèÿ êâàíòîðîâ ∀x è ∃x ñîîòâåòñòâåííî.



134

Ïðèìåð 3.5. Â ñëåäóþùèõ ïðèìåðàõ îáëàñòü äåéñòâèÿ êâàíòîðà
∀x ïîä÷åðêíóòà ëèíèåé: ∀xP (x), A(x)⇒ ∀xB(x, y), ∃y(∀xB(x, y, z)),
∀x(A(x)⇒ B(x, y)).

Îïðåäåëåíèå 3.8. Âõîæäåíèå ïåðåìåííîé â äàííóþ ôîðìóëó íàçû-
âàåòñÿ ñâÿçàííûì, åñëè îíî ñëåäóåò çà çíàêîì êâàíòîðà èëè íàõîäèòñÿ â
îáëàñòè äåéñòâèÿ êàêîãî-ëèáî êâàíòîðà ïî ýòîé ïåðåìåííîé. Âõîæäåíèå
ïåðåìåííîé íå ÿâëÿþùèåñÿ ñâÿçàííûìè, íàçûâàþòñÿ ñâîáîäíûìè.

Ïðèìåð 3.6. Â ñëåäóþùèõ ôîðìóëàõ ñâÿçàííûå âõîæäåíèÿ ïåðå-
ìåííîé x îòìå÷åíû îäíîé ëèíèåé:
à) ∀xP (x, y)
á) ∀xP (x, y)→ ∃yQ(x, y)
â) ∀x(P (x, y)→ ∃yQ(x, y))

Ïóñòü äàíà íåêîòîðàÿ ôîðìóëà A è ìíîæåñòâîM , íà êîòîðîì îïðåäå-
ëåíû âñå âõîäÿùèå â ýòó ôîðìóëó ïðåäèêàòû. Òîãäà èñòèííîå çíà÷åíèå
ôîðìóëû A çàâèñèò îò çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ òðåõ âèäîâ:

1. ëîãè÷åñêèå ïåðåìåííûå (îáîçíà÷àþùèå ïðîèçâîëüíûå âûñêàçûâà-
íèÿ);

2. ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå;

3. ïðåäèêàòíûå ïåðåìåííûå (îáîçíà÷àþùèå ïðîèçâîëüíûå ïðåäèêà-
òû).
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Ïðèìåð 3.7. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó, îïðåäåëåííóþ íà
ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë: ∀xP (x, y)→ A. Ïóñòü P (x, y) = (x >
y), y = 3, A : 3 < 7. Òîãäà
∀x(x > 3)→ (3 < 7) = 0→ 0 = 1
Ïîäñòàâëÿÿ êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ ýòèõ ïåðåìåííûõ â ôîðìóëó A ìû
ïîëó÷èì èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå ôîðìóëû A.

Îïðåäåëåíèå 3.9. Åñëè èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí íàáîð çíà÷åíèé ïåðå-
ìåííûõ, íà êîòîðîì çíà÷åíèå ôîðìóëû A ðàâíî 1, òî ôîðìóëà íàçûâà-
åòñÿ âûïîëíèìîé íà ìíîæåñòâå M .

Îïðåäåëåíèå 3.10. Ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ âûïîëíèìîé, åñëè èìååòñÿ
ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì îíà âûïîëíèìà.

Çàìå÷àíèå 3.2. Îòìåòèì, ÷òî â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ èìåþòñÿ ôîð-
ìóëû, âûïîëíèìûå íà áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâàõ, íî íå âûïîëíèìûå íè
íà îäíîì êîíå÷íîì ìíîæåñòâå.

Îïðåäåëåíèå 3.11. Åñëè çíà÷åíèå ôîðìóëû íà ëþáîì íàáîðå çíà÷å-
íèé èç ìíîæåñòâàM ðàâíî 1, òî îíà íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâåííî-èñòèííîé
íà ìíîæåñòâå M .

Îïðåäåëåíèå 3.12. Åñëè ôîðìóëà òîæäåñòâåííî-èñòèííà íà ëþáîì
ìíîæåñòâå, òî îíà íàçûâàåòñÿ îáùåçíà÷èìîé.
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Îáùåçíà÷èìûìè ÿâëÿþòñÿ âñå òàâòîëîãèè ëîãèêè âûñêàçûâàíèé, à
òàêæå ìíîãèå äðóãèå ôîðìóëû. Íàïðèìåð: ∀x(P (x) ∨ P (x));∀xP (x) ⇒
∃xP (x)
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3.1.4. Ðàâíîñèëüíîñòü

Îïðåäåëåíèå 3.13. Ïóñòü äàíû äâå ôîðìóëû A è B, îïðåäåëåí-
íûå íà îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå M . Ôîðìóëû A è B íàçûâàþòñÿ
ðàâíîñèëüíûìè íà ìíîæåñòâå M , åñëè íà ëþáîì íàáîðå çíà÷åíèé ïå-
ðåìåííûõ èç Ì îíè ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå
ïèøóò A ≡ MB,

Îïðåäåëåíèå 3.14. Äâå ôîðìóëûA èB íàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè,
åñëè îíè ðàâíîñèëüíû íà ëþáîì ìíîæåñòâå. Â ýòîì ñëó÷àå ïèøóòA ≡ B.

Âñå ôîðìóëû, êîòîðûå ðàâíîñèëüíû â ëîãèêå âûñêàçûâàíèé ðàâíî-
ñèëüíû è â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ. Ñïèñîê îñíîâíûõ ðàâíîñèëüíîñòåé ëîãè-
êè âûñêàçûâàíèé äàí â ïóíêòå 2.1.4.

Ðàññìîòðèì åùå íåñêîëüêî ðàâíîñèëüíîñòåé
23. ∀xiP (x1, x2, . . . , xn) ≡ ∃xiP (x1, x2, . . . , xn);
24. ∃xiP (x1, x2, . . . , xn) ≡ ∀xiP (x1, x2, . . . , xn);
25. ∀xiP (x1, x2, . . . , xn)∧∀xiQ(x1, x2, . . . , xn) ≡ ∀xi(P (x1, x2, . . . , xn)∧

∧Q(x1, x2, . . . , xn));
26. ∃xiP (x1, x2, . . . , xn)∨∃xiQ(x1, x2, . . . , xn) ≡ ∃xi(P (x1, x2, . . . , xn)∨

∨Q(x1, x2, . . . , xn));
27. ∀xiP (x1, x2, . . . , xn) ∧Q ≡ ∀xi(P (x1, x2, . . . , xn) ∧Q);
28. ∀xiP (x1, x2, . . . , xn) ∨Q ≡ ∀xi(P (x1, x2, . . . , xn) ∨Q);
29. ∃xiP (x1, x2, . . . , xn) ∧Q ≡ ∃xi(P (x1, x2, . . . , xn) ∧Q);
30. ∃xiP (x1, x2, . . . , xn) ∨Q ≡ ∃xi(P (x1, x2, . . . , xn) ∨Q);
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31.∀xiP (x1, x2, . . . , xn)→ Q ≡ ∀xi(P (x1, x2, . . . , xn)→ Q);

32.∃xiP (x1, x2, . . . , xn)→ Q ≡ ∃xi(P (x1, x2, . . . , xn)→ Q);

33.∀xiP (x1, x2, . . . , xn)↔ Q ≡ ∀xi(P (x1, x2, . . . , xn)↔ Q);

34.∃xiP (x1, x2, . . . , xn)↔ Q ≡ ∃xi(P (x1, x2, . . . , xn)↔ Q);

35.Q→ ∀xiP (x1, x2, . . . , xn) ≡ ∀xi(Q→ P (x1, x2, . . . , xn));

36.Q→ ∃xiP (x1, x2, . . . , xn) ≡ ∃xi(Q→ P (x1, x2, . . . , xn));

37.Q↔ ∀xiP (x1, x2, . . . , xn) ≡ ∀xi(Q↔ P (x1, x2, . . . , xn));

38.Q↔ ∃xiP (x1, x2, . . . , xn) ≡ ∃xi(Q↔ P (x1, x2, . . . , xn))

(ãäå Q íå ñîäåðæèò xi: ïóíêòû 27�38);

39. ∀xi∀xjP (x1, x2, . . . , xn) ≡ ∀xj∀xiP (x1, x2, . . . , xn);

40. ∃xi∃xjP (x1, x2, . . . , xn) ≡ ∃xj∃xiP (x1, x2, . . . , xn);

41. ∀yP (x1, x2, . . . , xn) ≡ P (x1, x2, . . . , xn);

42. ∃yP (x1, x2, . . . , xn) ≡ P (x1, x2, . . . , xn);

43. ∀xiP (x1, x2, . . . , xn) ≡ ∀yP (x1, x2, . . . , xi−1, y, xi+1, . . . , xn);

44.∃xiP (x1, x2, . . . , xn) ≡ ∃yP (x1, x2, . . . , xi−1, y, xi+1, . . . , xn).
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Ïðèìåð 3.8. Óïðîñòèòü:

∃x(P (x)→ Q(x))→ (∀xP (x)→ ∃xQ(x))
22≡ ∃x(P (x)) ∨Q(x))∨(∀xP (x)∨

∃xQ(x))
24≡ ∀x(P (x) ∨Q(x)) ∨ ∀xP (x) ∨ ∃xQ(x)

11≡
∀x(P (x) ∧Q(x)) ∨ ∀xP (x) ∨ ∃xQ(x)

25≡
(∀xP (x) ∧ ∀xQ(x)) ∨ ∀xP (x) ∨ ∃xQ(x)

9≡
(∀xP (x) ∨ ∀xP (x)) ∧ (∀xQ(x) ∨ ∀xP (x)) ∨ ∃xQ(x)

13≡
1 ∧ (∀xQ(x) ∨ ∀xP (x)) ∨ ∃xQ(x)

14≡ ∀xQ(x) ∨ ∀xP (x) ∨ ∃xQ(x)
24≡

∃xQ(x) ∨ ∀xP (x) ∨ ∃xQ(x)
13≡ 1 ∨ ∀xP (x)

17≡ 1
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3.1.5. Íîðìàëüíûå ôîðìû

Îïðåäåëåíèå 3.15. Ôîðìóëà, â êîòîðîé èç îïåðàöèé ëîãèêè âûñêà-
çûâàíèé ñîäåðæàòñÿ ëèøü ∧, ∨, �, à çíàêè îòðèöàíèÿ îòíîñÿòñÿ òîëüêî ê
ïðîñòûì âûñêàçûâàíèÿì è ïðåäèêàòàì, íàçûâàåòñÿ ïðåäâàðåííîé ôîð-
ìóëîé.

Çàìå÷àíèå 3.3. Ïîëüçóÿñü ðàâíîñèëüíîñòÿìè A ⇒ B ≡ A ∨ B ,
A ⇔ B ≡ (A ∨B) ∧(B ∨A) è 23,24 ìîæíî ëþáóþ ôîðìóëó ïðåîáðà-
çîâàòü â ðàâíîñèëüíóþ åé ïðåäâàðåííóþ. Íàïðèìåð: ∀xP (x, y) → A ≡
∀xP (x, y) ∨ A ≡ ∃xP (x, y) ∨ A.

Îïðåäåëåíèå 3.16. Ïðåäâàðåííàÿ ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé,
åñëè â íåé ëèáî ñîâñåì íåò êâàíòîðîâ, ëèáî êâàíòîðû âûíåñåíû çà ñêîá-
êè.

Ïðèìåð 3.9.

Íîðìàëüíûå ôîðìóëû: ∀x ∃y ∀z A(x , y , z ), ∃x ∀y (A(x ) ∧ B(y)z ))), ∀x
((A(x ) ∧ B(y)) ∨ C (z )), A(x ) ∨ B(y)

Ôîðìóëû, íå ÿâëÿþùèåñÿ íîðìàëüíûìè: ∀x (A(x ) ∧ ∃y B(y)), ∀x A(x )
⇒ B(y).

Òåîðåìà 3.2. Ëþáóþ ôîðìóëó ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ìîæíî ïðåîáðà-
çîâàòü â ðàâíîñèëüíóþ åé íîðìàëüíóþ ôîðìóëó.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ôîðìóëó è áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî îíà óæå ïðèâåäåíà ê ïðåäâàðåííîìó âèäó. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì
ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî ÷èñëó îïåðàöèé â ôîðìóëå.

1. Åñëè ôîðìóëà ñîäåðæèò ëèøü îäèí çíàê îïåðàöèé, òî îíà î÷åâèäíî
óæå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ôîðìóëîé.

2. Ïóñòü òåîðåìà ñïðàâåäëèâà äëÿ ôîðìóë, ñîäåðæàùèõ íå áîëåå k
çíàêîâ îïåðàöèé. Äîêàæåì, ÷òî òåîðåìà âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ ôîðìóë,
ñîäåðæàùèõ k + 1 çíàêîâ.

Ïóñòü èìååòñÿ ôîðìóëà R, ñîäåðæàùàÿ k + 1 çíàêîâ îïåðàöèé. Äëÿ
ôîðìóëû R âîçìîæíû òîëüêî ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

à) R = ∀xP . Ôîðìóëà R = ∀xP ñîäåðæèò k+1 çíàê îïåðàöèé. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ôîðìóëà P ñîäåðæèò k çíàêîâ è ïî ïðåäïîëîæåíèþ ÿâëÿåòñÿ
íîðìàëüíîé. Òîãäà, î÷åâèäíî, è ôîðìóëà ∀xP òàêæå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëü-
íîé, ïîñêîëüêó ïðèïèñûâàÿ ñëåâà ê íîðìàëüíîé ôîðìóëå êâàíòîð âñå-
îáùíîñòè ìû âíîâü ïîëó÷àåì íîðìàëüíóþ ôîðìóëó. Íàïðèìåð, åñëè P
= ∀ν ∃y Q(x , y , z , ν), òî ∀xP = ∀x ∀ν ∃y Q(x , y , z , ν).

á) R = ∃xP . Ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî à).
â) R = P . P ñîäåðæèò k çíàêîâ îïåðàöèé è ïî ïðåäïîëîæåíèþ èìååò

ðàâíîñèëüíóþ åé íîðìàëüíóþ ôîðìóëó. Ïðèìåíÿÿ ðàâíîñèëüíîñòè 23,24
ìîæåì ïðåîáðàçîâàòü P ê íîðìàëüíîìó âèäó.
Íàïðèìåð. Åñëè P = ∀x ∃y ∀z Q(x , y , z , ν), òî
∀x∃y∀zQ(x, y, z, ν) ≡ ∃x ∃y∀zQ(x, y, z, ν) ≡
∃x ∀y ∀zQ(x, y, z, ν) = ∃x ∀y ∃z Q(x, y, z, ν).
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ã) R = P ∨ Q, ãäå P è Q óæå ïðèâåäåíû ê íîðìàëüíîìó âèäó. Ïå-
ðåèìåíóåì â ôîðìóëàõ P è Q ñâÿçàííûå ïåðåìåííûå òàê, ÷òîáû â ôîð-
ìóëàõ P è Q îíè áûëè ðàçíûìè. Ïóñòü ïîñëå ïåðåèìåíîâàíèÿ P è Q
åñòü ñîîòâåòñòâåííî, íàïðèìåð, ∀x1 ∃x2 ∀x3 P (x1, x2, . . . , xn) è ∃y1 ∀y2
Q(y1, y2, . . . , ym). Òîãäà ïðèìåíÿÿ 29-30 ïîëó÷èì ∀x1 ∃x2 ∀x3 P (x1, x2, . . . , xn)
∨ ∃y1 ∀y2 Q(y1, y2, . . . , ym) ≡ ∀x1 (∃x2 ∀x3 P (x1, x2, . . . , xn) ∨ ∃y1 ∀y2
Q(y1, y2, . . . , ym))≡ ∀x1 ∃x2(∀x3 P (x1, x2, . . . , xn) ∨ ∃y1 ∀y2 Q(y1, y2, . . . , ym))
≡ ∀x1 ∃x2 ∀x3 (P (x1, x2, . . . , xn) ∨ ∃y1 ∀y2 Q(y1, y2, . . . , ym)) ≡ àíàëîãè÷-
íî ∀x1 ∃x2 ∀x3 ∃y1 ∀y2 (P (x1, x2, . . . , xn) ∨Q(y1, y2, . . . , ym))
ä) R=P ∧Q àíàëîãè÷íî.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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3.1.6. Ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ.

Ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ äëÿ ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ñòàâèòñÿ òàêæå, êàê
è äëÿ ëîãèêè âûñêàçûâàíèé: íåîáõîäèìî óêàçàòü ýôôåêòèâíûé ñïîñîá
(àëãîðèòì) äëÿ âûÿñíåíèÿ òîãî ÿâëÿåòñÿ äàííàÿ ôîðìóëà âûïîëíèìîé
èëè íåò.

Åëè ìû óìååì ðåøàòü âîïðîñ î âûïîëíèìîñòè, òî áóäåì óìåòü ðåøàòü
âîïðîñ è îá îáùåçíà÷èìîñòè ëþáîé ôîðìóëû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ôîð-
ìóëà A- îáùåçíà÷èìàÿ, òî ôîðìóëà A íåâûïîëíèìà. Åñëè æå ôîðìóëà
íå ÿâëÿåòñÿ îáùåçíà÷èìîé, òî ýòî çíà÷èò èìååòñÿ íåêîòîðîå ìíîæåñòâî
M , íà êîòîðîì A íà íåêîòîðûõ íàáîðàõ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1, ò.å. A
ÿâëÿåòñÿ âûïîëíèìîé.

Åñëè æå A - âûïîëíèìà, òî A íå ÿâëÿåòñÿ îáùåçíà÷èìîé è åñëè A -
íåâûïîëíèìà, òî A � îáùåçíà÷èìà.

Ïðè ðåøåíèè ïðîáëåìû ðàçðåøåíèÿ ïåðåáîð âñåõ âàðèàíòîâ çíà÷åíèé
ïåðåìåííûõ íå ïîäõîäèò, òàê êàê òàêèõ âàðèàíòîâ ìîæåò áûòü áåñêîíå÷-
íîå ìíîæåñòâî. Ïîýòîìó íóæåí äðóãîé ìåòîä, îòëè÷íûé îò ïåðåáîðà.
Ïîèñêè òàêîãî ñïîñîáà âåëèñü äîëãî, ïîêà â 1936 ã. àìåðèêàíñêèé ìàòå-
ìàòèê À. ×åð÷ íå äîêàçàë, ÷òî òàêîãî ñïîñîáà (àëãîðèòìà) íåò.

Îäíàêî äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ôîðìóë òàêîé ìåòîä èìååòñÿ.
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3.1.7. Ïðèìåíåíèå ÿçûêà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ äëÿ çàïèñè ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ïðåäëîæåíèé.

Äëÿ çàïèñè ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðåäëîæåíèé, òåîðåì, àêñèîì, îïðåäåëå-
íèé óäîáåí ÿçûê ëîãèêè ïðåäèêàòîâ. Ïðè ýòîì íå ñóùåñòâóåò êàêèõ-òî
ïðàâèë äëÿ çàïèñè ìàòåìàòè÷åñèõ ïðåäëîæåíèé. Â êàæäîì êîíêðåòíîì
ñëó÷àå ýòîò âîïðîñ ðåøàåòñÿ îòäåëüíî. Íåêîòîðûå ïðåäèêàòû áóäåì çà-
ïèñûâàòü â ñèìâîëè÷åñêîé ôîðìå. Íàïðèìåð: ¾õ ðàâíî ó¿ â âèäå ¾õ =
ó¿, ¾õ ìåíüøå ó¿ â âèäå ¾õ<ó¿, ¾õ ìèíóñ ó ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå
ìåíüøå z¿ - â âèäå ¾|õ-ó|<z¿.

Ïðèìåð 3.10.

1. Çàêîí êîììóòàòèâíîñòè: ∀z ∀y ∀x ((x+ y = z) ⇒ (y + x = z))

2. Çàïèøåì òàêîå ïðåäëîæåíèå ¾ëþáûå äâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëà ëè-
áî ðàâíû, ëèáî îäíî èç íèõ ìåíüøå äðóãîãî¿. ×åðåç R îáîçíà÷èì
ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. ∀x ∀y ((x ∈ R) ∧ (y ∈ R) ⇒
(x = y) ∨ (x > y) ∨ (x < y)

3. Îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà M , îãðàíè÷åííîãî ñâåðõó. ∃y ∀x ((x ∈ M)
⇒ (x 6 y)).

4. Îïðåäåëåíèå âåðõíåé ãðàíè α ìíîæåñòâà M : ∀x(x ∈ M ⇒ (x 6
α) ∧ ∀ε∃y((ε 0)⇒ (y ∈M ∧ (α�εy)))
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5. Ñèñòåìà àêñèîì ãðóïï. Ïóñòü M - ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóï-
ïû

Àêñèîìà 3.1. ∀x ∀y ∃z(((x ∈ M ∧(y ∈ M)∧(z ∈ M) ⇒((x · y=z)∧
∀u(x · y=u)⇒ z = u)))

Àêñèîìà 3.2. ∀x ∀y ∃z ∀u ∀v ∀w((x ∈M)∧(y ∈M) ∧(z ∈M)∧(u ∈
M)∧(v ∈M)∧(w ∈M)⇒((x·y = u)∧(y ·z = v)∧(z ·u = w)⇒(x·v = w)))

Àêñèîìà 3.3. ∀z ∀y ∃z((x ∈ M)∧(y ∈ M)∧(z ∈ M)⇒((x · z = y)∧
∀u((x · u = y)⇒(z = u)))

Òåîðåìà 3.3. Åñëè õ äåëèòñÿ íà y, à y äåëèòñÿ íà z, òî x äåëèòñÿ
íà z
∀x ∀y ∀z((x...y)∧(y...z)⇒(x

...z))

Òåîðåìà 3.4. Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîñòûõ ÷èñåë. ×åðåç
Q(x)îáîçíà÷åí ïðåäèêàò, õ - ïðîñòîå ÷èñëî. ∀y ∃x(Q(x)∧ (x y))

Ïðèìåíÿÿ ðàâíîñèëüíîñòè 1�46 ìîæíî äëÿ äàííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ óòâåð-
æäåíèé ïîñòðîèòü èì ðàâíîñèëüíûå èëè ïðîòèâîïîëîæíûå óòâåðæäå-
íèÿ.

Ïðèìåð 3.11. Äàòü îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà íå îãðàíè÷åííîãî ñâåð-
õó. Âîçüìåì îòðèöàíèÿ îò îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííîãî ñâåð-
õó:
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∃y∀x((x ∈M)⇒ (x ≤ y) ≡ ∀y ∀x((x ∈M)⇒ (x ≤ y) ≡
∀y ∃x (x ∈M)⇒ (x ≤ y) ≡ ∀y ∃x ((x ∈M) ∨ (x ≤ y)) ≡
≡ ∀y ∃x ((x ∈M) ∧ (x ≤ y)) ≡ ∀y ∃x ((x ∈M) ∧ (x > y)).
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3.2. Ïðàêòè÷åñêàÿ ÷àñòü

3.2.1. Ïðåäèêàòû.

1.1 Êàêèå èç ïðèâåäåííûõ ïðåäëîæåíèé ÿâëÿþòñÿ ïðåäèêàòàìè? Â
ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà îïðåäåëèòå òèï ïðåäèêàòà:

1. 2+2=4;

2. x+ y = 4, ãäå x ∈ N, y ∈ N ;

3. Ëåíà è Äèìà;

4. x+ y;

5. x � ÷ëåí ïðîôñîþçà, ãäå x ∈ ìíîæåñòâî ñòóäåíòîâ âàøåé ãðóïïû;

6. x � ñòîëèöà Áåëàðóñè, ãäå x ∈{Ìèíñê, Áðåñò};

7. ðåêà x âïàäàåò â ìîðå y , ãäå x ∈{Âîëãà, Óðàë, Äíåïð, Íåìàí},
y ∈{Êàéñïèéñêîå, ×åðíîå}.

1.2 Íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïðèâåñòè ïðèìåðû ðàçëè÷íûõ
n-ìåñòíûõ ïðåäèêàòîâ.

1.3 Íà ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë ïðèâåñòè ïðèìåðû ïðåäèêàòîâ.

1. P (x, y) � âûïîëíèìûé;

2. S(x, y, z) � òîæäåñòâåííî-ëîæíûé;
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3. T (x1, x2, . . . , xn) � òîæäåñòâåííî-èñòèííûé;

4. P (x) è Q(y) òàêèå, ÷òî P (x) ∧Q(y) � âûïîëíèìûé,
íî íå òîæäåñòâåííî-èñòèííûé;

5. S(x, y), T (x, y) � êàæäûé èç íèõ íå òîæäåñòâåííî-èñòèííûé, à S(x, y)∨
T (x, y) � òîæäåñòâåííî-èñòèííûé;

6. S(x1) è Q(x1, x2, x3) òàêèå,
÷òî S(x1)→ Q(x1, x2, x3) - òîæäåñòâåííî-ëîæíûé;

7. S(x1, x2), T (x1, x2) � êàæäûé èç êîòîðûõ
íå òîæäåñòâåííî-ëîæíûé, à S(x1, x2 ↔ T (x1, x2) -
òîæäåñòâåííî-ëîæíûé;

8. Q(x, y) òàêîé, ÷òî Q(3, y) - òîæäåñòâåííî-èñòèííûé.

1.4 Íà ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë ïðèâåñòè ïðèìåðû ïðåäèêàòîâ P (x) è
Q(y) òàêèõ, ÷òî P (x) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì Q(y).
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3.2.2. Êâàíòîðû.

2.1 Óñòàíîâèòå èñòèííîñòü ñëåäóþùèõ âûñêàçûâàíèé:

1. ∀x(
∣∣x∣∣= x),ãäå x ∈ N ;

2. ∃x(
∣∣x∣∣= x),ãäå x ∈ Z;

3. ∃x(
∣∣x∣∣= −x),ãäå x ∈ Z;

4. ∃x∀y(x+ y = 0),ãäå x, y ∈ Z;

5. ∀x∃y(x+ y = 0),ãäå x, y ∈ Z;

6. ∀x∀y(x+ y = 0),ãäå x, y ∈ Z;

7. ∃x∃y(x+ y = 0),ãäå x, y ∈ Z;

8. ∃x∀y(x+ y = 0),ãäå x, y ∈ Z;

2.2 Ïóñòü M(x, y) � ïðåäèêàò ¾x � ÿâëÿåòñÿ ìàìîé y¿. Ïðî÷èòàéòå
ñëåäóþùèå âûñêàçûâàíèÿ è îïðåäåëèòå èõ èñòèííîñòü (x ïðèíàäëåæèò
ìíîæåñòâó æåíùèí, y � ìíîæåñòâó âñåõ ëþäåé):

1. ∀x∃yM(x, y);

2. ∀y∃xM(x, y);

3. ∃x∀yM(x, y);
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4. ∃y∀xM(x, y);

5. ∀x∀yM(x, y);

6. ∀y∀xM(x, y);

7. ∃x∃yM(x, y);

8. ∃y∃xM(x, y);

2.3 Îïðåäåëèòå òèï è ìåñòíîñòü ñëåäóþùèõ ïðåäèêàòîâ íà ìíîæåñòâå
öåëûõ ÷èñåë:

1. ∀x(x− y ≥ 2);

2. ∀x(x · y = 0);

3. ∃y(
√
|x|+ y = 0);

4. ∀x1(x21 + |x2 · x3| ≥ 0);

5. ∃y(x+ y ≥ 2);

6. ∃y(x+ y > y + x);

7. ∀x∀y∀z(x · y = z);

8. ∃x∃y∃z(x · y = z).
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2.4. Íà ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë ïîñòðîèòü ïðåäèêàòû:

1. R(x, y, z) � òàêîé, ÷òî ∀yR(x, y, z) � òîæäåñòâåííî-èñòèííûé;

2. Q(x, y, z) � âûïîëíèìûé, ∀yQ(x, y, z) � òîæäåñòâåííî-ëîæíûé;

3. R(x, y, z) � òàêîé, ÷òî ∃xR(x, y, z) � òîæäåñòâåííî-ëîæíûé;

4. S(x, y, z) � âûïîëíèìûé, ∃yS(x, y, z) � òîæäåñòâåííî-èñòèííûé.

2.5. Ïðî÷èòàéòå ñëåäóþùèå âûñêàçûâàíèÿ è îïðåäåëèòå, êàêèå èç íèõ
èñòèííûå, à êàêèå ëîæíûå, ñ÷èòàÿ, ÷òî âñå ïåðåìåííûå ïðèíàäëåæàò
ìíîæåñòâó äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë:

1. ∀x∃y(x+ y = 7);

2. ∃y∀x(x+ y = 7);

3. ∃x∀y(x+ y = 7);

4. ∀x∀y(x+ y = 7);

5. [∀x∀y(x+ y = 3)]→ (3 = 4);

6. ∀x[(x2 > x)↔ ((x > 1) ∨ (x < 0))];

7. ∀a{[(∃x)(ax = 6)]↔ (a 6= 0)};

8. ∀b∃a(∀x){x2 + ax+ b > 0};
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9. ∀x[((x > 1) ∨ (x < 2))↔ (x = x)];

10. ∃b∀a(∃x)(x2 + ax+ b = 0);

11. ∃a∀b(∃x)(x2 + ax+ b = 0).

2.6. Îïðåäåëèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè îäèí èç ñëåäóþùèõ ïðåäèêàòîâ, çàäàííûé
íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ñëåäñòâèåì äðóãîãî:

1. |x| < 3, x2 − 3x+ 2 = 0;

2. x4 = 16, x2 = −2;

3. x− 1 > 0, (x− 2)(x+ 5) = 0;

4. sinx = 3, x2 + 5 = 0;

5. x2 + 5x− 6 > 0, x+ 1 = 1 + x;

6. x2 6 0, x = sinπ;

7. −5 < x, x < 5;

8. lg x 6 1, 1 6 x 6 10;

9. x2 + y2 = 1, x2 + y2 6 1;

10. x2 < y, y > 0;

11. x3 − 2x2 − 5x+ 6 = 0, |x− 2| = 1.



153

3.2.3. Ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ.

Îáðàçåö 1. Âîññòàíîâèòü ñêîáêè â ôîðìóëå
∀x∃yS(x, y)→ B ∨ ∃y∀xT (x, y).
Ðåøåíèå. Êâàíòîðû âîçäåéñòâóþò ñèëüíåå, ÷åì îïåðàöèè ëîãèêè âû-
ñêàçûâàíèé. Ïîýòîìó ñêîáêè â ïåðâóþ î÷åðåäü ñòàâÿòñÿ äëÿ êâàíòî-
ðîâ. Ñêîáêè ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ôîðìóëû. Ñîãëàñ-
íî ï.2 ýòîãî îïðåäåëåíèÿ S(x, y) ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé. Ïîýòîìó íà îñíîâå
ï.3 ∃y(S(x, y)) � ôîðìóëà. Òîãäà îïÿòü íà ýòîì æå îñíîâàíèè âûðà-
æåíèå ∀x(∃y(S(x, y))) òîæå ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì
∃y(∀x(T (x, y))).

Äëÿ êâàíòîðîâ ðàññòàâèëè ñêîáêè: ∀x(∃y(S(x, y)))→ B∨
∨∃y(∀x(T (x, y))). Îñòàëîñü ðàññòàâèòü ñêîáêè äëÿ îïåðàöèé ëîãèêè âû-
ñêàçûâàíèé: ∀x(∃y(S(x, y)))→ (B ∨ ∃y(∀x(T (x, y))),
(∀x(∃y(S(x, y))))→ (B ∨ ∃y(∀x(T (x, y))))).

3.1. Âîññòàíîâèòü ñêîáêè:

1. ∀xS(x, y)→ B → ∃x∀yT (x, y);

2. ∃xR(x)←→ ∀x∀yQ(x, y)←→ C;

3. A→ B ←→ ∀xR(x) ∧ ∀x∀yS(x, y);

4. ∀x∃yR(x, y) ∨B ∧ ∀xS(x)→ C;
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5. ∀xR(x, y)→ B ∨ ∀x∀yR(x, y);

6. B ∨ ∀xR(x) ∨ C ∨B → ∀xS(x, y);

7. ∀xR(x, y) ∨B → C → A ∧ ∀xS(x);

8. A ∨B ∧ ∀xS(x)→ B ∨ C.
3.2. Îïóñòèòü êàê ìîæíî áîëüøå ñêîáîê:

1. (∀x(∃y(R(x, y))→ Q(x)) ∧ C);

2. ∀x(∃y(R(x, y)→ Q(x)));

3. ∀x(∃y(R(x, y)→ B) ∨Q(x));

4. ∀x(∃y(R(x, y)→ (B ∨Q(x))));

5. (∀x(∃y(R(x, y)))→ (B ∨Q(x)));

6. (∀x(∃y(R(x, y))) ∧ (B −→ Q(x)));

7. (∀x(∃y(R(x, y))) ∨ (B ∧Q(x)));

8. ((A→ B) ∨ (C → ∀x(∃y(Q(x, y)))));

9. ∀x(∃y(R(x, y)←→ (B ∨Q(x))));

10. (A→ ∀x(∃y((R(x, y)→ B)→ C)));

11. ((B ←→ (C ∧B)) ∨ ∀x(R(x)→ Q(x))).



155

3.2.4. Ðàâíîñèëüíîñòü.

Âñå ðàâíîñèëüíîñòè, êîòîðûå èìåëè ìåñòî â ëîãèêå âûñêàçûâàíèé,
âûïîëíÿþòñÿ è äëÿ ëîãèêè ïðåäèêàòîâ. Êðîìå íèõ â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ
åñòü è ñâîè ñïåöèôè÷åñêèå ðàâíîñèëüíîñòè:
23. ∀xiP (x1, x2, . . . , xn) ≡ ∃xiP (x1, x2, . . . , xn);
24. ∃xiP (x1, x2, . . . , xn) ≡ ∀xiP (x1, x2, . . . , xn);
25. ∀xiP (x1, x2, . . . , xn) ∧ ∀xiQ(x1, x2, . . . , xn) ≡ ∀xi(P (x1, x2, . . . , xn) ∧
∧Q(x1, x2, . . . , xn));
26. ∃xiP (x1, x2, . . . , xn) ∨ ∃xiQ(x1, x2, . . . , xn) ≡ ∃xi(P (x1, x2, . . . , xn) ∨
∨Q(x1, x2, . . . , xn));
27. ∀xiP (x1, x2, . . . , xn) ∧Q ≡ ∀xi(P (x1, x2, . . . , xn) ∧Q);
28. ∀xiP (x1, x2, . . . , xn) ∨Q ≡ ∀xi(P (x1, x2, . . . , xn) ∨Q);
29. ∃xiP (x1, x2, . . . , xn) ∧Q ≡ ∃xi(P (x1, x2, . . . , xn) ∧Q);
30. ∃xiP (x1, x2, . . . , xn) ∨Q ≡ ∃xi(P (x1, x2, . . . , xn) ∨Q);
(ãäå Q íå ñîäåðæèò xi, ïóíêòû 29, 30, 31, 32)
31. ∀xi∀xjP (x1, x2, . . . , xn) ≡ ∀xj∀xiP (x1, x2, . . . , xn);
32. ∃xi∃xjP (x1, x2, . . . , xn) ≡ ∃xj∃xiP (x1, x2, . . . , xn);
33. ∀yP (x1, x2, . . . , xn) ≡ P (x1, x2, . . . , xn);
34. ∃yP (x1, x2, . . . , xn) ≡ P (x1, x2, . . . , xn);
35. ∀xiP (x1, x2, . . . , xn) ≡ ∀yP (x1, x2, . . . , xi−1, y, xi+1, . . . , xn);
36. ∃xiP (x1, x2, . . . , xn) ≡ ∃yP (x1, x2, . . . , xi−1, y, xi+1, . . . , xn).

4.1. Îïðåäåëèòå, èìååò ëè ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâíîñèëüíîñòè äëÿ ëþ-
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áûõ ïðåäèêàòîâ P (x, y), Q(x), S(x). Åñëè íåò, òî ïðèâåäèòå ïðèìåðû ïðå-
äèêàòîâ, ïîäòâåðæäàþùèõ ýòî:

1. ∀x∃yP (x, y) ≡ ∃x∀yP (x, y);

2. ∀x(Q(x) ∨ S(x)) ≡ ∀x(Q(x) ∨ ∀xS(x));

3. ∃x(Q(x) ∧ S(x)) ≡ ∃x(Q(x) ∧ ∃xS(x));

4. ∀x∀y(Q(x) ∨ S(xy)) ≡ ∀x(Q(x) ∨ ∀yS(y));

5. ∀xQ(x)→ ∃xS(x) ≡ ∃x(Q(x)→ S(x));

6. ∃xQ(x) ∨ ∀xS(x) ≡ ∃x(Q(x)→ S(x));

7. ∀x(Q(x)→ S(x)) ≡ ∀xQ(x)→ ∀xS(x)).

4.2. Èìååò ëè ìåñòî ñëåäóþùàÿ ðàâíîñèëüíîñòü
∀x(S(x)→ Q(x)) ≡M ≡ ∀xS(x)→ ∀xQ(x), ãäå

1. M = {a},

2. M = {a, b}.

4.3. Ñòóäåíòû ãðóïïû ÌÈ-21 õâàñòàþòñÿ òåì, ÷òî îíè óìíåå, ÷åì ñòó-
äåíòû ãðóïïû ÌÈ-22. Íà âîïðîñ: "×òî çíà÷èò, ÷òî âû óìíåå? ñòóäåíòû
ãðóïïû ÌÈ-21 äàëè ñëåäóþùèå îòâåòû:



157

1. Ëþáîé èç íàñ óìíåå ëþáîãî èç íèõ.

2. Ñàìûé óìíûé èç íàñ óìíåå ëþáîãî èç íèõ.

3. Äëÿ ëþáîãî ñòóäåíòà íàøåé ãðóïïû íàéäåòñÿ ñòóäåíò èç èõ ãðóïïû
òàêîé, ÷òî íàø ñòóäåíò óìíåå èõ ñòóäåíòà.

4. Êàæäûé ñòóäåíò èõ ãðóïïû ìåíåå óìåí õîòÿ áû îäíîãî ñòóäåíòà
íàøåé ãðóïïû.

5. Â íàøåé ãðóïïå èìååòñÿ ñòóäåíò, êîòîðûé óìíåå ëþáîãî ñòóäåíòà
èõ ãðóïïû.

Êàêèå èç ýòèõ âûñêàçûâàíèé ðàâíîçíà÷íûå?

4.4. Ðàññìîòðèì äâà îïðåäåëåíèÿ ëåãêîé êîíòðîëüíîé ðàáîòû:

1. Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà íàçûâàåòñÿ ëåãêîé, åñëè êàæäîå çàäàíèå âû-
ïîëíèë õîòÿ áû îäèí ñòóäåíò.

2. Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà íàçûâàåòñÿ ëåãêîé, åñëè õîòÿ áû îäèí ñòóäåíò
âûïîëíèë âñå çàäàíèÿ.

Ìîæåò ëè êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà áûòü ëåãêîé â ñìûñëå ïåðâîãî îïðåäå-
ëåíèÿ è òðóäíîé (íå ëåãêîé) â ñìûñëå âòîðîãî?
Ìîæåò ëè êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà áûòü ëåãêîé â ñìûñëå âòîðîãî îïðåäåëå-
íèÿ è òðóäíîé â ñìûñëå ïåðâîãî?
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3.2.5. Âûïîëíèìîñòü ôîðìóë.

Îáðàçåö. Äîêàçàòü îáùåçíà÷èìîñòü ôîðìóëû
∃x (P(x ) ∨ Q(x )) → ∃x P(x ) ∨ ∃x Q(x ).
Ðåøåíèå. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè ìåòîäàìè äîêàçàòåëüñòâ îá-

ùåçíà÷èìîñòè ôîðìóë ÿâëÿþòñÿ:
1. Ìåòîä ¾îò ïðîòèâíîãî¿;
2. Ìåòîä ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé;

1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ôîðìóëà íå ÿâëÿåòñÿ îáùåçíà-
÷èìîé. Òîãäà íàéäóòñÿ êîíêðåòíûå ïðåäèêàòû, îáîçíà÷èì èõ P •(x ) è
Q•(x ), òàêèå, ÷òî ôîðìóëà ∃x (P •(x ) ∨ Q•(x )) → ∃x P •(x ) ∨ ∃x Q•(x )
ïðèìåò çíà÷åíèå ¾0¿. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

{
∃x(P•(x )∨Q•(x ))≡1;

∃xP•(x )∨∃xQ•(x )≡0;
èëè


∃x(P•(x )∨Q•(x ))≡1;

∃xP•(x )≡0;

∃xQ•(x )≡0;

Ïî îïðåäåëåíèþ ∃x P•(x ) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðåäè-
êàò P•(x ) âûïîëíèìûé. Ïîñêîëüêó ∃x P•(x ) ≡ 0, òî ïðåäèêàò P•(x )
âûïîëíèìûì íå ÿâëÿåòñÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî-
ëîæíûì. Àíàëîãè÷íî Q•(x ) � òîæå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî-ëîæíûì. Òî-
ãäà P•(x ) ∨ Q•(x ) � òîæäåñòâåííî-ëîæíûé ïðåäèêàò, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ïåðâîìó ðàâåíñòâó. Çíà÷èò, íàøå äîïóùåíèå áûëî íåïðàâèëüíûì è ïî-
ýòîìó ðàññìàòðèâàåìàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ îáùåçíà÷èìîé.
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2. ∃x(P(x ) ∨ Q(x )) → ∃x P(x ) ∨ ∃x Q(x )
22≡

22≡ ∃x(P (x) ∨Q(x)) ∨ ∃x P(x ) ∨ ∃x Q(x )
26≡

26≡ ∀x (P (x) ∨Q(x)) ∨ ∃x P(x ) ∨ ∃x Q(x )
11≡

11≡ ∀x (P (x) ∧ Q(x)) ∨ ∃x P(x ) ∨ ∃x Q(x )
27≡

27≡ ∀x P (x) ∧ ∀x Q(x) ∨ ∃x P(x ) ∨ ∃x Q(x )
26≡

26≡ ∃xP (x) ∧ ∃xQ(x) ∨ ∃x P(x ) ∨ ∃x Q(x )
9≡

9≡ (∃xP (x) ∨ ∃x P(x )) ∧ (∃xQ(x) ∨ ∃x P(x )) ∨ ∃x Q (x )
13≡

13≡ 1 ∧ (∃xQ(x) ∨ ∃x P(x )) ∨ ∃x Q(x )
14≡

14≡ ∃xQ(x) ∨ ∃x P(x ) ∨ ∃x Q(x )
13≡

13≡ 1 ∨ ∃x P(x )
17≡ 1

5.1. Â ôîðìóëàõ èç ïðèìåðà 3.1 îáëàñòü äåéñòâèÿ êâàíòîðà îáùíîñòè
îáîçíà÷èòü îäíîé ëèíèåé, îáëàñòü äåéñòâèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ �
äâóìÿ.

5.2. Â ñëåäóþùèõ ôîðìóëàõ ñâÿçíûå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé x îáî-
çíà÷èòü îäíîé ëèíèåé, ñâÿçíûå âõîæäåíèÿ y � äâóìÿ.

1. ∀xP (x, y)→ ∃yQ(x, y);

2. ∀x(P (x, y)→ ∃yQ(x, y));

3. ∀x∃yP (x, y)→ Q(x, y);
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4. ∀x∃y(P (x, y)→ Q(x, y));

5. ∀x(∃yP (x, y))→ Q(x, y);

6. ∀xP (x)→ ∃yQ(x);

7. ∃x(∀yP (x, y)→ Q(x, y));

8. ∃x(P (x, y)→ ∀yQ(x, y)).

5.3. Â ñëåäóþùèõ ôîðìóëàõ ëîãè÷åñêèå ïåðåìåííûå îòìåòèòü îäíîé ëè-
íèåé, ïðåäèêàòíûå � äâóìÿ, ñâîáîäíûå � âîëíèñòîé.

1. A→ ∀xP (x);

2. ∀xP (x, y)→ A;

3. ∀xP (x, y)→ A→ ∃yQ(x, y);

4. B → ∀xP (x, y)→ ∃yQ(x, y);

5. ∀xP (x, y)→ ∃yQ(x, y)→ B;

6. ∀xp(y)→ ∃yQ(x);

7. ∀x(P (x, y)→ Q(x, y)) ∨ ∃yS(y);

8. A ∨ ∀xP (x, y)←→ ∃yQ(y);

9. ∀x∃yQ(x, y)→ P (x, y);
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10. ∀xP (x, y)→ (A→ ∀yQ(x, y));

11. ∀x∃yQ(x, y) ∨B → P (x);

12. ∀x∃yP (x, y)→ ∃xQ(x, y);

13. ∀xR(x) ∨ ∃xS(x, y);

14. ∀xS(x, y) ∨ ∃xT (x, y);

15. ∀xR(x, y) ∨B ←→ T (x);

16. ∀xS(x)←→ T (x, y) ∧B.

5.4. ßâëÿþòñÿ ëè âûïîëíèìûìè ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

1. ∀xP (x)→ P (y);

2. ∀xP (x);

3. ∃x∀y(Q(x, y) ∧Q(x, y));

4. ∃x∃y(P (x) ∧ P (y);

5. ∀x ∀y (P(x , y) ∧ P (x, y));

6. P(x ) → ∀y P(y);

7. ∀x ∀y ∀z (Q(x , y) ∨ Q(y, z));
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8. P (x) → ∀y P(y);

9. ∃x P(x ) ∧ Q(y);

10. ∀x ∀y P(x , y) → Q(x , y);

11. ∃x ∃y (P(x , y) → P (x, y));

12. ∃x ∀y R(x , y) → ∀y ∃x R(x , y).

5.5. Äîêàçàòü îáùåçíà÷èìîñòü ôîðìóë:

1. ∃x(P (y)→ P (x));

2. ∀xP (x)→ ∃xP (x);

3. ∃xP (x)→ ∀xP (x);

4. ∀x(P (x)→ Q(x))→ ∀xP (x) ∧ ∃xQ(x);

5. ∀xP (x) ∧ ∀xQ(x)→ ∃x(P (x) ∨Q(x));

6. ∀xP (x) ∨ ∀xQ(x)→ ∃xP (x ∧ ∀xQ(x);

7. ∃x(P (x)→ Q(x))→ (∀xP (x)→ ∃xQ(x));

8. ∃x(P (x)→ Q(x))→ ∃xP (x) ∧ ∃xQ(x);

9. ∀x(P (x)→ Q(x))→ (∀xP (x)↔ ∀xQ(x);
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10. ∀x(P (x)→ Q(x))→ (∀xP (x)→ ∀xQ(x);

11. ∀x(P (x)→ Q(x))→ (∃xP (x)→ ∃xQ(x);

12. Q(y)→ ∃xQ(x).

5.6. ßâëÿþòñÿ ëè îáùåçíà÷èìûìè ôîðìóëû:

1. ∃xP (x)→ ∀xP (x);

2. ∀xP (x)→ P (y);

3. P (y)→ ∀xP (x);

4. ∃xQ(x)→ Q(y);

5. ∀x∃yQ(x, y)→ ∃y∀xQ(x, y);

6. ∃xP (x) ∧ ∃xQ(x)→ ∃x(P (x) ∧Q(x));

7. ∀x(P (x) ∨Q(x))→ ∀xP (x) ∨ ∀xQ(x);

8. ∀x∀yS(x, y, z)↔ ∀y∀xS(x, y, z);

9. ∃x∃yS(x, y, z)↔ ∃y∃xS(x, y, z).
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3.2.6. Íîðìàëüíûå ôîðìóëû

Îáðàçåö. Ôîðìóëó ∀x P(x , y) → ∀y Q(y) ïðåîáðàçîâàòü â ðàâíî-
ñèëüíóþ åé íîðìàëüíóþ.
Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà ïðåîáðàçóåì ôîðìóëó â ðàâíîñèëüíóþ åé ïðèâå-

äåííóþ:
∀x P(x , y)→ ∀y Q(y) ≡ ∀xP (x, y) ∨ ∀y Q(y) ≡ ∃x P(x,y) ∨ ∀y Q(y).
Òåïåðü ïðåîáðàçóåì ïðèâåäåííóþ ôîðìóëó â íîðìàëüíóþ: êâàíòîð

∀y íåëüçÿ âûíåñòè çà ñêîáêè, ïîñêîëüêó âî âòîðîé ÷àñòè ôîðìóëû èìå-
åòñÿ ïåðåìåííàÿ y . Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ïåðåèìåíîâûâàþò ñâÿçàííûå ïåðå-
ìåííûå. Â íàøåì ñëó÷àå y â ëåâîé ÷àñòè ôîðìóëû ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé
ïåðåìåííîé, à â ïðàâîé � ñâÿçàííîé. Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ ðàâíîñèëüíîñòü
37, ïåðåèìåíîâûâàåì ïåðåìåííóþ y â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû, íàïðèìåð,
íà m, è ïîñëå ýòîãî âûíîñèì êâàíòîð ∀m çà ñêîáêè íà îñíîâå ðàâíîñèëü-
íîñòè 30:
∃x P(x,y) ∨ ∀y Q(y)

37≡ ∃x P(x,y) ∨ ∀m Q(m)
30≡ ∀m (∃x P(x,y) ∨

Q(m))
32≡ ∀m ∃x (P(x,y) ∨ Q(m)).

6.1. Ñëåäóþùèå ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàòü â ðàâíîñèëüíûå èì ïðèâå-
äåííûå:

1. ∀xS(x) ∨ Q(x , y);

2. ∀x R(x ) ∨ ∃x Q(x , y);

3. ∃x ∀y Q(x , y) ∧ S (x , y);
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4. ∀y ∃x Q(x , y) ∧ ∃y S (x , y);

5. ∀x (S (x ) ∨ ∃y Q(x , y)) ∧ ∀y T (x , y);

6. ∃y (R(y) ∧ ∀x Q(x , y)) ∨ ∀x S (x , y);

7. ∃x R(x , y) → ∀x ∀y Q(x , y);

8. ∀x R(x , y) ↔ ∃y Q(x , y);

9. ∀x R(x ) ↔ ∀y S (x , y);

10. A ∨ ∀x R(x ) → ∀y S (x , y);

11. ∀x R(x ) ∨ A → ∀y S (x , y);

12. ∀x R(x ) → A ∨ ∀y S (x , y);

13. ∀x R(x ) → ∀y S (x , y) ∨ A;

14. A ∨ ∀x S (x , y) ∧ ∃y T (x , y) → B ;

15. ∀x S (x , y) ∨ A ∧ ∃y T (x , y) → B ;

16. ∀x S (x , y) → A → ∃y T (x , y);

17. ∀x S (x , y) → ∃y T (x , y) → A;

18. A → ∀x S (x , y) → ∃y T (x , y).
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6.2. Ôîðìóëû èç ïðèìåðà 6.1 ïðåîáðàçîâàòü â ðàâíîñèëüíûå èì íîðìàëü-
íûå.
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3.2.7. Çàïèñü ïðåäëîæåíèé ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé ëîãèêè ïðå-
äèêàòîâ.

7.1. Ïóñòü x è y ïåðåìåííûå, çàäàííûå íà ìíîæåñòâå âñåõ ëþäåé. Ââå-
äåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

M(x)=¾x�ìóæ÷èíà¿; Ã(x)=¾x æèâåò â Ãðîäíî¿;
Æ(x)=¾x�æåíùèíà¿; Ø(x,y)=¾x íàõîäèòñÿ â áðàêå ñ y¿;
C(x,y)=¾y ñòàðøå ÷åì x¿; Ä(x,y)=¾x åñòü ðåáåíîê (ñûí èëè
Á(x)=¾x æèâåò â Áðåñòå; äî÷ü) y¿;

Çàïèøèòå â ñèìâîëè÷åñêîì âèäå ñëåäóþùèå ïðåäëîæåíèÿ:

1. ó êàæäîãî ÷åëîâåêà åñòü îòåö è ìàòü;

2. ó êàæäîãî, ó êîãî åñòü îòåö, åñòü è ìàòü;

3. êàæäûé ÷åëîâåê ìîëîæå ñâîèõ ðîäèòåëåé;

4. åñòü ÷åëîâåê, æåíà ñûíà êîòîðîãî ñòàðøå åãî ñàìîãî;

5. åñëè â Áðåñòå æèâåò æåíùèíà, ó êîòîðîé åñòü áðàò â Ãðîäíî, òî â
Ãðîäíî åñòü ìóæ÷èíà, ó êîòîðîãî åñòü ñåñòðà â Áðåñòå;

6. âñå äåòè ÷åëîâåêà x íàõîäÿòñÿ â áðàêå;

7. åñòü ÷åëîâåê, âñå äåòè êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ â áðàêå.
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7.2. Ñëåäóþùèå ïðåäëîæåíèÿ ïåðåâåñòè íà ÿçûê ôîðìóë:

1. Íå âñå ïòèöû óìåþò ëåòàòü.

2. Âñå ðûáû, êðîìå àêóë, õîðîøî îòíîñÿòñÿ ê äåòÿì.

3. Ëèáî êàæäûé ëþáèò êîãî � íèáóäü è íè îäèí íå ëþáèò âñåõ, ëèáî
êòî � òî ëþáèò âñåõ, è êòî � òî íå ëþáèò íèêîãî.

4. Òû ìîæåøü îáìàíûâàòü êîãî � òî âñå âðåìÿ, òû ìîæåøü îáìàíû-
âàòü âñåõ íåêîòîðîå âðåìÿ, íî òû íå ìîæåøü îáìàíûâàòü âñåõ âñå
âðåìÿ.

7.3. Ïóñòü P (x)= ¾x - ïðîñòîå ÷èñëî¿, T (x)= ¾x - ÷¼òíîå ÷èñëî¿, Q(x)=
¾x - íå÷¼òíîå ÷èñëî¿, S(x, y)= ¾x äåëèòñÿ íà y¿. Ïåðåâåñòè íà ðóññêèé
ÿçûê:

1. P (2) ∧ T (2);

2. ∀x(S(2, x)→ T (x));

3. ∀x(T (x) ∧ S(x, 6));

4. ∀x(T (x)→ S(2, x));

5. ∀x(T (x) ∧ ∀y(S(x, y)→ P (y)));

6. ∀x(P (x)→ ∃y(T (y) ∧ S(x, y)));
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7. ∀x(Q(x)→ ∀y(P (y)→ S(x, y))).

7.4. Çàïèñàòü ñëåäóþùèå ïðåäëîæåíèÿ:

1. Èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí ïðåäìåò, îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì P (x) (âû-
ðàæåíèå ¾èìååò õîòÿ áû îäèí ïðåäìåò¿ ïîíèìàåòñÿ â òîì ñìûñëå,
÷òî ¾èìååòñÿ ïðåäìåò¿);

2. Íå ñóùåñòâóåò ïðåäìåòà, îáëàäàþùåãî ñâîéñòâîì P (x) (èëè ¾íåïðàâ-
äà, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäìåò, îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì P (x)¿);

3. Íå ñóùåñòâóåò áîëüøå îäíîãî ïðåäìåòû, îáëàäàþùåãî ñâîéñòâîì
P (x) (èëè ¾ñóùåñòâóåò íå áîëüøå îäíîãî ïðåäìåòà, îáëàäàþùåãî
ñâîéñòâîì P (x)¿);

4. Ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí ïðåäìåò, îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì P (x) (èëè
¾ñóùåñòâóåò ïðåäìåò, îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì P (x) è íå ñóùåñòâóåò
áîëüøå îäíîãî ïðåäìåòà, îáëàäàþùåãî ñâîéñòâîì P (x)¿);

5. Ñóùåñòâóåò íå áîëüøå äâóõ ïðåäìåòîâ, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì P (x)
(èëè ¾äëÿ ëþáûõ òð¼õ ïðåäìåòîâ x, y, z, åñëè êàæäûé èç íèõ îáëà-
äàåò ñâîéñòâîì P (x), òî x = y èëè y = z¿);

6. Ñóùåñòâóåò ðîâíî 2 ïðåäìåòà, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì P (x) (èëè
¾ñóùåñòâóåò õîòÿ áû äâà ïðåäìåòà, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì P (x),
è íå ñóùåñòâóåò áîëüøå äâóõ ïðåäìåòîâ, îáëàäàþùèõ ýòèì ñâîé-
ñòâîì¿).
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3.3. Êîíòðîëüíûå òåñòû

1. Ïðåäèêàòîì ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ:

(a) îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé {0,1};

(b) ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé
{0,1};

(c) àðãóìåíòû êîòîðîé è ñàìà ôóíêöèÿ ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç
ìíîæåñòâà èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé {0,1};

(d) àðãóìåíòû êîòîðîé ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç íåêîòîðûõ ìíî-
æåñòâ M.

2. Âñÿêèé òîæäåñòâåííî èñòèííûé ïðåäèêàò:

(a) ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî ëîæíûì;

(b) íå ÿâëÿåòñÿ âûïîëíèìûì;

(c) ÿâëÿåòñÿ âûïîëíèìûì;

(d) ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî ëîæíûì è íå ÿâëÿåòñÿ âûïîëíèìûì.

3. Ïðè íàâåøèâàíèè êâàíòîðà íà n-ìåñòíûé (n≥2) ïðåäèêàò , ïðåäè-
êàò ïðåâðàùàåòñÿ â:

(a) ëîæíîå âûñêàçûâàíèå;

(b) (n-1) � ìåñòíûé ïðåäèêàò;
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(c) (n+1) � ìåñòíûé ïðåäèêàò;

(d) èñòèííîå âûñêàçûâàíèå.

4. Äâà n-ìåñòíûõ ïðåäèêàòà, îïðåäåëåííûå íà îäíîì è òîì æå ìíî-
æåñòâå, ðàâíîñèëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà:

(a) êàæäûé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì äðóãîãî;

(b) îäèí èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì äðóãîãî;

(c) íè îäèí èç íèõ íå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì äðóãîãî;

(d) îäèí èç íèõ � âûïîëíèìûé, à äðóãîé � òîæäåñòâåííî èñòèí-
íûé.

5. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé ÿâëÿþòñÿ èñòèííûìè?

(a) êàæäàÿ ôîðìóëà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé ëîãèêè
âûñêàçûâàíèé;

(b) èìåþòñÿ ôîðìóëû ëîãèêè âûñêàçûâàíèé, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ
ôîðìóëàìè ëîãèêè ïðåäèêàòîâ;

(c) íèêàêàÿ ôîðìóëà ëîãèêè âûñêàçûâàíèé íå ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé
ëîãèêè ïðåäèêàòîâ;

(d) êàæäàÿ ôîðìóëà ëîãèêè âûñêàçûâàíèé ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé ëî-
ãèêè ïðåäèêàòîâ.

6. Êàêàÿ èç ñëåäóþùèõ çàïèñåé ÿâëÿåòñÿ âåðíîé ðàâíîñèëüíîñòüþ?
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(a) ∀x ∀y P (x, y)=∀y ∀x P (x, y);
(b) ∀x ∃y P (x, y)=∀y ∃x P (x, y);
(c) ∃x ∀y P (x, y)=∀y ∃x P (x, y);
(d) ∀y ∃x P (x, y)=∃x ∀y P (x, y).

7. Êàêîé èç ñëåäóþùèõ ôîðìóë ðàâíîñèëüíà ôîðìóëà
∀x P (x, y) ∨ ∃y Q(x, y)?

(a) ∀x P (x, n) ∨ ∃y Q(x, y);
(b) ∀x P (x, n) ∨ ∃n Q(x, n);

(c) ∀n P (n, y) ∨ ∃y Q(x, y);
(d) ∀n P (n, y) ∨ ∃y Q(x, y).

8. Êàêàÿ èç ñëåäóþùèõ ôîðìóë ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìîé?

(a) ∃x P (x)→ ∀x P (x);
(b) ∀x P (x)→ ∃x P (x);
(c) A → ∀x P (x);
(d) ∀x P (x)→ A.

9. Êàêàÿ èç ñëåäóþùèõ ôîðìóë ÿâëÿåòñÿ ?

(a) A → ∀x P (x);
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(b) ∀x P (x)→ A;

(c) ∀x P (x)∧ B;

(d) A → B ∨ ∀x P (x).

10. Êàêàÿ èç ñëåäóþùèõ ôîðìóë ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé?

(a) A → ∀x P (x);
(b) A ∨ ∀x P (x);
(c) ∀x P (x) ∨ A;

(d) ∀x (P (x) ∨ A).
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Ðàçäåë 4

Èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé

4.1. Òåîðåòè÷åñêàÿ ÷àñòü

4.1.1. ßçûê. Àêñèîìû. Ïðàâèëà âûâîäà.

Â ëåêöèè 2 èññëåäîâàëèñü âûñêàçûâàíèÿ. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ âû-
ÿñíåíèÿ òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííàÿ ôîðìóëà âûïîëíèìîé, òàâòîëîãèåé, à
òàêæå äëÿ âûÿñíåíèÿ ðàâíîñèëüíîñòè äâóõ ôîðìóë, äîñòàòî÷íî áûëî
ïîñòðîèòü òàáëèöó èñòèííîñòè. Òàêîå ðåøåíèå áûëî âîçìîæíî ïîòîìó,
÷òî êàæäàÿ áóêâà â ôîðìóëå ÿâëÿëàñü òîëüêî ëèøü äâîè÷íîé ïåðåìåí-
íîé. Â äðóãèõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè áóêâû â ôîðìóëàõ ìî-
ãóò ïðèíèìàòü ñêîëü óãîäíî ìíîãî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé, îíè ìîãóò áûòü
îïðåäåëåíû äàæå íà áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâàõ. Ïîýòîìó äëÿ âûÿñíåíèÿ
âûïîëíèìîñòè òàêèõ ôîðìóë ìåòîä èñòèííîñòíûõ òàáëèö óæå íå ïîä-
õîäèò. Â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóåòñÿ òàê íàçûâàåìûé àêñèîìàòè÷å-
ñêèé ìåòîä. Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå àêñèîìàòè÷åñêîãî
ìåòîäà â íàèáîëåå ïðîñòîì ñëó÷àå � èññëåäîâàíèè âûñêàçûâàíèé. Àê-
ñèîìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ, êîòîðàÿ áóäåò â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïîñòðîåíà, íà-
çûâàåòñÿ èñ÷èñëåíèåì âûñêàçûâàíèé. Íî ïðåæäå óêàæåì íåñêîëüêî
õàðàêòåðíûõ ÷åðò, ñâîéñòâåííûõ êàæäîé àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè.
1. ßçûê òåîðèè. Îí âêëþ÷àåò â ñåáÿ àëôàâèò è ïðàâèëà îáðàçîâàíèÿ
ôîðìóë.
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Îïðåäåëåíèå 4.1. Àëôàâèòîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ïîïàðíî ðàç-
ëè÷íûõ ñèìâîëîâ.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Àëôàâèò èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé ñîñòîèò èç
ñèìâîëîâ, êîòîðûå ìîæíî ðàçáèòü íà òðè ãðóïïû:
� áîëüøèå áóêâû ëàòèíñêîãî àëôàâèòà ñ èíäåêñàìè èëè áåç íèõ A, B,
C,. . . , A1, B3,. . . ;
� ñèìâîëû → è −−;
� ñêîáêè ( è ).

Çàìå÷àíèå 4.1. Îòìåòèì, ÷òî ñèìâîëàì àëôàâèòà ÿçûêà èñ÷èñ-
ëåíèÿ âûñêàçûâàíèé íå ïðèäàåòñÿ ïîêà íèêàêîãî ñîäåðæàòåëüíîãî ñìûñ-
ëà.

Çàìå÷àíèå 4.2. Ïðè ïîñòðîåíèè àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè ðàçðå-
øàåòñÿ ïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî ëèøü ñèìâîëàìè àëôàâèòà ýòîé òåî-
ðèè.

Ïðàâèëà îáðàçîâàíèÿ � ýòî òå ïðàâèëà, êîòîðûå ïîçâîëÿþò èç ñèìâî-
ëîâ àëôàâèòà îáðàçîâûâàòü ôîðìóëû.

Îïðåäåëåíèå 4.3. Ôîðìóëàìè èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé ÿâëÿþòñÿ
ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

1. Êàæäûé ñèìâîë èç ïåðâîé ãðóïïû àëôàâèòà ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé.
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2. Åñëè P è Q� ôîðìóëû, òî P è (P → Q)� ôîðìóëû.

3. Äðóãèõ ôîðìóë íåò.

Çàìå÷àíèå 4.3. Â óêàçàííûõ ïðàâèëàõ ïîñòðîåíèÿ ôîðìóë ïðèñóò-
ñòâóþò ñèìâîëû P è Q, íå ïðèíàäëåæàùèå àëôàâèòó. Îíè ÿâëÿþòñÿ
îáîçíà÷åíèÿìè ôîðìóë è ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñåé. Òàêèå
ñèìâîëû, íå ïðèíàäëåæàùèå àëôàâèòó, íàçûâàþòñÿ ìåòàñèìâîëàìè.

Òàê, íàïðèìåð, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ïóíêò 2 áåç ïðèìåíåíèÿ ìåòà-
ñèìâîëîâ ìû äîëæíû áûëè ñêàçàòü:
� åñëè êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé, òî,
ïîìåùàÿ íàä íåé ñèìâîë , ïîëó÷àåì ôîðìóëó;
� åñëè äâå êîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìâîëîâ ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëà-
ìè, òî ñîåäèíÿÿ èõ ñèìâîëîì → è ïðèïèñûâàÿ ñëåâà ê ïîëó÷åííîé ñèì-
âîë (, à ñïðàâà ñèìâîë ), ìû ïîëó÷àåì ôîðìóëó.

Êàê âèäíî ìåòàñèìâîëû ñëóæàò óäîáíûì ñðåäñòâîì äëÿ ñîêðàùåíèÿ
çàïèñåé.
Äëÿ âñÿêîé êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìâîëîâ âñåãäà ìîæíî óñòà-
íîâèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îíà ôîðìóëîé. Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(A→ (B → A)) ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé.

Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî ïóíêòó 1 ïðàâèë, A è B � ôîðìóëû. Ïîýòîìó
â ñèëó ïóíêòà 2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (B → A) òîæå ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé.
Íàêîíåö, ïîñêîëüêó A è (B → A) � ôîðìóëû, òî è (A→ (B → A)) òîæå
ôîðìóëà.
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Óñëîâèìñÿ â ôîðìóëàõ îïóñêàòü âíåøíþþ ïàðó ñêîáîê. Íàïðèìåð,
âìåñòî (A→ (B → A)) áóäåì ïèñàòü A→ (B → A).
2. Àêñèîìû òåîðèè. Âî ìíîæåñòâå ôîðìóë âûäåëÿåòñÿ íåêîòîðîå ïîä-
ìíîæåñòâî, ôîðìóëû êîòîðîãî è îáúÿâëÿþòñÿ àêñèîìàìè. Îòìåòèì, ÷òî
ýòî ïîäìíîæåñòâî ìîæåò áûòü è áåñêîíå÷íûì.

Â ðàññìàòðèâàåìîì èñ÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé àêñèîìû çàäàþòñÿ ïðè
ïîìîùè ñëåäóþùèõ òðåõ ñõåì àêñèîì:

1. A→ (B → A);

2. (A→ (B → C))→ ((A→ B)→ (A→ C));

3. (B → A)→ ((B → A)→ B).

Çàìå÷àíèå 4.4. Ýòè ñõåìû çàïèñàíû ïðè ïîìîùè ìåòàñèìâîëîâ è
ïîðîæäàþò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî àêñèîì, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïðè
ïîäñòàíîâêå êîíêðåòíûõ ôîðìóë íà ìåñòà âõîæäåíèé ìåòàñèìâîëîâ.

Ïðèìåð 4.1. • (A → B) → ((B → A) → (A → B)), A → (A →
A) � àêñèîìû ïî ñõåìå àêñèîì 1;

• (A → (B → A)) → ((A → B) → (A → A)), (A → ((B → A) →
A))→ ((A→ (B → A))→ (A→ A)) � àêñèîìû ïî ñõåìå àêñèîì 2;

• (B → A) → ((B → A) → B), (B → B) → ((B → B) → B) �
àêñèîìû ïî ñõåìå àêñèîì 3.
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3. Ïðàâèëà âûâîäà òåîðèè.Îíè ÿâëÿþòñÿ ñïîñîáàìè îáðàçîâàíèÿ íî-
âûõ ôîðìóë èç èìåþùèõñÿ. Âñÿêèé ðàç, êîãäà êàêîå - òî ïðàâèëî âûâîäà
ïðèìåíÿåòñÿ ê äàííûì ôîðìóëàì, íàçûâàåìûì ïîñûëêàìè ïðàâèëà,
ìû ïîëó÷àåì (åñëè ýòî âîçìîæíî) ôîðìóëó, íàçûâàåìóþ çàêëþ÷åíèåì
ïðàâèëà.

Â ðàññìàòðèâàåìîì èñ÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé áóäåò âñåãî îäíî ïðà-
âèëî âûâîäà. Îíî íàçûâàåòñÿ modus ponens (ìîäóñ ïîíåíñ) è êðàòêî
îáîçíà÷àåòñÿ ÌÐ. Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà âûâîäà ÌÐ ê ôîð-
ìóëàì âèäà A è A→ B ïîëó÷àåì ôîðìóëó B.

Ïðèìåð 4.2. Èç ôîðìóë A→ (B → A) è (A→ (B → A))→ ((A→
B)→ (A→ A)) ïî ïðàâèëó ÌÐ ïîëó÷èì ôîðìóëó (A→ B)→ (A→ A).

4.1.2. Âûâîä. Âûâîä ãèïîòåç.

Îïðåäåëèì ïîíÿòèå âûâîäà.

Îïðåäåëåíèå 4.4. Âûâîäîì íàçûâàåòñÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ôîðìóë, â êîòîðîé êàæäàÿ ôîðìóëà ïîëó÷åíà ïî îäíîé èç ñõåì
àêñèîì èëè ïî ïðàâèëó âûâîäà ÌÐ èç ïðåäøåñòâóþùèõ ôîðìóë.

Ïðèìåð 4.3. Ñëåäóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîðìóë ÿâëÿþòñÿ âû-
âîäàìè:

1. A→ (A→ A);
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2. A→ (B → A), A→ (B → A);

3. (A → ((B → A) → A)) → ((A → (B → A)) → (A → A)), A →
((B → A)→ A), (A→ (B → A))→ (A→ A).

Ïîêàæåì íàïðèìåð, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 3) ÿâëÿåòñÿ âûâîäîì.
Äåéñòâèòåëüíî, ïåðâàÿ ôîðìóëà ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷åíà ïî ñõåìå àê-
ñèîì 2, âòîðàÿ � ïî ñõåìå àêñèîì 1, à òðåòüÿ � ïî ïðàâèëó ÌÐ èç äâóõ
ïðåäøåñòâóþùèõ.

Â òî æå âðåìÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A → B,A → (B → A) âûâîäîì
íå ÿâëÿåòñÿ. Â ñàìîì äåëå, ïåðâóþ ôîðìóëó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåëü-
çÿ ïîëó÷èòü íè ïî îäíîé èç ñõåì àêñèîì, ïîñêîëüêó îíà ñîñòîèò òîëüêî
ëèøü èç äâóõ ñèìâîëîâ, à êàæäàÿ ôîðìóëà, ïîëó÷àåìàÿ ïî êàêîé � íè-
áóäü ñõåìå àêñèîì, ñîäåðæèò íå ìåíåå òðåõ ñèìâîëîâ. Ïåðâóþ ôîðìóëó
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåëüçÿ ïîëó÷èòü ïî ïðàâèëó ÌÐ, ïîñêîëüêó ôîð-
ìóëà íå èìååò ïðåäøåñòâóþùèõ. Òàêèì îáðàçîì, â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
íàøëàñü ôîðìóëà (ïåðâàÿ), êîòîðóþ íåëüçÿ ïîëó÷èòü íè ïî ñõåìàì àê-
ñèîì, íè ïî ïðàâèëó âûâîäà ÌÐ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A → B,A → (B → A) âûõîäîì
íå ÿâëÿåòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 4.5. Ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ âûâîäèìîé, åñëè èìååò-
ñÿ âûâîä, â êîòîðîì ýòà ôîðìóëà ñòîèò íà ïîñëåäíåì ìåñòå. Åñëè
ôîðìóëà Â âûâîäèìà, òî ïèøóò ` B, à ñàìó çàïèñü ` B ÷èòàþò
¾âûâîäèìà Â¿.
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Ëåììà 4.1. ` A→ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèñü ` A→ A îçíà÷àåò, ÷òî âûâîäèìà ôîðìóëà
A → A. Èç îïðåäåëåíèÿ âûâîäèìîé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ A ` A íàäî ïîñòðîèòü âûâîä, â êîòîðîì ôîðìóëà
A→ A ñòîÿëà áû íà ïîñëåäíåì ìåñòå. Ïîñòðîèì òàêîé âûâîä. Îí áóäåò
ñîñòîÿòü èç ïÿòè ôîðìóë.

1. A→ ((B → A)→ A) � ïî ñõåìå àêñèîì 1;

2. (A→ ((B → A)→ A))→ ((A→ (B → A))→ (A→ A)) � ïî ñõåìå
àêñèîì 2;

3. (A→ (B → A))→ (A→ A) � ïî ÌÐ èç 1,2;

4. A→ (B → A) � ïî ñõåìå àêñèîì 1;

5. A→ A � ïî ÌÐ èç 3,4.

Ëåììà 4.1. äîêàçàíà.
Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 4.1. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë, ÿâëÿþùèõ-
ñÿ âûâîäîì ôîìóëû A → A, ìû çàïèñàëè ¾â ñòîëáåö¿. Ñëåâà îò ýòîãî
ñòîëáöà çàïèñàíû íîìåðà ôîðìóë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñïðàâà - ïîÿñíå-
íèÿ, íà êàêîì îñíîâàíèè ýòè ôîðìóëû âêëþ÷åíû â âûâîä. Òàê, ïåðâàÿ
ôîðìóëà çàïèñàíà íà îñíîâàíèè ñõåìû àêñèîì 1, ãäå â êà÷åñòâå B âçÿòà
B → A, âòîðàÿ ôîðìóëà - íà îñíîâàíèè ñõåìû àêñèîì 2, ãäå â êà÷åñòâå
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B âûñòóïàåò B → A, à â êà÷åñòâå C�A. Òðåòüÿ ôîðìóëà ïîëó÷åíà ïî
ïðàâèëó âûõîäà MP èç ïåðâûõ äâóõ, ÷åòâåðòàÿ � ïî ñõåìå àêñèîì 1, à
ïÿòàÿ � ïî MP èç òðåòüåé è ÷åòâåðòîé.

Çàìå÷àíèå 4.5. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íåò íèêàêèõ ïðàâèë, êî-
òîðûå ïîçâîëÿëè áû ïîñòðîèòü âûâîä òîé èëè èíîé êîíêðåòíîé âûâî-
äèìîé ôîðìóëû. Â êàæäîì îòäåëüíîì ñëó÷àå ñëåäóåò òàê ïîäáèðàòü
ôîðìóëû â âûâîä, ÷òîáû â èòîãå ïîëó÷èòü òðåáóåìóþ ôîðìóëó.

Ëó÷øèì ñîâåò÷èêîì â òàêîì äåëå áóäåò, ïî�âèäèìîìó, îïûò. À åãî
ìîæíî ïðèîáðåñòè, âûïîëíÿÿ âîçìîæíî áîëüøåå ÷èñëî óïðàæíåíèé íà
ïîñòðîåíèå âûâîäîâ.

Ðàñøèðèì ïîíÿòèå âûâîäà è ââåäåì ïîíÿòèå âûâîäà èç ãèïîòåç.

Îïðåäåëåíèå 4.6. Ïóñòü äàíî íåêîòîðîå (âîçìîæíî ïóñòîå) ìíî-
æåñòâî ôîðìóë Ã. Ôîðìóëû ýòîãî ìíîæåñòâà íàçîâåì ãèïîòåçàìè.
Òîãäà âûâîäîì ôîðìóëû B èç ãèïîòåç Ã íàçûâàåòñÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ôîðìóë, â êîòîðîé íà ïîñëåäíåì ìåñòå ñòîèò ôîðìóëà
B è êàæäàÿ ôîðìóëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ëèáî ãèïîòåçîé,
ëèáî ïîëó÷åíà ïî îäíîé èç ñõåì, ëèáî ïî ïðàâèëó âûâîäà MP èç ïðåä-
øåñòâóþøèõ ôîðìóë.

Åñëè ôîðìóëà B âûâîäèìà èç ãèïîòåç Ã, òî ïèøóò Γ ` B, à ñàìó
çàïèñü Γ ` B ÷èòàþò ¾èç ãèïîòåç Ã âûâîäèìà Â¿. Ïðè ýòîì, åñëè Γ =
{A1, A2, . . . , Am}, òî èíîãäà âìåñòî Γ ` B ïèøóò A1, A2, . . . , Am ` B.
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Ïðèìåð 4.4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A → (B → C), (A → (B →
C)) → ((A → B) → (A → C)), (A → B) → (A → C), A → B, A → C

ÿâëÿåòñÿ âûâîäîì ôîðìóëû A→ C èç ãèïîòåç A→ (B → C), A→ B.
Äåéñòâèòåëüíî, ïåðâóþ ôîðìóëó íåëüçÿ ïîëó÷èòü íè ïî ñõåìå àêñèîì,
íè ïî ïðàâèëó ÌÐ. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ÿâëÿåòñÿ ãèïîòåçîé. Âòîðàÿ
ôîðìóëà ïîëó÷åíà ïî ñõåìå àêñèîì 2, à òðåòüÿ � ïî ÌÐ èç ïåðâîé
è âòîðîé. Ôîðìóëà A → B ÿâëÿåòñÿ ãèïîòåçîé, ïîñêîëüêó åå íåëüçÿ
ïîëó÷èòü íè ïî ñõåìàì àêñèîì, íè ïî ïðàâèëó ÌÐ. Íàêîíåö, ïÿòàÿ
ôîðìóëà ïîëó÷åíà ïî ïðàâèëó ÌÐ èç òðåòüåé è ÷åòâåðòîé. Òàêèì
îáðàçîì, A→ (B → C), A→ B ` A→ C.

Çàìå÷àíèå 4.6. Åñëè â îïðåäåëåíèè 4.5. ìíîæåñòâî Ã ÿâëÿåòñÿ
ïóñòûì, òî ïîëó÷àåì îïðåäåëåíèå âûâîäà.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñâîéñòâ âûâîäîâ èç ãèïîòåç.

1. Γ, A ` A.
Ýòî ñâîéñòâî îçíà÷àåò, ÷òî èç ãèïîòåç Ã è À âûâîäèìà ôîðìóëà À.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü âûâîä, ñîñòîÿùèé
èç îäíîé ôîðìóëû À (ãèïîòåçû).

2. Åñëè Γ ` A, òî Γ, B ` A.
Çàïèñü Γ ` D íå îçíà÷àåò, ÷òî â âûâîäå ôîðìóëû D èç ãèïîòåç Ã
îáÿçàòåëüíî ïðèñóòñâóþò âñå ôîðìóëû ìíîæåñòâà Ã. Ïîýòîìó âû-
âîä ôîðìóëû À èç ãèïîòåç Ã ÿâëÿåòñÿ òàêæå è âûâîäîì ôîðìóëû
À èç Ã è Â.
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3. Åñëè Γ, A, C ` B, òî Γ, C, A ` B
Ýòî ñâîéñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ïåðå÷èñëåíèè ãèïîòåç, èç êîòîðûõ
âûâîäèìà ôîðìóëà Â, ïîðÿäîê ïåðå÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ íå èìååò.

4. Åñëè Γ, A ` B è Γ ` A, òî Γ ` B.
Äîêàæåì ýòî ñâîéñòâî. Ïóñòü âûâîäîì ôîðìóëû Â èç Ã è À ÿâëÿ-
åòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B1, B2, . . . , Bm, à âûâîäîì ôîðìóëû À èç
Ã � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A1, A2, . . . , Ak. ×òîáû ïîëó÷èòü òðåáóåìûé
âûâîä ôîðìóëû Â èç Ã â ïåðâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âìåñòî êàæäî-
ãî âõîæäåíèÿ ôîðìóëû À (åñëè òàêîå èìååòñÿ) ïîäñòàâèì âòîðóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì âûâîä ýòîé æå ôîðìóëû
Â, íî â íåì ôîðìóëà À áóäåò âûâîäèìà óæå èç ãèïîòåç ìíîæåñòâà
Ã. Ïîýòîìó Γ ` B.
Åñëè æå â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè B1, B2, . . . , Bm ôîðìóëû À íåò, òî
ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ âûâîäîì ôîðìóëû Â èç Ã.

4.1.3. Òåîðåìà äåäóêöèè.

Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì òåîðåìó, èçâåñòíóþ ïîä íàçâàíèåì òåîðåìà
äåäóêöèè.

Òåîðåìà 4.1. Åñëè Γ, A ` B, òî Γ ` A→ B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âûâîäîì ôîðìóëû Â èç Ã è À ÿâëÿåòñÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü B1, B2, . . . , Bn. Èíäóêöèåé ïîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî
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k ≤ n èìååò ìåñòî âûâîäèìîñòü Γ ` A→ Bk.

1. Äîêàæåì, ÷òî Γ ` A → B1. Òàê êàê ôîðìóëà B1 ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé
ôîðìóëîé âûâîäà, òî äëÿ íåå âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

(a) B1 ïîëó÷åíà ïî îäíîé èç ñõåì àêñèîì. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B1,
B1 → (A → B1), A → B1 ÿâëÿåòñÿ âûâîäîì, ïîñêîëüêó ïåð-
âàÿ ôîðìóëà ïîëó÷åíà ïî îäíîé èç ñõåì àêñèîì, âòîðàÿ � ïî
ñõåìå àêñèîì 1, à òðåòüÿ ïî ïðàâèëó ÌÐ èç ïåðâîé è âòîðîé.
Ñëåäîâàòåëüíî, ` A→ B1. Ó÷èòûâàÿ åùå ñâîéñòâî 2, ïîëó÷èì
Γ ` A→ B1.

(b) B1 ÿâëÿåòñÿ ãèïîòåçîé. Ýòîò ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷-
íî à).

(c) ôîðìóëîé B1 ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà À. Íà îñíîâàíèè ëåììû 4.1.
ìîæíî çàïèñàòü ` A→ A, îòêóäà â ñèëó óñëîâèÿ â) ïîëó÷àåì,
÷òî ` A→ B1. Òåïåðü, ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâî 2, ïîëó÷àåì Γ ` A→
B1.

2. Ïóñòü óòâåðæäåíèå Γ ` A → Bi âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ i < k. Äî-
êàæåì, ÷òî Γ ` A → Bk. Äëÿ ôîðìóëû Bk âîçìîæíû ñëåäóþùèå
ñëó÷àè:

(a) Bk ïîëó÷åíà ïî îäíîé èç ñõåì àêñèîì.
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(b) Bk ÿâëÿåòñÿ ãèïîòåçîé.

(c) ôîðìóëîé Bk ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà À.

(d) Bk ïîëó÷åíà ïî ïðàâèëó âûâîäà ÌÐ èç ôîðìóë Bm, Bj, ãäå
m < k, j < k.

Ïåðâûå òðè ñëó÷àÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî ñîîòâåòñòâóþùèì
ñëó÷àÿì èç ïóíêòà 1. Ðàññìîòðèì ÷åòâåðòûé ñëó÷àé. Ïîñêîëüêó
m < k, j < k, òî ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ ïîëó÷àåì, ÷òî
Γ ` A→ Bm è Γ ` A→ Bj.

Ôîðìóëà Bk ïîëó÷åíà ïî ïðàâèëó âûâîäà ÌÐ èç Bm, Bj. Ïîýòîìó
ôîðìóëà Bj èìååò âèä Bm → Bk. Òîãäà óòâåðæäåíèå Γ ` A → Bj

ïðèìåò âèä Γ ` A→ (Bm → Bk).

Ïî ñõåìå àêñèîì 2 çàïèøåì ôîðìóëó (A → (Bm → Bk)) → ((A →
Bm) → (A → Bk)), èç êîòîðîé è ` → (Bm → Bk) ïî ïðàâèëó ÌÐ
ïîëó÷èì ` (A→ Bm)→ (A→ Bk).

Íàêîíåö, ïðèìåíÿÿ ê ïîñëåäíåé âûâîäèìîñòè è âûâîäèìîñòè Γ `
A→ Bm ïðàâèëî âûâîäà ÌÐ, ïîëó÷àåì Γ ` A→ Bk.

Äëÿ i = k óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, Γ ` A → B.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñôîðìóëèðóåì äâà âàæíûõ ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû, êîòîðûìè áóäåì
äîñòàòî÷íî ÷àñòî ïîëüçîâàòüñÿ.
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Ñëåäñòâèå 4.1. A→ B,B → C ` A→ C.

Ïðåæäå ÷åì äîêàçàòü ñàìî óòâåðæäåíèå, ïîñòðîèì âñïîìàãàòåëüíûé
âûâîä.

1. A→ B � ãèïîòåçà.

2. B → C � ãèïîòåçà.

3. A � ãèïîòåçà.

4. B � ïî ÌÐ èç 1, 3.

5. C � ïî ÌÐ èç 2, 4.

Òàêèì îáðàçîì, A → B,B → C,A ` C. Ïðèìåíèâ òåîðåìó äåäóêöèè,
ïîëó÷èì A→ B,B → C ` A→ C. Ñëåäñòâèå 4.1. äîêàçàíî.

Çàìå÷àíèå 4.7. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñëåäñòâèÿ áûë ïðèìåíåí âåñü-
ìà ïîëåçíûé ïðèåì. Ôîðìóëó A→ C òðåáîâàëîñü âûâåñòè èç ãèïîòåç
A → B,B → C. Ìû æå, êðîìå ýòèõ äâóõ, âçÿëè åùå îäíó ãèïîòåçó
A. Ïîñëå ýòîãî òðåáóåòñÿ âûâåñòè óæå íå ôîðìóëó A→ C, à ôîðìó-
ëó C. Åñëè æå ïðåäïîëîæèòü ïðîòèâíîå, òî ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå
A → B,B → C,A ` A → C, à ýòî óæå íå òî, ÷òî òðåáîâàëîñü äîêà-
çàòü. Ïîýòîìó, âçÿâ â êà÷åñòâå ãèïîòåçû åùå è A, òðåáóåòñÿ âûâå-
ñòè ôîðìóëó C. Ïîñòðîèâ òàêîé âûâîä è ïðèìåíèâ òåîðåìó äåäóêöèè,
ïîëó÷èì A→ B,B → C ` A→ C.
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Çàìå÷àíèå 4.8. Òàêîé ïðèåì (ââåäåíèå äîïîëíèòåëüíûõ ãèïîòåç)
ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü âûâîä ìíîãèõ ôîðìóë. Ñëåäóåò, îäíàêî, èìåòü
â âèäó, ÷òî äîïîëíèòåëüíûå ãèïîòåçû ââîäÿò íå ïðîèçâîëüíûì îáðà-
çîì, à èñõîäÿ èç ñòðóêòóðû âûâîäèìîé ôîðìóëû. Òàê, åñëè âûâîäèìàÿ
ôîðìóëà èìååò âèä A1 → (A2 → (. . . (Am → B) . . . )), òî â êà÷åñòâå äî-
ïîëíèòåëüíûõ ãèïîòåç ìîæíî âçÿòü è ôîðìóëû (è òîëüêî èõ) ëþáîãî
èç ìíîæåñòâ {A1}, {A1, A2}, {A1, A2, A3}, . . . , {A1, A2, . . . , Am}. Åñëè,
íàïðèìåð, çà äîïîëíèòåëüíûå ãèïîòåçû âçÿòü ôîðìóëû A1, A2, A3, òî
òðåáóåòñÿ âûâåñòè óæå ôîðìóëó A4 → (. . . (Am → B) . . . ), ïîñëå ÷åãî,
òðèæäû ïðèìåíèâ òåîðåìó äåäóêöèè, âûâåäåì ôîðìóëó A1 → (A2 →
(. . . (Am → B) . . . )).

Ïðèìåð 4.5. Äîêàæåì âûâîäèìîñòü ôîðìóëû (B → C) → ((A →
B) → (A → C)). Ïîñêîëüêó ôîðìóëà (B → C) → ((A → B) → (A →
C)) èìååò âèä A1 → (A1 → A), òî ìîæíî âçÿòü äâå äîïîëíèòåëüíûå
ãèïîòåçû B → C(A1) è A → B(A2). Ïîñòðîèâ çàòåì âûâîä B →
C,A→ B ` A→ C(A1, A2 ` A) è äâàæäû ïðèìåíèâ òåîðåìó äåäóêöèè
ïîëó÷èì ` (B → C) → ((A → B) → (A → C))(` A1 → (A2 →
B)). Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ âûâîäà ôîðìóëû (B → C) →
((A → B) → (A → C)) ñâîäèòñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ
B → C,A → B ` A → C. Íî åãî ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñëåäñòâèÿ 4.1.
A→ B,B → C ` A→ C, âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâîì 3 è ïåðåñòàâèâ
ìåñòàìè ãèïîòåçû B → C,A→ B ` A→ C.
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Ñëåäñòâèå 4.2. A→ (B → C), B ` A→ C.

Ýòî ñëåäñòâèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñëåäñòâèþ 4.1.

Çàìå÷àíèå 4.9. Ñëåäñòâèÿ 4.1. è 4.2. ÿâëÿþòñÿ, ïî ñóòè, ïðàâèëà-
ìè âûâîäà, ïîñêîëüêó ïîçâîëÿþò èç äàííûõ ôîðìóë îáðàçîâûâàòü íî-
âûå. Ýòè ñëåäñòâèÿ, à òàêæå ïîäîáíûå èì óòâåðæäåíèÿ, íàçûâàþò
èíîãäà ïðîèçâîäíûìè èëè âñïîìàãàòåëüíûìè ïðàâèëàìè âûâîäà. Íà-
ïðèìåð, ñëåäñòâèå 4.1. (ïðîèçâîäíîå ïðàâèëî âûâîäà) íàçûâàþò ïðà-
âèëîì ñèëëîãèçìà.

Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì åùå óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå ê òåîðåìå äå-
äóêöèè.

Ëåììà 4.2. Åñëè Γ ` A→ B, òî Γ, A ` B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âûâîäîì ôîðìóëû B èç è ÿâëÿåòñÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü B1, B2, . . . , Bm. Ïîñêîëüêó ýòîò âûâîä ôîðìóëû A →
B, òî Bm åñòü A → B. Ïîñòðîèì íîâûé âûâîä B1, B2, . . . , Bm−1, A →
B,A,B. Ñëåäîâàòåëüíî, Γ, A ` B. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 4.3. Γ, A ` B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Γ ` A→ B.

4.1.4. Ïðèìåðû âûâîäèìûõ ôîðìóë.

Â ýòîì ïóíêòå äîêàæåì âûâîäèìîñòü íåñêîëüêèõ ôîðìóë.
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Ëåììà 4.3. ` B → B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì âûâîä.

1. (B → B)→ ((B → B)→ B) � ïî ñõåìå àêñèîì 3.

2. B → (B → B) � ïî ñõåìå àêñèîì 1.

3. B → ((B → B)→ B) � ïî ñëåäñòâèþ 4.1. èç 1,2.

4. B → B � ïî ëåììå 4.1.

5. B → B � ïî ñëåäñòâèþ 4.2. èç 3,4.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.4. ` B → B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì âûâîä.

1. (B → B)→ ((B → B)→ B) � ïî ñõåìå àêñèîì 3.

2. B → B � ïî ëåììå 4.3.

3. (B → B)→ B � ïî ÌÐ èç 1,2.

4. B → (B → B) � ïî ñõåìå àêñèîì 1.
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5. B → B � ïî ñëåäñòâèþ 4.1. èç 3,4.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.5. ` (B → A)→ (A→ B).

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. B → A � ãèïîòåçà.

2. (B → A)→ ((B → A)→ B) � ïî ñõåìå àêñèîì 3.

3. (B → A)→ B � ïî ÌÐ èç 1,2.

4. A→ (B → A) � ïî ñõåìå àêñèîì 1.

5. A→ B � ïî ñëåäñòâèþ 4.1. èç 3,4.

Òàêèì îáðàçîì,B → A ` A→ B. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó äåäóêöèè, ïîëó÷èì
` (B → A)→ (A→ B).
Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.6. ` (A→ B)→ (B → A).

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. A→ B � ãèïîòåçà.

2. A→ A � ïî ëåììå 4.3.
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3. A→ B � ïî ñëåäñòâèþ 4.1. èç 1,2.

4. B → B � ïî ëåììå 4.4.

5. A→ B � ïî ñëåäñòâèþ 4.1. èç 3,4.

6. (A→ B)→ (B → A) � ïî ëåììå 4.5.

7. B → A � ïî ÌÐ èç 5,6.

Òàêèì îáðàçîì,A→ B ` B → A. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó äåäóêöèè, ïîëó÷èì
` (A→ B)→ (B → A).
Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.7. ` (A→ B)→ ((A→ B)→ B).

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. A→ B � ãèïîòåçà.

2. A→ B � ãèïîòåçà.

3. (A→ B)→ (B → A) � ïî ëåììå 4.6.

4. B → A � ïî ÌÐ èç 1,3.

5. B → B � ïî ñëåäñòâèþ 4.1. èç 2,4.

6. (B → B)→ ((B → B)→ B) � ïî ñõåìå àêñèîì 3.
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7. B → B � ïî ëåììå 4.1.

8. (B → B)→ B � ïî ÌÐ èç 6,7.

9. B � ïî ÌÐ èç 5,8.

Òàêèì îáðàçîì, A→ B,A→ B ` B. Äâàæäû ïðèìåíèâ òåîðåìó äåäóê-
öèè, ïîëó÷èì ` (A→ B)→ ((A→ B)→ B).
Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.8. ` A→ (A→ B).

Ëåììà 4.9. ` A→ (B → A→ B).

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. A � ãèïîòåçà.

2. A→ B � ãèïîòåçà.

3. B � ïî ÌÐ èç 1,2.

Òàêèì îáðàçîì, A,A → B ` B. Äâàæäû ïðèìåíèâ òåîðåìó äåäóêöèè,
ïîëó÷èì ` A → ((A → B) → B). Íà îñíîâàíèè ëåììû 4.6. çàïèøåì
ôîðìóëó ((A → B) → B) → (B → A→ B), èç êîòîðîé è A → ((A →
B)→ B) ïî ñëåäñòâèþ 4.1. ïîëó÷èì ` A→ (B → A→ B).
Ëåììà äîêàçàíà.
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4.1.5. Íåïðîòèâîðå÷èâîñòü èñ÷èñëåíèé âûñêàçûâàíèé.

Îáû÷íî àêñèîìàòè÷åñêèå òåîðèè ñòðîÿò òàê, ÷òîáû îíè îïèñûâàëè
êàêèå � òî ìàòåìàòè÷åñêèå òåîðèè (òåîðèþ ìíîæåñòâ, òåîðèþ ãðóïï,
òåîðèþ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è ò.ä.). Ïðè ýòîì ñòðîèòü àêñèîìàòè÷åñêóþ
òåîðèþ æåëàòåëüíî òàê, ÷òîáû â ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòåìàòè÷åñêîé òåî-
ðèè íå áûëî ïðîòèâîðå÷èé. À èõ íå áóäåò â òîì ñëó÷àå, åñëè àêñèîìàòè-
÷åñêàÿ òåîðèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðîòèâîðå÷èâîé.

Îïðåäåëåíèå 4.7. Àêñèîìàò÷åñêàÿ òåîðèÿ íàçûâàåòñÿ íåïðîòè-
âîðå÷èâîé, åñëè â íåé èç êàæäîé ïàðû ôîðìóë âèäà A è A íåâûâîäèìîé
ÿâëÿåòñÿ õîòÿ áû îäíà.

Çàìå÷àíèå 4.10. Ôîðìóëàì àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè ñîîòâåòñòâó-
þò óòâåðæäåíèÿ (èñòèííûå èëè ëîæíûå) ñîîòíåñåííîé ìàòåìàòè-
÷åñêîé òåîðèè. Ïîýòîìó, åñëè àêñèîìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ íåïðîòèâîðå-
÷èâà, òî åñòü èç êàæäîé ïàðû ôîðìóë âèäà A è A õîòÿ áû îäíà ÿâëÿ-
åòñÿ íåâûâîäèìîé, òî ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî â ñîîòâåòñòâóþùåé
ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè äëÿ êàæäîãî óòâåðæäåíèÿ è åãî îòðèöàíèÿ
õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ äâóõ óòâåðæäåíèé ÿâëÿåòñÿ ëîæíûì. Ýòî êàê
ðàç è îçíà÷àåò, ÷òî â ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè íå áóäåò ïðîòèâîðå-
÷èé.

Ïðîáëåìà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â âûÿñíåíèè òîãî, ÿâëÿ-
åòñÿ ëè äàííàÿ àêñèîìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ íåïðîòèâîðå÷èâîé.
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Ïîêàæåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ íàìè àêñèîìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ � èñ-
÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé ÿâëÿåòñÿ íåïðîòèâîðå÷èâîé.

Çàìå÷àíèå 4.11. Êàæäóþ ôîðìóëó èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê ôîðìóëó ëîãèêè âûñêàçûâàíèé. Òîãäà áóäåì ãî-
âîðèòü, ÷òî ôîðìóëà (èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé) ÿâëÿåòñÿ òàâòîëî-
ãèåé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé äëÿ ëîãèêè âûñêàçûâàíèé.

Ëåììà 4.10. Âñÿêàÿ âûâîäèìàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûâîäèìîé íàçûâàåòñÿ ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà â âû-
âîäå. Ìû ïîêàæåì, ÷òî íå òîëüêî ïîñëåäíÿÿ, íî è êàæäàÿ ôîðìóëà â
âûâîäå ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé. Êàæäàÿ ôîðìóëà âûâîäà ïîëó÷åíà ïî îä-
íîé èç ñõåì àêñèîì èëè ïî ïðàâèëó âûâîäà ÌÐ èç ïðåäøåñòâóþùèõ
ôîðìóë. Äëÿ êàæäîé ñõåìû àêñèîì ìîæíî ïîñòðîèòü òàáëèöó èñòèííî-
ñòè è óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ýòà òàáëèöà îïðåäåëÿåò òàâòîëîãèþ. Åñëè æå
ôîðìóëû A è A → B ÿâëÿþòñÿ òàâòîëîãèÿìè, òî â ñèëó òåîðåìû 2.2 è
ôîðìóëà B, ïîëó÷àåìàÿ ïî ïðàâèëó ÌÐ, òàêæå ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé.
Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ ôîðìóëà âûâîäà, â òîì ÷èñëå è ïîñëåäíÿÿ, ÿâ-
ëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé.
Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 4.2. Ðàññìàòðèâàåìîå èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé íåïðîòè-
âîðå÷èâî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî èç êàæäûõ äâóõ ôîðìóë âèäà B è
B õîòÿ áû îäíà ÿâëÿåòñÿ íåâûïîëíèìîé.

1. B � íåâûâîäíèìà. Òåîðåìà â ýòîì ñëó÷àå äîêàçàíà.

2. B � âûâîäèìà. Òîãäà â ñèëó ëåììû 4.10. B ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé.
Ôîðìóëà B â ýòîì ñëó÷àå òàâòîëîãèåé áûòü íå ìîæåò è ïîýòîìó â
ñèëó òîé æå ëåììû 4.10. îíà íåâûâîäèìà.
Òàêèì îáðàçîì, èç êàæäûõ äâóõ ôîðìóë âèäà B è B õîòÿ áû îäíà
ÿâëÿåòñÿ íåâûâîäèìîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìàòðèâàåìîå èñ÷èñëå-
íèå âûñêàçûâàíèé íåïðîòèâîðå÷èâî.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 4.12. Ðàññìîòðèì åùå îäèí ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà íåïðî-
òèâîðå÷èâîñòè èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè èñ÷èñ-
ëåíèå âûñêàçûâàíèé ïðîòèâîðå÷èâî, òî â íåì âûâîäèìà ëþáàÿ ôîðìó-
ëà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé ïðîòèâîðå÷èâî, òî
â íåì èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà ïàðà âûâîäèìûõ ôîðìóë âèäà A è A, òî
åñòü ` A è ` A. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî âûâîäèìîñòü
A,A ` B. Òîãäà èç òîãî, ÷òî ` A è A,A ` B ïî ñâîéñòâó 4 ïîëó÷èì
A ` B. Åùå ðàç ïðèìåíèâ ýòî ñâîéñòâî ê ` A è A ` B ïîëó÷èì ` B.
Òàêèì îáðàçîì, â ïðîòèâîðå÷èâîì èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé âûâîäèìà
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ëþáàÿ ôîðìóëà B. Ïîýòîìó, åñëè èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé íåïðòèâî-
ðå÷èâî, òî â íåì èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà íåâûâîäèìàÿ ôîðìóëà. Â ñèëó
ýòîãî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçû-
âàíèé äîñòàòî÷íî óêàçàòü õîòÿ áû îäíó íåâûâîäèìóþ ôîðìóëó. Â åå
êà÷åñòâå ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, ôîðìóëó A→ B. Îíà íåâûâîäèìà,
ïîñêîëüêó íå ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé.

4.1.6. Ïîëíîòà èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðèì òðè âèäà ïîíÿòèÿ ïîëíîòû èñ÷èñëåíèÿ
âûñêàçûâàíèé: â øèðîêîì ñìûñëå, óçêîì ñìûñëå è àáñîëþòíóþ ïîëíîòó.

Îïðåäåëåíèå 4.8. Èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé íàçûâàåòñÿ ïîëíûì â
øèðîêîì ñìûñëå, åñëè â íåì âûâîäèìû âñå ôîðìóëû, êîòîðûå â ëîãèêå
âûñêàçûâàíèé ÿëÿþòñÿ òàâòàëîãèÿìè.

Ïîêàæåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé ÿâëÿåòñÿ
ïîëíûì â øèðîêîì ñìûñëå. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ
ëåììà, íî ïðåæäå ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. ×åðåç g(A) îáîçíà÷èì
÷èñëî ñèìâîëîâ → è � â ôîðìóëå A. Íàïðèìåð, åñëè A = B1 → (B2 →
B1), òî g(A) = 3.

Ïóñòü ν ∈ {0, 1}. Òîãäà Aν =

{
A, ν = 1

A, ν = 0.
Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì ëåììó.
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Ëåììà 4.11. Ïóñòü A - ôîðìóëà, à B1, B2, . . . , Bm - ñîâîêóïíîñòü
âñåõ ñèìâîëîâ ïåðâîé ãðóïïû àëôàâèòà, êîòîðûå âõîäÿò â ôîðìóëó
A. Ïðèäàäèì B1, B2, . . . , Bm ñîîòâåòñòâåííî èñòèííîñòèñòíûå çíà-
÷åíèÿ ν1, ν2, . . . νm è çíà÷åíèå, êîòîðîå ïðèìåò ïðè ýòîì ôîðìóëà A,
îáîçíà÷èì ÷åðåç ν. Òîãäà

Bν1
m , B

ν2
m , . . . , B

νm
m ` Aν. (4.1)

Ïðåæäå, ÷åì äîêàçûâàòü ëåììó, ïîÿñíèì å¼ ñìûñë íà ïðèìåðå. Ïóñòü
ôîðìóëà A èìååò âèä B1 → (B2 → B1). Òîãäà äëÿ êàæäîé ñòðîêè òàá-
ëèöû èñòèííîñòè ôîðìóëû A ëåììà 4.9 óòâåðæäàåò ñîîòâåòñòâóþùóþ
âûâîäèìîñòü:

B1 B2 B1 → (B2 → B1)

0 0 1

0 1 1

1 0 1

1 1 0

B1, B2 ` B1 → (B2 → B1).

B1, B2 ` B1 → (B2 → B1).

B1, B2 ` B1 → (B2 → B1).

B1, B2 ` B1 → (B2 → B1).
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Ïåðåéäåì òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû è ïðîâåä¼ì åãî ïî ïðèíöèïó
ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè îòíîñèòåëüíî g(A).

1. g(A) = 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ôîðìóëà A ñèìâîëîâ→ è − íå ñîäåðæèò
è ïîýòîìó èìååò âèä B1. Â ýòîì ñëó÷àå òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå B1 ` B1

ñëåäóåò èç ñâîéñòâà 1.
2. Ïóñòü äëÿ âñåõ ôîðìóë, ñîäåðæàøèõ íå áîëåå ÷åì k ñèìâîëîâ →

è −, ëåììà âûïîëíÿåòñÿ. Äîêàæåì ëåììó äëÿ ôîðìóëû A òàêîé, ÷òî
g(A) = k + 1.

Äëÿ ôîðìóëû A âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.
Ñëó÷àé 1. A = B. Òàê êàê g(A) = k+1 è A = B, òî g(B) = k. Ïîýòîìó
ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ ëåììà äëÿ ôîðìóëû B âûïîëíÿåòñÿ,
òî åñòü

Bν1
m , B

ν2
m , ..., B

νm
m ` Bw (4.2)

Ñëó÷àé 1.1. w = 0. Ïîñêîëüêó ôîðìóëà B íà íàáîðå ν1, ν2, ..., νm ïðè-

íèìàåò çíà÷åíèå w = 0, òî ôîðìóëà A = B íà ýòîì æå íàáîðå ïðèìåò
çíà÷åíèå ν = 1. Òîãäà èç (4.2) ïîëó÷èì

Bν1
m , B

ν2
m , ..., B

νm
m ` B (4.3)

òàê êàê w = 0. Ïîäñòàâëÿÿ â (4.3) A âìåñòî B ïîëó÷èì (4.2), ïîñêîëüêó
ν = 1.
Ñëó÷àé 1.2. w = 1. Òîãäà íà íàáîðå ν1, ν2, ..., νm ôîðìóëà A = B ïðè-
ìåò çíà÷åíèå ν = 0. Ïîñêîëüêó w = 1, òî èç (4.2) ïîëó÷èì

Bν1
m , B

ν2
m , ..., B

νm
m ` B (4.4)
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Òåïåðü èç (4.4) è ëåììû 4.4. ` B → B ïî ïðàâèëó MP ïîëó÷èì

Bν1
m , B

ν2
m , ..., B

νm
m ` B (4.5)

Îòêóäà

Bν1
m , B

ν2
m , ..., B

νm
m ` A (4.6)

òàê êàê A = B. À ýòî è åñòü (4.1), ó÷èòûâàÿ, ÷òî ν = 0.

Ñëó÷àé 2. A = B → C. Òàê êàê g(A) = k + 1 è A = B → C, òî
g(B) ≤ k è g(C) ≤ k. Ïîýòîìó â ñèëó èíäêóòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ
ïîëó÷àåì

Bν1
m , B

ν2
m , ..., B

νm
m ` Bw1 (4.7)

Bν1
m , B

ν2
m , ..., B

νm
m ` Cw2 (4.8)

Ñëó÷àé 2.1. w1 = 0. Ýòî çíà÷èò

Bν1
m , B

ν2
m , ..., B

νm
m ` B (4.9)

Íà îñíîâàíèè ëåììû 4.8. èìååò ìåñòî âûâîäèìîñòü

` B → (B → C), èç êîòîðîé è (4.9) ïî ïðàâèëó MP ïîëó÷èì

Bν1
m , B

ν2
m , ..., B

νm
m ` B → C (4.10)
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Ïîñêîëüêó ôîðìóëàB íà âûáîðå ν1, ν2, ..., νm ïðèíèìàåò çíà÷åíèå w = 0,
òî íà òîì æå íàáîðå ôîðìóëà A = B → C ïðèìåò çíà÷åíèå ν = 1.
Ïîýòîìó, ïîäñòâèâ â (4.10) âìåñòî B → C ôîðìóëó A ïîëó÷èì (4.1), òàê
êàê ν = 1.
Ñëó÷àé 2.2. w2 = 1, òî åñòü

Bν1
m , B

ν2
m , ..., B

νm
m ` C (4.11)

Ýòîò ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 2.1. Îòëè÷èå ëèøü â
òîì, ÷òî âìåñòî ôîðìóëû B → (B → C), çàïèñàííîé ïî ëåììå 4.8.,
èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà C → (B → C), çàïèñàííàÿ ïî ñõåìå àêñèîì 1.
Ñëó÷àé 2.3. w1 = 1, w2 = 0. Â ñèëó ýòèõ óñëîâèé èç (4.7) è (4.8) ïîëó-
÷àåì

Bν1
m , B

ν2
m , ..., B

νm
m ` B (4.12)

Bν1
m , B

ν2
m , ..., B

νm
m ` C (4.13)

Íà îñíîâàíèè ëåììû 4.9. çàïèøåì ôîðìóëó
B → (C → B → C), èç êîòîðîé è (4.12) ïî ïðàâèëó MP ïîëó÷èì

Bν1
m , B

ν2
m , ..., B

νm
m ` C → B → C (4.14)

Òåïåðü èç (4.13) è (4.14) ïî ïðàâèëó MP ïîëó÷èì

Bν1
m , B

ν2
m , ..., B

νm
m ` B → C (4.15)
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Â ñèëó óñëîâèÿ ñëó÷àÿ 2.3. ôîðìóëû B è C íà íàáîðå ν1, ν2, ..., νm
ïðèíèìàþò ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿ w1 = 1 è w2 = 0. Òîãäà íà ýòîì
æå íàáîðå ôîðìóëà A = B → C ïðèìåò çíà÷åíèå ν = 0. Ïîäñòàâèâ
òåïåðü â (4.15) A âìåñòî B → C ïîëó÷èì (4.1), ïîñêîëüêó ν = 0. Ëåììà
äîêàçàíà.

Òåîðåìà 4.3. Åñëè ôîðìóëà èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé ÿâëÿåòñÿ òàâ-
òîëîãèåé, òî îíà âûâîäèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôîðìóëà A ÿâëÿÿåòñÿ òàâòîëîãèåé è ïóñòü
B1, B2, ..., Bm − ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñèìâîëîâ ïåðâîé ãðóïïû àëôàâèòà,
âõîäÿùèõ â ôîðìóëó A. Íà îñíîâàíèè ëåììû 4.11. èìååò ìåñòî âûâîäè-
ìîñòü

Bν1
m , B

ν2
m , ..., B

νm
m ` A (4.16)

Â (4.11) ν = 1, ïîñêîëüêó ôîðìóëà A ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé è ïîýòîìó
âñåãäà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ν = 1. Ïðèìåíèâ ê (4.16) òåîðåìó äåäóêöèè
ïîëó÷èì

Bν1
m , B

ν2
m , ..., B

νm−1
m−1 ` Bνm

m → A (4.17)

Ïðè νm = 1 è νm = 0 èç (4.17) ïîëó÷èì

Bν1
m , B

ν2
m , ..., B

νm−1
m−1 ` Bm → A (4.18)

Bν1
m , B

ν2
m , ..., B

νm−1
m−1 ` Bm → A (4.19)
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Íà îñíîâàíèè ëåììû 4.7. çàïèøåì ôîðìóëó
(Bm → A) → ((Bm → A) → A), ïðèìåíèâ ê êîòîðîé è (4.18) ïðàâèëî
âûâîäà MP ïîëó÷èì

Bν1
m , B

ν2
m , ..., B

νm−1
m−1 ` (Bm → A)→ A (4.20)

Íàêîíåö, ïðèìåíèâ ê (4.19) è (4.20) ïðàâèëî âûâîäà MP ïîëó÷èì

Bν1
m , B

ν2
m , ..., B

νm−1
m−1 ` A (4.21)

Òàêèì îáðàçîì, èìåÿ óòâåðæäåíèå î âûâîäèìîñòè (4.16), ìû ïîëó÷èì
óòâåðæäåíèå î âûâîäèìîñòè (4.21). Ïðèìåíèâ åùå m − 1 ðàç òàêèå æå
ðàññóæäåíèÿ ìû ïîëó÷èì ` A. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè òàâòîëîãèÿ ëîãèêè âûñêàçûâàíèé íå ñîäåðæèò
ñèìâîëîâ ∨,∧,↔, òî íà âûâîäèìà. Âîçíèêàåò âîðîñ: êàê ðàññìàòðèâàòü
âûâîäèìîñòü ôîðìóë, ñîäåðæàùèõ ñèìâîëû ∨,∧,↔. Âåäü ïîíÿòèå âûî-
äèìîñòè îïðåäåëåíî òîëüî äëÿ ôîðìóë ñ ñèìâîëàìè → è −. Â ýòîì
ñëó÷àå ñîêðàùåíèÿ:

A ∨B îçíà÷àåò A→ B (4.22)

A ∧B îçíà÷àåò A→ B (4.23)

A↔ B îçíà÷àåò (A→ B)→ (B → A) (4.24)
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Äîêàæåì ëåììó, ïîçâîëÿþùóþ ðàññìàòðèâàòü âûâîäèìîñòü ôîðìóë,
èìåþùèõ ñèìâîëû ∨,∧,↔.

Ëåììà 4.12. Åñëè ôîðìóëà A ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí èç ñèìâîëîâ
∨,∧,↔, òî îíà ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ôîðìóëà B, ïîëó÷åííàÿ èç A ïðè ïîìîùè çàìåí (4.22) - (4.24), ÿâëÿ-
åòñÿ âûâîäèìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ôîðìóëà A ñîäåðæèò
òîëüêî îäèí ñèìâîë èç ìíîæåñòâà {∨,∧,↔}. Ïóñòü ýòî áóäåò, íàïðèìåð,
ñèìâîë ∧ è ïóñòü ýòîò ñèìâîë ñâÿçûâàåò ôîðìóëû P è Q. Â ôîðìóëàõ

A âìåñòî P ∧ Q ïîäñòàâèì P → Q è ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó îáîçíà÷èì

÷åðåç B. Â ñèëó òåîðåìû 1.1. ôîðìóëà (P ∧ Q ↔ P → Q) → (A ↔
B) ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé è ïîýòîìó ôîðìóëû A è B áóäóò ëîãè÷åñêè
ýêâèâàëåíòíûìè, ïîñêîëüêó ëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòû ôîðìóëû P ∧ Q è

P → Q. Òàê êàê ôîðìóëû A è B ëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, òî B ÿâëÿåòñÿ
òàâòîëîãèåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òàâòîëîãèåé ÿâëÿåòñÿ A. Â ñèëó
ëåììû 4.10 è òåîðåìû 4.3. A ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà A âûâîäèìà.

Ñëó÷àé, êîãäà â ôîðìóëå A ñîäåðæèòñÿ k > 1 ñèìâîëîâ ∨,∧,↔, ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 4.4. Ðàññìàòðèâàåìîå èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé ÿâëÿ-
åòñÿ ïîëíûì â øèðîêîì ñìûñëå.
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Îïðåäåëåíèå 4.9. Èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé íàçûâàåòñÿ ïîëíûì â
óçêîì ñìûñëå, åñëè, ïðèñîåäèíèâ åãî ê ñõåìàì àêñèîì ëþáóþ íåäîêàçó-
åìóþ ôîðìóëó, ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èâîå èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé.

Çàìå÷àíèå 4.13. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå èñ÷èñëå-
íèå âûñêàçûâàíèé ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì â óçêîì ñìûñëå.

Îïðåäåëåíèå 4.10. Èñ÷èñëåíèå âûñàçûâàíèé ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî
ïîëíûì, åñëè äëÿ ëþáîé ôîðìóëû A âûâîäèìà ëèáî îíà, ëèáî åå îòðè-
öàíèå A.

Ïîêàæåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé íå ÿâëÿ-
åòñÿ àáñîëþòíî ïîëíûì. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè îäíó ôîðìóëó
òàêóþ, ÷òî íè îíà ñàìà, íè åå îòðèöàíèå íå ÿâëÿåòñÿ âûâîäèìîé ôîð-
ìóëîé. Â êà÷åñòâå òàêîé ôîðìóëû ìîæíî âçÿòü B → C. Ïîñêîëüêó íè
îäíà èç ôîðìóë B → C, B → C íå ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé, òî íè îäíà èç
íèõ íå ÿâëÿåòñÿ âûâîäèìîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìàòðèâàåìîå èñ÷èñëå-
íèå âûñêàçûâàíèé íå ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî ïîëíûì.

Ê ðàññìîòðåííûì âîïðîñàì òåñíî ïðèìûêàåò è âîïðîñ î ðàçðåøèìî-
ñòè èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé.

Îïðåäåëåíèå 4.11. Èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé íàçûâàåòñÿ ðàçðå-
øèìûì, åñëè èìååòñÿ ìåòîä (àëãîðèòì), ïîçâîëÿþùèé äëÿ ëþáîé äàí-
íîé ôîðìóëû óñòàíîâèòü, âûâîäèìà îíà èëè íåò.
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Ðàññìàòðèâàåìîå èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìûì.
Äåéñòâèòåëüíî, ôîðìóëà âûâîäèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿ-
åòñÿ òîâòîëîãèåé. Ïîýòîìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ âûâîäèìîñòè äàííîé ôîð-
ìóëû äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü òàáëèöó èñòèííîñòè è ïîñìîòðåòü ÿâëÿåòñÿ
ëè ôîðìóëà òàâòîëîãèåé.



206

4.2. Ïðàêòè÷åñêàÿ ÷àñòü

Óïðàæåíèÿ

1. ßâëÿþòñÿ ëè ñëåäóþùèå êîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîðìóëà-
ìè?

(a) (A→ B)→ (B → A);

(b) A→ B)→;

(c) → A;

(d) (A→ B(→ B;

(e) (A→ B)→ (A→ (B → A)).

2. Ïîëó÷åíû ëè ñëåäóþùèå ôîðìóëû ïî ñõåìàì àêñèîì?

(a) (A→ B)→ (B → (A→ B));

(b) (Ā→ B̄)→ ((A→ B)→ (Ā→ B̄));

(c) (A→ ((B → A)→ A))→ ((A→ (B → A))→ (A→ A));

(d) (A→ B)→ A;

(e) ( ¯̄A→ B̄)→ (( ¯̄A→ B̄)→ Ā);

(f) (Ā→ ¯̄B)→ ((Ā→ B̄)→ A).
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3. Ìîæíî ëè ïðèìåíèòü ïðàâèëî âûâîäà MP ê ñëåäóþùèì ôîðìóëàì?

(a) A→ B è (A→ B)→ A;

(b) A→ (B → A) è A;

(c) (A→ B)→ A è A;

(d) A→ B è B.

4. ßâëÿåòñÿ ëè âûâîäîì ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë:

(a) A→ (B̄ → A);

(b) A→ (B̄ → A), A, B̄ → A;

(c) (Ā → B̄)((Ā → B) → A), ((Ā → B̄) → ((Ā → B) → A)) →
(A → ((Ā → B̄) → ((Ā → B) → A))), A → ((Ā → B̄) → (Ā →
B)→ A), (Ā→ B̄)→ ((Ā→ B)→ A);

(d) Ā → (A → Ā), (Ā → (A → Ā)) → ((Ā → A)(Ā → Ā)), (Ā →
A)→ (Ā→ Ā);

(e) A→ (B → C), A,B → C,B,C.

5. Ïîêàçàòü, ÷òî â ëþáîì âûâîäå êàæäàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ âûâîäè-
ìîé.

6. Êàêèìè ñïîñîáàìè èç äàííîãî âûâîäà ôîðìóëû B ìîæíî ïîëó÷èòü
íîâûé âûâîä (îòëè÷íûé îò äàííîãî) ýòîé æå ôîðìóëû B.
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7. Âûâîäàìè èç êàêèõ ãèïîòåç ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîðìóë
èç óïðàæíåíèÿ 4.

8. Ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë ÿâëÿåò-
ñÿ âûâîäîì íå ïîñëåäíåé ôîðìóëû èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîæåñòâà
ãèïîòåç.

9. Êàêèìè ñïîñîáàìè èç äàííîãî âûâîäà ôîðìóëû A èç ìíîæåñòâà
ãèïîòåç Γ ìîæíî ïîëó÷èòü íîâûé âûâîä (îòëè÷íûé îò äàííîãî) ýòîé
æå ôîðìóëû A èç ýòîãî æå ìíîæåñòâà ãèïîòåç Γ.

10. Íèæå äàåòñÿ âûâîä ôîðìóëû (B → C) → ((A → B) → (A → C)).
Ïîÿñíèòü, íà êàêîì îñíîâàíèè çàïèñàíà êàæäàÿ ôîðìóëà âûâîäà.

(a) (B → C)→ (A→ (B → ));

(b) (A→ (B → C))→ ((A→ B)→ (A→ C));

(c) ((A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C))) → ((B → C) →
((A→ (B → C))→ ((A→ B)→ (A→))));

(d) (B → C)→ ((A→ (B → C))→ ((A→ B)→ (A→ C)));

(e) ((B → C) → ((A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C)))) →
(((B → C) → (A → (B → C))) → ((B → C) → ((A → B) →
(A→ C))));

(f) ((B → C) → (A → (B → C))) → ((B → C) → ((A → B) →
(A→ C)));
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(g) (B → C)→ ((A→ B)→ (A→ C)).

11. Äîêàçàòü:

(a) ` (Ā→ A)→ A;

(b) A,A→ B ` B;
(c) A, Ā ` B.

12. Äîêàçàòü:

(a) A→ (B → C) ` B → (A→ C);

(b) ` A→ (B → B);

(c) ` A→ ((A→ B)→ B);

(d) ` (A→ B)→ (A→ A).

(e) ` ¯̄A→ (A→ A).

(f) ` (A→ B̄)→ (B → Ā).

(g) ` (Ā→ B)→ (B̄ → A).

(h) ` (A→ B)→ (A→ C̄ → B → C̄).

(i) ` (A→ B)→ ((Ā→ C)→ B̄ → C)).

(j) ` (A→ B)→ (C → Ā→ C → B̄).

(k) ` (A→ B)→ ((C → B̄)→ (C → Ā)).
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(l) ` (A→ B)→ ((C̄ → A)→ (C̄ → B)).

(m) ` (A→ (B → C))→ (A→ B → C).

(n) ` ((A→ B)→ A)→ A.
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4.3. Êîíòðîëüíûå òåñòû

1. Ñõåìîé àêñèîì 1 ÿâëÿåòñÿ:

(a) A→ (A→ B);

(b) A→ (B → A);

(c) (A→ B)→ A;

(d) (A→ A)→ B.

2. Ñõåìîé àêñèîì 2 ÿâëÿåòñÿ:

(a) (A→ (B → C))→ ((A→ C)→ (A→ B);

(b) (A→ (C → B))→ ((A→ B)→ (A→ C);

(c) (A→ (B → C))→ ((A→ B)→ (A→ C);

(d) (A→ (A→ B))→ ((A→ B)→ (A→ A).

3. Ñõåìîé àêñèîì 3 ÿâëÿåòñÿ

(a) (B̄ → Ā)→ ((B̄ → Ā)→ B);

(b) (B̄ → A)→ ((B̄ → Ā)→ B);

(c) (B̄ → Ā)→ ((B̄ → A)→ B);

(d) (A→ B̄)→ ((Ā→ B)→ B).

4. Ïðàâèëîì âûâîäà MP ÿâëÿåòñÿ:
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(a) èç B è A → B ïîëó÷àåì B;

(b) èç A è A→ B ïîëó÷àåì B;

(c) èç A è B → A ïîëó÷àåì B;

(d) èç A è A→ B ïîëó÷àåì A.

5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A → B, B → C, A → (B → A), A, B → A

ÿâëÿåòñÿ âûâîäîì ôîðìóëû B → A èç ãèïîòåç Γ, ãäå Γ åñòü:

(a) {A};
(b) {A,A→ B};
(c) {A→ B,A,B → C};
(d) {A,B → C,A→ B,B → A}.

6. Òåîðåìà äåäóêöèè ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(a) åñëè Γ, A ` B, òî Γ ` A→ B;

(b) åñëè Γ ` B, òî Γ ` A→ B;

(c) åñëè Γ, A ` B, òî Γ, B ` A;
(d) åñëè Γ, B ` A, òî Γ, A ` B.

7. Ñëåäñòâèå 1 èç òåîðåìû äåäóêöèè ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

(a) A→ (B → C), B ` A→ C;
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(b) A→ B,B → C ` A→ C;

(c) A→ C,B → C ` A→ B;

(d) A→ (C → B), C ` A→ B.

8. Èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé ÿâëÿåòñÿ íåïðîòèâîðå÷èâûì, åñëè â íåì:

(a) èç êàæäîé ïàðû ôîðìóë âèäà A è Ā âûâîäèìîé ÿâëÿåòñÿ õîòÿ-
áû îäíà;

(b) èç êàæäîé ïàðû ôîðìóë âèäà A è Ā íåâûâîäèìà õîòÿáû îäíà;

(c) êàæäàÿ òàâòîëîãèÿ ÿâëÿåòñÿ âûâîäèìîé ôîðìóëîé;

(d) êàæäàÿ òàâòîëîãèÿ ÿâëÿåòñÿ íåâûâîäèìîé ôîðìóëîé.

9. Êàêàÿ èç ñëåäóþùèõ ôîðìóë ÿâëÿåòñÿ âûâîäèìîé?

(a) A→ B;

(b) Ā → B;

(c) A → A;

(d) Ā → A.

10. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë, ÿâëÿþùàÿñÿ âûâîäîì, îñòàåòñÿ âûâî-
äîì, åñëè:

(a) â íåé ïîìåíÿòü ìåñòàìè äâå ôîðìóëû, ïîëó÷àåìûå ïî ïðàâèëó
âûâîäà;
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(b) â íåé ïîìåíÿòü ìåñòàìè äâå ôîðìóëû, ïîëó÷àåìûå ïî ñõåìàì
àêñèîì;

(c) â íåé ïîìåíÿòü ìåñòàìè ôîðìóëó, ïîëó÷àåìóþ ïî ñõåìå àêñèîì,
è ôîðìóëó, ïîëó÷àåìóþ ïî ïðàâèëó âûâîäà;

(d) â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîáàâèòü íà ïåðâîå ìåñòî ôîðìóëó, ïîëó-
÷àåìóþ ïî ñõåìå àêñèîì.
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Ðàçäåë 5

Ïðèëîæåíèå

5.1. Îñíîâíûå òåîðåìû

5.1.1. Òåîðåìû ëîãèêè âûñêàçûâàíèé.

Òåîðåìà 5.1. Ôîðìóëû P è Q ðàâíîñèëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ôîðìóëà P ↔ Q ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé.

Òåîðåìà 5.2. Åñëè ôîðìóëû A è A→ B ÿâëÿþòñÿ òàâòîëîãèÿìè,
òî è ôîðìóëà B òàêæå ÿâëÿþòñÿ òàâòîëîãèåé.

Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü â ôîðìóëó P âõîäÿò áóêâû A1, A2, . . . , An è
ïóñòü ôîðìóëà Q ïîëó÷åíà èç P çàìåíîé áóêâ A1, A2, . . . , An ñîîòâåò-
ñòâåííî ôîðìóëàìè B1, B2, . . . , Bn. Òîãäà åñëè ôîðìóëà P ÿâëÿåòñÿ
òàâòîëîãèåé, òî è ôîðìóëà Q òàêæå áóäåò ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé.

Òåîðåìà 5.4. Åñëè ôîðìóëû A(X1, . . . , Xn) è B(X1, . . . , Xn) ðàâíî-
ñèëüíû, òî è äâîéñòâåííûå èì ôîðìóëû A∗(X1, . . . , Xn) è B

∗(x1, . . . , Xn)
òàêæå ðàâíîñèëüíû.

Òåîðåìà 5.5. Âñÿêóþ ôîðìóëó, òîæäåñòâåííî íå ðàâíóþ íóëþ, ìîæ-
íî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèòü â âèäå ÑÄÍÔ.
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Òåîðåìà 5.6. Âñÿêóþ ôîðìóëó òîæäåñòâåííî íå ðàâíóþ 1, ìîæíî
åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèòü â âèäå ÑÊÍÔ.

Òåîðåìà 5.7. Åñëè ôîðìóëà A1∧A2∧ · · ·∧An ïðåäñòàâëåííà â âèäå
ÑÊÍÔ è ñîñòîèò èç k êîíúþêòèâíûõ ÷ëåíîâ, òî âñåâîçìîæíûìè ëî-
ãè÷åñêèìè ñëåäñòâèÿìè ôîðìóë A1, A2, . . . , An ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ëèøü
ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

� êàæäàÿ èç k êîíúþêòèâíûõ ÷ëåíîâ;
� êàæäûå äâà, òðè, ÷åòûðå, è ò.ä. k ðàçëè÷íûõ êîíúþêòèâíûõ ÷ëå-

íîâ, ñîåäèíííûìè ñèìâîëàìè ∧.
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5.1.2. Òåîðåìû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ

Òåîðåìà 5.8. Ëþáóþ ôîðìóëó ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ìîæíî ïðåîáðà-
çîâàòü â ðàâíîñèëüíóþ åé ïðåäâàðåííóþ íîðìàëüíóþ ôîðìóëó.
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5.2. Çàêîíû ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè

Çàêîí Íàçâàíèå çàêîíà

A ∧ (A→ B)→ B çàêîí çàêëþ÷åíèÿ;

A ∧B → A
A ∧B → B çàêîíû óäàëåíèÿ êîíúþíêöèè;

A→ A ∨B
B → A ∨B çàêîíû ââåäåíèÿ äèçúþíêöèè;

(A ∨B) ∧B → A çàêîí óäàëåíèÿ äèçúþíêöèè;

A→ A çàêîí ââåäåíèÿ äâîéíîãî îòðèöàíèÿ;

A→ A çàêîí óäàëåíèÿ äâîéíîãî îòðèöàíèÿ;

(A→ B) ∧ (B → A) →
→ (A↔ B) çàêîí ââåäåíèÿ ýêâèâàëåíöèè;

(A↔ B)→ (A→ B)
(A↔ B)→ (B → A) çàêîíû óäàëåíèÿ ýêâèâàëåíöèè;

(A→ B)→ (B → A) çàêîí êîíòðàïîçèöèè;

(A→ B) ∧ (A→ B)→ A çàêîí äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî;

(A→ B) ∧ (B → C) →
→ (A→ C) � çàêîí ñèëëîãèçìà;

(A→ C) ∧ (B → C) →
→ (A ∨BrightarrowC) çàêîí ñëîæåíèÿ ïîñûëîê;

(A→ B) ∧ (A→ C) →
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→ (A→ B ∧ C) çàêîí óìíîæåíèÿ çàêëþ÷åíèé;

(A↔ B) ∧ (B ↔ C) →
→ (A↔ C) � çàêîí òðàíçèòèâíîñòè ýêâèâàëåíöèè.
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5.3. Ñïèñîê âàæíåéøèõ ðàâíîñèëüíîñòåé

5.3.1. Ñïèñîê âàæíåéøèõ ðàâíîñèëüíîñòåé ëîãèêè âûñêà-
çûâàíèé

1. A ≡ A 13. A∨A ≡ 1
2. A∧A≡A 14. A∧1≡A
3. A∨A≡A 15. A∨0≡A
4. A∧B≡B∧A 16. A∧0≡0
5. A∨B≡B∨A 17. A∨1≡1
6. A∧(B∧C)≡(A∧B)∧C 18. A∧(A∨B)≡A
7. A∨(B∨C)≡(A∨B)∨C 19. A∨(A∧B)≡A
8. A∧(B∨C)≡(A∧B)∧(A∨C) 20. (A∧B)∨(A∧B) ≡ A

9. A∨(B∧C)≡(A∨B)∧(A∨C) 21. (A∨B)∧(A∨B) ≡ A

10. A ∧ B ≡ A ∨ B 22. A→B≡ A ∧ B

11. A ∨ B ≡ A ∧ B 23. A→B≡ B→ A

12. A ∧ A ≡ 0 24. A↔B≡(A→B)∧(B→A )

5.3.2. Ñïèñîê âàæíåéøèõ ðàâíîñèëüíîñòåé ëîãèêè ïðåäèêà-
òîâ

25. ∀xiP (x1, x2, . . . , xn) ≡ ∃xiP (x1, x2, . . . , xn);

26. ∃xiP (x1, x2, . . . , xn) ≡ ∀xiP (x1, x2, . . . , xn);

27. ∀xiP (x1, x2, . . . , xn) ∧ ∀xiQ(x1, x2, . . . , xn) ≡
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∀xi(P (x1, x2, . . . , xn) ∧Q(x1, x2, . . . , xn));
28. ∃xiP (x1, x2, . . . , xn)∨∃xiQ(x1, x2, . . . , xn) ≡ ∃xi(P (x1, x2, . . . , xn)∨

Q(x1, x2, . . . , xn));
29. ∀xiP (x1, x2, . . . , xn) ∧Q ≡ ∀xi(P (x1, x2, . . . , xn) ∧Q);
30. ∀xiP (x1, x2, . . . , xn) ∨Q ≡ ∀xi(P (x1, x2, . . . , xn) ∨Q);
31. ∃xiP (x1, x2, . . . , xn) ∧Q ≡ ∃xi(P (x1, x2, . . . , xn) ∧Q);
32. ∃xiP (x1, x2, . . . , xn) ∨ Q ≡ ∃xi(P (x1, x2, . . . , xn) ∨ Q); (ãäå Q íå

ñîäåðæèò xi ïóíêòû 29, 30, 31, 32)
33. ∀xi∀xjP (x1, x2, . . . , xn) ≡ ∀xj∀xiP (x1, x2, . . . , xn);
34. ∃xi∃xjP (x1, x2, . . . , xn) ≡ ∃xj∃xiP (x1, x2, . . . , xn);
35. ∀yP (x1, x2, . . . , xn) ≡ P (x1, x2, . . . , xn);
36. ∃yP (x1, x2, . . . , xn) ≡ P (x1, x2, . . . , xn);
37. ∀xiP (x1, x2, . . . , xn) ≡ ∀yP (x1, x2, . . . , xi−1, y, xi+1, . . . , xn);
38.∃xiP (x1, x2, . . . , xn) ≡ ∃yP (x1, x2, . . . , xi−1, y, xi+1, . . . , xn). Ñëåäñòâèå

î çíàêå îòðèöàíèÿ
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5.4. Òåðìèíîëîãè÷åñêèé ñëîâàðü

Êîíúþíêöèåé íàçûâàþò îïåðàöèþ, êîòîðàÿ äâóì âûñêàçûâàíèÿì
À, Â ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå âûñêàçûâàíèå, îáîçíà÷àåìîå À∧B. Âûñêàçû-
âàíèå À∧B èñòèííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáà âûñêàçûâàíèÿ À,Â
èñòèííû.

Äèçúþíêöèåé íàçûâàþò îïåðàöèþ, êîòîðàÿ äâóì âûñêàçûâàíèÿì
À,Â ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå âûñêàçûâàíèå, îáîçíà÷àåìîå À∨B. Âûñêàçû-
âàíèå À∨B ëîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáà âûñêàçûâàíèÿ À,Â
ëîæíû.

Èìïëèêàöèåé íàçûâàþò îïåðàöèþ, êîòîðàÿ äâóì âûñêàçûâàíèÿì
À, Â ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå âûñêàçûâàíèå, îáîçíà÷àåìîå À→Â. Âûñêà-
çûâàíèå À→Â ëîæíî ëèøü òîãäà, êîãäà À � èñòèííî, à Â � ëîæíî.

Ýêâèâàëåíöèåé íàçûâàþò îïåðàöèþ, êîòîðàÿ äâóì âûñêàçûâàíèÿì
À,Â ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå âûñêàçûâàíèå, îáîçíà÷àåìîå À↔Â. Âûñêàçû-
âàíèå À↔Â èñòèííî ëèøü òîãäà, êîãäà îáà âûñêàçûâàíèÿ À,Â èñòèííû
èëè îáà ëîæíû.

Îòðèöàíèåì íàçûâàþò îïåðàöèþ, êîòîðàÿ âûñêàçûâàíèþ A ñòàâèò
â ñîîòâåòñòâèå âûñêàçûâàíèå, îáîçíà÷àåìîå A.
Îïðåäåëåíèå ôîðìóëû ëîãèêè âûñêàçûâàíèé:

1. Âñÿêàÿ áóêâà îáîçíà÷àþùàÿ âûñêàçûâàíèå (êîíêðåòíîå èëè ïðîèç-
âîëüíîå) ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé.
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2. Ñèìâîëû 0 è 1 ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè.

3. Åñëè P - ôîðìóëà, òî P - ôîðìóëà.

4. Åñëè P è Q - ôîðìóëû, òî (P ∧ Q),(P ∨ Q),(P → Q), (P ↔ Q) -
ôîðìóëû.

5. Ôîðìóëàìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî òå âûðàæåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî ïîëó-
÷èòü ïðè ïîìîùè ï. 1-4.

Îïðåäåëåíèå ôîðìóëû ëîãèêèè ïðåäèêàòîâ:

1. Êàæäàÿ ôîðìóëà ëîãèêè âûñêàçûâàíèé ÿâëÿåòñÿ òàêæå è ôîðìó-
ëîé ëîãèêè ïðåäèêàòîâ.

2. Êàæäûé ñèìâîë, îáîçíà÷àþùèé ïðåäèêàò, ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé.

3. Åñëè P � ôîðìóëà, òî ñëåäóþùåå âûðàæåíèå � òîæå ôîðìóëà: P ,
∀x(P ),∃x(P ).

4. Åñëè P è Q � ôîðìóëû, òî âûðàæåíèÿ (P ∧Q), (P ∨Q),
(P → Q), (P ↔ Q), � òîæå ôîðìóëû.

5. Äðóãèõ ôîðìóë íåò.

Îïðåäåëåíèå 5.1. Ïóñòü äàíû äâå ôîðìóëû P è Q, è ïóñòü
X1, X2, ..., Xn - ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðàçëè÷íûõ áóêâ, âõîäÿùèõ õîòÿ áû â
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îäíó èç ýòèõ ôîðìóë. Òîãäà ôîðìóëû P è Q íàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëü-
íûìè, åñëè ïðè ëþáîì íàáîðå çíà÷åíèé X1, X2, ..., Xn ýòè ôîðìóëû
ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 5.2. Ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöè-
åé èëè ëîãè÷åñêèì ïðîèçâåäåíèåì, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñåäóþùèì
òðåáîâàíèÿì:

1. Â ôîðìóëå ìîãóò áûòü ñèìâîëû òîëüêî äâóõ îïåðàöèè: ∧ è �.

2. Ñèìâîë � îòíîñèòñÿ òîëüêî ê ýëåìåíòàðíûì âûñêàçûâàíèÿì.

Îïðåäåëåíèå 5.3. Ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé äèçúþíêöè-
åé èëè ëîãè÷åñêîé ñóììîé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì òðåáî-
âàíèåì:

1. Â ôîðìóëå ìîãóò áûòü ñèìâîëû òîëüêî äâóõ îïåðàöèé: ∨ è �.

2. Ñèìâîë � îòíîñèòñÿ òîëüêî ê ýëåìåíòàðíûì âûñêàçûâàíèÿì.

Îïðåäåëåíèå 5.4. Ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ òàâòîëîãèåé, åñëè îíà ïðè-
íèìàåò çíà÷åíèå 1 ïðè ëþáîì íàáîðå çíà÷åíèé âõîäÿùèõ â íåå áóêâ.

Îïðåäåëåíèå 5.5. Ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîðå÷èåì, åñëè ïðè
ëþáîì íàáîðå çíà÷åíèé âõîäÿùèõ â íåå áóêâ îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå
0.
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Îïðåäåëåíèå 5.6. Ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ âûïîëíèìîé, åñëè èìååòñÿ
õîòÿ áû îäèí íàáîð çíà÷åíèé áóêâ, âõîäÿùèõ â ôîðìóëó, íà êîòîðîì
ôîðìóëà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1.

Îïðåäåëåíèå 5.7. Ôîðìóëà B íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííîé ê ôîðìóëå
A, åñëè B ìîæíî ïîëó÷èòü èç A ïóòåì çàìåíû âñåõ ñèìâîëîâ ∨ íà ∧
è íà îáîðîò, à òàêæå âñåõ ñèìâîëîâ 1 íà 0 è 0 íà 1.

Îïðåäåëåíèå 5.8. Âñÿêàÿ äèçúþíêöèÿ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé
íàçûâàåòñÿ äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé (ÄÍÔ).

Îïðåäåëåíèå 5.9. ÄÍÔ íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííîé (ÑÄÍÔ), åñëè êàæ-
äàÿ áóêâà ôîðìóëû âõîäèò â êàæäûé äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí ðîâíî îäèí
ðàç (ñ îòðèöàíèåì èëè áåç íåãî).

Îïðåäåëåíèå 5.10. Ôîðìóëà B íàçûâàåòñÿ ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâè-
åì ôîðìóë A1, A2, . . . , An (n ≥ 1), åñëè ôîðìóëà A1 ∧A2 ∧ · · · ∧An → B
ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé.

Îïðåäåëåíèå 5.11. Ïðåäèêàòîì íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ, ìíîæåñòâîì
çíà÷åíèé êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ 0 è 1. Ïóñòü
P (x1, x2, . . . , xn) � ïðåäèêàò îïðåäåëåííûé íà ìíîæåñòâåM . Òîãäà ïðå-
äèêàò P (x1, x2, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ

• âûïîëíèìûì, åñëè èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí íàáîð (a1, a2, . . . , an) çíà-
÷åíèé èç M , óäîâëåòâîðÿþùèé ïðåäèêàòó P ;
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• òîæäåñòâåííî-èñòèííûì, åñëè âñÿêèé íàáîð (a1, a2, . . . , an) çíà-
÷åíèé èç M , óäîâëåòâîðÿåò ïðåäèêàòó P ;

• òîæäåñòâåííî-ëîæíûì, åñëè íè îäèí íàáîð (a1, a2, . . . , an) çíà÷å-
íèé èç M , íå óäîâëåòâîðÿåò ïðåäèêàòó P ;

Îïðåäåëåíèå 5.12. Ïóñòü P (x1, x2, . . . , xn) � ïðåäèêàò îïðåäåëåí-
íûé íà ìíîæåñòâå M . Òîãäà ïðåäèêàò P (x1, x2, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ

• âûïîëíèìûì, åñëè èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí íàáîð (a1, a2, . . . , an) çíà-
÷åíèé èç M , óäîâëåòâîðÿþùèé ïðåäèêàòó P ;

• òîæäåñòâåííî-èñòèííûì, åñëè âñÿêèé íàáîð (a1, a2, . . . , an) çíà-
÷åíèé èç M , óäîâëåòâîðÿåò ïðåäèêàòó P ;

• òîæäåñòâåííî-ëîæíûì, åñëè íè îäèí íàáîð (a1, a2, . . . , an) çíà÷å-
íèé èç M , íå óäîâëåòâîðÿåò ïðåäèêàòó P ;

Îïðåäåëåíèå 5.13. Ïóñòü P (x) � ïðåäèêàò, îïðåäåëåííûé íà íåêî-
òîðîì ìíîæåñòâå M . Òîãäà ïîä âûðàæåíèåì ∀xP (x) ïîíèìàþò âû-
ñêàçûâàíèå, êîòîðîå èñòèííî òîãäà, êîãäà P (x) èñòèííî äëÿ ëþáîãî
x ∈ M è ëîæíî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Çàïèñü ”∀xP (x)” ÷èòàþò "äëÿ
ëþáîãî xP (x) èñòèííî". Ñèìâîë ∀x íàçûâàåòñÿ êâàíòîðîì âñåîáù-
íîñòè.
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Îïðåäåëåíèå 5.14. Ïóñòü P (x) � ïðåäèêàò, îïðåäåëåííûé íà íåêî-
òîðîì ìíîæåñòâå M . Òîãäà ïîä âûðàæåíèåì ∃xP (x) ïîíèìàþò âû-
ñêàçûâàíèå, êîòîðîå èñòèííî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî
x ∈ M äëÿ êîòîðîãî P (x) èñòèííî è ëîæíî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Çà-
ïèñü ∃xP (x) ÷èòàþò "ñóùåñòâóåò x, äëÿ êîòîðîãî P (x) èñòèííî".
Çíàê ∃ íàçûâàåòñÿ êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 5.15. Â ôîðìóëàõ ∀x(A) è ∃x(A) ôîðìóëå A íàçûâà-
åòñÿ îáëàñòüþ äåéñòâèÿ êâàíòîðîâ ∀x è ∃x ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 5.16. Âõîæäåíèå ïåðåìåííîé â äàííóþ ôîðìóëó íà-
çûâàåòñÿ ñâÿçàííûì, åñëè îíî ñëåäóåò çà çíàêîì êâàíòîðà ∀ èëè ∃ èëè
íàõîäèòñÿ â îáëàñòè äåéñòâèÿ êàêàãî-ëèáî êâàíòîðà ïî ýòîé ïåðåìåí-
íîé. Âõîæäåíèå ïåðåìåííîé íå ÿâëÿþùèåñÿ ñâÿçàííûìè, íàçûâàþòñÿ
ñâîáîäíûìè.

Îïðåäåëåíèå 5.17. Åñëè èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí íàáîð çíà÷åíèé
ïåðåìåííûõ èç ìíîæåñòâà M , íà êîòîðîì çíà÷åíèå ôîðìóëû A ðàâíî
1, òî ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ âûïîëíèìîé íà ìíîæåñòâå M .

Îïðåäåëåíèå 5.18. Ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ âûïîëíèìîé, åñëè èìååò-
ñÿ ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì îíà âûïîëíèìà.

Îïðåäåëåíèå 5.19. Åñëè çíà÷åíèå ôîðìóëû íà ëþáîì íàáîðå çíà-
÷åíèé èç ìíîæåñòâà M ðàâíî 1, òî îíà íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâåííî-
èñòèííîé íà ìíîæåñòâå M .
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Îïðåäåëåíèå 5.20. Åñëè ôîðìóëà òîæäåñòâåííî-èñòèííà íà ëþ-
áîì ìíîæåñòâå, òî îíà íàçûâàåòñÿ îáùåçíà÷èìîé.

Îïðåäåëåíèå 5.21. Ïóñòü äàíû äâå ôîðìóëû A è B, îïðåäåëåí-
íûå íà îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå M . Ôîðìóëû A è B íàçûâàþòñÿ
ðàâíîñèëüíûìè íà ìíîæåñòâå M , åñëè íà ëþáîì íàáîðå çíà÷åíèé ïå-
ðåìåííûõ îíè ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò
A ≡M B.

Îïðåäåëåíèå 5.22. Äâå ôîðìóëû A è B íàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíû-
ìè, åñëè îíè ðàâíîñèëüíû íà ëþáîì ìíîæåñòâå. Â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò
A ≡ B.

Îïðåäåëåíèå 5.23. Ôîðìóëà, â êîòîðîé èç îïåðàöèé ëîãèêè âû-
ñêàçûâàíèé ñîäåðæàòñÿ ëèøü ∧, ∨, �, à çíàêè îòðèöàíèÿ îòíîñÿòñÿ
òîëüêî ê ïðîñòûì âûñêàçûâàíèÿì è ïðåäèêàòàì, íàçûâàåòñÿ ïðåäâà-
ðåííîé ôîðìóëîé.

Îïðåäåëåíèå 5.24. Ïðåäâàðåííàÿ ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ íîðìàëü-
íîé, åñëè â íåé íåò êâàíòîðîâ èëè âñå êâàíòîðû âûíåñåíû çà ñêîáêè.
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