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3
ПЕРЕЧЕНЬ СОКРАЩЕНИЙ И УСЛОВНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЙ

Рассматриваются только конечные группы. Используются обозначения,
принятые в книгах [31,71].

p, q, r — простые числа;
n | m — число n делит число m;
n - m — число n не делит число m;
P — множество всех простых чисел;
N — множество всех натуральных чисел;
π — некоторое множество простых чисел, т. е. π ⊆ P;
π′ = P \ π — дополнение к π во множестве всех простых чисел; в част-

ности, p′ = P \ {p}.
Скобки 〈. . .〉 применяются для обозначения подгрупп, порожденных

некоторым множеством элементов.

Пусть p ∈ P, n ∈ N. Тогда
Zn — циклическая группа порядка n;
D2n — диэдральная группа порядка 2n;
Q8 — группа кватернионов порядка 8;
Epn — элементарная абелева группа порядка pn;
Sn — симметрическая группа степени n;
An — знакопеременная группа степени n;
GL(n, pm) — полная линейная группа степени n над полем из pm эле-

ментов;
SL(n, pm) — специальная линейная группа степени n над полем из pm

элементов;
PGL(n, pm) — проективная полная линейная группа степени n над по-

лем из pm элементов, т. е. фактор-группа полной линейной группы по центру;
PSL(n, pm) — проективная специальная линейная группа степени n над

полем из pm элементов, т. е. фактор-группа специальной линейной группы по
центру.

Пусть A и B — подгруппы группы G. Тогда
A×B — прямое произведение подгрупп A и B;
AhB — полупрямое произведение нормальной подгруппы A и подгруп-

пы B;
A ' B — подгруппы A и B изоморфны.

Группу G называют
p-группой, если порядок группы G есть степень простого числа p;
p′-группой, если порядок группы G не делится на число p.

Пусть G — группа. Тогда
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|G| — порядок группы G;
1 — единичный элемент и единичная подгруппа группы G;
π(G) = π(|G|) — множество всех простых делителей порядка группы G;
|π(G)| — число различных простых делителей порядка группы G;
Φ(G) — подгруппа Фраттини группы G, т. е. пересечение всех мак-

симальных подгрупп неединичной группы G; если G = 1 единична, то
Φ(G) = 1;

F (G) — подгруппа Фиттинга группы G, т. е. произведение всех нор-
мальных нильпотентных подгрупп группы G;

Op(G) — наибольшая нормальная p-подгруппа группы G;
Op′(G) — наибольшая нормальная p′-подгруппа группы G;
Gp — силовская p-подгруппа группы G;
Gp′ — p′-холлова подгруппа группы G;
Gπ — π-холлова подгруппа группы G;
H ≤ G — H является подгруппой группы G;
H < G — H является собственной подгруппой группы G;
M < · G — M является максимальной подгруппой группы G, т. е. соб-

ственной подгруппой группы G, не содержащейся ни в какой другой подгруп-
пе, отличной от всей группы G;

H CG — H является нормальной подгруппой группы G;
H ·C G — H является минимальной нормальной подгруппой группы G;
H CC G — H является субнормальной подгруппой группы G;
|G : H| — индекс подгруппы H в группе G;
π(G : H) = π(|G : H|);
HG =

⋂
x∈G x

−1Hx — ядро подгруппы H в группе G, т. е. наибольшая
нормальная в G подгруппа, содержащаяся в H;

HG = 〈g−1Hg | g ∈ G〉 — нормальное замыкание подгруппы H в груп-
пе G, т. е. наименьшая нормальная в G подгруппа, содержащая H;

CG(H) — централизатор подгруппы H в группе G;
NG(H) — нормализатор подгруппы H в группе G;
Z(G) = CG(G) — центр группы G;
G′ — коммутант группы G, т. е. подгруппа, порожденная коммутатора-

ми всех элементов группы G;
G(n) — n-ый коммутант группы G, G(n) =

(
G(n−1))′;

S(G) — разрешимый радикал группы G, т. е. наибольшая нормальная
разрешимая подгруппа группы G;

Sr(G) — наибольшая нормальная r-разрешимая подгруппа группы G
для простого r;

d(G) — производная длина группы G;
n(G) — нильпотентная длина группы G;
lp(G) — p-длина группы G;
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r(G) — ранг группы G.

Ряд подгрупп 1 = A0 < A1 < . . . < Aa−1 < Aa = G называется
нормальным, если Ai CG для всех i;
субнормальным, если Ai−1 C Ai для всех i.
Фактор-группы Ai/Ai−1, i = 1, . . . a, называются факторами ряда, чис-

ла |Ai/Ai−1| — индексами ряда.

Группу G называют
примарной, если |π(G)| = 1;
бипримарной, если |π(G)| = 2;
pd-группой, если p ∈ π(G);
p-замкнутой, если Gp CG;
p-нильпотентной, если существует Gp′ и Gp′ CG;
p-разложимой, если Gp и Gp′ нормальны в G;
разрешимой, если G обладает субнормальным рядом с абелевыми фак-

торами;
π-разрешимой, если группа G обладает субнормальным рядом, факто-

ры которого являются либо разрешимыми π-группами, либо π′-группами;
сверхразрешимой, если G обладает нормальным рядом с циклическими

факторами.

Класс групп — множество групп, содержащее вместе с каждой своей
группой все группы ей изоморфные.

E — класс всех групп;
S — класс всех разрешимых групп;
A — класс всех абелевых групп;
N — класс всех нильпотентных групп;
U — класс всех сверхразрешимых групп;
Np — класс всех p-групп;
Nπ — класс всех нильпотентных π-групп.
Класс групп F называется
наследственным, когда из H ≤ G ∈ F следует H ∈ F;
нормально наследственным, когда из H CG ∈ F следует H ∈ F;
насыщенным, когда из G/Φ(G) ∈ F следует G ∈ F.
GF — F-корадикал группы G.



6

ВВЕДЕНИЕ

Все рассматриваемые в диссертации группы предполагаются конечны-
ми.

Группой Шмидта называют ненильпотентную группу, все собственные
подгруппы которой нильпотентны. Начало изучению таких групп положила
работа О.Ю. Шмидта [53]. Определяющие соотношения и универсальные на-
крывающие групп Шмидта найдены Ю.А. Гольфандом [12]. Группам Шмид-
та посвящены отдельные параграфы монографий Б. Хупперта [71], Л.А. Ше-
меткова [52]. В работе В.С. Монахова [39] приведен обзор результатов о свой-
ствах групп Шмидта, существовании подгрупп Шмидта в конечных группах
и их некоторых приложениях в теории классов конечных групп.

Группы с ограничениями на подгруппы Шмидта исследовались во мно-
гих работах. В.С. Монахов [35] указал строение групп, в которых все подгруп-
пыШмидта сверхразрешимы, а также групп с несверхразрешимыми подгруп-
пами Шмидта. В работах В.Н. Семенчука [46], В.Н. Княгиной и В.С. Мона-
хова [18], В.А. Ведерникова [8], Х.А. Аль-Шаро и А.Н. Скибы [54] изучались
группы с субнормальными подгруппами Шмидта. Разрешимость группы с
P-субнормальными подгруппами Шмидта установил В.Н. Тютянов [48]. В
работе В.Н. Княгиной и В.С. Монахова [17] получены признаки частичной
разрешимости группы с полунормальными подгруппами Шмидта четного по-
рядка. Простые группы, в которых нет подгрупп Шмидта нечетного порядка,
перечислили В.Н. Тютянов и П.В. Бычков [47].

Говорят, что подгруппы A и B перестановочны, если AB = BA, т. е.
множество всех элементов ab, где a ∈ A, b ∈ B, образуют подгруппу. Часто
встречается ситуация, когда подгруппы A и B группы G не являются пере-
становочными, но в G существует подгруппа X такая, что ABx = BxA для
всех x ∈ X. Такие подгруппы А.Н. Скиба (см., например, [69]) предложил
называть X-перестановочными. В работах [11, 67, 69] установлены свойства
X-перестановочных подгрупп, а также признаки разрешимости групп, в ко-
торых некоторые подгруппы X-перестановочны.

Одной из первых работ, посвященной перестановочности силовской под-
группы с подгруппами Шмидта, можно считать работу Я. Г. Берковича и
Э.М. Пальчика [2]. В этой работе, наряду с другими результатами, была по-
лучена разрешимость групп при условии, что некоторые силовские подгруп-
пы перестановочны с подгруппами Шмидта четного порядка, а также при
условии, что некоторые максимальные подгруппы перестановочны с подгруп-
пами Шмидта. Эти результаты нашли развитие в работах В.Н. Княгиной и
В.С. Монахова [19–21]. Так в работе [20] получена частичная разрешимость
групп с условием Sr(G)-перестановочности некоторой силовской подгруппы
с подгруппами Шмидта. Здесь Sr(G) — наибольшая нормальная в G r-раз-
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решимая подгруппа. Локальные аналоги результатов работы [2] получены в
статье [19]. В.Н. Княгина [23] установила разрешимость групп, в которых
некоторые подгруппы Шмидта четного порядка перестановочны между со-
бой.

Строение группы, которая является произведением силовской подгруп-
пы и подгруппы Шмидта, а также группы, совпадающей с произведением
двух подгрупп Шмидта, исследовал В.С. Монахов [37,40–42].

Представленный краткий обзор свидетельствует о том, что задача изу-
чения строения конечных групп с условием перестановочности некоторых
подгрупп с некоторыми подгруппами Шмидта, является актуальной и зна-
чимой в современной теории групп. В данной диссертационной работе это
направление получило дальнейшее развитие.
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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Связь работы с научными программами (проектами), темами
Диссертация выполнена на кафедре алгебры и геометрии учреждения

образования «Гомельский государственный университет имени Франциска
Скорины» в период с 2016 по 2019 год в соответствии со следующей науч-
ной темой: «Инварианты частично разрешимых конечных групп и их прило-
жения», номер гос. регистрации — 20161494. Тема входит в государственную
программу научных исследований Республики Беларусь на 2016–2020 годы
«Конвергенция-2020», подпрограмма «Методы математического моделирова-
ния сложных систем».

Цель и задачи исследования
Цель диссертации — исследование строения конечных групп, в которых

некоторая силовская подгруппа перестановочна с некоторыми подгруппами
Шмидта.

Достижение поставленной цели предполагает решение следующих за-
дач:

— установление r-разрешимости групп с условием перестановочности
силовской r-подгруппы с некоторыми подгруппами Шмидта;

— перечисление композиционных факторов групп, силовская подгруппа
которых перестановочна с подгруппами Шмидта нечетного порядка;

— получение признаков разрешимости групп, в которых силовская под-
группа перестановочна с коммутантами B-подгрупп;

— установление признаков разрешимости групп с полусубнормальными
подгруппами Шмидта;

— исследование групп с ограничениями на две максимальные подгруп-
пы.

Объектом исследования являются подгруппы Шмидта с условием пе-
рестановочности. Предметом исследования являются композиционные фак-
торы и частичная разрешимость группы.

Научная новизна
Все результаты диссертации являются новыми и впервые получены

соискателем. В диссертационной работе проведено исследование строения
групп с условием перестановочности силовской подгруппы с некоторыми под-
группами Шмидта. Получены новые признаки частичной разрешимости и
перечислены композиционные факторы исследуемых групп.

Положения, выносимые на защиту
1. Перечислены неабелевы композиционные факторы группы с услови-

ем перестановочности некоторых силовских подгрупп и подгрупп Шмидта,
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теоремы 2.1.2 [3–A], 2.2.1 [6–A], 3.1.2 и 3.1.4 [4–A]. Отсюда выводятся новые
признаки частичной разрешимости таких групп.

2. Получены признаки разрешимости группы, в которой перестановоч-
ны коммутанты B-подгрупп четного порядка, теорема 2.3.3 [7–A].

3. Найдены признаки разрешимости группы с полусубнормальными
подгруппами Шмидта четного порядка из некоторой максимальной подгруп-
пы, теоремы 3.2.4 и 3.2.5 [5–A].

4. Установлена сверхразрешимость группы при условии, что силовские
подгруппы из двух несопряженных максимальных подгрупп полусубнормаль-
ны в группе, теорема 3.3.1 [8–A], а также доказана нильпотентность вто-
рого коммутанта группы, в которой все максимальные подгруппы из двух
несопряженных максимальных подгрупп полусубнормальны в группе, теоре-
ма 3.3.2 [8–A].

Личный вклад соискателя
Диссертационная работа выполнена соискателем лично под руковод-

ством доктора физико-математических наук, профессора Виктора Степано-
вича Монахова. Научным руководителем были поставлены задачи и цель
исследования. В работах [2–A, 3–A], опубликованных совместно с научным
руководителем, идеи и методы принадлежат научному руководителю, а их
реализация проводилась соискателем. Работы [4–A, 6–A, 8–A] выполнены и
опубликованы совместно с научным руководителем и кандидатами физико-
математических наук, доцентами В.Н. Княгиной и А.А. Трофимуком, ре-
зультаты принадлежат авторам на паритетных условиях. Без соавторства
выполнены работы [1–A,5–A,7–A].

Апробация результатов диссертации и информация об исполь-
зовании ее результатов

Результаты диссертации апробированы на
— Гомельском алгебраическом семинаре (учреждение образования «Го-

мельский государственный университет имени Франциска Скорины»);
— XX–XXII Республиканских научных конференциях студентов и

аспирантов «Новые математические методы и компьютерные технологии
в проектировании, производстве и научных исследованиях» (Гомель, 20–
22 марта 2017 г.; 19–21 марта 2018 г.; 25–27 марта 2019 г.);

— V Международной научно-практической конференции «Вычисли-
тельные методы, модели и образовательные технологии» (Брест, 19 октября
2018 г.);

— Международной конференции, посвящённой 90-летию кафедры выс-
шей алгебры механико-математического факультета МГУ (Москва, 28–31 мая
2019 г.).
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Отдельные положения диссертации внедрены в учебный процесс учреж-
дения образования «Гомельский государственный университет имени Фран-
циска Скорины» при чтении спецкурсов «Теория групп» и «Элементы со-
временной и прикладной алгебры» для студентов математических специаль-
ностей, при написании курсовых и дипломных работ (акты внедрения от
03.09.2018, 21.01.2019).

Опубликованность результатов диссертации
По теме диссертационного исследования опубликовано 8 статей в на-

учных журналах, соответствующих пункту 18 Положения о присуждении
ученых степеней и присвоении ученых званий в Республике Беларусь (объе-
мом 4,08 авторского листа), 12 материалов и тезисов докладов конференций
(объемом 0,67 авторского листа).

Структура и объем диссертации
Диссертация состоит из перечня сокращений и условных обозначений,

введения, общей характеристики работы, трех глав, заключения и библио-
графического списка в алфавитном порядке в количестве 87 наименований
использованных источников и 20 наименований публикаций соискателя. Пол-
ный объем диссертации — 88 страниц, из них 8 страниц занимает библиогра-
фический список.

Соискатель выражает глубокую признательность и искреннюю благо-
дарность своему научному руководителю — доктору физико-математических
наук, профессору Виктору Степановичу Монахову за оказанные им внимание
и помощь при написании данной диссертации.
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ГЛАВА 1

АНАЛИТИЧЕСКИЙ ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ ПО ТЕМЕ
ДИССЕРТАЦИИ

1.1 Свойства групп Шмидта. Группы Шмидта порядка, не
превышающего 500

В 1924 г. О.Ю. Шмидт опубликовал работу [53], в которой ввел в рас-
смотрение и изучил класс ненильпотентных групп, в которых всякая соб-
ственная подгруппа нильпотентна. Впоследствии эти группы получили на-
звание групп Шмидта или минимальных ненильпотентных групп.

Напомним, что показателем числа p по модулю q называют такое наи-
меньшее натуральное число m, что q делит (pm − 1). Следующие свойства
групп Шмидта получены самим О.Ю. Шмидтом в работе [53].

Теорема 1.1.1. Пусть S — группа Шмидта, т. е. ненильпотентная
группа, все собственные подгруппы которой нильпотентны. Тогда справед-
ливы следующие утверждения:

(1) S = P hQ, где P — нормальная силовская p-подгруппа, Q — ненор-
мальная силовская q-подгруппа, p и q — различные простые числа;

(2) Q =< y > — циклическая подгруппа и yq ∈ Z(S);
(3) |P/P ′| = pm, где m — показатель числа p по модулю q;
(4) главный ряд группы S имеет систему индексов:

p, p, . . . , p, pm, q, . . . , q,

гдеm — показатель числа p по модулю q; число индексов равных p совпадает
с n, где pn = |P ′|; число индексов равных q совпадает с b, где qb = |Q|.

В дальнейшем S<p,q>-группой будем называть группу Шмидта с нор-
мальной силовской p-подгруппой и ненормальной циклической силовской
q-подгруппой. Для S<p,q>-группы S будем использовать запись S = PhQ, где
P — нормальная силовская p-подгруппа, а Q — циклическая ненормальная
силовская q-подгруппа.

В этой же работе [53] О.Ю. Шмидт привел два примера ненильпотент-
ных групп порядков paqb с нильпотентными собственными подгруппами.

Пример 1.1.1. Пусть p = 2, q = 3, a = 3. Число b остается произволь-
ным натуральным. Зададим группу:

< x1, x2, y | x41 = x42 = y3
b

= 1, x21 = x22 = z, x2x1 = x1x2z,

y−1x1y = x2, y
−1x2y = x1x2 > .

Тогда P =< x1, x2 > — группа кватернионов восьмого порядка, Φ(P ) —
подгруппа второго порядка. Число m равно 2.
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Пример 1.1.2. Группа порядка p33b, где p — нечетное простое число
вида 3k + 2, задается равенствами:

< x1, x2, x3, y | xp1 = xp2 = xp3 = y3
b

= 1, x2x1 = x1x2x3, x1x3 = x3x1,

x2x3 = x3x2, y
−1x1y = x2, y

−1x2y = x−11 x−12 , y−1x3y = x3 > .

Тогда P =< x1, x2, x3 > — регулярная группа.
О.Ю. Шмидт [53] также рассмотрел ненильпотентные группы, все соб-

ственные подгруппы которых абелевы. Такие группы являются частным слу-
чаем групп Шмидта и ранее рассматривались в работе Г. Миллера и Х. Мо-
рено [79]. О.Ю. Шмидт показал справедливость следующего утверждения.

Теорема 1.1.2. Пусть S — ненильпотентная группа, все собствен-
ные подгруппы которой абелевы. Тогда:

(1) S = P hQ, где P — нормальная силовская p-подгруппа, Q — ненор-
мальная силовская q-подгруппа, p и q — различные простые числа;

(2) Q =< y > — циклическая подгруппа и yq ∈ Z(S);
(3) P — элементарная абелева подгруппа порядка pm, где m — показа-

тель числа p по модулю q;
(4) Z(S) =< yq >.
О.Ю. Шмидт установил также, что при P ′ = 1 всякая группа Шмидта

S = P hQ является группой Миллера –Морено.
Спустя 5 лет после выхода работы О.Ю. Шмидта [53] С.А. Чунихин

доказал, что коммутант группы Шмидта совпадает с нормальной силовской
подгруппой [50]. Позже в серии работ С.А. Чунихина группы Шмидта при-
менялись для нахождения признаков нильпотентности и обобщенной ниль-
потентности, а также для нахождения ненильпотентных подгрупп группы,
см. [51].

Дальнейшим исследованием групп Шмидта занимался Ю.А. Голь-
фанд [12], который описал строение нормальной силовской подгруппы.

Теорема 1.1.3 [12]. Пусть S = P hQ — группа Шмидта. Тогда спра-
ведливы следующие утверждения:

(1) если подгруппа P абелева, то P — элементарная абелева подгруппа
порядка pm, где m — показатель числа p по модулю q;

(2) если подгруппа P неабелева, то

Z(P ) = P ′ = Φ(P ), |P/Z(P )| = pm;

(3) если P1 — нормальная p-подгруппа группы S, то либо P = P1, либо
P1 ≤ Z(P ) и P 6= Z(P );

(4) если p > 2, то P имеет экспоненту p; при p = 2 экспонента P не
превышает 4.
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Ю.А. Гольфанд [12] также определил универсальные накрывающие
групп Шмидта.

Напомним, что накрывающей для группы G называют группу H, со-
держащую такую подгруппу Z ≤ H ′ ∩ Z(H), что H/Z изоморфна G. Для
каждой группы среди накрывающих есть универсальные, т. е. накрывающие
максимального порядка, который определен однозначно. Каждая накрываю-
щая данной группы является фактор-группой универсальной накрывающей
по её центральной подгруппе. Сами накрывающие в общем случае неизо-
морфны, но коммутанты универсальных накрывающих изоморфны [71, тео-
рема V.23.6].

Теорема 1.1.4 [12]. Зафиксируем натуральное число b и простые чис-
ла p и q. Пусть m — показатель числа p по модулю q. Тогда существует
S<p,q>-группа S∗ = P ∗ hQ∗ наибольшего порядка, обладающая следующими
свойствами:

(1) |Q∗| = qb;
(2) если m — нечетное число, то |P ∗| = pm и P ∗ абелева;
(3) если m — четное число, то |P ∗| = p

3
2m и P ∗ неабелева;

(4) если S — любая S<p,q>-группа с силовской q-подгруппой порядка qb,
то в S∗ существует нормальная p-подгруппа K такая, что фактор-группа
S∗/K изоморфна S.

Эти результаты можно найти также в статье Л. Редеи [81].
Описание неабелевых нормальных силовских подгрупп групп Шмидта

и описание простых групп с силовской подгруппой, изоморфной нормальной
силовской подгруппе из группы Шмидта, получили В.Д. Мазуров, С.А. Сыс-
кин и А.Х. Журтов [14,28].

Теорема 1.1.5 [14, 28]. Пусть S = P h Q — группа Шмидта. Тогда
справедливы следующие утверждения:

(1) если P неабелева, то P изоморфна U/Z, где U — силовская p-под-
группа группы PSU(3, p2n) и Z ≤ Z(U);

(2) если G — простая группа с силовской 2-подгруппой, изоморфной
неабелевой силовской 2-подгруппе из группы Шмидта, то G изоморфна
PSU(3, 22n) для некоторого n;

(3) если G — p-разрешимая группа с силовской p-подгруппой, изоморф-
ной силовской подгруппе группы Шмидта, то lp(G) ≤ 1;

(4) если в P есть абелева подгруппа индекса p, то либо P элементар-
ная абелева, либо порядок P равен p3.

Из перечисленных свойств группШмидта нетрудно вывести следующие
свойства, которые хорошо известны в теории групп, см., например, [52].

Лемма 1.1.1. Пусть S = PhQ — группа Шмидта. Тогда справедливы
следующие утверждения:

(1) Z(S) = Φ(S) = Φ(P )× < yq >;
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(2) S ′ = P, P ′ = (S ′)′ = Φ(P );
(3) группа имеет точно два класса сопряженных максимальных под-

групп:
{P× < yq >}, {Φ(P )× < x−1yx > | x ∈ P \ Φ(P )};

(4) P/Φ(P ) — главный фактор группы S;
(5) если N — нормальная подгруппа из S, то фактор-группа S/N либо

S<p,q>-группа, либо циклическая q-группа;
(6) группа S порождается двумя элементами;
(7) подгруппа Фраттини группы S совпадает с гиперцентром груп-

пы S.
Возможности больших приложений групп Шмидта впервые обсужда-

лись в работе С.А. Чунихина [50], который заметил, что каждая нениль-
потентная группа содержит по крайней мере одну подгруппу Шмидта, см.
также [51]. Таким образом, справедлива

Лемма 1.1.2 [50]. Каждая ненильпотентная группа содержит под-
группу Шмидта.

Теорема 1.1.6 [71, IV.5.4]. Если в группе G каждая собственная под-
группа p-нильпотентна, то либо группа G p-нильпотентна, либо G —
S<p,q>-группа для некоторого простого q.

Следствие 1.1.1. Если в группе G нет S<p,q>-подгрупп для всех
q ∈ π(G), то группа G p-нильпотентна.

Следующее следствие эквивалентно следствию 1.1.1.
Следствие 1.1.2. Если группа не p-нильпотентна, то в ней суще-

ствует S<p,q>-подгруппа для некоторого q.
Следствие 1.1.3. Если {p, q}-группа не q-замкнута, то в ней суще-

ствует S<p,q>-подгруппа.
Теорема 1.1.7 [4, c. 34; 36, следствие 3.1.1]. Каждая не 2-замкнутая

группа содержит S<q,2>-подгруппу для некоторого q ∈ π(G).
Пример 1.1.3. Для любого нечетного p аналог теоремы 1.1.7 неве-

рен. Для p = 3 контрпримером служит простая группа SL(2, 2n) при любом
нечетном n > 2, а для p ≥ 5 — группа PSL(2, p).

Теорема 1.1.8 [4,36]. Группа тогда и только тогда 2-замкнута, когда
все ее подгруппы Шмидта 2-замкнуты.

Я.Г. Беркович [4] доказал это утверждение на основе теоремы Судзуки
о простых группах с независимыми силовскими 2-подгруппами. Более корот-
кое доказательство имеется в работе В.С. Монахова [36].

Следствие 1.1.4 [36, следствие 3.1.1]. Любая группа либо 2-замкнута,
либо в ней существует 2-нильпотентная 2d-подгруппа Шмидта.

В 1968 г. Я. Г. Беркович опубликовал теорему, из которой следует разре-
шимость группы с дополняемыми подгруппами Шмидта, [3, теорема 2]. Этот
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результат многократно применялся различными авторами при изучении раз-
нообразных классов групп. В.С. Монахов развил этот результат.

Теорема 1.1.9 [36, теорема 3.2]. В любой группе G либо подгруппа
O2(G) 2-замкнута, либо в O2(G) существует 2-нильпотентная 2d-под-
группа Шмидта четного индекса, и каждая такая подгруппа из O2(G) не
{2}-дополняема в группе G.

Следствие 1.1.5 [36, следствие 3.2.1]. В любой группе, за исключением
разрешимых групп 2-длины ≤ 2, существует не {2}-дополняемая 2-нильпо-
тентная 2d-подгруппа Шмидта четного индекса.

Следствие 1.1.6 [36, следствие 3.2.2]. В любой группе, за исключением
разрешимых групп 2-длины ≤ 2, существует недополняемая 2-нильпотент-
ная 2d-подгруппа Шмидта четного индекса.

Оценка 2-длины здесь точная, на что указывает пример симметриче-
ской группы степени 4, в которой дополняемы все подгруппы Шмидта. При-
мер простой группы порядка 60 показывает, что группа с дополняемыми
2-замкнутыми 2d-подгруппами Шмидта может быть неразрешимой.

Лемма 1.1.3 [10, лемма 1]. Тогда и только тогда в p-разрешимой груп-
пе каждая собственная бипримарная подгруппа p-замкнута, когда группа
G либо p-замкнута, либо является p′-замкнутой группой Шмидта.

Лемма 1.1.4 [36, лемма 1.9]. Если K и H — подгруппы группы G, K
нормальна в H и H/K — недисперсивная {p, q}-подгруппа, то минимальное
добавление к K в H содержит S<p,q>-подгруппу и S<q,p>-подгруппу.

Лемма 1.1.5 [17, лемма 1]. Если K и D — подгруппы группы G, под-
группа D нормальна в K и K/D — S<p,q>-подгруппа, то минимальное до-
бавление L к подгруппе D в K обладает следующими свойствами:

(1) L — p-замкнутая {p, q}-подгруппа;
(2) все собственные нормальные подгруппы в L нильпотентны;
(3) L содержит S<p,q>-подгруппу P hQ такую, что Q не содержится

в D и L = (P hQ)L = QL.
Лемма 1.1.6 [36, лемма 1.10]. Не S4-свободная группа содержит

S<2,3>-подгруппу и S<3,2>-подгруппу.
Приведем примеры групп Шмидта порядка меньшего 500.
Лемма 1.1.7. Пусть S = PhQ — группа Шмидта, |P | = pa, |Q| = qb,

m — показатель числа p по модулю q. Тогда
(1) если m — нечетное число, то a = m;
(2) если m = 2t — четное число, то 2t ≤ a ≤ 3t.
Доказательство. (1) По теореме 1.1.4 существует универсальная накры-

вающая S∗ = P ∗hQ∗ такая, что |P ∗| = pm, |Q∗| = qb. Так как S — произволь-
ная S<p,q>-группа, то в S∗ существует нормальная p-подгруппа K такая, что
S∗/K ' S. Поскольку для нечетного m подгруппа P ∗ является минимальной
нормальной p-подгруппой, то K = 1 и S∗ ' S, т. е. a = m.
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(2) По теореме 1.1.4 существует универсальная накрывающая
S∗ = P ∗ hQ∗ такая, что |P ∗| = p

3
2m = p3t, |Q∗| = qb. По теореме 1.1.3 (2)

|P ∗/Z(P ∗)| = pm. Следовательно, |Z(P ∗)| = pt. Так как S — произволь-
ная S<p,q>-группа, то в S∗ существует нормальная p-подгруппа K такая, что
S∗/K ' S. По теореме 1.1.3 (3) K ≤ Z(P ∗). Пусть |K| = pk, тогда pk делит
pt и 0 ≤ k ≤ t. Так как pa = p3t−k, то 2t ≤ a ≤ 3t. Лемма доказана.

Пример 1.1.4. Пусть S = P h Q — группа Шмидта четного порядка
меньшего 500. Будем считать, что |Q| = q. Тогда

(1) если S — 2-замкнутая группа Шмидта ранга 2, то S изоморфна
Q8 h Z3 и E4 h Z3;

(2) если S — 2-замкнутая группа Шмидта ранга 3, то S изоморфна
E8 h Z7;

(3) если S — 2-замкнутая группа Шмидта ранга 4, то порядок S равен
одному из следующих чисел 26 · 5, 25 · 5, 24 · 5;

(4) 2-замкнутые группы Шмидта ранга ≥ 5 имеют порядок, превыша-
ющий 500;

(5) все 2-нильпотентные группы Шмидта имеют порядок 2p, где
p < 250.

Доказательство. (1) Пусть ранг группы S равен 2. Тогда по лемме 1.1.7
|S| = 22 ·q либо |S| = 23 ·q. Из сравнения 22 ≡ 1 (mod q) получаем, что q = 3.
Тогда |S| = 22 · 3 и S ' E4 h Z3, или |S| = 23 · 3 и S ' Q8 h Z3.

(2) Пусть ранг группы S равен 3. Тогда по лемме 1.1.7 порядок группы S
равен 23 ·q. Решая сравнение 23 ≡ 1 (mod q), получаем, что q должно делить
23 − 1 = 7. Отсюда следует, что q = 7. Значит, |S| = 23 · 7, и группа S
изоморфна группе E8 h Z7.

(3) Пусть ранг группы S равен 4. Тогда по лемме 1.1.7 порядок группы S
равен одному из чисел 24 · q, 25 · q или 26 · q. Решая сравнение 24 ≡ 1 (mod q),
находим, что q = 5. Значит, |S| ∈ {24 · 5, 25 · 5, 26 · 5}.

(4) Если ранг группы S равен 5, то по лемме 1.1.7 порядок группы S
равен 25 · q. Решая сравнение 25 ≡ 1 (mod q), получаем, что q = 31. Тогда
|S| = 25·31 > 500, противоречие. Следовательно, 2-замкнутых группШмидта
четного порядка меньшего 500 ранга 5 не существует. Аналогично можно
показать, что 2-замкнутых групп Шмидта четного порядка меньшего 500
рангов > 5 не существует.

(5) Пусть S = P h Q — 2-нильпотентная группа Шмидта четного по-
рядка меньшего 500. По следствию 1.1.3 S является S<p,2>-подгруппой, и она
имеет ранг 1. Значит существует универсальная накрывающая порядка 2p.
Так как порядок S не превышает 500, то p < 250.

Пример 1.1.5. Пусть S = P h Q — 3d-группа Шмидта нечетного по-
рядка меньшего 500, и порядок Q — простое число. Тогда

(1) если S — 3-нильпотентная группа Шмидта ранга 1, то порядок S
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равен 3p, p < 170, 3 делит p− 1;
(2) если S — 3-нильпотентная группа Шмидта ранга 2, то порядок S

равен одному из следующих чисел 53 · 3, 52 · 3 или 112 · 3;
(3) не существует 3-нильпотентных групп Шмидта нечетного порядка

меньшего 500 ранга ≥ 3;
(4) если S — 3-замкнутая группа Шмидта ранга ≤ 3, то S —

S<3,13>-группа порядка 33 · 13;
(5) если S — 3-замкнутая группа Шмидта ранга ≥ 4, то S изоморфна

E34 h Z5.
Доказательство. Пусть S — 3-нильпотентная группа Шмидта нечетного

порядка, тогда она является S<p,3>-группой.
(1) Так как ранг группы S равен 1, то по лемме 1.1.7 порядок группы S

равен 3p, а по [18, лемма 10] 3 делит p − 1. По условию 3p ≤ 500, значит
p ≤ 170. Из таблицы простых чисел получаем, что

p ∈ {7, 13, 19, 31, 37, 43, 61, 67, 73,

79, 97, 103, 109, 127, 139, 151, 157, 163}.

(2) Так как ранг группы S равен 2, то по лемме 1.1.7 порядок группы S
равен одному из чисел 3p2, 3p3. Решим сравнение p2 ≡ 1 (mod 3). Получаем,
что 3 делит p2−1, а значит 3 делит p+1. По условию 3p2 ≤ 500, следовательно
p = 5 и p = 11. Значит, |S| ∈ {52 · 3, 53 · 3, 112 · 3}.

(3) Пусть ранг группы S равен 3. Тогда по лемме 1.1.7 порядок груп-
пы S равен 3p3. По условию 3p3 ≤ 500, значит p ≤ 5. По определению ранга
p3 ≡ 1 (mod 3), но 52 − 1 делится на 3, противоречие. Следовательно, не су-
ществует 3-нильпотентных групп Шмидта нечетного порядка ранга 3. Ана-
логично можно показать, что не существует 3-нильпотентных групп Шмидта
нечетного порядка рангов > 3.

(4) Пусть S — 3-замкнутая группа Шмидта нечетного порядка, тогда
она является S<3,q>-группой. Из [18, лемма 10] следует, что ее ранг более 2.

Если ранг группы S равен 3, то по лемме 1.1.7 порядок группы S равен
33 · q. По определению ранга 33 ≡ 1 (mod q), и q делит 33 − 1 = 26 = 2 · 13.
Следовательно, q = 13. Значит порядок группы S равен 33 · 13.

(5) Пусть ранг группы S равен 4. Тогда по лемме 1.1.7 порядок группы S
равен 34 · q, 35 · q или 36 · q. Решая сравнение 34 ≡ 1 (mod q), получаем, что
q = 5. По условию 35 ·5 > 500, противоречие. Значит порядок группы S равен
34 · 5, и она изоморфна E34 h Z5.

Если ранг группы S равен 5, то по лемме 1.1.7 порядок S равен 35 · q.
Решая сравнение 35 ≡ 1 (mod q), получаем, что q = 11. Тогда |S| = 35 · 11 >
> 500, противоречие. Следовательно, 3-замкнутых групп Шмидта нечетного
порядка меньшего 500 ранга 5 не существует. Аналогично можно показать,
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что 3-замкнутых групп Шмидта нечетного порядка меньшего 500 рангов > 5
не существует.

Пример 1.1.6. Пусть S = P h Q — 3′-группа Шмидта нечетного по-
рядка меньшего 500 и |Q| = q. Тогда S имеет ранг 1 и S — группа одного из
видов:

(1) S<p,5>-группа, где p ∈ {11, 31, 41, 61, 71};
(2) S<p,7>-группа, где p ∈ {29, 43, 71};
(3) S<23,11>-группа.
Доказательство. Данные утверждения очевидны.
Теорема 1.1.10 [72, теорема IX.8.3]. Пусть a и m — целые числа > 1.

Тогда, исключая случаи m = 2, a = 2b − 1 и m = 6, a = 2, существует
простое число q со следующими свойствами:

(1) q делит am − 1;
(2) q не делит ai − 1 для всех 0 < i < m;
(3) q не делит m.
В частности, m есть показатель числа a по модулю q.
Согласно теореме 1.1.4 при фиксированных p и q все {p, q}-группы

Шмидта с нормальной силовской p-подгруппой имеют ранг m, где m — по-
казатель числа p по модулю q.

Возникает вопрос: при фиксированном натуральном числе m конечно
ли число пар простых чисел p и q, для которых одновременно существуют две
{p, q}-группы Шмидта ранга m: одна с нормальной силовской p-подгруппой,
другая с нормальной силовской q-подгруппой?

На первый взгляд кажется, что для фиксированного m пар (p, q) ко-
нечное число. Но доказать это пока не представляется возможным.

Наибольшая известная нам тройка (p, q,m) = (147481, 9833, 9832).
Пример 1.1.7. Пусть G — {13, 61}-группа и в ней нет нормальных

силовских подгрупп. Тогда любая ее подгруппа Шмидта имеет ранг 3.
Доказательство. Так как G — не 13-замкнутая {13, 61}-группа, то по

следствию 1.1.3 в ней существует S<61,13>-подгруппа S1. Показатель числа 61
по модулю 13 равен 3, по [18, лемма 10] ранг S1 равен 3. Поскольку G —
не 61-замкнутая {13, 61}-группа, то по следствию 1.1.3 в ней существует
S<13,61>-подгруппа S2. Так как показатель числа 13 по модулю 61 равен 3, то
по [18, лемма 10] ранг S2 равен 3. Следовательно, любая подгруппа Шмидта
в G имеет ранг 3.

Пример 1.1.8. Для простых чисел 5 и 13 число 4 является пока-
зателем 5 по модулю 13 и показателем 13 по модулю 5. Поэтому любая
{5, 13}-группа без нормальных силовских подгрупп имеет подгруппы Шмид-
та только ранга 4.
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1.2 Группы с подгруппами Шмидта ранга не больше 4

Пусть 1 = G0 ≤ ... ≤ Gs = G — главный ряд группы G. Тогда глав-
ные факторы Gi+1/Gi являются характеристически простыми группами. В
частности, разрешимые главные факторы являются элементарными абеле-
выми примарными группами. Если G — неединичная разрешимая группа
и pnii = |Gi+1/Gi|, то число r(G) = maxni называется рангом группы G,
см. [71, с. 685]. Для единичной группы полагают r(1) = 0. В силу теоремы
Жордана –Гельдера любые два главных ряда группы G изоморфны, поэтому
значения ранга определяются однозначно. Ясно также, что сверхразрешимые
неединичные группы и только они имеют ранг, равный 1.

Из статьи О.Ю. Шмидта [53], см. теорему 1.1.1, вытекает, что любая
S<p,q>-группа имеет ранг m, где m — показатель числа p по модулю q.

Лемма 1.2.1. Пусть p и q — различные простые числа и m — пока-
затель числа p по модулю q. Тогда любая S<p,q>-группа имеет ранг m.

Лемма 1.2.2 [12]. Пусть p, q — различные простые числа и m — пока-
затель p по модулю q. Тогда естественное полупрямое произведение P hQ
элементарной абелевой p-группы P порядка pm и группы Q порядка q явля-
ется S<p,q>-группой ранга m, у которой все подгруппы примарны.

Для любой подгруппы H группы G ранг подгруппы H не превышает
ранга группы G. Следовательно, ранги подгрупп Шмидта не выше ранга
группы. В минимальной несверхразрешимой группе E72 h S3 все подгруппы
Шмидта имеют ранг 1, а ранг всей группы > 1. Поэтому совпадение ранга
группы и ранга подгрупп в общем случае не будет.

В 1995 г. В.С. Монахов [35] исследовал строение групп, в которых все
подгруппы Шмидта сверхразрешимы (т. е. имеют ранг 1), и строение групп,
в которых все подгруппы Шмидта несверхразрешимы (т. е. нет подгрупп
Шмидта ранга 1). В частности, такие группы оказались всегда разрешимыми.

Лемма 1.2.3 [35, лемма 1]. Пусть A = P h Q — группа Шмидта с
нормальной силовской p-подгруппой P и циклической силовской q-подгруп-
пой Q. Тогда и только тогда A сверхразрешима, когда |P | = p > q и q делит
p− 1.

Теорема 1.2.1 [35, теорема 1]. Тогда и только тогда в конечной груп-
пе G все подгруппы Шмидта сверхразрешимы, когда G дисперсивна по Оре
и для каждой пары простых чисел p > q, q не делит p − 1, бипримарные
{p, q}-холловы в G подгруппы нильпотентны.

Лемма 1.2.4 [35]. Группа Шмидта четного порядка сверхразрешима
тогда и только тогда, когда она 2-нильпотентна.

Для ранга 2 подобное описание получено в работе С.Л. Максимова [29].
Теорема 1.2.2 [29]. В ненильпотентной группе G все подгруппы

Шмидта имеют ранг 2 тогда и только тогда, когда:
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(1) группа G 2-замкнута и 3-нильпотентна;
(2) {2, 3}′-холлова подгруппа нормальна;
(3) 2′-холлова подгруппа дисперсивна по Оре;
(4) 3′-холлова подгруппа 2-разложима и дисперсивна по Оре;
(5) {p, q}-холлова подгруппа нильпотентна для всех простых чисел

p > q > 2, q не делит (p+ 1).
Из теоремы 1.2.2 вытекает, в частности, что все бипримарные холловы

подгруппы в рассматриваемой группе дисперсивны.
Теорема 1.2.3 [29]. Тогда и только тогда в разрешимой группе G нет

подгрупп Шмидта ранга 2, когда её {2, 3}-холлова подгруппа 3-замкнута, а
{p, q}-холлова подгруппа q-замкнута для всех простых чисел p > q > 2, q
делит (p+ 1).

Отметим, что из результатов В.С. Монахова [36, лемма 1.18] вытекает,
что неабелевы композиционные факторы неразрешимой группы G, в которой
нет подгрупп Шмидта ранга 2, изоморфны PSL(2, 2n), n нечетно, n > 1,
PSU(3, 22n), n 6≡ 0 (mod 3) или Sz(2n), n нечетно, n ≥ 3.

В работе [30] получено описание бипримарных холловых подгрупп с
подгруппами Шмидта ранга 3.

Теорема 1.2.4 [30]. В ненильпотентной группе G все подгруппы
Шмидта имеют ранг 3 тогда и только тогда, когда:

(1) группа G 2-замкнута и 3-замкнута;
(2) 7′-холлова подгруппа G7′ 2-разложима, а 13′-холлова подгруппа G13′

3-разложима;
(3) для любых простых p > q > 3 бипримарная {p, q}-холлова подгруп-

па G{p,q} является группой одного из следующих типов:
(3.1) нильпотентна в каждом из следующих случаев:
(3.1.1) p 6 |(q3 − 1), q|(p− 1);
(3.1.2) p 6 |(q3 − 1), q 6 |(p− 1), q|(p2 − 1);
(3.1.3) p 6 |(q3 − 1), q 6 |(p2 − 1), q 6 |(p3 − 1);
(3.1.4) p 6 |(q3 − 1), q 6 |(p− 1), q|(p2 − 1), q 6 |(p3 − 1);
(3.2) p-нильпотентна в случае, когда p 6 |(q3−1), q 6 |(p2−1), q|(p3−1);
(3.3) q-нильпотентна в каждом из следующих случаев:
(3.3.1) p|(q3 − 1), q|(p− 1);
(3.3.2) p|(q3 − 1), q 6 |(p− 1), q|(p2 − 1);
(3.3.3) p|(q3 − 1), q 6 |(p2 − 1), q 6 |(p3 − 1);
(3.3.4) p|(q3 − 1), q 6 |(p− 1), q|(p2 − 1), q 6 |(p3 − 1).
В работе продолжено исследование строения групп с подгруппами

Шмидта ранга 4.
Лемма 1.2.5. Для любого простого числа p существует S<p,q>-группа

для некоторого простого числа q ранга 4.
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Доказательство. По теореме 1.1.10 для любого натурального числа m и
любого простого числа p, за исключением m = 2, p = 2b − 1 и m = 6, p = 2,
существует простое число q, для которогоm является показателем числа p по
модулю q. По лемме 1.2.2 существует S<p,q>-подгруппа, ранг которой будет
равен m по лемме 1.2.1. При m = 4 получаем искомое утверждение. Лемма
доказана.

Обозначим через Sch(4) класс, состоящий из всех нильпотентных групп
и всех групп, в которых каждая подгруппа Шмидта имеет ранг 4. Через
Sch(4){p,q} обозначается класс всех {p, q}-групп из Sch(4). NpNq — формаци-
онное произведение классов Np и Nq. Ясно, что класс NpNq состоит из всех
p-замкнутых {p, q}-групп. Классы всех {p, q}-групп и всех нильпотентных
{p, q}-групп обозначаются через S{p,q} и N{p,q} соответственно.

Лемма 1.2.6. Группа Шмидта четного порядка ранга 4 является
S<2,5>-группой.

Доказательство. Пусть G — {2, p}-группа Шмидта ранга 4. Если G
p-замкнута, то ее ранг по лемме 1.2.1 равен 1. Это противоречит условию.
Поэтому группа G будет S<2,p>-группой. Так как ранг G равен 4, то из лем-
мы 1.2.1 следует, что показатель числа 2 по модулю p равен 4, т. е. p = 5.
Значит, группа G является S<2,5>-группой. Лемма доказана.

Лемма 1.2.7. Пусть p и q — нечетные простые числа. Тогда и только
тогда показатель числа q по модулю p равен 4, когда p делит q2 + 1.

Доказательство. Пусть показатель числа q по модулю p равен 4. Тогда p
делит q4−1 = (q2−1)(q2+1) и не делит q2−1, поэтому p делит q2+1. Обратно,
пусть p делит q2 + 1. Если p делит (q2− 1), то p делит (q2 + 1)− (q2− 1) = 2,
противоречие. Поэтому p не делит q−1 и не делит q2−1. Если p делит q3−1,
то p делит (q3−1)+(q2 +1) = q3 +q2 = q2(q+1), т. е. p делит q+1. Но теперь
p делит (q − 1)(q + 1) = q2 − 1, противоречие. Значит, показатель числа q по
модулю p равен 4. Лемма доказана.

Лемма 1.2.8. Пусть p и q — нечетные простые числа. Тогда и только
тогда существует S<p,q>-группа ранга 4, когда q делит p2 + 1.

Доказательство. Пусть q делит p2 + 1. Тогда по лемме 1.2.7 показатель
числа p по модулю q равен 4, и по лемме 1.2.1 любая S<p,q>-группа имеет
ранг равный 4.

Если любая S<p,q>-группа имеет ранг равный 4, то показатель числа p
по модулю q равен 4, и по лемме 1.2.7 q делит p2 + 1. Лемма доказана.

Теорема 1.2.5 [1–A]. (1) Пусть p — нечетное простое число. Тогда:
(1.1) Sch(4){2,p} = N{2,p} при p 6= 5;
(1.2) Sch(4){2,5} = N2N5.
(2) Пусть p и q — нечетные простые числа, p > q. Тогда:
(2.1) Sch(4){p,q} = N{p,q} в случае, когда p 6 |(q2 + 1), q 6 |(p2 + 1);
(2.2) Sch(4){p,q} = NpNq в случае, когда p 6 |(q2 + 1), q|(p2 + 1);



22

(2.3) Sch(4){p,q} = NqNp в случае, когда p|(q2 + 1), q 6 |(p2 + 1);
(2.4) Sch(4){p,q} = S{p,q} в случае, когда p|(q2 + 1), q|(p2 + 1).
Доказательство. (1) Все нильпотентные {2, p}-группы принадлежат

классу Sch(4){2,p}. Пусть ненильпотентная группа G ∈ Sch(4){2,p}. Тогда в
группе G существует подгруппа Шмидта, и по условию она имеет ранг 4. По
лемме 1.2.6 все подгруппы Шмидта в группе G будут S<2,5>-подгруппами.
Значит, при p 6= 5 класс Sch(4){2,p} состоит из нильпотентных групп. При
p = 5 в ненильпотентных группах из класса Sch(4){2,5} нет S<5,2>-подгрупп.
Следовательно, Sch(4){2,5} = N2N5.

(2) Пусть G ∈ Sch(4){p,q}, т. е. G является {p, q}-группой, и любая ее
подгруппа Шмидта имеет ранг 4.

Предположим, что p не делит (q2 + 1). По лемме 1.2.7 показатель
числа q по модулю p не равен 4. Поэтому в G нет S<q,p>-подгрупп и
Sch(4){p,q} ⊆ NpNq по следствию 1.1.3. Аналогично, если q не делит (p2 + 1),
то Sch(4){p,q} ⊆ NqNp. Отсюда следует, что Sch(4){p,q} ⊆ N{p,q} в случае, ко-
гда p не делит (q2 + 1), и q не делит (p2 + 1). Поскольку N{p,q} ⊆ Sch(4){p,q},
то утверждение (2.1) доказано.

Пусть теперь p не делит (q2 + 1), а q делит (p2 + 1). По доказанному
Sch(4){p,q} ⊆ NpNq. Если X — произвольная группа из NpNq и S — ее под-
группа Шмидта, то S будет S<p,q>-подгруппой по следствию 1.1.3 и ранг S
равен 4 по лемме 1.2.7. Значит, X ∈ Sch(4){p,q} и Sch(4){p,q} = NpNq.

Аналогично проверяется утверждение (2.3).
Рассмотрим случай (2.4). Пусть Y — произвольная {p, q}-группа. По-

скольку p делит (q2+1), а q делит (p2+1), то по лемме 1.2.7 ранги S<p,q>-под-
групп и S<q,p>-подгрупп из группы Y равны 4. Значит, Y ∈ Sch(4){p,q} и
S{p,q} ⊆ Sch(4){p,q}. Обратное включение выполняется по определению клас-
са Sch(4){p,q}, поэтому имеем равенство Sch(4){p,q} = S{p,q}. Теорема доказа-
на.

Пример 1.2.1. Для простых чисел 13 и 5 число 4 является показате-
лем 13 по модулю 5 и показателем 5 по модулю 13. Пусть Epn — элементар-
ная абелева группа порядка pn, а Zm — циклическая группа порядка m. По
лемме 1.2.2 существуют S<5,13>-группа E54 h Z13 и S<13,5>-группа E134 h Z5.
Их прямое произведение (E54 h Z13) × (E134 h Z5) является недисперсивной
{5, 13}-группой, у которой все подгруппы Шмидта имеют ранг 4. Поэтому си-
туация, рассмотренная в теореме 1.2.5 (2.4), имеет место для {p, q} = {5, 13}.
В частности, существуют недисперсивные группы, в которых каждая под-
группа Шмидта имеет ранг 4.

Следствие 1.2.1. Пусть G ∈ Sch(4). Тогда
(1) G — 2-замктута;
(2) 5′-холлова подгруппа 2-разложима и 3-нильпотентна;
(3) 61′-холлова подгруппа 11-нильпотентна.
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Доказательство. (1) Если группа не 2-замкнута, то по теореме 1.1.7 в
ней существует S<p,2>-подгруппа для некоторого p. Но ее ранг равен 1, про-
тиворечие. Значит, G — 2-замкнута.

(2) Пусть G5′ = H — 5′-холлова подгруппа. Тогда H — 2-замкнута по
пункту (1). Если H не является 2-нильпотентной, то по следствию 1.1.3 в
ней существует S<2,p>-подгруппа для некоторого p ∈ π(H). Так как ее ранг
равен 4, то имеем противоречие с леммой 1.2.6. Значит, H — 2-нильпотентна,
поэтому она 2-разложима. Если H не является 3-нильпотентной, то суще-
ствует S<3,p>-подгруппа S для некоторого p ∈ π(H). Так как ранг S равен 4,
то p делит 32 + 1 = 10, т. е. p = 5, но 5 /∈ π(H). Значит, H — 3-нильпотентна.

(3) Пусть G61′ = K — 61′-холлова подгруппа. Если K не являет-
ся 11-нильпотентной, то существует S<11,p>-подгруппа S для некоторого
p ∈ π(K). Так как ранг S равен 4, то p делит 112 + 1 = 122, т. е. p = 61,
но 61 /∈ π(K). Значит, K — 11-нильпотентна. Следствие доказано.
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1.3 Группы с полунормальными подгруппами Шмидта

Поскольку группы Шмидта присутствуют в качестве подгруппы в каж-
дой ненильпотентной группе, то они являются универсальными подгруппа-
ми групп. Естественно поэтому, свойства заключенных в группе подгрупп
Шмидта оказывают существенное влияние на строение самой группы. Иссле-
дованиям строения групп по свойствам подгрупп Шмидта посвящены, напри-
мер, работы Я.Г. Берковича [3–5,61], В.А. Ведерникова [9,10], В.Д. Мазуро-
ва [28], В.С. Монахова [35–37,41–43], С.А. Сыскина [28], см. также [26,27,49].

В данном разделе рассмотрены результаты, связанные с полунормаль-
ными подгруппами Шмидта.

Понятие полунормальной подгруппы было предложено в работе [84].
Определение 1.3.1. Подгруппа A называется полунормальной в груп-

пе G, если существует подгруппа B такая, что G = AB и AB1 — собственная
в G подгруппа для всех собственных подгрупп B1 из B.

В. В. Подгорная предложила подгруппу B называть супердобавлением
к подгруппе A в группе G.

В работе [84] были установлены некоторые элементарные свойства по-
лунормальных подгрупп, и получены четыре достаточные условия для сверх-
разрешимости группы.

Лемма 1.3.1 [84]. Группа G сверхразрешима в каждом из следующих
случаев:

(1) все 2-максимальные подгруппы в группе G полунормальны;
(2) подгруппы простых порядков и порядка 4 полунормальны;
(3) существует нормальная подгруппа N нечетного порядка в груп-

пе G такая, что G/N сверхразрешима и каждая минимальная подгруппа
из N полунормальна в G;

(4) максимальные подгруппы из силовских подгрупп группы G полу-
нормальны в G.

Так же в работе [84] приведены примеры, показывающие, что усло-
вия (1), (2) и (4) леммы 1.3.1 не являются необходимыми для сверхразреши-
мости группы.

В дальнейшем понятие полунормальной подгруппы рассматривал
П. Ван [87]. Он установил некоторые достаточные условия для нильпотент-
ности группы G с отдельными полунормальными подгруппами.

В частности, П. Ван [87] доказал следующую теорему
Теорема 1.3.1 [87, теорема 2]. Если в группе G все циклические при-

марные подгруппы полунормальны, и любая минимальная подгруппа груп-
пы G содержится в центре G, то G нильпотентна.

Т. Фогуэль в своей работе [66] перечислил простые группы с полунор-
мальной нетривиальной подгруппой. Дело в том, что нетривиальная полу-
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нормальная подгруппа в простой группе имеет простой индекс и применима
теорема Р.М. Гуральника [70], которая использует классификацию конечных
простых групп.

Теорема 1.3.2 [70, теорема 3]. Простая группа G содержит собствен-
ную нетривиальную полунормальную подгруппу H тогда и только тогда,
когда выполняется одно из следующих утверждений:

(a) G ' Ap и H ' Ap−1, p — простое число;
(b) G ' PSL(n, q), q — простое число и H — стабилизатор прямой

или гиперплоскости, |G : H| = (qn−1)(q−1) = p, p — простое число, p ≥ 2;
(c) G ' PSL(2, 11), H ' A5 и |G : H| = 11;
(d) G 'M23 и H 'M22 или G 'M11 и H 'M10.
В работе [66] установлена справедливость следующего утверждения
Теорема 1.3.3 [66, теорема 4]. В группе G с полунормальной π-холло-

вой подгруппой A существует π′-холлова подгруппа B и подгруппа A пере-
становочна с каждой q-подгруппой из G для всех q ∈ π′.

Используя классификацию конечных простых групп, А. Карокка и
Х. Матос [62] доказали разрешимость подгруппы HG в случае, когда H —
2-нильпотентная полунормальная подгруппа группы G.

Теорема 1.3.4 [62, теорема B]. Пусть H — полунормальная подгруппа
группы G. Тогда:

(1) если H 2-нильпотентна, то HG разрешима;
(2) если порядок H нечетен, то порядок HG нечетен.
Без использования классификации конечных простых групп эти утвер-

ждения доказаны в [17, лемма 10].
В.С. Монахов [32] изучил группы с полунормальной холловой подгруп-

пой и доказал частичную разрешимость таких групп в различных случаях.
Теорема 1.3.5 [32, теорема 1]. Пусть в группе G существует полу-

нормальная π-холлова подгруппа H. Тогда группа G π-разрешима в каждом
из следующих случаев:

(1) H 2-нильпотентна;
(2) H разрешима и 3 /∈ π.
Также В.С. Монаховым была дана оценка π-длины, нильпотентной

π-длины и производной π-длины π-разрешимой группы G с полунормальной
холловой подгруппой.

Теорема 1.3.6 [32, теорема 2]. Пусть G — π-разрешимая группа с
полунормальной π-холловой подгруппой H. Тогда

(1) H ′ ⊆ Oπ(G);
(2) lπ(G) ≤ 2, lπ′(G) ≤ 2;
(3) lnπ(G) ≤ 1 + n(H), laπ(G) ≤ 1 + d(H);
(4) Если Gπ′ q-сверхразрешима для некоторого q ⊆ π′, то группа G

q-сверхразрешима.
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В этой же статье [32] В.С. Монахов получил ряд следствий, в которых
доказана разрешимость и частичная разрешимость групп при условии, что
некоторые холловы подгруппы полунормальны.

В.В. Подгорная [44] исследовала строение групп с полунормальной мак-
симальной подгруппой и свойства групп с полунормальной силовской под-
группой. Она доказала ряд теорем.

Теорема 1.3.7 [44]. Пусть H — максимальная подгруппа группы G.
Подгруппа H полунормальна в группе G тогда и только тогда, когда индекс
H в G есть простое число.

Теорема 1.3.8 [44]. Пусть p — наибольший простой делитель порядка
группы G и P — ее силовская p-подгруппа. Если P полунормальна в G, то
P — нормальная подгруппа группы G.

В работе [44] было доказано, что если все силовские подгруппы полу-
нормальны в группе, то группа сверхразрешима.

В.С. Монахов и В.Н. Княгина [17] исследовали группы, в которых име-
ются полунормальные подгруппы Шмидта четного порядка. Доказаны сле-
дующие две теоремы.

Теорема 1.3.9 [17, теорема 1]. Если A — полунормальная подгруппа
Шмидта группы G и подгруппа AG неразрешима, то A является 2-замкну-
той {2, 3}-подгруппой.

Теорема 1.3.10 [17, теорема 2]. Если в группе G все {2, 3}-подгруппы
Шмидта и все 5-замкнутые {2, 5}-подгруппы Шмидта полунормальны, то
группа G разрешима.

Следствие 1.3.1 [17, следствие]. Если в группе G все {2, 3}-подгруппы
Шмидта и все 5-замкнутые {2, 5}-подгруппы Шмидта полунормальны, то
группа G разрешима.

Также авторами работы [17] был получен ряд свойств полунормальных
подгрупп. Перечислим некоторые из них, необходимые для доказательств в
главах диссертации.

Лемма 1.3.2 [17, лемма 2]. (1) Если H — полунормальная подгруппа
группы G и H ≤ X ≤ G, то H полунормальна в X.

(2) Если H — полунормальная подгруппа группы G и NCG, то HN/N
полунормальна в G/N .

(3) Если H — полунормальная подгруппа группы G и K — её супер-
добавление, то H перестановочна с подгруппой Lg для всех L ≤ K и всех
g ∈ G. В частности, подгруппа Kg будет супердобавлением к подгруппе H
для каждого g ∈ G.

Лемма 1.3.3 [17, лемма 3]. Если A — полунормальная подгруппа груп-
пы G и B — ее супердобавление, то для любого элемента g ∈ G подгруппа Ag

полунормальна в G и подгруппа B является супердобавлением к подгруп-
пе Ag.
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Лемма 1.3.4 [17, лемма 5]. Если A — полунормальная подгруппа груп-
пы G и X — непустое множество элементов из G, то подгруппа

AX = 〈Ax | x ∈ X〉

полунормальна в G.
Лемма 1.3.5 [17, лемма 10]. Если A — полунормальная подгруппа груп-

пы G, то подгруппа AG разрешима в каждом из следующих случаев:
(1) подгруппа A 2-нильпотентна;
(2) подгруппа A разрешима и 3 не делит порядок A.
Лемма 1.3.6 [17, лемма 11]. Пусть p — наименьший простой дели-

тель порядка группы G. Если A — полунормальная в G подгруппа и p не
делит порядок A, то p не делит порядок подгруппы AG.

Лемма 1.3.7 [17, лемма 6]. Пусть в группе G все S<p,q>-подгруппы
полунормальны. Тогда:

(1) если H — подгруппа группы G, то в H все S<p,q>-подгруппы полу-
нормальны;

(2) если N — нормальная подгруппа группы G, то в фактор-
группе G/N все S<p,q>-подгруппы полунормальны.

В 1962 году О. Кегель [76] ввел понятие S-квазинормальной подгруппы.
Определение 1.3.2. Подгруппа H группы G называется S-квазинор-

мальной в G, если H перестановочна с каждой силовской подгруппой груп-
пы G.

Группы с S-квазинормальной подгруппой изучали многие авторы,
например, М. Асаад [56], М. Асаад и А.А. Гелиель [57], А. Баллестер-
Болинше (1989), А. Баллестер-Болинше и П. Агилера (1996, 1998) и другие.
С. Сринивасан [83] доказал, что если максимальные подгруппы силовских
подгрупп группы G нормальны или S-квазинормальны в G, то G сверхраз-
решима. Позже А. Шаалан [82] доказал, что если каждая циклическая под-
группа простого порядка или порядка 4 S-квазинормальна в группе G, то G
является сверхразрешимой.

Имеются различные обобщения понятия полунормальной подгруппы,
см. [58].

Определение 1.3.3. Подгруппа A называется S-полунормальной (или
SS-перестановочной) в группе G, если существует подгруппа B такая, что
G = AB и A перестановочна с каждой силовской подгруппой из B. В этом
случае подгруппу B будем называть S-добавлением к A в G.

Группы с некоторыми S-полунормальными подгруппами исследовались
во многих работах, из которых выделим [11,57,69,74,77,78].

Говорят, что подгруппы A и B перестановочны, если AB = BA, т. е.
множество всех элементов ab, где a ∈ A, b ∈ B образует подгруппу. Подгруп-
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па группы G называется перестановочной или квазинормальной, если она
перестановочна со всеми подгруппами из G.

Одной из первых работ, посвященной перестановочности силовской
подгруппы с подгруппами Шмидта, является работа Я. Г. Берковича и
Э.М. Пальчика [2]. В этой работе наряду с другими результатами получе-
ны следующие утверждения.

Теорема 1.3.11.(1) Пусть каждая не лежащая в S(G) 2-нильпо-
тентная подгруппа Шмидта H четного порядка перестановочна со всеми
силовскими подгруппами группы G, порядки которых взаимно просты с H.
Тогда группа G разрешима, [2, теорема 2].

(2) Пусть все силовские p-подгруппы группы G перестановочны со
всеми p-замкнутыми pd-подгруппами Шмидта. Тогда группа G p-разреши-
ма, [2, теорема 6].

(3) Пусть каждая силовская 2-подгруппа группы G перестановочна
со всеми 2-нильпотентными подгруппами Шмидта четного порядка. Тогда
группа G разрешима, [2, теорема 7].

(4) Если каждая p-замкнутая pd-подгруппа Шмидта порядка pαqβ пе-
рестановочна со всеми силовскими q-подгруппами группы G, то G p-разре-
шима, [2, теорема 8].

(5) Если каждая максимальная подгруппа группы G перестановочна
со всеми подгруппами Шмидта из G, то G разрешима, [2, следствие 3].

В связи с теоремой Берковича –Пальчика вполне естественно возникает
следующий вопрос: будет ли группа G r-разрешимой, если в ней некоторая
силовская r-подгруппа перестановочна с некоторыми подгруппами Шмид-
та?

В общем случае существуют простые группы, в которых для некоторо-
го простого r каждая силовская r-подгруппа перестановочна с r′-подгруппа-
ми Шмидта. Например, в группе PSL(2, 7) каждая силовская 2-подгруппа
перестановочна со всеми подгруппами Шмидта нечетного порядка. В груп-
пе SL(2, 8) каждая силовская 3-подгруппа перестановочна со всеми 2-зам-
кнутыми подгруппами Шмидта четного порядка. В группе SL(2, 4) каж-
дая силовская 5-подгруппа перестановочна с каждой 2-замкнутой подгруп-
пой Шмидта четного порядка. В следующих группах вообще нет подгрупп
Шмидта нечетного порядка: PSL(2, p), p — простое число Ферма, PSL(2, 9),
SL(2, 2n), n > 2, Sz(22k+1), k ≥ 1, PSU(5, 4), PSU(4, 2), PSp(4, 2n). Поэтому
в этих группах любая силовская подгруппа перестановочна с любой подгруп-
пой Шмидта нечетного порядка.

Тем не менее при некотором выборе подгрупп Шмидта для каждого
простого r можно получить r-разрешимость группы G.

Так В.Н. Княгина и В.С. Монахов в работе [20] установили признаки
r-разрешимости групп с условием перестановочности силовской r-подгруппы



29

с некоторыми подгруппами Шмидта. Получены также признаки разрешимо-
сти групп, в которых некоторые подгруппы Шмидта перестановочны.

Одним из основных результатов работы [20] является следующая тео-
рема.

Теорема 1.3.12 [20]. (1) Если некоторая силовская r-подгруппа груп-
пы G перестановочна со всеми не содержащимися в Sr(G) 2-нильпотент-
ными подгруппами Шмидта четного порядка, то группа G r-разрешима.

(2) Если некоторая силовская r-подгруппа группы G перестановочна
со всеми не содержащимися в Sr(G) 2-замкнутыми подгруппами Шмидта
четного порядка и r 6∈ {3, 5}, то G r-разрешима.

(3) Если некоторая силовская r-подгруппа группы G перестановочна со
всеми не содержащимися в Sr(G) r-замкнутыми rd-подгруппами Шмидта,
то G r-разрешима.

(4) Если каждая не содержащаяся в Sr(G) r-замкнутая rd-подгруппа
Шмидта порядка rαqβ перестановочна с некоторой силовской q-подгруппой
группы G, то G r-разрешима.

В этой теореме ограничение r 6∈ {3, 5} отбросить нельзя. Примерами
служат группы SL(2, 8) и SL(2, 4). В простой группе PSL(2, 7) нет 7-ниль-
потентных 7d-подгруппШмидта. Поэтому группа, в которой силовская r-под-
группа перестановочна со всеми r-нильпотентными rd-подгруппами Шмидта,
не обязана быть r-разрешимой.

В работе [19] были получены локальные аналоги результатов работы
Я. Г. Берковича и Э.М. Пальчика [2, следствия 2–4], а в [21] рассматривались
группы, в которых n-максимальные подгруппы перестановочны с подгруппа-
ми Шмидта.

В.Н. Княгина в работе [23] установила разрешимость групп с переста-
новочными подгруппами Шмидта четного порядка.

Теорема 1.3.13 [23]. Пусть в группе G каждая 2-замкнутая подгруп-
па Шмидта четного порядка перестановочна с каждой 2-нильпотентной
подгруппой Шмидта четного порядка. Тогда группа G разрешима.

Теорема 1.3.14 [23]. Если в группе G все 2-нильпотентные подгруппы
Шмидта четного порядка полунормальны, то G разрешима.

Замечание 1.3.1 [23]. В теореме 1.3.14 условие 2-нильпотентности
нельзя заменить условием 2-замкнутости. Так, в группе PSL(2, 5) все
2-замкнутые подгруппы Шмидта четного порядка изоморфны знакоперемен-
ной группе A4. Они имеют индекс 5, поэтому полунормальны в PSL(2, 5).
Но группа PSL(2, 5) не является разрешимой.

В теории конечных групп часто встречается ситуация, когда подгруп-
пы A и B группы G не являются перестановочными, но в G имеется такой
элемент x, для которого имеет место ABx = BxA.

А.Н. Скиба [69] предложил теорию X-перестановочных подгрупп.
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Определение 1.3.4 [69]. Пусть X — непустое множество из группы G.
(1) Подгруппа A называется X-перестановочной с подгруппой B, если

существует элемент x ∈ X такой, что ABx = BxA.
(2) Подгруппа A называется X-перестановочной в G, если A X-пере-

становочна со всеми подгруппами из G.
Он в соавторстве с коллегами (В. Го, К.П. Шам) опубликовали цикл ра-

бот [11,67,69], в которых устанавливались признаки разрешимости, сверхраз-
решимости групп при условии, что некоторые подгруппы X-перестановочны,
где X — некоторая фиксированная подгруппа из группы.

В частности, в работе [11] получены критерии сверхразрешимости групп
на основе понятия X-перестановочных подгрупп.

Теорема 1.3.15 [11]. Пусть G — группа и X = F (G) — ее подгруп-
па Фиттинга. Тогда G является сверхразрешимой в том и только в том
случае, когда G = AB, где A и B — такие субнормальные в G подгруппы
(по крайней мере, одна из которых нильпотентна), что все максимальные
подгруппы всех силовских подгрупп из A и B X-перестановочны со всеми
максимальными подгруппами из G.

Отметим следующий частный случай теоремы 1.3.15.
Теорема 1.3.16 [11]. Пусть G — группа и X = F (G) — ее подгруп-

па Фиттинга. Тогда G является сверхразрешимой в том и только в том
случае, когда все максимальные подгруппы всех силовских подгрупп из G
X-перестановочны со всеми максимальными подгруппами из G.

В работе [69] этими же авторами введено еще одно обобщение переста-
новочных подгрупп.

Определение 1.3.5. Подгруппа A называетсяX-полуперестановочной
в G, если A X-перестановочна со всеми подгруппами из некоторого добавле-
ния T к A в G.

А.Н. Скиба, В. Го и К.П. Шам получили еще один признак сверхразре-
шимости групп, но уже на основе понятия X-полуперестановочной подгруп-
пы.

Теорема 1.3.17 [69]. Группа G сверхразрешима тогда и только тогда,
когда каждая максимальная подгруппа группы G F (G)-полуперестановочна
в G.
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1.4 Группы с субнормальными подгруппами Шмидта

В 1981 году В.Н. Семенчук [46] исследовал группы, в которых все под-
группы Шмидта субнормальны. Он доказал следующую теорему

Теорема 1.4.1 [46]. Если все подгруппы Шмидта группы субнормаль-
ны, то группа метанильпотентна.

Случай, когда некоторые подгруппы Шмидта группы субнормальны,
рассмотрен в работе [18] В.С. Монаховым и В.Н. Княгиной. Ими была дока-
зана следующая теорема

Теорема 1.4.2 [18]. (1) Пусть в группе G все p-нильпотентные
pd-подгруппы Шмидта субнормальны. При p > 2 дополнительно предполо-
жим, что группа G p-разрешима. Тогда G/Op′(F (G)) p-замкнута. В част-
ности, lp(G) ≤ 1.

(2) Если в группе G все p-замкнутые pd-подгруппы Шмидта субнор-
мальны, то G/Op(G) p-нильпотентна. В частности, группа G p-разреши-
ма и lp(G) ≤ 2.

(3) Если в группе G все p-сверхразрешимые pd-подгруппы Шмидта
субнормальны, то группа G p-разрешима, lp(G) ≤ 1 и фактор-группа
G/Op′(F (G)) p-замкнута.

(4) Если в группе G все pd-подгруппы Шмидта субнормальны, то
фактор-группа G/F (G) p-разложима.

(5) Если в группе G все подгруппы Шмидта субнормальны, то фактор-
группа G/F (G) абелева.

В частности, теорема 1.4.2 (5) усиливает результат В.Н. Семенчука.
В.А. Ведерников [8] более детально изучил группы, все подгруппы

Шмидта которых субнормальны.
Теорема 1.4.3 [8, теорема 1]. В ненильпотентной группе G все под-

группы Шмидта субнормальны тогда и только тогда, когда

G/H(G) = G1 × . . .×Gn,

где Gi — F<pi,di>-группа, причем (di, dj) = 1 для любых i 6= j,
i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Здесь F<p,d>-группа — группа Фробениуса, ядром которой является эле-
ментарная абелева группа порядка pm, с циклическим дополнением поряд-
ка d, где m — показатель числа p по модулю q для любого q ∈ π(d), а H(G) —
гиперцентр группы G.

Следствие 1.4.1 [8, следствие 1]. Если в ненильпотентной группе G
все подгруппы Шмидта субнормальны, то G/F (G) является циклической
группой.

Данное следствие дополняет результат В.С. Монахова и В.Н. Княги-
ной (теорема 1.4.2 (5)).
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Теорема 1.4.4 [8, теорема 2]. Пусть S является S<p,q>-подгруппой
группы G и все p-замкнутые pd-подгуппы Шмидта группы G субнормальны
в G. Тогда

(1) Φ(Sp) ≤ H(G);
(2) если R является S<p,r>-подгруппой группы G, q 6= r, F = SGRG

и Sp ≤ R, то Sp = Rp, Φ(Sp) ≤ Z(F ), F/H(F ) является F<p,qr>-группой и
Φ(Sp) является силовской p-подгруппой группы H(F );

(3) если R является S<p,r>-подгруппой группы G, q 6= r, F = SGRG и
Sp * R, то D = SG ∩ RG = Φ(Sp) ∩ Φ(Rp) ≤ Z(F ), F/D = SG/D × RG/D,
H(F ) ∩ SG = H(SG), H(F ) ∩RG = H(RG) и

F/H(F ) ' SG/H(SG)×RG/H(RG)

является прямым произведением, соответственно, F<p,q>- и F<p,r>-групп.
Данная теорема дополняет результат В.С. Монахова и В.Н. Княги-

ной (теорема 1.4.2 (3)).
В работе Х.А. Аль-Шаро и А.Н. Скибы [54] рассматривались группы

с σ-субнормальными подгруппами Шмидта.
Теорема 1.4.5 [54, теорема 1.2]. Если каждая подгруппа Шмидта в G

σ-субнормальна в G, то G/Fσ(G) абелева.
Данная теорема является обобщением результата В.Н. Княгиной и

В.С. Монахова (теорема 1.4.2 (5)).
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ГЛАВА 2

ПЕРЕСТАНОВОЧНОСТЬ СИЛОВСКОЙ ПОДГРУППЫ С
ПОДГРУППАМИ ШМИДТА

В разделе 2.1 главы устанавливаются признаки частичной разрешимо-
сти и перечисляются композиционные факторы групп, в которых силовская
подгруппа перестановочна с некоторыми подгруппами Шмидта четного по-
рядка из добавления к этой силовской подгруппе.

В разделе 2.2 исследуются группы, некоторая силовская подгруппа ко-
торых перестановочна с подгруппами Шмидта нечетного порядка.

В разделе 2.3 устанавливается частичная разрешимость групп, в кото-
рых силовская подгруппа перестановочна с коммутантами B-подгрупп чет-
ного порядка.

В разделе 2.4 приводятся краткие выводы по главе.

2.1 О перестановочности силовской подгруппы с некоторыми
подгруппами Шмидта четного порядка

Перестановочностью силовских подгрупп с подгруппами Шмидта зани-
мались многие авторы. Одними из первых были Я. Г. Беркович и Э.М. Паль-
чик [2]. Они доказали разрешимость группы при условии, что каждая си-
ловская 2-подгруппа перестановочна со всеми 2-нильпотентными подгруп-
пами Шмидта четного порядка; частичную разрешимость группы, если все
силовские p-подгруппы перестановочны со всеми p-замкнутыми pd-подгруп-
пами Шмидта. Эти результаты получили развитие в работе В.С. Монахова и
В.Н. Княгиной [20]. Они установили новые признаки p-разрешимости групп с
условием перестановочности силовской p-подгруппы с некоторыми подгруп-
пами Шмидта четного порядка. В частности, из [20, теорема 1] вытекает

Теорема 2.1.1. Если некоторая силовская p-подгруппа группы G пе-
рестановочна со всеми подгруппами Шмидта, то группа G p-разрешима.

По аналогии с полунормальной подгруппой, см. определение 1.3.1, мож-
но исследовать группы, в которых некоторая силовская подгруппа переста-
новочна с подгруппами Шмидта из добавления к этой силовской подгруппе.
В.С. Монахов предложил следующее понятие.

Определение 2.1.1. Подгруппа A группы G называется OS-полунор-
мальной в G, если существует подгруппа B такая, что G = AB и A переста-
новочна со всеми подгруппами Шмидта из B. В этой ситуации подгруппу B
будем называть OS-добавлением к подгруппе A в группе G.

Обозначение OS связано с Отто Юльевичем Шмидтом.
Понятие OS-полунормальной подгруппы является обобщением понятия
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полунормальной подгруппы.
Пример 2.1.1. Если A — подгруппа группы G и существует нильпо-

тентная подгруппа B такая, что G = AB, то A будет OS-полунормальной
подгруппой группы G. В частности, любая подгруппа примарного индекса
является OS-полунормальной подгруппой.

Пример 2.1.2. В группе PSL(2, 7) силовская 2-подгруппа Q будет
OS-полунормальной, поскольку существует нециклическая подгруппа B по-
рядка 21, которая является группой Шмидта, и G = QB.

Пример 2.1.3. В группе SL(2, 8) силовская 3-подгруппа R будет
OS-полунормальной, поскольку существует подгруппа Шмидта B = E23hZ7

такая, что G = RB.
Пример 2.1.4. В группе PSL(2, 5) силовская 5-подгруппа P будет

OS-полунормальной, поскольку существует подгруппа B ' A4 такая, что
PSL(2, 5) = PB. Здесь A4 — знакопеременная группа, она является группой
Шмидта.

Отметим, что в примерах 2.1.2 – 2.1.4 силовская r-подгруппа,
r ∈ {2, 3, 5} соответственно, OS-полунормальна, но не полунормальна.

Далее нам понадобятся следующие утверждения.
Лемма 2.1.1 [71, VI.4.10]. Пусть A и B — подгруппы группы G та-

кие, что G 6= AB и ABg = BgA для всех g ∈ G. Тогда либо AG 6= G,
либо BG 6= G.

Лемма 2.1.2 [20, лемма 11]. Если простая группа G является произ-
ведением p-подгруппы P и подгруппы Шмидта S, то справедливо одно из
следующих утверждений:

(1) p = 2, G ' PSL(2, 7), P ' D8, S ' Z7 h Z3;
(2) p = 3, G ' SL(2, 8), P ' Z9, S ' E8 h Z7;
(3) p = 5, G ' PSL(2, 5), P ' Z5, S ' A4 ' E4 h Z3.
Лемма 2.1.3. (1) Если группа G является произведением двух под-

групп A и B взаимно простых порядков и K — субнормальная в G подгруп-
па, то K = (K ∩ A)(K ∩B), [37, лемма 1].

(2) Пусть H, K и N — попарно перестановочные подгруппы группы G.
Если H холлова, то N ∩HK = (N ∩H)(N ∩K), [24, лемма 5].

Лемма 2.1.4. Пусть A — OS-полунормальная подгруппа группы G и
B — ее OS-добавление.

(1) Для любого элемента g ∈ G подгруппа Bg будет OS-добавлением
к подгруппе A в группе G.

(2) Для любого элемента g ∈ G подгруппа Ag будет OS-полунормаль-
ной в группе G, а подгруппы B и Bg — ее OS-добавлениями.

(3) Если X — непустое множество элементов из группы G, то под-
группа AX = 〈Ax | x ∈ X〉 будет OS-полунормальной в группе G, а подгруп-
пы B и Bg, g ∈ G, будут OS-добавлениями к AX в G.
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Доказательство. (1) Пусть g = ba — произвольный элемент из груп-
пы G, где b ∈ B, a ∈ A. Ввиду изоморфизма B ' Bg можно считать, что
Sg = Sa — произвольная подгруппаШмидта из Bg, где S — подгруппаШмид-
та в B. Поскольку Sb ≤ B, то

ASb = SbA, ASg = ASba = (ASb)a = (SbA)a = SbaA = SgA.

Это означает, что Bg — OS-добавление к A в группе G.
(2) Если T — подгруппа Шмидта в Bg, то T = Sg для некоторой под-

группы Шмидта S из B. По условию AS = SA, поэтому AgSg = SgAg. Так
как AgBg = (AB)g = G, то Ag — OS-полунормальная подгруппа в G и Bg —
ее OS-добавление. Из утверждения (1) следует, что (Bg)g

−1
= B будет OS-до-

бавлением к Ag в группе G.
(3) Хорошо известно, что подгруппа, перестановочная с нескольки-

ми подгруппами, перестановочна с их порождением. Пусть S — подгруппа
Шмидта из B. Тогда S перестановочна с A по определению OS-полунор-
мальной подгруппы, и S перестановочна с Ax по утверждению (2). Поэтому
S перестановочна с AX . Следовательно, AX — OS-полунормальная подгруп-
па группы G и B — ее OS-добавление. По утверждению (2) подгруппа Bg,
g ∈ G, будет OS-добавлением к AX . Лемма доказана.

Лемма 2.1.5. Пусть A — OS-полунормальная подгруппа группы G и
B — ее OS-добавление.

(1) Если N CG, то AN OS-полунормальна в G и B является OS-до-
бавлением к AN в G.

(2) Если N CG, N ≤ B, то AN/N OS-полунормальна в G/N и B/N
является OS-добавлением к AN/N в G/N .

(3) Если N C G, (|N |, |B|) = 1, то A/N OS-полунормальна в G/N и
BN/N является OS-добавлением к A/N в G/N .

Доказательство. (1) Нормальная подгруппа перестановочна с любой
подгруппой. Поскольку G = (AN)B и AN перестановочна с любой подгруп-
пой Шмидта из B, то AN — OS-полунормальная подгруппа группы G и B —
ее OS-добавление.

(2) Ясно, что G/N = (AN/N)(B/N). Пусть D/N — подгруппа Шмидта
из B/N и L — минимальное добавление к N в D. По лемме 1.1.5 подгруппа L
содержит подгруппу Шмидта S такую, что SL = L. Так как S ≤ L ≤ D ≤ B,
то A перестановочна с S. Из леммы 2.1.4 (1) следует, что A перстановочна
с Sx для любого x ∈ G. Поэтому A перестановочна с SL = L и с LN = D.
Следовательно, AN/N перестановочна сD/N , т. е. AN/N OS-полунормальна
в G/N и B/N будет OS-добавлением к AN/N в G/N .

(3) Так какG = AB и (|N |, |B|) = 1, тоN ≤ A иG/N = (A/N)(BN/N).
Поскольку N ∩B = 1, то BN = BiN . Пусть D/N — подгруппа Шмидта из
BN/N . Тогда D = (B∩D)iN , т. е. B∩D будет минимальным дополнением
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к N в D. По лемме 1.1.5 существует подгруппа Шмидта S в B∩D такая, что
SB∩D = B ∩D. Так как SN/N ' S ≤ D/N , то S = B ∩D. Теперь A переста-
новочна с B ∩ D по условию, поэтому A/N перестановочна с (B ∩D)N/N ,
т. е. A/N OS-полунормальна в G/N и BN/N ее OS-добавление. Лемма до-
казана.

Определение 2.1.2. Минимальным OS-добавлением к подгруппе A в
группе G называется такая подгруппа B, что G = AB, подгруппа A переста-
новочна со всеми подгруппамиШмидта изB иAB1 6= G для всех собственных
подгрупп B1 из B.

Лемма 2.1.6. Пусть A — неединичная OS-полунормальная подгруп-
па простой группы G и B — ее минимальное OS-добавление. Тогда все соб-
ственные подгруппы в B нильпотентны, т. е. либо B нильпотентна, либо
B есть группа Шмидта.

Доказательство. Предположим, что в B имеется собственная ненильпо-
тентная подгруппа. Тогда существует подгруппа Шмидта S < B и AS < G.
Из леммы 2.1.4 (1) следует, что ASg = SgA для любого g ∈ G. По лемме 2.1.1
либо AG 6= G, либо BG 6= G, что противоречит условию доказываемого пред-
ложения. Поэтому предположение неверно и B либо нильпотентная подгруп-
па, либо группа Шмидта. Лемма доказана.

Лемма 2.1.7. Пусть R — неединичная OS-полунормальная r-подгруп-
па простой группы G и B — ее минимальное OS-добавление. Тогда для R,
B, и G возможны только следующие изоморфизмы:

(1) R ' Z5, B ' A4, G ' PSL(2, 5);
(2) R ' D8, B ' Z7 h Z3, G ' PSL(2, 7);
(3) R ' Z9, B ' E8 h Z7, G ' SL(2, 8).
Доказательство. Согласно лемме 2.1.6 и теореме Виланда –Кегеля под-

группа B является группой Шмидта B = P hQ. По лемме 2.1.2

G ∈ {PSL(2, 7), PSL(2, 5), SL(2, 8)}.

Факторизации этих групп известны [42], искомые факторизации указаны в
пунктах (1) – (3). Лемма доказана.

Лемма 2.1.8. Пусть U и N — подгруппы группы G и N нормальна в
G. Если все подгруппы Шмидта из U содержатся в N , то UN/N нильпо-
тентна.

Доказательство. В силу изоморфизма UN/N ' U/U ∩ N достаточ-
но доказать, что U/U ∩ N нильпотентна. Предположим противное и пусть
D = U ∩N , K/D — подгруппа Шмидта из U/D. По лемме 1.1.5 существуют
подгруппы

S ≤ L ≤ K ≤ U
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такие, что K = LD, S — подгруппа Шмидта и SL = L. По условию

S ≤ N ∩ U = D.

Поэтому
K = LD = SLD ≤ D,

противоречие с тем, что K/D 6= 1. Лемма доказана.
Лемма 2.1.9. Предположим, что в группе G силовская p-подгруппа

OS-полунормальна. Если H — субнормальная подгруппа группы G, то си-
ловская p-подгруппа из H OS-полунормальна в H.

Доказательство. Применим индукцию по порядку группы. Пусть P1 —
силовская p-подгруппа из H и P — силовская p-подгруппа в G такая, что
P1 ≤ P . По лемме 2.1.4 подгруппа P OS-полунормальна в G. Поэтому су-
ществует подгруппа B такая, что G = PB и P перестановочна со всеми
подгруппа Шмидта из B.

Предположим, что H нормальна в G. Тогда H перестановочна с под-
группами P и B. По лемме 2.1.3 H = (P ∩H)(B ∩H). Пусть S — подгруппа
Шмидта из B∩H. По условию SP = PS. Так как S ≤ B∩H, то по тождеству
Дедекинда

H ∩ SP = S(H ∩ P ) = SP1 = H ∩ PS = (H ∩ P )S = P1S.

Следовательно, силовская p-подгруппа P1 из H будет OS-полунормальной в
H, и B ∩H является OS-добавлением к P1 в H.

Пусть теперь H — ненормальная в G подгруппа. Так как H — субнор-
мальная в G подгруппа, то H субнормальна в HG и HG < G. По доказанному
силовская p-подгруппа из HG OS-полунормальна в HG. Теперь по индукции
лемма справедлива.

Теорема 2.1.2 [3–A]. Пусть в группе G силовская p-подгруппа OS-по-
лунормальна.

(1) Если p = 2, то неабелевы композиционные факторы группы G изо-
морфны PSL(2, 7). В частности, группа G {2, 3, 7}′-разрешима.

(2) Если p = 3, то неабелевы композиционные факторы группы G изо-
морфны SL(2, 8) или являются 3′-группами.

(3) Если p = 5, то неабелевы композиционные факторы группы G изо-
морфны SL(2, 4) или являются 5′-группами.

(4) Если p ≥ 7, то группа G p-разрешима.
Доказательство. Заметим, что p-разрешимость группы G равносильна

тому, что порядки всех неабелевых композиционных факторов не делятся
на p. Поэтому утверждение (4) равносильно утверждению

(4′) Если p ≥ 7, то все неабелевы композиционные факторы группы G
являются p′-группами.
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Будем доказывать все утверждения одновременно. Воспользуемся ин-
дукцией по порядку группы. Пусть H/K — произвольный неабелевый ком-
позиционный фактор группы G. Тогда H — субнормальная подгруппа груп-
пы G, подгруппа K нормальна в H и фактор-группа H/K простая. Если
H 6= G, то к H применима индукция. Так как H/K является неабелевым
композиционным pd-фактором группы H, то по индукции H/K — группа
из пунктов (1) – (3), (4′). В этом случае теорема доказана. Поэтому следует
считать, что H = G и p ∈ π(G/K).

Теперь G/K = (PK/K)(BK/K) — простая неабелева pd-группа. По
теореме Виланда –Кегеля подгруппа BK/K ненильпотентна, а по лемме 2.1.8
в подгруппе B существует подгруппа Шмидта S такая, что S не содержится
в K. По условию PS = SP , а из леммы 2.1.4 следует, что PSx = SxP для
всех x ∈ G. Поэтому

(PK/K)(SK/K)xK = (SK/K)xK(PK/K).

Так как G/K — простая группа, то из леммы 2.1.1 заключаем, что

G/K = (PK/K)(SK/K).

У группы Шмидта фактор-группы либо циклические, либо являют-
ся вновь группами Шмидта. По теореме Виландта –Кегеля подгруппа
SK/K ' S/S ∩K не циклическая, поэтому SK/K — группа Шмидта и при-
менима лемма 2.1.7. Из этой леммы следует, что p ≤ 5 и G/K ' PSL(2, 7)
при p = 2, SL(2, 8) при p = 3 или SL(2, 4) при p = 5. Теорема доказана.

Из этой теоремы вытекает разрешимость группы с OS-полунормаль-
ными силовскими 2- и 3-подгруппами.

Следствие 2.1.1. Если в группе G силовские 2- и 3-подгруппы OS-по-
лунормальны, то группа G разрешима.

Доказательство. Предположим, что группа G неразрешима и H/K —
неабелев композиционный фактор группы G.

По теореме 2.1.2 (1) H/K ' PSL(2, 7), поэтому 3 ∈ π(H/K). По
условию силовская 3-подгруппа группы G OS-полунормальна. По теоре-
ме 2.1.2 (2) H/K ' SL(2, 8). Так как PSL(2, 7) 6' SL(2, 8), то имеем про-
тиворечие. Поэтому предположение неверно и G разрешима. Следствие до-
казано.

Следствие 2.1.2. Если в группе G силовские 2- и 7-подгруппы OS-по-
лунормальны, то группа G разрешима.

Доказательство. Предположим, что группа G неразрешима и H/K —
неабелев композиционный фактор группы G.

По теореме 2.1.2 (1) H/K ' PSL(2, 7), поэтому 7 ∈ π(H/K). По
условию силовская 7-подгруппа группы G OS-полунормальна. По теоре-
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ме 2.1.2 (4) группа G 7-разрешима, поэтому H/K 7-разрешима. Противоре-
чие. Следствие доказано.

Определение 2.1.3. Подгруппа A группы G называется OS<p,q>-по-
лунормальной в G, если существует подгруппа B такая, что G = AB и A
перестановочна со всеми S<p,q>-подгруппами из B. В этой ситуации подгруп-
пу B будем называть OS<p,q>-добавлением к подгруппе A в группе G.

Пример 2.1.5. Силовская p-подгруппа P разрешимой группы G бу-
дет OS<p,q>-полунормальной подгруппой группы G для любого q 6= p. Это
следует из того, что G = PGp′ и в подгруппе Gp′ нет S<p,q>-подгрупп. Яс-
но, что существуют разрешимые группы, в которых силовская p-подгруппа
OS<p,q>-полунормальна, но не OS-полунормальна.

Пример 2.1.6. Если A — подгруппа группы G и существует p-ниль-
потентная подгруппа B такая, что G = AB, то A будет OS<p,q>-полунор-
мальной подгруппой группы G для любого q. Это следует из того, что в
подгруппе B нет S<p,q>-подгрупп.

Пример 2.1.7. В группе PSL(2, 7) силовская 2-подгруппа Q будет
OS<7,3>-полунормальной, поскольку существует нециклическая подгруппа
B порядка 21 и G = QB. В группе SL(2, 8) силовская 3-подгруппа R
будет OS<2,7>-полунормальной, поскольку существует подгруппа Шмидта
B = E23 h Z7 такая, что G = RB. В группе PSL(2, 5) силовская 5-под-
группа P будет OS<2,3>-полунормальной, поскольку существует подгруппа
B ' A4 такая, что PSL(2, 5) = PB.

Лемма 2.1.10. Пусть A — OS<p,q>-полунормальная подгруппа груп-
пы G и B — ее OS<p,q>-добавление.

(1) Для любого элемента g ∈ G подгруппа Bg будет OS<p,q>-добавле-
нием к подгруппе A в группе G.

(2) Для любого элемента g ∈ G подгруппа Ag будет OS<p,q>-полунор-
мальной в группе G, а подгруппы B и Bg — ее OS<p,q>-добавлениями.

(3) Если X — непустое множество элементов из группы G, то под-
группа AX = 〈Ax | x ∈ X〉 будет OS<p,q>-полунормальной в группе G, а
подгруппы B и Bg, g ∈ G, будут OS<p,q>-добавлениями к AX в G.

Доказательство. (1) Пусть g = ba — произвольный элемент из груп-
пы G, где b ∈ B, a ∈ A. Ввиду изоморфизма B ' Bg можно считать, что
Sg = Sba — произвольная S<p,q>-подгруппа из Bg, где S — S<p,q>-подгруппа
в B. Поскольку Sb ≤ B, то

ASb = SbA, ASg = ASba = (ASb)a = (SbA)a = SbaA = SgA.

Это означает, что Bg — OS<p,q>-добавление к A в группе G.
(2) Если T — S<p,q>-подгруппа в Bg, то T = Sg для некоторой

S<p,q>-подгруппы S из B. По условию AS = SA, поэтому

AgT = AgSg = (AS)g = (SA)g = SgAg = TAg.
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Так как AgBg = (AB)g = G, то Ag — OS<p,q>-полунормальная подгруппа в G
и Bg — ее OS<p,q>-добавление. Из утверждения (1) следует, что (Bg)g

−1
= B

будет OS<p,q>-добавлением к Ag в группе G.
(3) Хорошо известно, что подгруппа, перестановочная с несколькими

подгруппами, перестановочна с их порождением. Пусть S — S<p,q>-подгруп-
па из B. Подгруппа S перестановочна с A по определению OS<p,q>-полунор-
мальной подгруппы и S перестановочна с Ax по утверждению (2) для любо-
го x ∈ X. Поэтому S перестановочна с AX . Следовательно, AX — OS<p,q>-по-
лунормальная подгруппа группы G и B — ее OS<p,q>-добавление. По утвер-
ждению (2) подгруппа Bg, g ∈ G, будет OS<p,q>-добавлением к AX . Лемма
доказана.

Лемма 2.1.11. Пусть A — OS<p,q>-полунормальная подгруппа группы
G и B — ее OS<p,q>-добавление.

(1) Если A ≤ U ≤ G, то A OS<p,q>-полунормальна в U и U ∩ B —
OS<p,q>-добавление к A в группе U .

(2) Если N C G, то AN OS<p,q>-полунормальна в G и B является
OS<p,q>-добавлением к AN в G.

(3) Если N C G, N ≤ B, то AN/N OS<p,q>-полунормальна в G/N и
B/N является OS<p,q>-добавлением к AN/N в G/N .

(4) Если N CG, (|N |, |B|) = 1, то A/N OS<p,q>-полунормальна в G/N
и BN/N является OS<p,q>-добавлением к A/N в G/N .

Доказательство. (1) Поскольку A — OS<p,q>-полунормальная подгруп-
па группы G и B — ее OS<p,q>-добавление, то G = AB и A перестановочна со
всеми S<p,q>-подгруппами из B. По тождеству Дедекинда U = A(B∩U). По-
скольку A перестановочна со всеми S<p,q>-подгруппами из B∩U ≤ B, то A —
OS<p,q>-полунормальная подгруппа в U и B ∩ U — ее OS<p,q>-добавление.

(2) Нормальная подгруппа перестановочна с любой подгруппой. По-
скольку G = (AN)B и AN перестановочна с любой S<p,q>-подгруппой из B,
то AN — OS<p,q>-полунормальная подгруппа группы G и B — ее OS<p,q>-до-
бавление.

(3) Ясно, что G/N = (AN/N)(B/N). Пусть D/N — S<p,q>-подгруппа
из B/N и L — минимальное добавление к N в D. По лемме 1.1.5 подгруппа L
содержит S<p,q>-подгруппу S такую, что SL = L. Так как S ≤ L ≤ D ≤ B, то
A перестановочна с S. Из леммы 2.1.10 (1) следует, что A перестановочна с Sx

для любого x ∈ G. Поэтому A перестановочна с SL = L и с LN = D. Следо-
вательно, AN/N перестановочна с D/N , т. е. AN/N OS<p,q>-полунормальна
в G/N и B/N будет OS<p,q>-добавлением к AN/N в G/N .

(4) Так какG = AB и (|N |, |B|) = 1, тоN ≤ A иG/N = (A/N)(BN/N).
Поскольку N ∩ B = 1, то BN = B i N . Пусть D/N — S<p,q>-подгруппа из
BN/N . Тогда D = (B ∩D) i N . По лемме 1.1.5 существует S<p,q>-подгруп-
па S в B ∩ D такая, что SB∩D = B ∩ D. Так как S ' SN/N ≤ D/N , то
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S = B ∩ D. Теперь A перестановочна с B ∩ D по условию, поэтому A/N
перестановочна с (B ∩ D)N/N , т. е. A/N OS<p,q>-полунормальна в G/N и
BN/N — ее OS<p,q>-добавление. Лемма доказана.

Далее рассмотрим группы с разрешимой r′-холловой подгруппой. Нам
понадобятся факторизации групп PSL(2, q). Они получены в [75], а также
выписаны в [42, теорема 0.8]. Приведем формулировку этого результата. Бу-
дут использоваться следующие обозначения: S4 и S?4 — несопряженные в
PSL(2, pn) симметрические группы степени 4; A4, A?

4, A5 и A?
5 — несопря-

женные в PSL(2, pn) знакопеременные группы степени 4 и 5 соответственно.
Лемма 2.1.12. (1) PSL(2, 2n) = (E2n h Z2n−1)D2(2n+1) =

= (E2n h Z2n−1)Z2n+1, n ≥ 2.
(2) Если p > 2 и pn−1

2 — нечетное число, то

PSL(2, pn) = (Epn h Zpn−1
2

)Dpn+1.

(3) PSL(2, 7) = (Z7hZ3)D8 = (Z7hZ3)S4 = (Z7hZ3)S
?
4 = Z7S4 = Z7S

?
4 .

(4) PSL(2, 9) = (E9 h Z4)A5 = (E9 h Z4)A
?
5 = A4A

?
5 = A?

4A5 = S4A5 =
= S?4A

?
5 = A5A

?
5.

(5) PSL(2, 11) = (E11 h Z5)D12 = (E11 h Z5)A4 = (E11 h Z5)A5 =
= (E11 h Z5)A

?
5 = Z11A5 = Z11A

?
5.

(6) PSL(2, 19) = (E19 h Z9)D20 = (E19 h Z9)A5 = (E19 h Z9)A
?
5.

(7) PSL(2, 29) = (E29 h Z14)A5 = (E29 h Z14)A
?
5 = (E29 h Z7)A5 =

= (E29 h Z7)A
?
5.

(8) PSL(2, 59) = (E59 h Z29)D60 = (E59 h Z29)A5 = (E59 h Z29)A
?
5.

Других факторизаций с точностью до сопряженных подгрупп-
сомножителей группа PSL(2, pn) не имеет.

Лемма 2.1.13 [65, теорема 1.1]. Пусть A и B — разрешимые подгруп-
пы группы G и (|A|, |B|) = 1. Если G = AB, то композиционные факторы
группы G являются группами одного из следующих видов:

(1) группа простого порядка;
(2) PSL(2, 2n), где n ≥ 2;
(3) PSL(2, q), где q ≡ −1 (mod 4);
(4) PSL(3, 3);
(5) M11.
Отметим, что без требования (|A|, |B|) = 1 композиционные факторы

группы G = AB с разрешимыми подгруппами A и B перечислил Л.С. Каза-
рин [16].

Лемма 2.1.14 [55, следствие 5.6]. Пусть неабелева простая группа G
содержит p′-холлову подгруппу, p ∈ π(G).

(1) Если p = 2, то G ' PSL(2, r) и r — простое число Мерсенна.
(2) Если p = 3, то G ' PSL(2, 23).
(3) Если p = 5, то G ' A5 ' PSL(2, 4) ' PSL(2, 5).
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Лемма 2.1.15. Если p — простое число и 2n + 1 = pm для некоторых
натуральных чисел n и m, то pm = 9 или m = 1.

Доказательство. Если m = 2t — четное, то

2n = pm − 1 = (pt − 1)(pt + 1), pt − 1 = 2, pt = 3, m = 2, pm = 9.

Если m = 2t+ 1 — нечетное, то

2n = pm − 1 = (p− 1)(pm−1 + pm−2 + . . .+ p+ 1), p− 1 = 2n1,

p = 1 + 2n1 — простое число Ферма. Поскольку

2n−n1 = pm−1 + pm−2 + . . .+ p+ 1 − нечетное число,

то m = 1. Лемма доказана.
Лемма 2.1.16. Пусть в простой группе G существует разрешимая

p′-холлова подгруппа, p ∈ π(G).
(1) Если p = 2, то G ' PSL(2, r) = (ZrhZ r−1

2
)D2n, где r = 2n− 1 ≥ 7.

(2) Если p = 3, то G ' PSL(2, 23) = (E8 h Z7)Z9.
(3) Если p = 5, то G ' A5 = A4Z5.
(4) Если p = 7, то G ' PSL(2, 7) = S4Z7.
(5) Если p = 17, то G ' PSL(2, 24) = (E24 h Z15)Z17 или

G ' PSL(3, 3) = AZ17, |A| = 2433.
(6) Если p > 7, p 6= 17, то p = 2n + 1 — простое число Ферма и

G ' PSL(2, 2n) = (E2n h Z2n−1)Zp.
Доказательство. Пусть A — p′-холлова подгруппа группы G, B — ее

силовская p-подгруппа. Согласно лемме 2.1.13 простая группа G = AB с
разрешимыми подгруппами A и B взаимно простых порядков изоморфна
одной из следующих групп: PSL(2, 2n), n ≥ 2; PSL(2, q), q ≡ −1 (mod 4);
PSL(3, 3);M11. Из лемм 2.1.12 и 2.1.14 получаем утверждения (1) – (3). Пусть
теперь p ≥ 7.

Группа PSL(2, 2n), n ≥ 2, согласно лемме 2.1.12 допускает единствен-
ную факторизацию с сомножителями взаимно простых порядков

PSL(2, 2n) = (E2n h Z2n−1)Z2n+1,

поэтому 2n + 1 = pm, где pm — порядок силовской p-подгруппы группы G.
Поскольку p ≥ 7, то согласно лемме 2.1.15 m = 1 и p — простое число Ферма.
При p 6= 17 соответствующие факторизации выписаны в (6). Для p = 17
группа PSL(2, 24) = (E24 h Z15)Z17 записана в (5).

Группа PSL(2, q), q ≡ −1 (mod 4) при q ≥ 61 допускает согласно лем-
ме 2.1.12 единственную факторизацию с сомножителями взаимно простых
порядков:

PSL(2, q) = (Eq h Z q−1
2

)Zq+1,
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поэтому q + 1 = 2s, p = 2 и этот случай записан в (1). При q < 61 только
PSL(2, 7) = S4Z7 удовлетворяет условиям, что записано в (4).

Известно [40, теорема 2], что PSL(3, 3) = AZ17 и |A| = 2433, поэтому
p = 17, это записано в (5).

Если G = M11, то A ' M10 [70, теорема 1 (d)]. Но (M10)
′ ' A6, поэто-

му A неразрешима и группа M11 исключается. Лемма доказана.
Лемма 2.1.17. Пусть p — нечетное простое число и p не является

числом Ферма. Если в группе G существует 2-замкнутая p′-холлова под-
группа, то G разрешима.

Доказательство. Воспользуемся индукцией по порядку группыG. Пусть
P — силовская p-подгруппа, H — p′-холлова подгруппа группы G. Тогда G =
PH и по условиюH = QhK 2-замкнута, гдеQ— силовская 2-подгруппа,K —
{2, p}′-холлова подгруппа группы G. Пусть N — минимальная нормальная в
G подгруппа. Так как (|P |, |H|) = 1, то по лемме 2.1.3 (2)N = (N∩P )(N∩H),
подгруппа N удовлетворяет условиям доказываемой леммы. Если N < G, то
по индукции N разрешима. Так как фактор-группа G/N тоже удовлетворяет
условиям доказываемой леммы, то G/N разрешима по индукции. Значит,
G разрешима. Теперь считаем, что G = N — простая группа. Поскольку
p′-холлова подгруппа H разрешима, то применима лемма 2.1.16, по которой
p — простое число Ферма. Противоречие. Лемма доказана.

Далее в этом разделе показано, что признаки частичной разрешимо-
сти группы, подобные теореме 2.1.2 (4), сохранятся, если требовать переста-
новочность не со всеми подгруппами Шмидта четного порядка, а только с
2-нильпотентными или 2-замкнутыми подгруппами Шмидта четного поряд-
ка. Доказана

Теорема 2.1.3 [2–A]. Пусть R — силовская r-подгруппа группы G,
r > 2 и r не является простым числом Ферма. Если существует в группе
G подгруппа B такая, что G = RB и R перестановочна со всеми 2-ниль-
потентными подгруппами Шмидта четного порядка из B, то G r-разре-
шима.

Доказательство. Воспользуемся индукцией по |G|+ |B|. Проверим, что
(1) B — собственная подгруппа группы G.
По условию R перестановочна со всеми 2-нильпотентными подгруппа-

ми Шмидта четного порядка из B. Если B = G, то G r-разрешима по теоре-
ме 1.3.12 (1). Поэтому считаем, что B < G.

(2) Порядок B не делится на r.
Рассмотрим силовскую r-подгруппу Br из B. По лемме 2.1.10 (1) можно

считать, что Br ≤ R. Пусть S — 2-нильпотентная подгруппа Шмидта четного
порядка из B. По условию RS = SR. По тождеству Дедекинда

B ∩RS = (B ∩R)S = BrS = S(B ∩R) = SBr.
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По теореме 1.3.12 (1) B r-разрешима. Теперь G = RBr′ и B — r′-холлова
подгруппа группы G.

(3) Подгруппа B не 2-замкнута по лемме 2.1.17.
(4) Группа G непростая.
Предположим, что G — простая группа. Так как B — не 2-замкнутая

группа, то по теореме 1.1.7 в ней существует 2-нильпотентная 2d-подгруппа
Шмидта четного порядка S = Q h T , T — силовская 2-подгруппа в S. Если
S = B, то T = G2 циклическая и G разрешима. Значит S < B. Рассмотрим
произвольный элемент g = ba из G, где b ∈ B, a ∈ R. Ввиду изоморфиз-
ма Bg ' B можно считать, что Sg = Sba — произвольная 2-нильпотентная
подгруппа Шмидта четного порядка из Bg. Поскольку Sb ≤ B, то

RSb = SbR, RSg = RSba = (RSb)a = (SbR)a = SbaR = SgR

для любого g ∈ G. Так как G — простая группа, то RG = SG = G и B = S
по лемме 2.1.1. Противоречие.

(5) Если N ·CG, то либо N ≤ R, либо N ≤ B.
Согласно (2) и лемме 2.1.3 (2) N = (N ∩R)(N ∩B). Пусть S — 2-ниль-

потентная подгруппа Шмидта четного порядка из N ∩ B. Тогда S ≤ B и
RS = SR по условию. По тождеству Дедекинда

N ∩RS = (N ∩R)S = S(N ∩R).

Так как N ∩ R — силовская r-подгруппа в N и она удовлетворяет условию
теоремы, то по индукцииN — r-разрешима. ТеперьN либо r-подгруппа, либо
r′-подгруппа. Если N — r-подгруппа, то N ≤ R. Если N — r′-подгруппа, то
N ≤ B.

(6) Окончание доказательства.
Если N ≤ R, то

G/N = R/N(BN/N), (|N |, |B|) = 1.

Поскольку N ∩ B = 1, то BN = B i N . Пусть S/N — 2-нильпотентная
подгруппа Шмидта четного порядка из BN/N . Тогда S = (B ∩ S) iN , т. е.
B ∩ S будет минимальным дополнением к N в S. По лемме 1.1.5 существует
подгруппа Шмидта L в B∩S такая, что LB∩S = B∩S. Так как LN/N ≤ S/N ,
то L = B ∩ S. Теперь R перестановочна с B ∩ S по условию, следовательно,
R/N перестановочна с (B∩S)N/N = S/N и по индукции G/N r-разрешима.

Если N ≤ B, то G/N = (RN/N)B/N . Пусть S/N — 2-нильпотентная
подгруппа Шмидта четного порядка из B/N и L — минимальное добавление
к N в S. По лемме 1.1.5 подгруппа L содержит 2-нильпотентную подгруппу
Шмидта четного порядка D такую, что DL = L. Так как D ≤ L ≤ S ≤ B,
то R перестановочна с D. Из леммы 2.1.10 (2) следует, что R перестановочна
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с Dx для любого x ∈ G. Поэтому R перестановочна с DL = L и с LN = S.
Следовательно, RN/N перестановочна с S/N . По индукции G/N r-разреши-
ма.

Получаем, что в любом случае G/N r-разрешима. Из (5) следует, что
G r-разрешима. Теорема доказана.

Замечание 2.1.1. Заметим, что в формулировке теоремы 2.1.3 требо-
вания «r > 2 и r не является простым числом Ферма» убрать нельзя. Для
r = 2 примером служит группа

PSL(2, 7) = D8(Z7 h Z3),

для r = 3 — группа
SL(2, 8) = Z9(E8 h Z7),

для r = 2n + 1 > 3 — группа

SL(2, 2n) = Zr(E2n h Z2n−1).

Теорема 2.1.4 [2–A]. Пусть R — силовская r-подгруппа группы G,
r > 5. Если существует подгруппа B такая, что G = RB и R переста-
новочна со всеми 2-замкнутыми подгруппами Шмидта четного порядка из
B, то G r-разрешима.

Доказательство. Если B = G, то G r-разрешима по теореме 1.3.12 (2).
Поэтому считаем, что B < G и используем индукцию по |G|+ |B|. Используя
теорему 1.3.12 (2) и повторяя доказательство утверждения (2) теоремы 2.1.3,
получаем, что

(1) B — r′-подгруппа.
(2) B не 2-нильпотентна по [62, теорема А].
(3) Группа G непростая.
Предположим, что G — простая группа. Так как B — не 2-нильпотент-

ная группа, то по следствию 1.1.2 в ней существует 2-замкнутая 2d-подгруп-
па Шмидта S четного порядка. Рассмотрим произвольный элемент g = ba
из G, где b ∈ B, a ∈ R. Ввиду изоморфизма Bg ' B можно считать, что
Sg = Sba — произвольная 2-замкнутая подгруппа Шмидта четного порядка
из Bg. Поскольку Sb ≤ B, то

RSb = SbR, RSg = RSba = (RSb)a = (SbR)a = SbaR = SgR

для любого g ∈ G. Так как G — простая группа, то RG = SG = G и B = S
по лемме 2.1.1. По [20, лемма 11] G ' PSL(2, 5) или SL(2, 8), где 3 ≤ r ≤ 5,
противоречие. Следовательно, G — непростая группа.

(4) Если N ·CG, то либо N ≤ R, либо N ≤ B.



46

Согласно лемме 2.1.3 (2) N = (N ∩ R)(N ∩ B). Пусть S — 2-замкнутая
подгруппа Шмидта четного порядка из N ∩ B. Тогда S ≤ B и RS = SR по
условию. По тождеству Дедекинда

N ∩RS = (N ∩R)S = S(N ∩R).

Так как N ∩ R — силовская r-подгруппа в N и она удовлетворяет условию
теоремы, то по индукции N r-разрешима. Теперь N либо r-подгруппа, либо
r′-подгруппа. Если N — r-подгруппа, то N ≤ R. Если N — r′-подгруппа, то
N ≤ B.

(5) Окончание доказательства.
Если N ≤ R, то G/N = R/N(BN/N) и (|N |, |B|) = 1. Поскольку

N ∩B = 1, то BN = B i N . Пусть S/N — 2-замкнутая подгруппа Шмидта
четного порядка из BN/N . Тогда S = (B∩S)iN , т. е. B∩S будет минималь-
ным дополнением к N в S. По лемме 1.1.5 существует подгруппа Шмидта L
в B∩S такая, что LB∩S = B∩S. Так как LN/N ≤ S/N , то L = B∩S. Теперь
R перестановочна с B ∩ S по условию, следовательно, R/N перестановочна
с (B ∩ S)N/N = S/N и по индукции G/N r-разрешима.

Если N ≤ B, то G/N = (RN/N)B/N . Пусть S/N — 2-замкнутая под-
группа Шмидта четного порядка из B/N и L — минимальное добавление к N
в S. По лемме 1.1.5 подгруппа L содержит 2-замкнутую подгруппу Шмидта
D такую, что DL = L. Так как D ≤ L ≤ S ≤ B, то R перестановочна с D.
Из леммы 2.1.10 (1) следует, что R перестановочна с Dx для любого x ∈ G.
Поэтому R перестановочна с DL = L и с LN = S. Следовательно, RN/N
перестановочна с S/N . По индукции G/N r-разрешима.

Получаем, что в любом случае G/N r-разрешима. Из (4) следует, что
G r-разрешима. Теорема доказана.

Следствие 2.1.3. Пусть R — силовская r-подгруппа группы G, r > 5.
Если существует подгруппа B такая, что G = RB и R перестановочна со
всеми подгруппами Шмидта четного порядка из B, то G r-разрешима.

Замечание 2.1.2. Заметим, что в формулировке теоремы 2.1.4 требо-
вание «r > 5» убрать нельзя. Для r = 2 примером служит группа PSL(2, 7),
для r = 3 — группа SL(2, 8), для r = 5 — группа SL(2, 4).

Результаты раздела 2.1 обобщают результаты работ Я. Г. Берковича и
Э.М. Пальчика [2], В.Н. Княгиной и В.С. Монахова [20].
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2.2 О перестановочности силовской подгруппы с подгруппами
Шмидта нечетного порядка

Хорошо известно [35], что 2-нильпотентная группа Шмидта четного по-
рядка сверхразрешима, а 2-замкнутая — несверхразрешима. Если в группе
нет подгрупп Шмидта четного порядка, то группа 2-разложима, см. [39, тео-
ремы 2.1, 2.4], поэтому разрешима.

Для групп Шмидта нечетного порядка аналогичные утверждения не
выполняются. Например, любая {3, 5}-группа Шмидта, как 3-нильпотент-
ная, так и 3-замкнутая, несверхразрешима. Если в группе отсутствуют под-
группы Шмидта нечетного порядка, то группа может быть неразрешимой.
В.Н. Тютянов и П.В. Бычков [47] установили, что неабелевы композицион-
ные факторы группы, в которой нет подгрупп Шмидта нечетного порядка,
принадлежат множеству

Ω = {PSL(2, 2n), n ≥ 2; PSL(2, q), q = 2k + 1; PSU(4, 2) ' PSp(4, 3);

PSp(4, 2n), n ≥ 2; Sz(22n+1), n ≥ 1}.

Для дальнейших доказательств нам потребуются следующие утвержде-
ния.

Лемма 2.2.1 [47, следствие 2.1]. Пусть G — группа без подгрупп
Шмидта нечетного порядка. Тогда простые неабелевы композиционные фак-
торы группы G принадлежат множеству Ω.

Лемма 2.2.2 [17, лемма 4]. Пусть подгруппа A группы G перестано-
вочна с подгруппами B1, B2, . . . , Bn. Тогда A перестановочна с подгруппой
〈B1, B2, . . . , Bn〉, порожденной ими.

Лемма 2.2.3. Если некоторая силовская p-подгруппа P группы G пе-
рестановочна с каждой подгруппой Шмидта S из некоторого добавления B
к P в G. Тогда P перестановочна с подгруппой Sg для любого g ∈ G.

Доказательство. По условию леммы G = PB и S ≤ B. Пусть g = ba —
произвольный элемент из группы G, где b ∈ B, a ∈ P . Так как Sb ≤ B, то
PSb = SbP и

PSg = PSba = (PSb)a = (SbP )a = SbaP = SgP.

Лемма доказана.
Теорема 2.2.1 [6–A]. Если некоторая силовская p-подгруппа группы G

перестановочна со всеми подгруппами Шмидта нечетного порядка из G,
то неабелевы композиционные факторы группы G изоморфны PSL(2, 7) или
группам из множества Ω.

Доказательство. Обозначим силовскую p-подгруппу группы G из усло-
вия теоремы через P . Предположим, что теорема неверна и группа G —
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контрпример минимального порядка. Пусть в G нет подгрупп Шмидта нечет-
ного порядка. Тогда группа G удовлетворяет условию теоремы и по лем-
ме 2.2.1 ее неабелевы композиционные факторы принадлежат множеству Ω.
Противоречие.

Значит, в группе G существует хотя бы одна подгруппа Шмидта нечет-
ного порядка. Пусть N — собственная неединичная нормальная подгруппа
группы G. Тогда PN/N — силовская p-подгруппа группы G/N . Если в G/N
нет подгрупп Шмидта нечетного порядка, то G/N удовлетворяет условию
теоремы. Пусть K/N — произвольная подгруппа Шмидта нечетного порядка
из G/N и L — минимальное добавление к подгруппе N в K. По лемме 1.1.5
L содержит подгруппу Шмидта S нечетного порядка и L = SL. По условию
P перестановочна с подгруппой S и подгруппой Шмидта нечетного порядка
Sl для любого l ∈ L. Значит, P перестановочна с SL = L по лемме 2.2.2 и
поэтому PN/N перестановочна с LN/N = K/N . Таким образом, все усло-
вия теоремы наследуют фактор-группы G/N . По индукции неабелевы ком-
позиционные факторы группы G/N принадлежат списку простых групп из
заключения теоремы.

Предположим, что в N нет подгрупп Шмидта нечетного порядка. Тогда
по лемме 2.2.1 неабелевы композиционные факторы группы N принадлежат
множеству Ω, противоречие с выбором группы G. Поэтому пусть S1 — про-
извольная подгруппа Шмидта нечетного порядка из N . Тогда по условию
PS1 = S1P . Так как N ∩PS1 = (N ∩ P )S1 = P1S1, где P1 — силовская p-под-
группа из N , то по индукции неабелевы композиционные факторы группы
N изоморфны PSL(2, 7) или группам из множества Ω. Опять противоречие
с выбором группы G.

В дальнейшем считаем, что G — простая группа. Пусть T — произ-
вольная подгруппа Шмидта нечетного порядка. Предположим, что PT < G.
Тогда P перестановочна с подгруппой T g для любого g ∈ G и PG 6= G, ли-
бо TG 6= G по лемме 2.1.1. Противоречие. Поэтому PT = G. По лемме 2.1.2
возможны только следующие варианты:

(1) p = 2, G ' PSL(2, 7), P ' D8, S ' Z7 h Z3;
(2) p = 3, G ' SL(2, 8), P ' Z9, S ' E23 h Z7;
(3) p = 5, G ' PSL(2, 5), P ' Z5, S ' A4 ' E22 h Z3.
Как видно из факторизаций, только группа PSL(2, 7) представима в

виде произведения силовской подгруппы и подгруппы Шмидта нечетного по-
рядка. Поэтому G ' PSL(2, 7). Противоречие. Теорема доказана.

Следствие 2.2.1 [6–A]. Пусть G — группа, в которой нет компози-
ционных факторов из множества Ω. Если p > 2 и силовская p-подгруппа
группы G перестановочна со всеми подгруппами Шмидта нечетного поряд-
ка, то G разрешима.

Доказательство. Обозначим силовскую p-подгруппу группы G из усло-
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вия следствия через P . Применим индукцию по порядку группы G. Из тео-
ремы 2.2.1 и леммы 2.2.1 следует, что в группе G существует хотя бы одна
подгруппа Шмидта нечетного порядка, и в G все неабелевы композиционные
факторы изоморфны PSL(2, 7). Пусть N — собственная неединичная нор-
мальная в G подгруппа. Из доказательства теоремы 2.2.1 видно, что условия
следствия наследуют все фактор-группы и собственные нормальные подгруп-
пы. Тогда по индукции фактор-группа G/N и подгруппа N разрешимы. Зна-
чит, G разрешима.

Таким образом, в группе G нет собственных нормальных подгрупп и
G — простая группа, изоморфная PSL(2, 7). Группа G является произведе-
нием p-подгруппы P и подгруппы Шмидта нечетного порядка по лемме 2.1.1.
Однако, из леммы 2.1.2 следует, что p = 2. Противоречие с условием. След-
ствие доказано.

Следствие 2.2.2 [6–A]. Пусть в группе G существует 2′-холлова под-
группа B. Если некоторая силовская 2-подгруппа P группы G перестано-
вочна со всеми подгруппами Шмидта из B, то G либо разрешима, либо
неабелевы композиционные факторы группы G изоморфны PSL(2, 7).

Доказательство. Если в группе B нет подгрупп Шмидта, то B ниль-
потентна. Тогда по теореме Виландта –Кегеля группа G = PB разрешима.
Поэтому в дальнейшем считаем, что подгруппа B ненильпотентна.

Применим индукцию по порядку группы G. Пусть N — собственная
неединичная нормальная подгруппа группы G. Тогда PN/N — силовская
2-подгруппа группы G/N , и в группе G/N существует 2′-холлова подгруппа
BN/N . Если в BN/N нет подгрупп Шмидта, то G/N удовлетворяет усло-
виям следствия. Пусть K/N — подгруппа Шмидта из BN/N . По тождеству
Дедекинда K = K ∩BN = (K ∩B)N и K ∩B — добавление к подгруппе N
в K. Пусть L ≤ K ∩ B — минимальное добавление к подгруппе N в K. По
лемме 1.1.5 L содержит подгруппу Шмидта S нечетного порядка и L = SL.
Так как S ≤ L ≤ B, то по условию P перестановочна с подгруппой S. То-
гда P перестановочна с подгруппой Sg для любого g ∈ G по лемме 2.2.3. По
лемме 2.2.2 P перестановочна с SL = L. Поэтому PN/N перестановочна с
LN/N = K/N . Таким образом, все условия следствия наследуют фактор-
группы G/N . По индукции G/N либо разрешима, либо неабелевы компози-
ционные факторы группы G/N изоморфны PSL(2, 7).

Так какN — нормальная подгруппа группыG, G = PB и (|P |, |B|) = 1,
то по лемме 2.1.3 N = (N ∩ P )(N ∩ B), где P1 = N ∩ P — силовская 2-под-
группа подгруппы N , а B1 = N ∩ B — 2′-холлова подгруппа в N . Если в B1

нет подгрупп Шмидта, то B1 нильпотентна и по теореме Виландта –Кегеля
группа N разрешима. Будем считать, что в B1 есть подгруппы Шмидта. Из
доказательства теоремы 2.2.1 следует, что силовская 2-подгруппа P1 группы
N перестановочна со всеми подгруппамиШмидта из B1. По индукции либоN
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разрешима, либо неабелевы композиционные факторы группы N изоморфны
PSL(2, 7). Тогда группа G удовлетворяет заключению следствия.

В дальнейшем считаем, что G — простая группа. Пусть T — произ-
вольная подгруппа Шмидта из B. Предположим, что PT < G. Тогда по
лемме 2.2.3 P перестановочна с подгруппой T g для любого g ∈ G и PG 6= G,
либо TG 6= G по лемме 2.1.1. Противоречие. Поэтому PT = G. По лемме 2.1.2
G ' PSL(2, 7). Следствие доказано.

Результаты раздела 2.2 развивают исследования, проведенные
Я. Г. Берковичем и Э.М. Пальчиком [2], В.Н. Княгиной и В.С. Мона-
ховым [20].
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2.3 О перестановочности силовской подгруппы с коммутантами
некоторых B-подгрупп четного порядка

Понятие B-группы было предложено Я. Г. Берковичем [60, стр. 461].
Определение 2.3.1. B-группой называют группу, в которой фактор-

группа по подгруппе Фраттини является группой Шмидта.
Начальные свойства B-групп установлены в [22].
B-группу, в которой B/Φ(B) является S〈p,q〉-группой, будем называть

B〈p,q〉-группой. Ясно, что любая S〈p,q〉-группа будет B〈p,q〉-группой.
Перечислим некоторые свойства B-групп.
Лемма 2.3.1 [22, лемма 2.2]. Пусть B — B〈p,q〉-группа, P и Q — ее

силовские p- и q-подгруппы. Тогда справедливы следующие утверждения:
(1) B = P hQ;
(2) P ∩ Φ(B) = Φ(P ), P = B′ и P/Φ(P ) — главный фактор группы B

порядка pm, где m — показатель числа p по модулю q;
(3) Q = 〈y〉 — циклическая подгруппа и yq ∈ Z(B). Кроме того,

Φ(B) = Φ(P )× 〈yq〉 и Z(B) ≤ Φ(B);
(4) Если H — нормальная в B подгруппа и H 6= B, то H нильпотент-

на;
(5) Если M — максимальная в B подгруппа, то либо M нормальна в

B и M = P × 〈yq〉, либо M = Φ(P ) hQx для некоторого x ∈ B.
Из этой леммы видно, что строение групп Шмидта и B-групп схоже.

Так B-группа бипримарна, одна из ее силовских подгрупп нормальна, а дру-
гая — циклическая. Но есть и отличия, в группеШмидта подгруппа Фраттини
нормальной силовской подгруппы содержится в центре группы, а в B-группе
это свойство нарушается.

Пример 2.3.1. Диэдральная группа порядка 18 является B-группой и
не является группой Шмидта.

В работе [22] В.Н. Княгина доказала, что фактор-группа B-группы по
своей подгруппе Фраттини является группой типа A. Напомним, что группой
типа A называют ненильпотентную группу, в которой все собственные под-
группы примарны. Такие группы являются частным случаем групп Шмидта.
Таким образом, B-группу можно определить как группу, в которой фактор-
группа по подгруппе Фраттини является группой типа A. Ясно, что любая
группа Шмидта будет B-группой, но не наоборот. В.Н. Княгина показала [22,
предложение 2.3], что B-группа будет являться группой Шмидта в точности
тогда, когда [Φ(P ), Q] = 1.

Лемма 2.3.2 [22, лемма 2.5]. Пусть U — нормальная в группе V под-
группа и V/U является B〈p,q〉-группой. Если H — наименьшая в V подгруппа
такая, что HU = V , то H будет B〈p,q〉-группой.

В работе [22] также доказано, что B〈p,q〉-группа сверхразрешима тогда
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и только тогда, когда ее силовская p-подгруппа циклическая.
Лемма 2.3.3. Если в группе G нет B〈p,q〉-подгрупп для всех q ∈ π(G),

то группа G p-нильпотентна.
Доказательство. Индукцией по порядку группы. Если H — собствен-

ная в G подгруппа, то H удовлетворяет условию леммы и по индукции H
p-нильпотентна. Теперь по лемме 1.1.6 группа G либо p-нильпотентна, ли-
бо является p-замкнутой группой Шмидта, а следовательно, и B-группой.
Последнее исключается условием леммы. Лемма доказана.

Лемма 2.3.4. Если в группе G нет 2-нильпотентных B-подгрупп
четного порядка, то группа G 2-замкнута.

Доказательство. По условию в группе G нет 2-нильпотентных B-под-
групп четного порядка. Поэтому в ней нет и 2-нильпотентных подгрупп
Шмидта четного порядка. Значит группа G 2-замкнута. Лемма доказана.

В дальнейшем нам понадобятся свойстваX-перестановочных подгрупп,
см. определение 1.3.4.

Лемма 2.3.5 [69, лемма 2.1]. Пусть A, B и X — подгруппы группы
G, а N — нормальная в G подгруппа. Тогда справедливы следующие утвер-
ждения:

(1) если A X-перестановочна с B, то B X-перестановочна с A;
(2) если A X-перестановочна с B, то AN/N XN/N -перестановочна

с BN/N ;
(3) если A X-перестановочна с B и X — нормальная подгруппа груп-

пы G, то AX/X перестановочна с BX/X;
(4) если A X-перестановочна с B и X ≤ Y ≤ G, то A Y -перестано-

вочна с B.
(5) Если A X-перестановочна с B и X ≤ A либо X ≤ B, то A пере-

становочна с B.
Также нам понадобятся следующие свойства коммутантов. Напомним
Определение 2.3.2. Подгруппа, порожденная всеми коммутаторами

элементов группы G, называется коммутантом группы G и обозначается G′.
Лемма 2.3.6. (1) Если H ≤ G, то H ′ ≤ G′, [31, лемма 4.2].
(2) Пусть N CG. Тогда (G/N)′ = G′N/N , [31, лемма 4.6].
(3) Если G = HN и N CG, то G′N = H ′N , [31, лемма 5.8].
Лемма 2.3.7. Если подгруппа U группы G перестановочна с комму-

тантом каждой B<p,q>-подгруппы группы G, то подгруппа Ux, x ∈ G, так-
же перестановочна с коммутантом каждой B<p,q>-подгруппы группы G.

Доказательство. Пусть B — B<p,q>-подгруппа группы G. Тогда Bx —
тоже B<p,q>-подгруппа группы G и (Bx)′ = (B′)x для любого x ∈ G. По
условию

U(B′)x
−1

= (B′)x
−1
U.
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Тогда
(U(B′)x

−1
)x = UxB′ = ((B′)x

−1
U)x = B′Ux.

Лемма доказана.
Лемма 2.3.8. Предположим, что в группе G силовская r-подгруппа

перестановочна с коммутантом каждой B<p,q>-подгруппы.
(1) Если U ≤ G, то силовская r-подгруппа из U перестановочна с

коммутантом каждой B<p,q>-подгруппы из U .
(2) Если N — нормальная в G подгруппа, то силовская r-подгруппа из

фактор-группы G/N перестановочна с коммутантом каждой B<p,q>-под-
группы из G/N .

(3) Если U ≤ G и N — нормальная в U подгруппа, то в U/N силовская
r-подгруппа перестановочна с коммутантом каждой B<p,q>-подгруппы из
U/N .

Доказательство. (1) ПустьR1 — силовская r-подгруппа в U . Тогда суще-
ствует такая силовская r-подгруппаR вG, чтоR1 ≤ R. Пусть S ′ — коммутант
B<p,q>-подгруппы S из U . По условию RS ′ = S ′R. По тождеству Дедекинда

U ∩RS ′ = (U ∩R)S ′ = R1S
′ = S ′R ∩ U = S ′(R ∩ U) = S ′R1.

(2) Пусть R — силовская r-подгруппа группы G. Тогда RN/N — си-
ловская r-подгруппа в G/N . Пусть B/N — B<p,q>-подгруппа из G/N . По
лемме 2.3.2 B = B1N , где B1 — B<p,q>-подгруппа. По условию B′1R = RB′1,
а т. к. нормальная подгруппа перестановочна с любой подгруппой, то

RB′1N = B′1NR.

По лемме 2.3.6 (3) B′1N = B′N. Значит

R(B′N) = R(B′1N) = (B′1N)R = (B′N)R. (2.1)

По лемме 2.3.6 (2)
(B/N)′ = B′N/N. (2.2)

Из соотношений (2.1) и (2.2) получаем, что

(RN/N)(B/N)′ = (RN/N)(B′N/N) = (B′N/N)(RN/N) = (B/N)′(RN/N).

Утверждение (3) следует из утверждений (1) и (2). Лемма доказана.
Замечание 2.3.1. Если в условии леммы 2.3.8 вместо B<p,q>-подгруп-

пы рассмотреть S<p,q>-подгруппу, то аналог утверждения (1) будет выпол-
няться, а утверждения (2) и (3) нарушатся.

Теорема 2.3.1 [7–A]. Если некоторая силовская r-подгруппа группы G
Sr(G)-перестановочна со всеми коммутантами 2-нильпотентных B-под-
групп четного порядка, не содержащимися в Sr(G), то группа G r-разре-
шима.
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Доказательство. Воспользуемся индукцией по порядку группы. Предпо-
ложим, что X = Sr(G) 6= 1. Если фактор-группа G/X не содержит 2-ниль-
потентных B-подгрупп четного порядка, то она 2-замкнута по лемме 2.3.4,
а значит, разрешима. В этом случае группа G r-разрешима, и утверждение
верно. Следовательно, в фактор-группе G/X содержится 2-нильпотентная
B-подгруппа четного порядка B/X. Пусть R — силовская r-подгруппа груп-
пы G, тогда RX/X — силовская r-подгруппа в G/X. По лемме 2.3.2 ми-
нимальное добавление L к X в B является 2-нильпотентной B-подгруппой
четного порядка. Если L содержится в X, то B = XL тоже содержится в X
и B/X = 1, противоречие. Следовательно, L не содержится в X. По условию
R X-перестановочна с L′. По лемме 2.3.5 (3) RX/X перестановочна с L′X/X.
Используя лемму 2.3.6, получаем

(RX/X)(B/X)′ = (RX/X)(B′X/X) = (RX/X)(L′X/X) =

= (L′X/X)(RX/X) = (B′X/X)(RX/X) = (B/X)′(RX/X).

Следовательно, RX/X перестановочна с коммутантом (B/X)′ = L′X/X
2-нильпотентной B-подгруппы четного порядка B/X и условия теоремы на-
следуются фактор-группой G/X. По индукции фактор-группа G/X r-разре-
шима, а значит, r-разрешима и группа G.

Теперь считаем, что Sr(G) = 1, и надо доказать следующее утвержение:
если силовская r-подгруппа группы G перестановочна со всеми коммутанта-
ми 2-нильпотентных B-подгрупп четного порядка, то группа G r-разрешима.
Докажем это утверждение индукцией по порядку группы G. Пусть U — соб-
ственная подгруппа группы G. По лемме 2.3.8 (1) в подгруппе U силовская
r-подгруппа перестановочна с коммутантом каждой 2-нильпотентной B-под-
группы четного порядка. Значит условия утверждения выполняются для соб-
ственной подгруппы U из группы G. Следовательно, по индукции подгруппа
U r-разрешима.

Пусть R — силовская r-подгруппа и D — 2-нильпотентная B-подгруппа
четного порядка группы G. По лемме 2.3.7 RxD′ = D′Rx для любого x ∈ G.
Тогда по лемме 2.1.1 получаем, что либо RG 6= G, либо (D′)G 6= G. Значит,
группа G непростая. Теперь рассмотрим фактор-группу G/N , N 6= 1. То-
гда RN/N — силовская r-подгруппа в G/N . Пусть B/N — 2-нильпотентная
B-подгруппа четного порядка из G/N . Используя лемму 2.3.8 (2), получим

(RN/N)(B/N)′ = (B/N)′(RN/N).

По индукции G/N r-разрешима, следовательно, G r-разрешима. Теоре-
ма доказана.

Теорема 2.3.2 [7–A]. Если некоторая силовская r-подгруппа группы G
Sr(G)-перестановочна со всеми коммутантами 2-замкнутых B-подгрупп
четного порядка, не содержащимися в Sr(G), то группа G r-разрешима.
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Доказательство. Применим индукцию к порядку группы G. Предпо-
ложим, что X = Sr(G) 6= 1. Если в фактор-группе G/X нет 2-замкнутых
B-подгрупп четного порядка, то она 2-нильпотентна по лемме 2.3.3, а зна-
чит, разрешима. В этом случае группа G r-разрешима, и утверждение верно.
Следовательно, в фактор-группе G/X содержится 2-замкнутая B-подгруппа
четного порядка B/X. Теперь, повторяя соответствующий раздел доказа-
тельства теоремы 2.3.1, заменив в нем только 2-нильпотентность B-подгруп-
пы на 2-замкнутость, получаем, что группа G r-разрешима.

Теперь считаем, что Sr(G) = 1. Получаем следующее утверждение, ко-
торое надо доказать: если силовская r-подгруппа группы G перестановочна
со всеми коммутантами 2-замкнутых B-подгрупп четного порядка, то груп-
па G r-разрешима. Докажем это утверждение индукцией по порядку группы
G. Пусть U — собственная подгруппа группы G. Тогда по лемме 2.3.8 (1)
силовская r-подгруппа из U перестановочна с коммутантами 2-замкнутых
B-подгрупп четного порядка из U . По индукции подгруппа U r-разрешима.

Пусть R — силовская r-подгруппа и D — 2-замкнутая B-подгруппа чет-
ного порядка группы G. По лемме 2.3.7 RxD′ = D′Rx для любого x ∈ G.
Тогда по лемме 2.1.1 получаем, что либо RG 6= G, либо (D′)G 6= G. Зна-
чит группа G непростая. Рассмотрим фактор-группу G/N , 1 6= N C G. По
лемме 2.3.8 (2) силовская RN/N r-подгруппа перестановочна с коммутантом
2-замкнутой B-подгруппы четного порядка из G/N . Тогда по индукции под-
группа G/N r-разрешима. Следовательно, группа G r-разрешима. Теорема
доказана.

Теорема 2.3.3 [7–A]. Если в группе G коммутант каждой не содер-
жащейся в S(G) 2-замкнутой B-подгруппы четного порядка S(G)-переста-
новочен с коммутантом каждой не содержащейся в S(G) 2-нильпотент-
ной B-подгруппы четного порядка, то группа G разрешима.

Доказательство. Применим индукцию к порядку группы G. Пусть N —
нормальная в G подгруппа, U/N и V/N — 2-замкнутая и 2-нильпотентная
B-подгруппы четного порядка из G/N , не содержащиеся в S(G/N). По лем-
ме 2.3.2 U = U1N и V = V1N , где U1 и V1 — 2-замкнутая и 2-нильпо-
тентная B-подгруппы четного порядка соответственно. Если U1 ≤ S(G), то
U/N = U1N/N ≤ S(G/N), противоречие. Поэтому U1 6≤ S(G), аналогич-
но, V1 6≤ S(G). По условию U ′1V

′
1 = V ′1U

′
1. Так как нормальная подгруппа

перестановочна с любой подгруппой, то

(U ′1N)(V ′1N) = (V ′1N)(U ′1N).

По лемме 2.3.6 U ′1N = U ′N и V ′1N = V ′N , поэтому

(U ′N)(V ′N) = (V ′N)(U ′N).
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Также по лемме 2.3.6

(U/N)′(V/N)′ = (V/N)′(U/N)′.

Таким образом, условия теоремы выполняются для фактор-группы G/N .
Если N 6= 1, то по индукции G/N разрешима. Поэтому надо считать, что
S(G) = 1.

Докажем, что группа G непростая. Пусть H = H2hH2′ — 2-замкнутая
B-подгруппа четного порядка и D = D2′ h D2 — 2-нильпотентная B-под-
группа четного порядка группы G. По условию H2D2′ = D2′H2 и подгруппа
H2D2′ разрешима как бипримарная группа. По лемме 2.3.7 H2D

x
2′ = Dx

2′H2

для любого x ∈ G, в частности, G 6= H2D2′. По лемме 2.1.1 получаем, что
либо HG

2 6= G, либо DG
2′ 6= G. Значит, группа G непростая.

Рассмотрим собственную подгруппу Y группы G. Пусть T и S — 2-зам-
кнутая и 2-нильпотентная B-подгруппы четного порядка из Y . По условию
S ′T ′ = T ′S ′. Следовательно, для собственной подгруппы Y условия теоремы
выполняются и по индукции Y разрешима.

Так как группа G непростая, то в ней существует отличная от единицы
собственная нормальная подгруппа N . Подгруппа N и фактор-группа G/N
разрешимы. Следовательно, группа G разрешима. Теорема доказана.

Замечание 2.3.2. Согласно теореме В.П. Буриченко [7] для любой
группы X существует группа G и ее абелева нормальная подгруппа N та-
кая, что G/N ' X и все подгруппы простых порядков и порядка 4 из G
содержатся в подгруппе N . Так как в коммутанте каждой подгруппы Шмид-
та все неединичные элементы имеют простые порядки или порядок 4, то в
группе G из теоремы В.П. Буриченко коммутанты всех подгрупп Шмидта
содержатся в подгруппе N . В частности, в G коммутанты 2-нильпотентных
и 2-замкнутых подгрупп Шмидта четного порядка перестановочны. Поэтому
в теоремах 2.3.1 – 2.3.3 заменить B-подгруппу на подгруппу Шмидта нельзя.
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2.4 Краткие выводы

В данной главе изучены группы с условием перестановочности силов-
ской подгруппы с некоторыми подгруппами Шмидта.

В разделе 2.1 перечислены неабелевы композиционные факторы груп-
пы, в которой силовская r-подгруппа OS-полунормальна и r ≤ 5. При r ≥ 7
доказана r-разрешимость такой группы, теорема 2.1.2 [3–A]. Также установ-
лена r-разрешимость групп, в которых силовская r-подгруппа, r > 2 и r не
является простым числом Ферма, перестановочна с 2-нильпотентными или
2-замкнутыми подгруппами Шмидта, теоремы 2.1.3 и 2.1.4 [2–A] соответ-
ственно. Результаты раздела 2.1 обобщают результаты работ Я. Г. Берковича
и Э.М. Пальчика [2], В.Н. Княгиной и В.С. Монахова [20].

В разделе 2.2 указаны неабелевы композиционные факторы группы, в
которой силовская r-подгруппа перестановочна со всеми подгруппамиШмид-
та нечетного порядка, теорема 2.2.1 [6–A]. Результаты раздела 2.2 разви-
вают исследования, проведенные Я. Г. Берковичем и Э.М. Пальчиком [2],
В.Н. Княгиной и В.С. Монаховым [20].

В разделе 2.3 установлена разрешимость группы, в которой коммутан-
ты 2-замкнутых и 2-нильпотентных B-подгрупп четного порядка переста-
новочны, теорема 2.3.3 [7–A], и частичная разрешимость групп с условием
перестановочности некоторой силовской подгруппы с коммутантами 2-ниль-
потентных или 2-замкнутых B-подгрупп четного порядка, теоремы 2.3.1 и
2.3.2 [7–A] соответственно.
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ГЛАВА 3

О РАЗРЕШИМОСТИ ГРУПП С S-ПОЛУНОРМАЛЬНЫМИ
ИЛИ ПОЛУСУБНОРМАЛЬНЫМИ ПОДГРУППАМИ

ШМИДТА

В разделе 3.1 устанавливается разрешимость группы с S-полунормаль-
ными сверхразрешимыми подгруппами Шмидта четного порядка; перечисля-
ются неабелевы композиционные факторы группы, в которой несверхразре-
шимые подгруппы Шмидта четного порядка S-полунормальны; доказывают-
ся признаки частичной разрешимости групп, некоторые подгруппы Шмидта
которых S-полунормальны.

В разделе 3.2 устанавливается разрешимость групп, в которых подгруп-
пы Шмидта из некоторой максимальной подгруппы полусубнормальны.

В разделе 3.3 исследуются группы с ограничениями на две максималь-
ные подгруппы.

В разделе 3.4 приводятся краткие выводы по главе.

3.1 О разрешимости групп с S-полунормальными подгруппами
Шмидта

О. Кегель [76] предложил понятие S-квазинормальной подгруппы, т. е.
подгруппы, которая перестановочна со всеми силовскими подгруппами груп-
пы. По аналогии с понятиями S-квазинормальной и полунормальной под-
групп введем следующее определение.

Определение 3.1.1. Подгруппа A называется S-полунормальной (или
SS-перестановочной) в группе G, если существует подгруппа B такая, что
G = AB и A перестановочна с каждой силовской подгруппой из B. В этом
случае подгруппу B будем называть S-добавлением к A в G.

Пример 3.1.1. В любой группе каждая подгруппа, индекс которой есть
степень некоторого простого числа p, будет S-полунормальной, а силовская
p-подгруппа группы G будет ее S-добавлением.

Полунормальная и S-квазинормальная подгруппы будут также S-по-
лунормальными.

Пример 3.1.2. В симметрической группе S4 степени 4 подгруппа S3

S-полунормальна, но не полунормальна и не S-квазинормальна.
Приведем некоторые свойства S-полунормальных подгрупп.
Лемма 3.1.1. Пусть A — S-полунормальная подгруппа группы G и

B — ее S-добавление.
(1) Если A ≤ H ≤ G, то A — S-полунормальная подгруппа группы H

и B ∩H — S-добавление к A в H.
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(2) Если N — нормальная подгруппа группы G, то AN/N — S-полу-
нормальная в G/N подгруппа и BN/N — S-добавление к AN/N в G/N .

(3) Подгруппа A перестановочна с P g для всех g ∈ G и всех силов-
ских подгрупп P из B. В частности, подгруппа Bg будет S-добавлением к
подгруппе A для каждого g ∈ G.

Доказательство. (1) По тождеству Дедекинда H = A(H ∩ B). Пусть
P — силовская подгруппа из H ∩ B и P1 — силовская подгруппа в B такая,
что P ≤ P1. Тогда

P = P1 ∩H, AP1 = P1A,

AP = A(P1 ∩H) = AP1 ∩H = P1A ∩H = (P1 ∩H)A = PA.

Поэтому A — S-полунормальная подгруппа в H и B ∩H — S-добавление к
A в H.

(2) Так как G = AB, то

G/N = (AN/N)(BN/N).

Пусть K/N — силовская p-подгруппа в BN/N . Тогда существует силовская
подгруппа P в BN такая, что PN/N = K/N . По [71, лемма VI.4.6] существу-
ют силовские p-подгруппы P1 в B и P2 в N такие, что P = P1P2. Ясно, что
PN = P1N . По условию подгруппа A перестановочна с P1, поэтому A(PN) =
= (PN)A и

(AN/N)(PN/N) = (AN/N)(K/N) = (PN/N)(AN/N) = (K/N)(AN/N).

(3) Пусть g = ba, a ∈ A, b ∈ B. Тогда P b ≤ B и

AP g = AP ba = (AP b)a = (P bA)a = P baA = P gA.

В силу G = ABg подгруппа Bg будет S-добавлением к A в G. Лемма доказа-
на.

Лемма 3.1.2. Если A — S-полунормальная подгруппа группы G, а B —
ее S-добавление, то для любого элемента g ∈ G подгруппа Ag — S-полунор-
мальна в G и подгруппа B является S-добавлением к подгруппе Ag.

Доказательство. По определению S-полунормальной подгруппы и S-до-
бавления группа G = AB и AP — подгруппа группы G для любой силовской
подгруппы P из B. По лемме 3.1.1 (3) подгруппа A перестановочна с P g−1 для
любого g ∈ G, т. е.

AP g−1 = P g−1A, AgP = PAg.

Из равенства G = AgB вытекает, что Ag — S-полунормальная подгруппа в
группе G и B — S-добавление к Ag в группе G. Лемма доказана.
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Лемма 3.1.3. Если A — S-полунормальная подгруппа группы G, а X —
непустое множество элементов из G, то подгруппа AX = 〈Ax | x ∈ X〉
S-полунормальна в G и B — S-добавление к AX в G.

Доказательство. ПустьB — S-добавление к подгруппе A. По лемме 3.1.2
подгруппа Ax, x ∈ X, S-полунормальна в G, а подгруппа B является S-до-
бавлением к Ax. По определению 3.1.1 каждая силовская подгруппа P из B
перестановочна с Ax. Согласно [17, лемма 4] подгруппа P перестановочна с
AX . Из G = AB и A ≤ AX вытекает, что G = AXB. Теперь AX — S-полу-
нормальная в G подгруппа и B — S-добавление к AX в G. Лемма доказана.

Лемма 3.1.4. Пусть в группе G все S<p,q>-подгруппы S-полунормаль-
ны. Тогда:

(1) если H — подгруппа группы G, то все S<p,q>-подгруппы из H S-по-
лунормальны в H;

(2) если N — нормальная подгруппа группы G, то в фактор-группе
G/N все S<p,q>-подгруппы S-полунормальны;

(3) если N ≤ H ≤ G, N нормальна в H, то в H/N все S<p,q>-подгруп-
пы S-полунормальны.

Доказательство. (1) Утверждение следует из леммы 3.1.1 (1).
(2) Пусть K/N — S<p,q>-подгруппа группы G/N , а L — минимальная

подгруппа изK такая, чтоK = LN . По лемме 1.1.5 (3) подгруппа L содержит
S<p,q>-подгруппу A такую, что L = AL. По условию подгруппа A — S-полу-
нормальна в G, а по лемме 3.1.3 подгруппа L S-полунормальна в G. Теперь
по лемме 3.1.1 (2) подгруппа LN/N = K/N S-полунормальна в G/N .

(3) Утверждение следует из утверждений (1) и (2). Лемма доказана.
Лемма 3.1.5. Пусть A — нетривиальная S-полунормальная подгруп-

па простой группы G. Тогда существует p-подгруппа P , p ∈ π(G), такая,
что G = AP .

Доказательство. Пусть B — S-добавление к A в G, а P — силовская
p-подгруппа из B такая, что P не содержится в A. Подгруппа P существует,
иначе G = AB = A, противоречие с тем, что A 6= G. Предположим, что G 6=
AP . Тогда G 6= AP g для всех g ∈ G. Так как G — простая группа, то PG =
G. По лемме 3.1.1 (3) подгруппа A перестановочна с P g для каждого g ∈ G,
поэтому AG 6= G по лемме 2.1.1. Но это противоречит простоте группы G.
Поэтому допущение G 6= AP неверно и G = AP . Лемма доказана.

Лемма 3.1.6. Если в простой группе G существует S-полунормаль-
ная подгруппа Шмидта A, то справедливо одно из следующих утвержде-
ний:

(1) G ' A5, A ' A4 h Z3, B ' Z5;
(2) G ' PSL(2, 7), A ' Z7 h Z3, B ' D8;
(3) G ' SL(2, 8), A ' E8 h Z7, B ' Z9.
Здесь B — S-добавление к A в группе G.
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Доказательство. В [37, теорема 3] перечислены неразрешимые группы
G = AB, где A — группа Шмидта, а B — нильпотентная группа. При та-
кой факторизации G/S(G) изоморфна одной из следующих групп: PSL(2, 7),
PGL(2, 7), SL(2, 2n) и (2n − 1) — простое число, PΓL(2, 2n) для некоторого
простого n. Так как в нашем случае группа G простая и |π(G)| = 3 по лем-
ме 3.1.5, то для группы SL(2, 2n) возможны только ситуации, когда n ∈ {2, 3}.
Таким образом,

G ∈ {PSL(2, 7), PSL(2, 5) = SL(2, 4) = A5, SL(2, 8)}.

Факторизации этих групп известны, искомые факторизации указаны в пунк-
тах (1) – (3) доказываемого предложения. Лемма доказана.

Теорема 3.1.1 [4–A]. Если в группе G все сверхразрешимые подгруппы
Шмидта четного порядка S-полунормальны в G, то G разрешима.

Доказательство. Предположим, что группа G неразрешима и пусть
H/K — неабелевый композиционный фактор группы G. Тогда H/K — про-
стая группа четного порядка, она не 2-замкнута. По теореме 1.1.7 в H/K
существует S<p,2>-подгруппа A/K для некоторого p ∈ π(G). По лемме 1.2.3
каждая S<p,2>-подгруппа из G сверхразрешима и по условию S-полунормаль-
на. По лемме 3.1.4 (3) подгруппа A/K S-полунормальна в H/K и применима
лемма 3.1.6. Но там исключается возможность, при которой A/K является
S<p,2>-подгруппой. Поэтому предположение, что G — неразрешимая группа
неверно и G разрешима. Теорема доказана.

Так как полунормальные подгруппы S-полунормальны, то справедливо
Следствие 3.1.1. Если в группе G все сверхразрешимые подгруппы

Шмидта четного порядка полунормальны в G, то G разрешима.
Следствие 3.1.1 ранее было получено в кандидатской диссертации

В.Н. Княгиной [25].
Теорема 3.1.2 [4–A]. Если в группе G все несверхразрешимые подгруп-

пы Шмидта четного порядка S-полунормальны, то неабелевы композици-
онные факторы группы G изоморфны SL(2, 4) или SL(2, 8). В частности,
группа G {2, 3, 5, 7}′-разрешима.

Доказательство. Предположим, что группа G неразрешима и пусть
H/K — неабелевый композиционный фактор группы G. Тогда H/K —
простая группа четного порядка, поэтому не 2-нильпотентна. Согласно
следствию 1.1.2 в H/K существует S<2,q>-подгруппа A/K для некоторо-
го q ∈ π(G). По лемме 1.2.3 каждая S<2,q>-подгруппа несверхразрешима. По
лемме 3.1.4 (3) и условию подгруппа A/K S-полунормальна в H/K и приме-
нима лемма 3.1.6.

Если H/K ' SL(2, 4), то

A/K ' A4 = E4 h Z3.



62

В SL(2, 4) подгруппыШмидта исчерпываются с точностью до сопряженности
следующими подгруппами:

A4, Z5 h Z2 и Z3 h Z2.

Подгруппы Z5hZ2 и Z3hZ2 сверхразрешимы, подгруппа A4 несверхразреши-
ма и полунормальна. Поэтому группа SL(2, 4) может быть композиционным
фактором группы G.

Если H/K ' SL(2, 8), то

A/K ' E8 h Z7.

В SL(2, 8) подгруппыШмидта исчерпываются с точностью до сопряженности
следующими подгруппами:

E8 h Z7, Z7 h Z2 и Z3 h Z2.

Из них несверхразрешимой является только подгруппа E8 h Z7 и она S-по-
лунормальна в H/K. Поэтому группа SL(2, 8) может быть композиционным
фактором группы G.

Изоморфизм H/K с группой PSL(2, 7) исключается, в PSL(2, 7)
есть несверхразрешимая подгруппа Шмидта A4, она не S-полунормальна в
PSL(2, 7).

Таким образом, неабелевы композиционные факторы группы G исчер-
пываются группами SL(2, 4) и SL(2, 8), которые имеют порядки 22 · 3 · 5 и
23 ·32 ·7 соответственно. Следовательно, неабелевы композиционные факторы
группы G будут {2, 3, 5, 7}-группами и G — {2, 3, 5, 7}′-разрешима. Теорема
доказана.

Следствие 3.1.2. Если в группе G все несверхразрешимые подгруп-
пы Шмидта четного порядка полунормальны, то неабелевы композици-
онные факторы группы G изоморфны SL(2, 4). В частности, группа G
{2, 3, 5}′-разрешима.

Доказательство. Поскольку каждая полунормальная подгруппа S-по-
лунормальна, то применима теорема 3.1.2. В группе SL(2, 8) подгруппа
Шмидта E8hZ7 S-полунормальна, ее индекс равен 9 и она не полунормальна.
Поэтому в SL(2, 8) нет полунормальных подгрупп Шмидта четного порядка
и эта группа исключается. Следовательно, неабелевы композиционные фак-
торы группы G изоморфны SL(2, 4). Следствие доказано.

Теорема 3.1.3 [4–A]. Если в группе G все {2, 3}-подгруппы Шмидта
S-полунормальны, то G будет 3-разрешимой.

Доказательство. Воспользуемся индукцией по порядку группыG. Пусть
N — нормальная подгруппа группы G. По лемме 3.1.4 (1), (2) в подгруппе N и
в фактор-группе G/N все {2, 3}-подгруппы Шмидта S-полунормальны. Если
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1 6= N 6= G, то по индукции подгруппа N и фактор-группа G/N 3-разреши-
мы. Отсюда, группа G 3-разрешима. Поэтому будем считать, что группа G
простая.

Предположим, что группа G содержит {2, 3}-подгруппу Шмидта A. Из
леммы 3.1.6 следует, что A ' A4 и G ' SL(2, 4). Но в группе SL(2, 4) имеется
подгруппа Шмидта Z3 h Z2, которая не S-полунормальна. Противоречие.

Таким образом, в группе G нет {2, 3}-подгрупп Шмидта. Проверим,
что в этом случае группа G является S4-свободной. Допустим противное, т. е.
предположим, что существуют подгруппы U и V такие, что U нормальна в V
и V/U ' S4. Группа S4 содержит подгруппу S3, которая является S<3,2>-под-
группой. По лемме 1.1.5 подгруппа V содержит S<3,2>-подгруппу, противоре-
чие. Следовательно, группа G является S4-свободной. По [13, теорема 4.174]
либо силовская 2-подгруппа в G абелева, либо G ∈ {Sz(2n), U(3, 2n)},
n нечетно. Простые группы с абелевой силовской 2-подгруппой известны,
см. [13, теорема 4.126], каждая из них содержит неабелеву подгруппу поряд-
ка 6, которая является S<3,2>-подгруппой. В группе U(3, 2n), где n нечетно,
также содержится S<3,2>-подгруппа, [13, теорема 4.168]. Поэтому эти груп-
пы исключаются. Группа Судзуки Sz(2n) имеет порядок, не делящийся на 3,
следовательно, она 3-разрешима. Теорема доказана.

Теорема 3.1.3 обобщает теорему 2 из работы В.Н. Княгиной и В.С. Мо-
нахова [17], см. следствие 1.3.10.

Следствие 3.1.3. Если в группе G все {2, 3}-подгруппы Шмидта и
все 5-замкнутые {2, 5}-подгруппы Шмидта S-полунормальны, то G разре-
шима.

Доказательство. Воспользуемся индукцией по порядку группы. Как и
в доказательстве теоремы 3.1.3 получаем, что G — простая группа. По теоре-
ме 3.1.3 группа G 3-разрешима, поэтому G — простая 3′-группа. По теореме
Томпсона G ' Sz(2n). Согласно [73, теоремы XI.3.6, XI.3.10] в группе G
содержится S<5,2>-подгруппа A. Поскольку A — S-полунормальная в G под-
группа, то применима лемма 3.1.6. Теперь порядок группы G делится на 3,
противоречие. Следствие доказано.

Аналоги теорем 3.1.1 – 3.1.3 для групп с S-полунормальными подгруп-
пами Шмидта нечетного порядка неверны. Группы из класса Ω — простых
групп, в которых нет подгрупп Шмидта нечетного порядка, могут быть ком-
позиционными факторами групп с S-полунормальными подгруппами Шмид-
та нечетного порядка.

Кроме того, из леммы 1.2.3 следует, что группа Шмидта четного по-
рядка либо сверхразрешима (когда она 2-нильпотентна), либо несверхразре-
шима (когда она 2-замкнута). Для групп Шмидта нечетного порядка аль-
тернативность не выполняется, например, любая {3, 5}-группа Шмидта (как
3-замкнутая, так и 3-нильпотентная) несверхразрешима.
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Поэтому при нечетном p будем pd-подгруппы Шмидта разделять на
p-замкнутые и p-нильпотентные.

Теорема 3.1.4 [4–A]. Пусть p — нечетное простое число и в груп-
пе G все p-замкнутые pd-подгруппы Шмидта S-полунормальны. Если G не
p-разрешима, то p = 7 и не p-разрешимый композиционный фактор группы
G изоморфен PSL(2, 7).

Доказательство. Предположим, что группа G не p-разрешима и пусть
H/K — не p-разрешимый композиционный фактор группы G. Тогда H/K —
простая pd-группа, поэтому не p-нильпотентна. Согласно следствию 1.1.2
в H/K существует S<p,q>-подгруппа A/K для некоторого q ∈ π(G). По
условию все S<p,q>-подгруппы группы G S-полунормальны в G, а по лем-
ме 3.1.4 (3) подгруппа A/K S-полунормальна в H/K. Теперь применима лем-
ма 3.1.6. Поскольку p > 2, то H/K ' PSL(2, 7) и p = 7. Теорема доказана.

Следствие 3.1.4. Если p — нечетное простое число и в группе G все
p-замкнутые pd-подгруппы Шмидта полунормальны, то G p-разрешима.

Доказательство. Предположим, что группа G не p-разрешима и пусть
H/K — не p-разрешимый композиционный фактор группы G. По теоре-
ме 3.1.4 H/K ' PSL(2, 7) и p = 7. В группе PSL(2, 7) 7-замкнутая 7d-под-
группа Шмидта A = Z7hZ3 имеет индекс 8, подгруппа A S-полунормальна,
но не полунормальна. Поэтому группа PSL(2, 7) исключается. Значит, допу-
щение неверно и G p-разрешима. Следствие доказано.

Следствие 3.1.4 дополняет исследование, проведенное в работе
В.Н. Княгиной и В.С. Монахова [17].

Пример 3.1.3. Как отмечалось в примере 1.1.3 в SL(2, 2n) нет 3-ниль-
потентных 3d-подгрупп Шмидта при любом нечетном n, а в PSL(2, p) нет
p-нильпотентных pd-подгрупп Шмидта при любом p ≥ 5. Значит, перечис-
ленные группы (и не только они) могут быть композиционными факторами
группы с S-полунормальными p-нильпотентными pd-подгруппами Шмидта.

Таким образом, описание композиционных факторов неразрешимых
групп с несверхразрешимыми (сверхразрешимыми) S-полунормальными под-
группамиШмидта нечетного порядка зависит от решения следующей задачи.

Проблема 3.1.1. Перечислить простые группы со сверхразрешимыми
подгруппами нечетного порядка.
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3.2 О разрешимости групп с полусубнормальными подгруппами
Шмидта

В разделе 3.2 разработанная ранее методика исследования групп с обоб-
щенно полунормальными подгруппами применяется для обобщения резуль-
татов Д. Томпсона, В.А. Белоногова и В.С. Монахова.

Группа G с нильпотентной максимальной подгруппой M , как извест-
но, является разрешимой, если коммутант силовской 2-подгруппы P из M
содержится в центре подгруппы P [71, IV.7.4]. В частности, группа с ниль-
потентной максимальной подгруппой нечетного порядка разрешима [86]. Эти
теоремы нашли отклик во многих работах, см., например, [1, 33,34,59,85].

Если максимальная подгруппа M группы G ненильпотентна, то в M
существует подгруппа Шмидта. От свойств подгрупп Шмидта из M зависит
строение группы G, в частности, является ли она разрешимой.

Мы обобщаем некоторые результаты [1, 34], [71, IV.7.4]. Для этого вве-
дем следующее

Определение 3.2.1. Если подгруппа A либо субнормальна в G, либо
полунормальна в G, то A называется полусубнормальной в группе G.

В дальнейшем нам понадобятся следующие результаты.
Теорема 3.2.1 [71, IV.7.4]. Пусть H — максимальная подгруппа груп-

пы G и P силовская 2-подгруппа из H. Если H нильпотентна и P ′ ≤ Z(P ),
то группа G разрешима.

Теорема 3.2.2 [1]. Пусть P — силовская 2-подгруппа группы G. Ес-
ли P ′ ≤ Z(P ) и подгруппа P является прямым множителем некоторой
максимальной подгруппы группы G, то группа G разрешима.

Теорема 3.2.3 [34, теорема 1]. Пусть в группе G максимальная под-
группа M имеет нечетный индекс и 2-разложима. Если NG(L) ≤ M для
каждой 2-подгруппы L из M , ненормальной в G, то группа G разрешима.

Напомним, что подгруппа U называется субнормальной подгруппой
группы G, если существуют подгруппы U0, U1, . . . , Us такие, что

U = U0 C U1 C · · ·C Us−1 C Us = G.

Лемма 3.2.1. Пусть U — субнормальная подгруппа группы G. Тогда:
(1) если V ≤ G, то V ∩ U субнормальна в V , [31, лемма 2.41];
(2) если NCG, то подгруппа UN/N субнормальна в G, [31, лемма 2.41];
(3) если {Ui | i ∈ I} — некоторое множество субнормальных подгрупп

группы G, то подгруппа U = 〈Ui | i ∈ I〉 субнормальна в G, [31, теорема 2.43].
Лемма 3.2.2. Если S — субнормальная S<p,q>-подгруппа группы G,

то подгруппа SG является p-замкнутой {p, q}-подгруппой.
Доказательство. Пусть π = {p, q}. По [52, следствие 7.7.2(1)] S ≤ Oπ(G).

Поэтому SG является {p, q}-подгруппой. Так как S — q-нильпотентная под-
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группа, то по [52, следствие 7.7.2(3)] S ≤ Fq(G). Следовательно, SG ≤ Fq(G).
Теперь SG ≤ Oπ(G) ∩ Fq(G). Поэтому SG является p-замкнутой {p, q}-под-
группой. Лемма доказана.

Здесь Fq(G) — наибольшая нормальная в G q-нильпотентная подгруп-
па.

Лемма 3.2.3. Если в группе G каждая 2-нильпотентная подгруппа
Шмидта четного порядка полусубнормальна, то G разрешима.

Доказательство. Если в группе G нет 2-нильпотентных подгрупп
Шмидта четного порядка, то G 2-замкнута по теореме 1.1.7, а значит и раз-
решима. Пусть A — 2-нильпотентная подгруппа Шмидта. Если A полунор-
мальна в G, то AG разрешима по теореме 1.3.9. Если A субнормальна в G, то
AG разрешима по лемме 3.2.2.

Пусть B = 〈AG | A — 2-нильпотентная подгруппа Шмидта〉. Тогда B
разрешима и нормальна в G. Если в фактор-группе G/B нет 2-нильпотент-
ных подгрупп Шмидта четного порядка, то G/B 2-замкнута по теореме 1.1.7
и группа G разрешима.

Пусть K/B — S<r,2>-подгруппа в G/B для некоторого простого r и
L — минимальное добавление к подгруппе B в K. По лемме 1.1.5 подгруппа
L содержит S<r,2>-подгруппу A такую, что AL = L.

Так как K = LB = ALB ≤ AGB ≤ B, то получили противоречие.
Лемма доказана.

Теорема 3.2.4 [5–A]. Пусть M — максимальная подгруппа группы G
и P — силовская 2-подгруппа из M . Предположим, что P ′ ≤ Z(P ) и M
A4-свободна. Если каждая подгруппа Шмидта из M полусубнормальна в G,
то группа G разрешима.

Доказательство. Если в M нет подгрупп Шмидта, то M нильпотент-
на и G разрешима по теореме 3.2.1. Поэтому M ненильпотентна и в ней есть
подгруппы Шмидта. Пусть A — подгруппа Шмидта изM . Предположим, что
AG неразрешима. Тогда по лемме 3.2.2 подгруппа A не субнормальна в G. По
условию подгруппа A полунормальна в G. Тогда по теореме 1.3.9 подгруп-
па A является 2-замкнутой {2, 3}-подгруппой Шмидта. По свойствам групп
Шмидта A/Z(A) ' A4 [36, теорема 1.22] и подгруппаM не A4-свободна, про-
тиворечие. Поэтому предположение неверно и AG разрешима. Так как A —
произвольная подгруппа Шмидта из M , то подгруппа B = 〈AG | A — под-
группа Шмидта из M〉 нормальна в G и разрешима.

Предположим, что MB/B ненильпотентна. Так как

MB/B 'M/M ∩B,

то M/M ∩ B ненильпотентна. Пусть S/M ∩ B — подгруппа Шмидта из
M/M ∩B и L — минимальное добавление к подгруппе M ∩ B в S. По лем-
ме 1.1.5 подгруппа L содержит подгруппу Шмидта R h Q такую, что Q не
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содержится в M ∩B. Так как

RhQ ≤ L ≤ S ≤M,

то RhQ ≤ B по построению подгруппы B. Следовательно,

RhQ ≤M ∩B, Q ≤ B,

противоречие. Поэтому допущение неверно и MB/B нильпотентна.
Поскольку M — максимальная в G подгруппа, то либо MB/B =

= G/B, либо B ≤ M и M/B — максимальная подгруппа группы G/B. Ес-
ли MB/B = G/B, то G/B нильпотентна, а поскольку B разрешима, то G
разрешима.

Пусть B ≤ M и M/B — максимальная подгруппа группы G/B. Так
как PB/B — силовская 2-подгруппа в M/B и

(PB/B)′ = P ′B/B ≤ Z(P )B/B ≤ Z(PB/B),

то G/B разрешима по теореме 3.2.1. Поэтому G разрешима. Теорема доказа-
на.

Теорема 3.2.4 обобщает теоремы В.Е. Дескинса, З. Янко, Д. Томпсо-
на [71, IV.7.4] и В.А. Белоногова [1].

Следствие 3.2.1. Пусть M — максимальная подгруппа группы G и
порядок M нечетен. Если каждая подгруппа Шмидта из M полусубнор-
мальна в G, то G разрешима.

Пример 3.2.1. Условие «максимальная подгруппа A4-свободна» в тео-
реме 3.2.4 не является лишним. Примером служит группа G = PSL(2, 5). В
этой группе подгруппа Шмидта S, изоморфная группе A4, имеет индекс 5.
Поэтому она является максимальной и полунормальной. В подгруппе S си-
ловская 2-подгруппа P абелева, поэтому P ′ ≤ Z(P ).

Пример 3.2.2. Условие «P ′ ≤ Z(P )» не является лишним. Примером
служит группа G = PSL(2, 17). В этой группе силовская 2-подгруппа P ,
изоморфная диэдральной подгруппе порядка 16, является максимальной и
A4-свободной. Но P ′ ≤ Z(P ).

Теорема 3.2.5 [5–A]. Пусть M — максимальная подгруппа нечетного
индекса группы G и P — силовская 2-подгруппа из M . Предположим, что
подгруппа M A4-свободна и каждая подгруппа Шмидта четного порядка из
M полусубнормальна в G. Если P ′ ≤ Z(P ) или NG(V ) ≤ M для каждой
2-подгруппы V из M , ненормальной в G, то G разрешима.

Доказательство. Воспользуемся индукцией по порядку группы. Если
в M нет подгрупп Шмидта четного порядка, то M 2-разложима по след-
ствию 1.1.2 и теореме 1.1.7. Если P ′ ≤ Z(P ), то по теореме 3.2.2 группа G
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разрешима; если NG(V ) ≤M для каждой 2-подгруппы V из M , ненормаль-
ной в G, то G разрешима по теореме 3.2.3. Следовательно, в M существуют
подгруппы Шмидта четного порядка.

Пусть A — подгруппа Шмидта четного порядка из M . Предположим,
что AG неразрешима. Тогда по лемме 3.2.2 подгруппа A не субнормальна в G.
По условию подгруппа A полунормальна в G. Тогда по теореме 1.3.9 подгруп-
па A является 2-замкнутой {2, 3}-подгруппой Шмидта. По свойствам групп
Шмидта A/Z(A) ' A4 [36, теорема 1.22] и подгруппа M не A4-свободна,
противоречие. Поэтому предположение неверно и AG разрешима.

Предположим, что AG ≤ M для некоторой подгруппы Шмидта A чет-
ного порядка изM . Тогда фактор-группаG/AG содержит максимальную под-
группу M/AG, и индекс M/AG в группе G/AG нечетен. Ясно, что подгруппа
M/AG A4-свободна. Пусть T/AG — подгруппа Шмидта четного порядка из
M/AG и L — минимальное добавление к AG в T . По лемме 1.1.5 подгруп-
па L содержит подгруппу Шмидта R h Q четного порядка такую, что Q не
содержится в AG и L = (RhQ)L = QL. Так как

RhQ ≤ L ≤ T ≤M,

то R h Q полунормальна или субнормальна в G по условию теоремы. Если
подгруппа RhQ полунормальна в G, то по лемме 1.3.4 подгруппа L полунор-
мальна в G, и по лемме 1.3.2 (2) подгруппа LAG/AG = T/AG полунормальна
в G/AG. Если подгруппа R h Q субнормальна в G, то по лемме 3.2.1 (3) L
субнормальна в G, и по лемме 3.2.1 (2) подгруппа LAG/AG = T/AG субнор-
мальна в G/AG.

Так как P — силовская 2-подгруппа из M , то подгруппа PAG/AG яв-
ляется силовской 2-подгруппой в M/AG. Если P ′ ≤ Z(P ), то

(PAG/AG)′ = P ′AG/AG ≤ Z(P )AG/AG ≤ Z(PAG/AG).

ПустьNG(V ) ≤M для каждой 2-подгруппы V изM , ненормальной вG,
и U/AG — 2-подгруппа в M/AG, ненормальная в G/AG. Тогда U = U2A

G, где
U2 — силовская 2-подгруппа в U . Рассмотрим элемент xAG ∈ NG/AG(U/AG).
Так как (U/AG)xA

G

= U/AG, то U = Ux. По теореме Силова Ux
2 = Uu

2 для
u ∈ U . Получаем, что

Ux = Ux
2A

G = Uu
2A

G = U.

Итак,
NG/AG(U/AG) = NG(U)AG/AG ≤M/AG.

Таким образом, для фактор-группы G/AG и ее максимальной подгруп-
пы M/AG все условия доказываемой теоремы выполняются. Так как AG 6= 1,
то по индукции фактор-группа G/AG разрешима, поэтому G разрешима.
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Наконец, рассмотрим случай, когда AG � M для каждой подгруппы
Шмидта A четного порядка из M . Ясно, что MAG = G. Из лемм 1.3.2 и
3.2.1 следует, что каждая подгруппа четного порядка из M полунормальна
или субнормальна в M . По лемме 3.2.3 подгруппа M разрешима, поэтому
группа G разрешима. Теорема доказана.

Теорема 3.2.5 обобщает результат В.С. Монахова [34].
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3.3 Конечные группы с ограничениями на две максимальные
подгруппы

В разделе 3.3 разработанная методика исследования групп с обобщенно
полунормальными подгруппами применяется к изучению структуры групп,
в которых некоторые подгруппы из двух несопряженных максимальных под-
групп полусубнормальны.

В доказательствах будут использоваться фрагменты теории формаций,
см. [31,63]. Пусть F — некоторая формация групп и G — группа. Тогда GF —
F-корадикал группы G, т. е. пересечение всех тех нормальных подгрупп N из
G, для которых G/N ∈ F. Произведение

F ◦ H = {G ∈ G | GH ∈ F}

формаций F и H состоит из всех групп G, для которых H-корадикал при-
надлежит формации F, см. [63, IV.1.7]. Как обычно, F2 = F ◦ F. Формация
F называется насыщенной, если из условия G/Φ(G) ∈ F следует, что G ∈ F.
Формации всех нильпотентных и абелевых групп обозначают через N и A
соответственно. Формация N насыщенна, а A — нет.

Из результатов работ [32,68] следует сверхразрешимость группы с полу-
нормальными силовскими подгруппами. В [45] доказана сверхразрешимость
группы, в которой все вторые максимальные подгруппы полунормальны.
Признаки сверхразрешимости группы G при условии, что все силовские под-
группы или все максимальные подгруппы из двух несопряженных макси-
мальных подгрупп полунормальны в группе G, получены в [80].

Лемма 3.3.1. (1) Если H — полусубнормальная подгруппа группы G
и H ≤ X ≤ G, то H полусубнормальна в X.

(2) Если H — полусубнормальная подгруппа группы G и подгруппа N
нормальна в G, то HN полусубнормальна в G и HN/N полусубнормальна
в G/N .

(3) Если H — полусубнормальная подгруппа группы G, а Y — непустое
множество элементов из G, то подгруппа

HY = 〈Hy | y ∈ Y 〉

полусубнормальна в G. В частности, Hg полусубнормальна в G для любого
g ∈ G.

Доказательство. Если H — полунормальная подгруппа группы G, то по
лемме 1.3.2 утверждения (1) – (3) выполняются. Пусть H — субнормальная
подгруппа группы G. Из леммы 3.2.1 вытекают утверждения (1) – (3). Лемма
доказана.
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Лемма 3.3.2. (1) Пусть p — наибольшее простое число из π(G) и
P — силовская p-подгруппа группы G. Если P полусубнормальна в G, то P
нормальна в G.

(2) Если в группе G все силовские подгруппы полусубнормальны, то G
сверхразрешима.

(3) Пусть H — максимальная подгруппа группы G. Если H полусуб-
нормальна в G, то индекс H в G есть простое число.

(4) Если в группе G все максимальные подгруппы полусубнормальны,
то G сверхразрешима.

(5) Если индекс подгруппы H в группе G есть простое число, то H
полусубнормальна в G.

Доказательство. (1) Очевидно, что если P субнормальна в G, то P нор-
мальна в G. Если P полунормальна в G и p — наибольшее в π(G), то по [32,
лемма 4] подгруппа P нормальна в G.

(2) Предположим, что в группе G существует хотя бы одна субнормаль-
ная силовская подгруппа P . Тогда P нормальна в G, а значит, полунормаль-
на в G. Таким образом в группе G все силовские подгруппы полунормальны.
По [32, следствие 6] группа G сверхразрешима.

(3) ПустьH — субнормальная подгруппа группыG. ТогдаH нормальна
в G и по [31, лемма 3.17 (6)] индекс H в G есть простое число. Пусть H —
полунормальная максимальная подгруппа группы G и K — подгруппа из G
такая, что HK = G и HK1 есть собственная подгруппа в G для каждой
подгруппы K1 из K. Пусть простое число r делит индекс |G : H| и R —
силовская r-подгруппа из K. Тогда HR = G и G = H〈x〉 для x ∈ R \ H.
Элемент выберем так, чтобы его порядок был наименьшим. Тогда

H〈xr〉 = 〈xr〉H = H и |G : H| = r.

(4) ПустьM — максимальная подгруппа группыG. По утверждению (3)
данной леммы индекс подгруппыM в G есть простое число. По [71, VI.9.2 (2)]
G сверхразрешима.

(5) Пусть |G : H| = r и R — силовская r-подгруппа группы G. Тогда R
не содержится в H и существует элемент x ∈ R\H. Пусть

|x| = ra, |〈x〉 ∩H| = ra1.

Ясно, что a > a1, поэтому

|〈x〉H| = |〈x〉||H|
|〈x〉 ∩H|

=
ra |G|r
ra1

=
ra

ra+1
|G| ≥ |G|, 〈x〉H = G.

Теперь xr принадлежит H и H полунормальна в G, а значит, полусубнор-
мальна в G. Лемма доказана.
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Лемма 3.3.3. (1) Если A — полусубнормальная 2-нильпотентная под-
группа группы G, то подгруппа AG разрешима.

(2) Пусть p — наименьший простой делитель порядка группы G. Если
A — полусубнормальная в G подгруппа и p не делит порядок A, то p не
делит порядок подгруппы AG.

Доказательство. (1) Если A субнормальна в G, то по [31, следствие 3,
стр. 187] AG разрешима. Если A — полунормальная подгруппа в G, то AG

разрешима по лемме 1.3.5.
(2) Если A субнормальная p′-подгруппа в G, то по [31, следствие 2,

стр. 187] AG — p′-группа. Если A — полунормальная p′-подгруппа в G, то
AG — p′-группа по лемме 1.3.6. Лемма доказана.

Лемма 3.3.4 [38, лемма 6]. Предположим, что разрешимая груп-
па G несверхразрешима, но фактор-группа G/K сверхразрешима для каж-
дой неединичной нормальной в G подгруппы K. Тогда справедливы следую-
щие утверждения:

(1) группа G содержит единственную минимальную нормальную под-
группу N , N = F (G) = Op(G) = CG(N) для некоторого p ∈ π(G);

(2) Z(G) = Op′(G) = Φ(G) = 1;
(3) G — примитивная группа; G = N hM , где M — максимальная

подгруппа в группе G с единичным ядром;
(4) N — элементарная абелева подгруппа порядка pn, n > 1;
(5) если V — подгруппа группы G и G = V N , то V = Mx для некото-

рого x ∈ G.
Лемма 3.3.5. Пусть F — формация. Тогда N ◦ F — насыщенная фор-

мация.
Доказательство. Согласно [52, с. 36], произведение N ◦ F является ло-

кальной формацией. Поскольку насыщенная формация и локальная форма-
ция — эквивалентные понятия, то N ◦ F — насыщенная формация. Лемма
доказана.

Лемма 3.3.6. Пусть F — насыщенная формация и G — группа. Пред-
положим,что G /∈ F, но G/N ∈ F для всех N C G, N 6= 1. Тогда G —
примитивная группа.

Доказательство. Поскольку F — насыщенная формация, то Φ(G) = 1 и
G содержит единственную минимальную нормальную подгруппу N . Так как
Φ(G) = 1, то G = NM для некоторой максимальной подгруппыM группы G.
Поэтому MG = 1. Значит, G примитивна. Лемма доказана.

Лемма 3.3.7 [31, теоремы 4.40 – 4.42]. Пусть G — разрешимая нееди-
ничная примитивная группа с примитиватором M . Тогда выполняются
следующие утверждения:

(1) Φ(G) = 1;
(2) F (G) = CG(F (G)) = Op(G) и F (G) есть элементарная абелева
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подгруппа порядка pn для некоторого простого p и натурального n;
(3) G имеет единственную минимальную нормальную подгруппу, ко-

торая совпадает с F (G);
(4) G = F (G) hM и Op(M) = 1.
Лемма 3.3.8 [64]. Пусть G — минимальная несверхразрешимая груп-

па. Тогда справедливы следующие утверждения:
(1) G разрешима;
(2) G имеет единственную нормальную силовскую подгруппу P и

P = GU;
(3) P/Φ(P ) — минимальная нормальная подгруппа в G/Φ(P ) такая,

что |P/Φ(P )| > p.
Лемма 3.3.9. Пусть M — максимальная подгруппа группы G. Если

все силовские подгруппы изM полусубнормальны в G, то |G : M | — простое
число, M и G/MG сверхразрешимы. В частности, G разрешима.

Доказательство. В начале докажем, что группа G разрешима. Восполь-
зуемся индукцией по порядку группы G. Пусть R — произвольная силовская
подгруппа из M . По лемме 3.3.1 R полусубнормальна в M . Поскольку это
верно для любой силовской подгруппы, то по лемме 3.3.2 (2) M является
сверхразрешимой группой. В частности, M 2-нильпотентна. Поэтому и каж-
дая подгруппа из M тоже 2-нильпотентна. По лемме 3.3.3 (1) RG разрешима.
ЕслиMRG = G, то G разрешима, т. к. G/RG = MRG/RG 'M/M∩RG сверх-
разрешима. Пусть RG ≤ M . Фактор-группа G/RG содержит максимальную
подгруппуM/RG. Пусть S/RG — силовская t-подгруппа вM/RG и T — силов-
ская t-подгруппа в S. По [31, теорема 1.65] TRG/RG — силовская t-подгруппа
в S/RG. Тогда S = TRG и T — силовская t-подгруппа в M . По условию T
полусубнормальна в G, а по лемме 3.3.1 TRG/RG = S/RG полусубнормальна
в G/RG. Тогда по индукции G/RG разрешима, следовательно разрешима и
G. Итак, разрешимость группы G доказана.

С помощью индукции по порядку группы покажем, чтоG/MG сверхраз-
решима. Если MG 6= 1, то M/MG — максимальная подгруппа группы G/MG.
И как в предыдущем абзаце проверяется, что фактор-группа G/MG с мак-
симальной подгруппой M/MG удовлетворяют условию леммы. По индукции
(G/MG)/(M/MG)(G/MG) сверхразрешима, а поскольку (M/MG)(G/MG) = 1, то
G/MG сверхразрешима и |G/MG : M/MG| = |G : M | — простое число.

Значит, следует считать, что MG = 1. Теперь группа G примитивна и
G = NhM , где N — r-подгруппа. Так какM сверхразрешима, тоM = PhT ,
где P = Mp — силовская p-подгруппа для наибольшего p ∈ π(M). Пусть
p = r, тогда подгруппа P нормальна в G, противоречие. Значит p 6= r и P —
силовская p-подгруппа из G. Предположим, что подгруппа P субнормальна в
группе G, тогда P CG, противоречие. Следовательно, P полунормальна в G.
Теперь существует подгруппа U в группе G такая, что G = PU . Ясно, что
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N ≤ U . Пусть x — элемент простого порядка из N . Тогда P 〈x〉 ≤ G. Если
p > r, то PCP 〈x〉, поэтому PC〈M,x〉 = G, противоречие. Если p < r, тоN —
силовская r-подгруппа в G. Это следует из того, что p наибольшее из π(M).
Теперь все силовские подгруппы в G полусубнормальны. По лемме 3.3.2 (2)
G сверхразрешима. Поэтому |G : M | есть простое число. Лемма доказана.

Замечание 3.3.1. Разрешимые группы, содержащие сверхразрешимую
подгруппу простого индекса, изучались в [6, 15].

Теорема 3.3.1 [8–A]. Если в группе G существуют две несопряжен-
ные максимальные подгруппы H и K и все силовские подгруппы из H и из
K полусубнормальны в G, то G сверхразрешима.

Доказательство. Воспользуемся индукцией по порядку группы G. По
лемме 3.3.9 группа G разрешима, подгруппы H и K сверхразрешимы и
фактор-группы G/HG и G/KG сверхразрешимы. В частности, индексы под-
групп H и K в группе G простые числа, а по лемме 3.3.2 (5) подгруппы H и
K полусубнормальны в группе G.

ПустьN — произвольная нормальная неединичная подгруппа вG. Если
N не содержится в H ∩K, то N не содержится в H, или N не содержится в
K. Если N не содержится в H, то HN = G и фактор-группа

G/N = HN/N ' H/H ∩N

сверхразрешима. Аналогично, если N не содержится в K, то KN = G и G/N
сверхразрешима. Пусть N ≤ H ∩K. Тогда G/N = (H/N)(K/N). Пусть R —
силовская r-подгруппа в H/N . Тогда в H существует силовская r-подгруппа
R такая, что R = RN/N . По условию R — полусубнормальная подгруппа
в G. По лемме 3.3.1 (2) R = RN/N полусубнормальна в G/N . Аналогично,
каждая силовская подгруппа изK/N полусубнормальна вG/N . По индукции
G/N сверхразрешима.

Итак, в любом случае фактор-группа G/N сверхразрешима. По лем-
ме 3.3.6 группа G примитивна, и выполняются утверждения (1) – (5) лем-
мы 3.3.4. В частности, |N | = pn > p. Если N � H, то G = N h H. Так
как H полусубнормальна в G, то по лемме 3.3.2 (5) |N | = |G : H| — простое
число, противоречие. Аналогично, в случае, когда N � K. Поэтому считаем,
что N ≤ H ∩ K. Так как H и K сверхразрешимы и N = CG(N), то p —
наибольшее в π(H) и в π(K), поэтому p — наибольшее в π(G). Поскольку
Op(G/N) = 1 и G/N сверхразрешима, то p не делит порядок G/N и N —
силовская p-подгруппа группы G.

Пусть N1 ≤ N , |N1| = p и R — силовская r-подгруппа из M . Так как
M = Gp′ = Hp′Kp′, то R = HrKr для некоторых силовских r-подгрупп Hr

и Kr из H и K соответственно. По условию подгруппы Hr и Kr полусуб-
нормальны в G. Если Hr субнормальна в G, то по [52, следствие 7.7.2(1)]
Hr ≤ Or(G) ≤ Op′(G) = 1. Аналогично, если Kr субнормальна в G, то
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Kr ≤ Op′(G) = 1. Следовательно, силовские r-подгруппы Hr и Kr полу-
нормальны в G. Поэтому существует подгруппа U такая, что G = HrU и
Hr перестановочна со всеми подгруппами из U . Поскольку N ≤ U , то Hr

перестановочна с N1. Аналогично, Kr перестановочна с N1. Поэтому R пере-
становочна с N1. Это верно для любого r ∈ π(M), значит, M перестановочна
с N1. Теперь MN1 — подгруппа группы G и N1 нормальна в MN1. Так как
N абелева, то N1 нормальна в NM = G, противоречие с тем, что |N | > p.
Теорема доказана.

Пример 3.3.1. В группе G = PSL(2, 5) есть максимальные подгруппы
H = Z3hZ2 иK = Z5hZ2. Максимальные подгруппы из силовских подгрупп
из H и K единичные, поэтому полусубнормальны в группе G, но группа
G не разрешима. Поэтому полусубнормальность максимальных подгрупп из
силовских подгрупп из H и K в условиях теоремы 3.3.1 недостаточно для
разрешимости группы.

Следствием из теоремы 3.3.1 является результат В.С. Монахова и
А.А. Трофимука.

Следствие 3.3.1 [80, теорема E]. Предположим, что в группе G су-
ществуют две несопряженные максимальные подгруппы H и K. Если все
силовские подгруппы из H и из K полунормальны в G, то G сверхразреши-
ма.

Лемма 3.3.10. Пусть M — максимальная подгруппа группы G и все
максимальные подгруппы из M полусубнормальны в G. Тогда G разрешима.

Доказательство. Воспользуемся индукцией по порядку группы. Пусть
K — максимальная подгруппа из M . По условию K полусубнормальна в G,
а по лемме 3.3.1 K полусубнормальна в M . По лемме 3.3.2 (4) M — сверх-
разрешимая подгруппа, а следовательно, 2-нильпотентна. Тогда и K тоже
2-нильпотентна и по лемме 3.3.3 KG разрешима. Поскольку M — макси-
мальная подгруппа группы G, то либо MKG = G, либо KG ≤ M . Если
MKG = G, то G разрешима. Пусть KG ≤ M . Тогда M/KG максималь-
ная подгруппа фактор-группы G/KG. Пусть S максимальная подгруппа из
M/KG. Тогда существует максимальная подгруппа S вM такая, чтоKG ≤ S
и S = S/KG. По условию подгруппа S полусубнормальна в группе G. По лем-
ме 3.3.1 SKG/KG полусубнормальна в G/KG, а т. к. KG ≤ S, то S = SKG и
S/KG полусубнормальна в G/KG. По индукции G/KG разрешима. Тогда и
G разрешима. Лемма доказана.

Пример 3.3.2. В условии леммы 3.3.10 индекс |G : M | может быть не
простым числом. Примером служит группа G = A4 = AhB. В ней подгруппа
B порядка 3 является максимальной, и все максимальные подгруппы из B
полунормальны в G, но |G : B| = 4 — не простое число.

Пример 3.3.3. Знакопеременная группа G = A4 степени 4 имеет две
максимальные несопряженные подгруппы A = Z3 и B = Z2 × Z2. Очевидно,
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что все максимальные подгруппы из A и B полусубнормальны в G. Однако,
G несверхразрешима.

Теорема 3.3.2 [8–A]. Пусть H и K — несопряженные максималь-
ные подгруппы группы G. Если все максимальные подгруппы из H и из K
полусубнормальны в G, то второй коммутант (G′)′ нильпотентен.

Доказательство. Заметим, что нильпотентность второго коммутан-
та (G′)′ равносильна тому, что G ∈ N ◦ A2.

Предположим, что теорема неверна и пусть G — контрпример мини-
мального порядка. По лемме 3.3.10 группа G разрешима. По лемме 3.3.1 (1)
каждая максимальная подгруппа из H полусубнормальна в H и по лем-
ме 3.3.2 (4) подгруппа H сверхразрешима. Аналогично, K — сверхразреши-
мая подгруппа.

Пусть N — произвольная неединичная нормальная в G подгруппа. То-
гда либо HN = G, либо HN = H. Если HN = G, то

G/N = HN/N ' H/H ∩N ∈ N ◦ A ⊆ N ◦ A2.

Если HN = H, то N ≤ H. Аналогично, либо KN = G и G/N ∈ N◦A2,
либо N ≤ K. Пусть N ≤ H ∩K. Тогда фактор-группа G/N содержит несо-
пряженные максимальные подгруппы H/N и K/N . Если S — максимальная
подгруппа в H/N , то существует в H максимальная подгруппа S такая, что
S = S/N . По условию S — полусубнормальная подгруппа в G, а по лем-
ме 3.3.1 (2) S = S/N полусубнормальна в G/N . Аналогично, если T — макси-
мальная подгруппа изK/N , то она полусубнормальна вG/N . Следовательно,
для фактор-группы G/N с несопряженными максимальными подгруппами
H/N и K/N выполняются условия теоремы. По индукции G/N ∈ N ◦ A2.

По леммам 3.3.5 и 3.3.6 G примитивна. Тогда для G справедлива лем-
ма 3.3.7. Поэтому Φ(G) = 1 и в G существует единственная минимальная
нормальная подгруппа N такая, что N = CG(N).

Предположим, что хотя бы одна из подгрупп H или K нормальна в
группе G. Например, пусть H нормальна в G. Тогда |G : H| = q и по [15,
теорема 1] G = N h T , где T имеет абелеву подгруппу индекса q. Так как
T ∈ A2, то G ∈ N ◦ A2, противоречие.

Поэтому в дальнейшем считаем, что подгруппы H и K ненормальны.
По [15, теорема 2] G = N h T , где

T/CT (N) ' T = < y > h(< t >< z >),

где < z >= Z(T ).
Так как N = CG(N), то

CT (N) = 1 и T = (< y > × < z >) < t >,



77

так как < z >= Z(T ).
Поэтому T ∈ A2 и G ∈ N ◦ A2, противоречие. Теорема доказана.
Следствие 3.3.2. Если в группе G все 2-максимальные подгруппы по-

лусубнормальны, то коммутант G′ нильпотентен.
Доказательство. Заметим, что нильпотентность коммутанта G′ равно-

сильно тому, что G ∈ N ◦ A.
Предположим, что теорема неверна и пусть G — контрпример мини-

мального порядка. Легко показать, что условие следствия наследуют все
фактор-группы G/N , где N — произвольная неединичная нормальная в G
подгруппа. По индукции G/N ∈ N ◦ A. Поэтому по леммам 3.3.5 и 3.3.6 G
примитивна.

ПустьM — произвольная максимальная подгруппа группы G. Тогда по
леммам 3.3.1 (1) и 3.3.2 (4) M сверхразрешима. Поэтому либо G сверхразре-
шима, либо G — минимальная несверхразрешимая группа.

Если G сверхразрешима, то G ∈ N ◦A по [31, теорема 4.52], противоре-
чие.

Пусть G — минимальная несверхразрешимая группа. По леммам 3.3.7
и 3.3.8 G — разрешимая группа, P — единственная минимальная нормальная
в G подгруппа, |P | > p, P — силовская p-подгруппа в G, G = PhM , гдеM —
максимальная подгруппа группы G, она является p′-холловой подгруппой
группы G. Пусть P1 — подгруппа порядка p из P .

Если M абелева, то G ∈ N ◦ A, противоречие. Поэтому будем считать,
что M неабелева. В M существуют максимальные подгруппы M1 и M2 и
M = 〈M1,M2〉. Если хотя бы одна из подгрупп M1 или M2 субнормальна
в G, то Op′(G) 6= 1, противоречие. Поэтому M1 и M2 полунормальны в G.
Значит, существуют подгруппы V1 и V2 такие, что

M1V1 = M2V2 = G, M1P1 = P1M1, M2P1 = P1M2,

поскольку P ≤ V1 ∩ V2. Тогда

M1 ≤ NG(P1), M2 ≤ NG(P1).

Поэтому P1 CG = P 〈M1, M2〉. Противоречие. Следствие доказано.
Исследования, проведенные в разделе 3.3, обобщают результаты работ

В.В. Подгорной [45], В.С. Монахова и А.А. Трофимука [80].
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3.4 Краткие выводы

В разделе 3.1 данной главы установлены признаки разрешимости и ча-
стичной разрешимости групп при условии, что все сверхразрешимые под-
группы Шмидта четного порядка S-полунормальны, теорема 3.1.1 [4–A], и
все {2, 3}-подгруппы Шмидта S-полунормальны, теорема 3.1.3 [4–A]. Тео-
рема 3.1.3 обобщает результат В.Н. Княгиной и В.С. Монахова [17, теоре-
ма 2]. Перечислены неабелевы композиционные факторы группы, в кото-
рой все несверхразрешимые подгруппы Шмидта четного порядка S-полу-
нормальны, в частности, доказана частичная разрешимость такой группы,
теорема 3.1.2 [4–A]. Указано, что не p-разрешимый композиционный фак-
тор группы G изоморфен PSL(2, 7) и p = 7 при условии, что p — нечетное
число и все p-замкнутые pd-подгруппы Шмидта S-полунормальны, теоре-
ма 3.1.4 [4–A]. Следствия 3.1.1 – 3.1.4 развивают результат В.Н. Княгиной и
В.С. Монахова [17].

В разделе 3.2 получены признаки разрешимости групп при условии, что
некоторые подгруппы Шмидта из максимальной подгруппы группы полусуб-
нормальны в группе, теоремы 3.2.4 и 3.2.5 [5–A]. Теорема 3.2.4 обобщает тео-
ремы В.Е. Дескинса, З. Янко, Д. Томпсона [71, IV.7.4], В.А. Белоногова [1],
теорема 3.2.5 обобщает результат В.С. Монахова [34].

В разделе 3.3 установлена сверхразрешимость группы G при условии,
что все силовские подгруппы из двух несопряженных максимальных под-
групп полусубнормальны в группе G, теорема 3.3.1 [8–A]. Доказана нильпо-
тентность второго коммутанта (G′)′ группы G при условии, что все макси-
мальные подгруппы из двух несопряженных максимальных подгрупп полу-
субнормальны в группе G, теорема 3.3.2 [8–A]. Исследования, проведенные в
разделе 3.3, обобщают результаты работ В.В. Подгорной [45], В.С. Монахова
и А.А. Трофимука [80].
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Основные научные результаты диссертации
В диссертации исследованы группы с условием перестановочности си-

ловской подгруппы с некоторыми подгруппами Шмидта.
Изучена группа, в которой силовская r-подгруппа перестановочна со

всеми подгруппами Шмидта из добавления к ней. Для r ≤ 5 перечислены
неабелевы композиционные факторы такой группы, для r ≥ 7 доказана r-раз-
решимость, теорема 2.1.2 [3–A]. Установлена r-разрешимость групп, r > 2
и r не является простым числом Ферма, в которых силовская r-подгруппа
перестановочна с некоторыми подгруппами Шмидта четного порядка из до-
бавления к этой силовской подгруппе, теоремы 2.1.3 и 2.1.4 [2–A]. Указаны
неабелевы композиционные факторы группы, в которой силовская подгруппа
перестановочна со всеми подгруппами Шмидта нечетного порядка из груп-
пы, теорема 2.2.1 [6–A]. Полученные результаты развивают исследования,
проведенные Я. Г. Берковичем и Э.М. Пальчиком (1967), В.Н. Княгиной и
В.С. Монаховым (2010).

Доказана разрешимость группы, в которой все сверхразрешимые
подгруппы Шмидта четного порядка S-полунормальны в группе, теоре-
ма 3.1.1 [4–A]. Перечислены неабелевы композиционные факторы группы, в
которой все несверхразрешимые подгруппы Шмидта четного порядка S-по-
лунормальны в группе, теорема 3.1.2 [4–A]. Получены признаки частичной
разрешимости группы, в которой некоторые подгруппы Шмидта S-полунор-
мальны в группе, теорема 3.1.3 [4–A]. Частные случаи этих результатов до-
полняют теоремы В.Н. Княгиной и В.С. Монахова (2007).

Получены признаки r-разрешимости групп, в которых силовская r-под-
группа перестановочна с коммутантами 2-замкнутых или 2-нильпотентных
B-подгрупп четного порядка, теоремы 2.3.1 и 2.3.2 [7–A]. Установлена раз-
решимость группы, в которой коммутант 2-замкнутой B-подгруппы четного
порядка перестановочен с коммутантом 2-нильпотентной B-подгруппы чет-
ного порядка, теорема 2.3.3 [7–A].

Найдены признаки разрешимости групп с полусубнормальными под-
группами Шмидта четного порядка из некоторой максимальной подгруп-
пы, теоремы 3.2.4 и 3.2.5 [5–A]. Найденные признаки обобщают теоремы
В. Дескинса, З. Янко, Д. Томпсона, В.А. Белоногова (1966) и В.С. Мона-
хова (1972).

Установлена сверхразрешимость группы при условии, что силовские
подгруппы из двух несопряженных максимальных подгрупп полусубнормаль-
ны в группе, теорема 3.3.1 [8–A], а также нильпотентность второго коммутан-
та группы, если все максимальные подгруппы из двух несопряженных мак-
симальных подгрупп полусубнормальны в группе, теорема 3.3.1 [8–A]. Дан-
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ные результаты обобщают соответствующие теоремы В.В. Подгорной (2008),
В.С. Монахова и А.А. Трофимука (2019).

Указано строение групп с подгруппами Шмидта ранга 4, теоре-
ма 1.2.5 [1–A].

Рекомендации по практическому использованию результатов
Диссертация имеет теоретический характер. Ее результаты могут быть

использованы в современной теории конечных групп и их классов при иссле-
довании групп с условием перестановочности некоторых их подгрупп. Мате-
риалы диссертации будут также полезны при чтении спецкурсов по теории
групп для студентов математических специальностей, при подготовке кур-
совых и дипломных работ, магистерских и кандидатских диссертаций. От-
дельные положения диссертации внедрены в учебный процесс учреждения
образования «Гомельский государственный университет имени Франциска
Скорины» при чтении спецкурсов «Теория групп» и «Элементы современ-
ной и прикладной алгебры» для студентов математических специальностей,
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