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Äëÿ êàòåãîðèè ïðîôèëüòðîâàííûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ óñòàíîâëåíû àíàëîãè òåî-
ðåì î ñêëåéêå è î ãîìîòîïè÷åñêîé õàðàêòåðèçàöèè ïðîñòðàíñòâ, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì
àáñîëþòíîé ïðîäîëæèìîñòè îòîáðàæåíèé.

1. Ââåäåíèå. Îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå çàäà÷è ïðîäîëæåíèÿ îòî-
áðàæåíèé â êàòåãîðèè ìåòðè÷åñêèõ ïðîôèëüòðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ. Â ÷àñòíîñòè, îñî-
áûé èíòåðåñ áóäóò ïðåäñòàâëÿòü ïðîôèëüòðîâàííûå àáñîëþòíûå (îêðåñòíîñòíûå) ýê-
ñòåíçîðû (N -A(N)E), òî åñòü ïðîôèëüòðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, îáëàäàþùèå áåçóñëîâ-
íûì ñâîéñòâîì (îêðåñòíîñòíîãî) ïðîäîëæåíèÿ (â äðóãîé òåðìèíîëîãèè, èíúåêòèâíûå
îáúåêòû êàòåãîðèè ìåòðè÷åñêèõ ïðîôèëüòðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ).

Ïðîñòðàíñòâà ñ ôèëüòðàöèÿìè, èëè ïðîôèëüòðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, òàê æå, êàê
è îòîáðàæåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå ôèëüòðàöèè (ïðîôèëüòðîâàííûå îòîáðàæåíèÿ), äàâíî è
ïëîäîòâîðíî èçó÷àþòñÿ â òîïîëîãèè, ÿâëÿþòñÿ äåéñòâåííûì ñðåäñòâîì äëÿ ðåøåíèÿ
ìíîãèõ ïðîáëåì. Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì çäåñü ñëóæàò êëåòî÷íûå êîìïëåêñû ñ îñòîâ-
íîé ôèëüòðàöèåé è êëåòî÷íûå îòîáðàæåíèÿ. Ïîòðåáíîñòü ìàêñèìàëüíî ðàçâèòü òåîðèþ
êëåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ, âîçíèêøàÿ â ïðîáëåìå õàðàêòåðèçàöèè êðàòíûõ ïðîñòðàíñòâ
ïåòåëü (Áîðäìàí Äæ.), ïðèâåëà ê ðàññìîòðåíèþ ïðîôèëüòðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ïðî-
èçâîëüíûìè ýëåìåíòàìè ôèëüòðàöèè è ñëàáîé òîïîëîãèåé, ïîðîæäåííîé ýòîé ôèëüòðà-
öèåé. Äëÿ òàêèõ ïðîñòðàíñòâ ïîëó÷åí ðÿä ðåçóëüòàòîâ, â ÷àñòíîñòè, õàðàêòåðèçàöèÿ
ïðîôèëüòðîâàííûõ àáñîëþòíûõ ýêñòåíçîðîâ, òåîðåìà Ìèëíîðà î õàðàêòåðèçàöèè ïðî-
ôèëüòðîâàííîé ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ÷åðåç òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ýëå-
ìåíòîâ ôèëüòðàöèè ([1, 2]).

Äëÿ ìåòðè÷åñêîãî ïðîôèëüòðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà ñ íèãäå íå ïëîòíûìè ýëåìåí-
òàìè ôèëüòðàöèè (íàïðèìåð, ìåòðè÷åñêîãî ïîëèýäðà ñ îñòîâíîé ôèëüòðàöèåé) òîïî-
ëîãèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáîé îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ ôèëüòðàöèè. Â ýòîì ñëó÷àå èñïîëü-
çîâàíèå èíäóêòèâíûõ ðàññóæäåíèé, ÿâëÿâøèõñÿ îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì â êàòåãîðèè
êëåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ ñ îñòîâíîé ôèëüòðàöèåé, óæå íå âñåãäà âîçìîæíî. Äåéñòâè-

òåëüíî, åñëè Z ⊃ A
f→ X � ïðîôèëüòðîâàííîå ÷àñòè÷íîå îòîáðàæåíèå ìåòðè÷åñêèõ

ïðîñòðàíñòâ è âñå ýëåìåíòû ôèëüòðàöèè X ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíûìè ýêñòåíçîðàìè, òî
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ïðîäîëæåíèÿ, ïîñëåäîâàòåëüíî ïîñòðîåííûå äëÿ ÷àñòè÷íûõ îòîáðàæåíèé, çàäàííûõ íà
ýëåìåíòàõ ôèëüòðàöèè Z, îïðåäåëÿþò ïðîôèëüòðîâàííîå ïðîäîëæåíèå f̂ îòîáðàæåíèÿ
f . Åñëè òîïîëîãèÿ Z ñëàáàÿ îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ ôèëüòðàöèè, òî f̂ íåïðåðûâíî è
çàäà÷à ïðîäîëæåíèÿ òåì ñàìûì ðåøåíà. Îäíàêî, êàê ïðàâèëî, ìåòðè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ
ñèëüíåå ñëàáîé, ïîýòîìó f̂ ìîæåò îêàçàòüñÿ ðàçðûâíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, íóæíî èñêàòü
äðóãèå ñïîñîáû ïðîäîëæåíèÿ.

Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î ïðîôèëüòðîâàííûõ ìåòðè÷åñêèõ ýêñòåíçîðàõ óñòàíîâëåíû
â [3, 4]. Îêàçàëîñü, ÷òî â êàòåãîðèè ïðîôèëüòðîâàííûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ êëàñ-
ñû àáñîëþòíûõ ðåòðàêòîâ è àáñîëþòíûõ ýêñòåíçîðîâ ñîâïàäàþò. Ýòîò ôàêò óñòàíîâëåí
ñ ïîìîùüþ ïðîôèëüòðîâàííûõ àíàëîãîâ òåîðåìû Äóãóíäæè î ïðèíàäëåæíîñòè ëèíåé-
íîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà êëàññó AE è òåîðåìû Êóðàòîâñêîãî-Âîéäûñëàâñ-
êîãî î âëîæåíèè ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â ëèíåéíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.
Òàêæå óñòàíîâëåíî, ÷òî ìåòðè÷åñêèé ïîëèýäð ñ îñòîâíîé ôèëüòðàöèåé ÿâëÿåòñÿ N -
ANE-ïðîñòðàíñòâîì, à ïîýòîìó êëàññ N -ANE-ïðîñòðàíñòâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
òîïîëîãè÷åñêîå îáîáùåíèå ýòîãî êëàññà.

Áîëüøîå çíà÷åíèå èìååò õàðàêòåðèçàöèÿ N -AE-ïðîñòðàíñòâ ÷åðåç òîïîëîãè÷åñêèå
ñâîéñòâà ýëåìåíòîâ ôèëüòðàöèè. Íàèáîëåå ïðîñòûìè íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè N -
A(N)E-ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå:

1) êàæäûé ýëåìåíò ôèëüòðàöèè ÿâëÿåòñÿ A(N)E-ïðîñòðàíñòâîì;
2) äëÿ ëþáîãî k ≥ 0 ñîâîêóïíîñòü âñåõ ýëåìåíòîâ ôèëüòðàöèè ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿ-

åòñÿ equi�LCk-ñåìåéñòâîì.
Îêàçûâàåòñÿ, óñëîâèå 1) ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì äëÿ N -A(N)E-ïðîñòðàíñòâ ñ

êîíå÷íîé ôèëüòðàöèåé, à óñëîâèå 2) � äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ N -A(N)E-ïðîñòðàíñòâ ([4]).

Òåîðåìà 1. Ïðîôèëüòðîâàííîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Y , dimY < ∞, ïðèíàäëå-
æèò êëàññó N -A(N)E òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ôèëüòðàöèÿ {Yi}i∈N ∈ equi-LCk

äëÿ ëþáîãî k ≥ 0.

Òàê êàê N -AE-ïðîñòðàíñòâà ñ êîíå÷íîé ôèëüòðàöèåé õàðàêòåðèçóþòñÿ ñâîéñòâîì
1), òî ïîíÿòèå N -AE ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå àáñîëþòíîãî ýêñòåíçîðà (ðå-
òðàêòà). Â ñâÿçè ñ ýòèì, åñòåñòâåííî áûëî áû ïåðåíåñòè òå èëè èíûå ðåçóëüòàòû îá
ýêñòåíçîðàõ â êàòåãîðèþ ïðîôèëüòðîâàííûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, â ÷àñòíîñòè,
óñòàíîâèòü àíàëîãè òåîðåì î ãîìîòîïè÷åñêîé õàðàêòåðèçàöèè ANE-ïðîñòðàíñòâ è î
ñêëåéêå.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ñòàòüè ñôîðìóëèðóåì â âèäå ñëåäóþùèõ òåîðåì.

Òåîðåìà 2 (Õàðàêòåðèçàöèÿ N -ANE-ïðîñòðàíñòâ ÷åðåç ìàëûå äåôîðìàöèè). Ïðî-
ôèëüòðîâàííîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X åñòü N -ANE òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà ñóùåñòâóåò N -AE-ïðîñòðàíñòâî C, ñîäåðæàùåå X â êà÷åñòâå çàìêíóòîãî ïîäìíî-
æåñòâà, è äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïðîôèëüòðîâàííàÿ 2−n-äåôîðìàöèÿ
H : X × I → X(ãäå I = [0, 1]), ÷òî H1 äîïóñêàåò ïðîôèëüòðîâàííîå ïðîäîëæåíèå íà
îêðåñòíîñòü U ìíîæåñòâà X â C.

Òåîðåìà 3 (Ãîìîòîïè÷åñêàÿ õàðàêòåðèçàöèÿN -ANE-ïðîñòðàíñòâ). Ïðîôèëüòðîâàííîå
ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ N -ANE òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáî-
ãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ U ïðîñòðàíñòâà X (U ∈ covX) ñóùåñòâóåò ïðîôèëüòðîâàí-
íûé ïîëèýäð P ñî ñëàáîé òîïîëîãèåé è ïðîôèëüòðîâàííûå îòîáðàæåíèÿ g : X → P è
f : P → X, êîìïîçèöèÿ f ◦ g : X → X êîòîðûõ N -U -ãîìîòîïíà idX .
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Òåîðåìà 4 (Óàéòõåäà-Áîðñóêà-Õàííåðà [5, 6]). Åñëè N -ANE-ïðîñòðàíñòâî F ÿâëÿåò-
ñÿ çàìêíóòûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ìåòðè÷åñêîãî ïðîôèëüòðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X,
ïðè÷åì X \ F åñòü N -ANE, à F ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì äåôîðìàöèîííûì îêðåñòíîñòíûì
ïðîôèëüòðîâàííûì ðåòðàêòîì X (òî åñòü ñóùåñòâóåò ïðîôèëüòðîâàííàÿ ãîìîòîïèÿ
H : U × I → X, ãäå U � îêðåñòíîñòü F â X, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì: H0 = idU ;
H1 : U → F åñòü ïðîôèëüòðîâàííàÿ ðåòðàêöèÿ; Ht �F= idF äëÿ ëþáîãî t ∈ I), òî X åñòü
N -ANE.

Òåîðåìà 5 (Î ñêëåéêå). Åñëè ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà X, Y è ïîäïðîñòðàíñòâî A,
çàìêíóòîå â X, ÿâëÿþòñÿ N -A(N)E-ïðîñòðàíñòâàìè, f : A → Y � ñîâåðøåííîå (íå-
ïðåðûâíîå çàìêíóòîå îòîáðàæåíèå, òàêîå, ÷òî âñå ïðîîáðàçû f−1(y) êîìïàêòíû â A)
ïðîôèëüòðîâàííîå îòîáðàæåíèå, òî ñêëåéêà S = X ∪f Y ÿâëÿåòñÿ N -A(N)E- ïðîñòðàí-
ñòâîì.

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ. Ïðîñòðàíñòâîì ñ ôèëüòðàöèåé (ïðîôèëüòðîâàí-
íûì ïðîñòðàíñòâîì, èëè N - ïðîñòðàíñòâîì), íàçîâåì òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
X, â êîòîðîì âûäåëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàìêíóòûõ (âîçìîæíî, ïóñòûõ) ïîäìíî-
æåñòâ X1 ⊆ X2 ⊆ . . . (ôèëüòðàöèÿ), òàêàÿ, ÷òî

⋃∞
i=1Xi = X. Íåïðåðûâíîå îòîáðà-

æåíèå f : X → Y äâóõ N -ïðîñòðàíñòâ X è Y áóäåì íàçûâàòü ïðîôèëüòðîâàííûì,
èëè N -îòîáðàæåíèåì, åñëè f(Xi) ⊆ Yi äëÿ ëþáîãî i ∈ N (f ñîõðàíÿåò ôèëüòðàöèþ
ïðîñòðàíñòâà X) ([1, ñ.253]).

Ïîñêîëüêó êîìïîçèöèÿ äâóõ N -îòîáðàæåíèé ñíîâà ÿâëÿåòñÿ N -îòîáðàæåíèåì, òî
ïðîôèëüòðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà îáðàçóþò êàòåãîðèþ, â êîòîðîé â êà÷åñòâå ìîðôèçìîâ
âûñòóïàþò N -îòîáðàæåíèÿ. Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàòåãîðèþ ìåòðè÷åñêèõ
ïðîôèëüòðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ôèëüòðàöèåé {Xi}i∈N. Òîãäà åãî ïîäïðî-
ñòðàíñòâî A ñ ôèëüòðàöèåé, îáðàçîâàííîé ìíîæåñòâàìè Ai = A ∩Xi äëÿ i ∈ N, áóäåì
íàçûâàòü N -ïîäïðîñòðàíñòâîì N -ïðîñòðàíñòâà X.

Ñòåïåíüþ òî÷êè x ïðîôèëüòðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçîâ¼ì ÷èñëî, îïðåäåëÿ-
åìîå ïî ôîðìóëå deg x = min{i ∈ N | x ∈ Xi}. ßñíî, ÷òî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
f : X → Y äâóõ N -ïðîñòðàíñòâ X è Y ÿâëÿåòñÿ N -îòîáðàæåíèåì òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà deg f(x) ≤ deg x äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X. Îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ ñòåïåíè
òî÷êè ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ñòåïåíè ïîäìíîæåñòâà M ïðîôèëüòðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà
X: degM = min{i ∈ N |M ∩Xi 6= ∅}.

Áóäåì íàçûâàòü ïîëèýäð ñî ñëàáîé òîïîëîãèåé ïðîôèëüòðîâàííûì èëè N - ïîëè-
ýäðîì, åñëè âñå ýëåìåíòû åãî ôèëüòðàöèè � ïîäïîëèýäðû. Ïðèìåðîì çäåñü ÿâëÿåò-
ñÿ ïîëèýäð ñî ñëàáîé òîïîëîãèåé è åñòåñòâåííîé îñòîâíîé ôèëüòðàöèåé. Ðàññìîòðèì
åùå îäèí ïîëåçíûé â äàëüíåéøåì ïðèìåð N -ïîëèýäðà. Ïóñòü N � íåðâ ïîêðûòèÿ
G = {Gµ}µ∈M ìåòðè÷åñêîãî N -ïðîñòðàíñòâà X, ðàññìàòðèâàåìûé ñî ñëàáîé òîïîëîãè-

åé. Áóäåì íàçûâàòü ñòåïåíüþ ñèìïëåêñà σ = 〈G0, . . . , Gk〉 ÷èñëî deg σ = deg(
⋂k
i=0Gi),

à ñòåïåíüþ òî÷êè z íåðâà N � ÷èñëî deg z = min{deg σ| ïî âñåì òàêèì σ, ÷òî z ∈ σ}.
Äëÿ ëþáîãî i ∈ N, i-ûì ýëåìåíòîì ôèëüòðàöèè íåðâà N áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî
Ni = {z ∈ N | deg z ≤ i}. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ([7])
ïðîñòðàíñòâà X â íåðâ N åãî ïîêðûòèÿ G ÿâëÿåòñÿ N -îòîáðàæåíèåì.

Áóäåì íàçûâàòü ëèíåéíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî L ñ ôèëüòðàöèåé {Li}i∈N
ëèíåéíûì N -ïðîñòðàíñòâîì, åñëè âñå Li ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè L.

Ðàññìîòðèì ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïðîäîëæåíèåì N -îòîáðàæåíèé (àíàëîãè÷íûå ñâå-
äåíèÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâ áåç ôèëüòðàöèè ìîæíî íàéòè â [7, 8]). Ïðîôèëüòðîâàííîå îòî-
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áðàæåíèå f : A → Y , çàäàííîå íà çàìêíóòîì N -ïîäïðîñòðàíñòâå A N - ïðîñòðàíñòâà
X, íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íûì N -îòîáðàæåíèåì. Åñëè äëÿ f ñóùåñòâóåò òàêîå N - îòî-
áðàæåíèå f̂ : X → Y , ÷òî f̂ �A= f , áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî N -îòîáðàæåíèå f äîïóñêàåò
N -ïðîäîëæåíèå íà X, à N -îòîáðàæåíèå f̂ áóäåì íàçûâàòü N -ïðîäîëæåíèåì f . Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî N -ïðîñòðàíñòâî Y ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíûì (îêðåñòíîñòíûì) N - ýêñòåí-
çîðîì, èëè ïðèíàäëåæèò êëàññó N -A(N)E, åñëè äëÿ ëþáîãî N -ïðîñòðàíñòâà X è ëþ-
áîãî åãî çàìêíóòîãî N -ïîäïðîñòðàíñòâà A, ëþáîå ÷àñòè÷íîå N -îòîáðàæåíèå f : A→ Y
äîïóñêàåò N -ïðîäîëæåíèå f̂ : X → Y (äîïóñêàåò N -ïðîäîëæåíèå f̂ : U → Y íà íåêîòî-
ðóþ îêðåñòíîñòü U ìíîæåñòâà A â X).

ÅñëèX �N -ïðîñòðàíñòâî ñ ôèëüòðàöèåé {Xi}i∈N, òî áóäåì ðàññìàòðèâàòüX×I êàê
N -ïðîñòðàíñòâî ñ ôèëüòðàöèåé {Xi×I}i∈N. Ïðîôèëüòðîâàííûå îòîáðàæåíèÿ f, g : X →
Y áóäåì íàçûâàòüN -ãîìîòîïíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿN -ãîìîòîïèÿH : X×I → Y ,
÷òî H0 = f , H1 = g.

Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå N -ïðîñòðàíñòâî, U ∈ covX. N -îòîáðàæåíèÿ f è g : X → Y
áóäåì íàçûâàòü U-áëèçêèìè, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X ñóùåñòâóåò ýëåìåíò U ∈ U ,
òàêîé, ÷òî {f(x), g(x)} ⊂ U . N -U -ãîìîòîïèåé áóäåì íàçûâàòü òàêóþ N -ãîìîòîïèþ
H : X × I → X, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X ñóùåñòâóåò ýëåìåíò U ∈ U , òàêîé,
÷òî H({x} × I) ⊆ U . Åñëè H0 = idX , òî N -U -ãîìîòîïèþ H áóäåì íàçûâàòü N -U -
äåôîðìàöèåé. Åñëè U îáðàçîâàíî ìíîæåñòâàìè, äèàìåòðû êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò ÷è-
ñëà ε > 0, òî N -U -äåôîðìàöèþ áóäåì íàçûâàòü N -ε-äåôîðìàöèåé.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî òåîðåìà Áîðñóêà î ïðîäîëæåíèè ãîìîòîïèè ñïðàâå-
äëèâà è â ñëó÷àå N -ïðîñòðàíñòâ.

Òåîðåìà 6 (Áîðñóêà î ïðîäîëæåíèè N -U -ãîìîòîïèè). Ïóñòü X ∈ N -ANE, U ∈ covX.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî N -ïîäïðîñòðàíñòâà A N -ïðîñòðàíñòâà Y è ëþáîé N -U -
ãîìîòîïèè H : A×I → X èç ïðîäîëæèìîñòè H0 äî N -îòîáðàæåíèÿ h0 : Y → X ñëåäóåò,
÷òî ñóùåñòâóåò N -U -ãîìîòîïèÿ Ĥ : Y × I → X, òàêàÿ, ÷òî Ĥ0 = h0 è Ĥ �A×I= H.

Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå N -ïðîñòðàíñòâî, U ∈ covX, T � ëîêàëüíî êîíå÷íûé ñèì-
ïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ ñ ôèëüòðàöèåé, òàêîé, ÷òî åãî òåëî |T | ÿâëÿåòñÿ N -ïîëèýäðîì
(â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôèëüòðàöèÿ ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà äîïóñêàåò
N -ðåàëèçàöèþ), S � ïîäêîìïëåêñ T , ñîäåðæàùèé âñå åãî âåðøèíû. ×àñòè÷íîé N - ðåà-
ëèçàöèåé êîìïëåêñà T â X îòíîñèòåëüíî (S,U) áóäåì íàçûâàòü òàêîå N -îòîáðàæåíèå
f : |S| → X, ÷òî äëÿ ëþáîãî σ ∈ T ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ïîêðûòèÿ U ∈ U , ñîäåðæàùèé
f(σ ∩ |S|). Â ñëó÷àå S = T áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f åñòü ïîëíàÿ N -ðåàëèçàöèÿ T â X
îòíîñèòåëüíî U .

Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ôèëüòðàöèåé {Xi}i∈N. Áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç ConX ìåòðè÷åñêèé êîíóñ íàä X è çàïèñûâàòü åãî â âèäå (X × [0, 1])/ ∼, ãäå
∼ åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, åäèíñòâåííûì íåòðèâèàëüíûì êëàññîì êîòîðîãî
ÿâëÿåòñÿ X × {0}, îáîçíà÷àåìûé â äàëüíåéøåì ∗. Ïðîñòðàíñòâî ConX ñ ôèëüòðàöèåé
{ConXi}i∈N áóäåì íàçûâàòü ïðîôèëüòðîâàííûì êîíóñîì íàä X.

ÏóñòüX, Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ñ ôèëüòðàöèÿìè, ñîîòâåòñòâåííî, {Xi}i∈N è
{Yi}i∈N, A � çàìêíóòîå N -ïîäìíîæåñòâî X, f : A→ Y � ñîâåðøåííîå N -îòîáðàæåíèå,
X ∪f Y � ïðîñòðàíñòâî, ñêëååííîå èç ïðîñòðàíñòâ X è Y ïî îòîáðàæåíèþ f [9]. Â
êà÷åñòâå ôèëüòðàöèè ïðîñòðàíñòâà X ∪f Y ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñåìåéñòâî {Xi ∪f
Yi}i∈N. Ïðîñòðàíñòâî X ∪f Y ñ òàêîé ôèëüòðàöèåé áóäåì íàçûâàòü N -ïðîñòðàíñòâîì,
ñêëååííûì èç N -ïðîñòðàíñòâ X è Y ïî N -îòîáðàæåíèþ f . Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
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ôàêòîð-îòîáðàæåíèå p : (XtY )→ X∪fY , ñêëåèâàþùååX è Y ïî f , áóäåò â ýòîì ñëó÷àå
N -îòîáðàæåíèåì, åñëè â êà÷åñòâå ôèëüòðàöèè X t Y ðàññìàòðèâàòü {Xi t Yi}i∈N.

3. Âñïîìîãàòåëüíûå ôàêòû.ÏóñòüX, Y � ïðîèçâîëüíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà,
F ,W � ïîäìíîæåñòâàX, ïðè÷åì (W∩F ) ⊂ IntW ; α : X → Y � îòîáðàæåíèå, òàêîå, ÷òî
îãðàíè÷åíèÿ α �F è α �W íåïðåðûâíû. Îòîáðàæåíèå α �F∪W , âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçðûâíî,
íî ñïðàâåäëèâà ëåììà, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî åãî îãðàíè÷åíèå íà ïîäõîäÿùåå ìíîæåñòâî
íåïðåðûâíî.

Ëåììà 1. Ñóùåñòâóåò òàêîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî W ′ ⊂ W , ÷òî (F ∩W ) ⊂ W ′ è
α �F∪W ′ íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ x ∈ X, dx åñòü ðàññòîÿíèå dist(x,X \W ) îò òî÷êè x äî
ìíîæåñòâà X\W . Òàê êàê (W∩F ) ⊂ IntW è α �W íåïðåðûâíî, òî äëÿ ëþáîãî x ∈ W∩F
ñóùåñòâóåò δx < dx, òàêîå, ÷òî

α(B(x, δx)) ⊂ B(α(x), dx). (1)

Äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå α �F∪W ′ , ãäå W ′ =
⋃

x∈W∩F
B(x, δx), íåïðåðûâíî, à äëÿ ýòîãî

äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü α â ëþáîé òî÷êå x0 ∈ (F ∩BdW ′). Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè α �F ,
äëÿ ëþáîãî ε > 2dx ñóùåñòâóåò σ > 0, òàêîå, ÷òî

α(F ∩B(x0, σ)) ⊂ B(α(x0), ε/2). (2)

Èç ñïåöèàëüíîãî âèäà ïîêðûòèÿ {B(x, dx)}x∈W∩F ñëåäóåò, ÷òî äëÿ σ > 0 ñóùåñòâóåò
0 < δ < σ, òàêîå, ÷òî

èç B(x0, δ) ∩B(x, δx) 6= ∅ ñëåäóåò B(x, δx) ⊂ B(x0, σ). (3)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè w ∈ W ′∩B(x0, δ), â ñèëó ïîñòðîåíèÿW
′, ñóùåñòâóåò x ∈ F ,

òàêîå, ÷òî w ∈ B(x, δx). Òîãäà B(x0, δ) ∩ B(x, δx) 6= ∅, ïîýòîìó, ñîãëàñíî (3), B(x, δx) ⊂
B(x0, σ), îòêóäà dx = dist(x,X \W ) ≤ d(x, x0) < σ. Èç (1) ñëåäóåò α(w) ∈ B(α(x), dx),
èç (2) ñëåäóåò α(x) ∈ B(α(x0), ε/2), îòêóäà α(w) ∈ B(α(x0), ε), òî åñòü α(W ′∩B(x0, δ)) ⊂
B(α(x0), ε). Èç ïîñëåäíåãî è (2) ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü α �F∪W ′ â x0.

Ïóñòü A � çàìêíóòîå N -ïîäïðîñòðàíñòâî ìåòðè÷åñêîãî N -ïðîñòðàíñòâà Z, F : A→
X, G : Z \ A→ X � N -îòîáðàæåíèÿ. Èìååò ìåñòî

Ëåììà 2. Åñëè dist(F (z), G(z)) < dist(z, A) äëÿ ëþáîãî z /∈ A, òî îòîáðàæåíèå Ĝ : Z →
X, ñîâïàäàþùåå ñ F íà ìíîæåñòâå A è ñ G íà ìíîæåñòâå Z \A, çàäàåò N -ïðîäîëæåíèå
îòîáðàæåíèÿ G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåïðåðûâíîñòü Ĝ â ëþáîé òî÷êå a0 ∈ A∩Z \ A.
Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè F , äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò 0 < δ < ε/2, òàêîå, ÷òî
F (B(a0, δ)) ⊂ B(F (a0), ε/2). Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ z ∈ B(a0, δ), dist(z, A) ≤ d(z, a0) < δ.
Òîãäà G(z) ∈ B(F (z), dist(z, A)), F (z) ∈ B(F (a0), ε/2), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî G(z) ∈
B(F (a0), 2 · ε/2) = B(Ĝ(a0), ε), òî åñòü Ĝ(B(a0, δ)) ⊂ B(Ĝ(a0), ε). Èç ïîñòðîåíèÿ ÿñíî,

÷òî Ĝ � N -ïðîäîëæåíèå îòîáðàæåíèÿ G.

Ïóñòü f : A → X, G : A × [0, 1) → X � N -îòîáðàæåíèÿ. Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî A,
îòîæäåñòâëåííîå ñ A×{1}, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî A×[0, 1],
èìååò ìåñòî
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Ñëåäñòâèå 1. Åñëè dist(f(a), G(a, t)) < 4(1−t) äëÿ ëþáîãî a ∈ A, t 6= 1, òî îòîáðàæåíèå

Ĝ : A× [0, 1]→ X, ñîâïàäàþùåå äëÿ ëþáîãî a ∈ A ñ f × id ïðè t = 1 è ñ G ïðè 0 ≤ t < 1,
çàäàåò N -ïðîäîëæåíèå îòîáðàæåíèÿ G.

Èç çàìêíóòîñòè ïðîåêòèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ X × I âäîëü îòðåçêà íåñëîæíî ñëå-
äóþò äâà âñïîìîãàòåëüíûõ ôàêòà.

Ëåììà 3. Ïóñòü C � ïðîèçâîëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, X � åãî çàìêíóòîå
ïîäïðîñòðàíñòâî, a ∈ [0, 1). Òîãäà äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè W ′ ìíîæåñòâà X × [0, 1),
ñîäåðæàùåéñÿ â C × [0, 1), ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U ìíîæåñòâà X â C, ÷òî
(U × [0, a]) ⊂ W ′.

Ëåììà 4. Åñëè G : X × I → X � ãîìîòîïèÿ, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈ I, Gt �A= id,
òî äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà B ⊂ A è ëþáîé åãî îêðåñòíîñòè U(B) â X ñóùåñòâóåò
îêðåñòíîñòü V (B) ⊂ U(B), òàêàÿ, ÷òî G(V (B)× I) ⊂ U(B).

4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ. Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìî-
ñòè î÷åâèäíî, ïîýòîìó äîêàæåì ëèøü äîñòàòî÷íîñòü. Ïî óñëîâèþ, äëÿ ëþáîãî n ∈ N
ñóùåñòâóåò òàêàÿ N -2−n-äåôîðìàöèÿ Hn : X×I → X, ÷òî (Hn)0 = idX , à (Hn)1 : X → X

èìååò N -ïðîäîëæåíèå (Ĥn)1 : Un → X íà îêðåñòíîñòü Un ìíîæåñòâà X â C. Ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî Un ⊆ Un−1. Ïîñòðîèì N -ãîìîòîïèþ Fn : (X × [−1, 1])∪ (Un × {−1, 1})→ X ïî
ôîðìóëå

Fn(x, t) =


Hn(x, t), (x, t) ∈ X × [0, 1],

Ĥn(x, 1), (x, t) ∈ Un × {1},
Hn−1(x,−t), (x, t) ∈ X × [−1, 0],

Ĥn−1(x, 1), (x, t) ∈ Un × {−1}.

Äëÿ ëþáîãî x ∈ X, îáðàç Hn

(
{x}× [0, 1]

)
èìååò äèàìåòð ìåíüøå 2−n, îáðàç Hn−1

(
{x}×

[−1, 0]
)
èìååò äèàìåòð ìåíüøå 2−(n−1), ïîýòîìó

diamFn
(
{x} × [−1, 1]

)
< 2−n + 2−(n−1) < 2−(n−2). (4)

Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ K N -îòîáðàæåíèÿ Fn× id :
(
(X× [−1, 1])∪(Un×{−1, 1})

)
×

I → X × I è N -ãîìîòîïèè Hn : X × I → X. ßñíî, ÷òî K ÿâëÿåòñÿ N -îòîáðàæåíèåì.
Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî C íîðìàëüíî, òî ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü V ïðî-

ñòðàíñòâà X â C, V ⊂ Un. Òîãäà
(
X× [−1, 1]

)
∪
(
V ×{−1, 1}

)
� çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî

C × [−1, 1], è òàê êàê ïî óñëîâèþ C ∈ N -AE, òî ÷àñòè÷íîå N -îòîáðàæåíèå(
X × [−1, 1]

)
∪
(
V × {−1, 1}

) Fn→ X ↪→ C

èìååò N -ïðîäîëæåíèå F̂n : C× [−1, 1]→ C. Òàê êàê F̂n íåïðåðûâíî, òî W
′ = (F̂n)

−1(Un)

� îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà
(
X × [−1, 1]

)
∪
(
V ×{−1, 1}

)
. Èç çàìêíóòîñòè ïðî-

åêòèðîâàíèÿ âäîëü îòðåçêà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü W ìíîæå-
ñòâà X, òàêàÿ, ÷òî (W × I) ⊂ W ′. Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî W = Un.

Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü N -îòîáðàæåíèå (Ĥn)1 ◦ F̂n : Un× [−1, 1]→ X íà ïîäìíîæåñòâå
Un × [−1, 1]× {1} "âåðõíåãî îñíîâàíèÿ"öèëèíäðà C × [−1, 1]× [0, 1] íàä C × [−1, 1].

Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå, ñîâïàäàþùåå ñ òîëüêî ÷òî ïîñòðîåííûì N -îòîáðàæåíèåì
íà ïîäìíîæåñòâå "âåðõíåãî îñíîâàíèÿ"öèëèíäðà íàä C × [−1, 1] è ñ îãðàíè÷åíèåì N -
îòîáðàæåíèÿK íà ïîäìíîæåñòâàõ Un×{−1}×I è Un×{1}×I "áîêîâûõ ãðàíåé"öèëèíäðà
íàä C × [−1, 1]. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì N -îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå èç

(
Un × {−1} ×
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I
)
∪
(
Un × [−1, 1] × {1}

)
∪
(
Un × {1} × I

)
â X. Ïîëó÷åííîå N -îòîáðàæåíèå îïèøåì ñ

ïîìîùüþ ôîðìóëû

Gn(c, t) =


Hn

(
(Ĥn−1)1(c), 3t

)
, 0 ≤ t ≤ 1/3,

(Ĥn)1 ◦ F̂n(c, 6t− 3), 1/3 ≤ t ≤ 2/3,

Hn

(
(Ĥn)1(c),−3t+ 3

)
, 2/3 ≤ t ≤ 1,

ãäå (c, t) ∈ Un × [0, 1] è äîêàæåì, ÷òî N -îòîáðàæåíèå Gn êîððåêòíî îïðåäåëåíî. Äåé-

ñòâèòåëüíî, ïðè t = 1/3, Hn

(
(Ĥn−1)1(c), 3t

)
= Hn

(
(Ĥn−1)1(c), 1

)
= (Hn)1 ◦ (Ĥn−1)1(c), à

(Ĥn)1 ◦ F̂n(c, 6t − 3) = (Ĥn)1 ◦ F̂n(c,−1) = (Ĥn)1 ◦ (Ĥn−1)1(c), è òàê êàê (Ĥn−1)1 îòîáðà-

æàåò Un â X, à (Ĥn)1 � ïðîäîëæåíèå (Hn)1 ñ X íà Un, òî Gn ñîãëàñîâàíî. Àíàëîãè÷íî
äîêàçûâàåòñÿ ñîãëàñîâàííîñòü Gn ïðè t = 2/3.

Ëåììà 5. Gn �Un×{0}= (Ĥn−1)1, Gn �Un×{1}= (Ĥn)1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî c ∈ Un, Gn(c, 0) = Hn

(
(Ĥn−1)1(c), 0

)
. Òàê êàê (Ĥn−1)1(c) ∈

X, à (Hn)0 = idX , ïîëó÷àåì Gn(c, 0) = (Ĥn−1)1(c). Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ âòîðîå
óòâåðæäåíèå.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ X ðàññìîòðèì îáðàç ìíîæåñòâà {x} × [−1, 1] × I ïðè N -
îòîáðàæåíèè K. Îòîáðàæåíèå K ïåðåâîäèò îòðåçîê {x} × [−1, 1] × {0} âî ìíîæåñòâî
äèàìåòðà ìåíüøå 2−(n−2), òàê êàê, ñîãëàñíî (4), îòîáðàæåíèå Fn ïåðåâîäèò ýòîò îòðåçîê
âî ìíîæåñòâî äèàìåòðà ìåíüøå 2−(n−2). ÎòîáðàæåíèåK ïåðåâîäèò îòðåçêè {x}×{t}×I,
−1 ≤ t ≤ 1, âî ìíîæåñòâà äèàìåòðà ìåíüøå 2−n, òàê êàê Hn åñòü N -2−n-ãîìîòîïèÿ.
Ïîýòîìó îáðàç ìíîæåñòâà {x}×[−1, 1]×I ïðèN -îòîáðàæåíèèK èìååò äèàìåòð ìåíüøå
2−(n−2) + 2 · 2−n < 2−(n−3). Òàê êàê Gn �{x}×[−1,1]×I ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì K, òî îáðàç
ìíîæåñòâà ({x} × {−1} × I) ∪ ({x} × [−1, 1] × {1}) ∪ ({x} × {1} × I) ïðè îòîáðàæåíèè
Gn èìååò äèàìåòð ìåíüøå 2−(n−3).

Ëåììà 6. Äëÿ ëþáîãî (x, t) ∈ X × I, dist(x,Gn(x, t)) < 2−(n−3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîä äåéñòâèåì Fn × id òî÷êà (x, 0, 0) ∈ X × [−1, 1] × I ïåðåõîäèò â
òî÷êó (x, 0), êîòîðàÿ çàòåì ïîä äåéñòâèåì Hn ïåðåõîäèò â x, òàê êàê H0 = id. Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî x ∈ X, òî÷êà (x, 0, 0) ïîä äåéñòâèåìK ïåðåõîäèò â x. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî x ∈ K({x} × [−1, 1]× I). Òàê êàê Gn � îãðàíè÷åíèå K, òî Gn({x} × I) ⊂ K({x} ×
[−1, 1] × I). Îòñþäà, à òàêæå èç òîãî, ÷òî diamK({x} × [−1, 1] × I) < 2−(n−3), ñëåäóåò,
÷òî dist(x,Gn(x, t)) < 2−(n−3).

Ïóñòü ai = 1 − 2−i, ãäå i = 0, 1, . . .; t = (1 − s)an−1 + san, ãäå s ∈ I. Ïóñòü W =(
U1 × [a0, a1]

)
∪
(
U2 × [a1, a2]

)
∪ . . . Ïîñòðîèì N -îòîáðàæåíèå G : W → X, òàê, ÷òîáû

äëÿ ëþáîãî (x, s) ∈ W âûïîëíÿëîñü

G(x, t) = Gn+1(x, s), ãäå n ∈ {1, 2, . . .}
Òîãäà ïðè n = 1, G(x, [a0, a1]) = G2(x, I); ïðè n = 2, G(x, [a1, a2]) = G3(x, I), è òàê äàëåå.

Â ñèëó ëåììû 5, N -îòîáðàæåíèå G êîððåêòíî îïðåäåëåíî.
Äëÿ ëþáîãî x ∈ X, t ∈ [an−1, an], âûïîëíÿåòñÿ dist(x,G(x, t)) = dist(x,Gn+1(x, s)) <

2−(n−2) (íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ëåììû 6). Íî èç òîãî, ÷òî t ∈ [an−1, an], ñëåäóåò 2−n ≤
1− t ≤ 2−(n−1). Òîãäà 2−(n−2) ≤ 4(1− t) ≤ 2−(n−3). Èòàê, dist(x,G(x, t)) < 4(1− t), ïîýòî-
ìó, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç ëåììû 2, N -îòîáðàæåíèå G �X×[0,1) èìååò N -ïðîäîëæåíèå
P : X × [0, 1]→ X, çàäàííîå äëÿ ëþáîãî x ∈ X ôîðìóëîé
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P (x, t) =

{
(x, t), t = 1,
G(x, t), 0 ≤ t < 1.

Çàäàäèì N -îòîáðàæåíèå Q :
(
X × [0, 1]

)
∪W → X ôîðìóëîé

Q(x, t) =

{
P (x, t), (x, t) ∈ X × [0, 1],
G(x, t), (x, t) ∈ W.

Îòîáðàæåíèå Q ñîãëàñîâàíî, òàê êàê P åñòü ïðîäîëæåíèå G �X×[0,1). Ïî ëåììå 1,
ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ìíîæåñòâî W ′, (X × [0, 1)) ⊂ W ′ ⊂ W , òàêîå, ÷òî N -îòîáðàæåíèå
Q : (X × [0, 1]) ∪W ′ → X íåïðåðûâíî.

Ëåììà 7. Cóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U ìíîæåñòâà X â C è íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
ϕ : C → I, òàêîå, ÷òî ϕ(x) ≡ 1 äëÿ x ∈ X è

⋃
c∈U
(
{c} × [0, ϕ(c)]

)
⊂
(
W ′ ∪ (X × [0, 1])

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ai} òî÷åê îòðåçêà I, ai = 1 − 2−i,
i ∈ N. Äëÿ êàæäîé òî÷êè ai ïî ëåììå 3 íàéäåì òàêóþ îêðåñòíîñòü Ui ìíîæåñòâà X â
C, ÷òî (Ui × [0, ai]) ⊂ W ′. Ïóñòü U = U1.

Ïî ëåììå Óðûñîíà, äëÿ îêðåñòíîñòè U1 ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
ϕ1 : C → [0, a1], òàêîå, ÷òî ϕ1(c) ≡ a1 äëÿ c ∈ U2 è ϕ1(c) ≡ 0 äëÿ c ∈ C \ U1. Ïðè-
ìåíÿÿ ëåììó Óðûñîíà ê êàæäîé íàéäåííîé îêðåñòíîñòè Ui ïðè i > 1, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ
êàæäîãî íîìåðà i > 1 ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ϕi : C → [ai−1, ai], òàêîå,
÷òî ϕi(c) ≡ ai äëÿ c ∈ Ui+1 è ϕi(c) ≡ ai−1 äëÿ c ∈ C \ Ui.

Îïðåäåëèì ϕ : C → [0, 1] ïî ôîðìóëå

ϕ(c) =


1, c ∈ X,
ϕi(c), c ∈ Ui \ Ui+1, i ≥ 1,
0, c ∈ C \ U1.

Ïðîâåðèì íåïðåðûâíîñòü ϕ â òî÷êå a ∈ X ∩C \X. Äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè V òî÷êè
ϕ(a) = 1 íàéäåòñÿ an ∈ V , ïîýòîìó ϕ(Un+1) = ϕn+1(Un+1) ⊂ [an, 1] ⊂ V . Òàêèì îáðà-
çîì, îòîáðàæåíèå ϕ íåïðåðûâíî â òî÷êå a è íà ìíîæåñòâå C. Èç ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ϕ
ñëåäóåò, ÷òî

⋃
c∈U
(
{c} × [0, ϕ(c)]) ⊂

(
W ′ ∪ (X × [0, 1])

)
.

Â ñèëó ëåììû 7, äëÿ ëþáîé òî÷êè c ∈ U , òî÷êà (c, ϕ(c)) ïðèíàäëåæèò îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ Q, ïîýòîìó ìîæíî çàäàòü N -îòîáðàæåíèå f : U → X ôîðìóëîé
f(c) = Q(c, ϕ(c)), ãäå c ∈ U . Òàê êàê ïðè x ∈ X, f(x) = Q(x, 1) = P �X×{1}= id, òî f
� îêðåñòíîñòíàÿ N -ðåòðàêöèÿ, ïîýòîìó èç òîãî, ÷òî U îòêðûòî â C ∈ N -AE, ñëåäóåò,
÷òî X ∈ N -ANE. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

5. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ãîìîòîïè÷åñêîé õàðàêòåðèçàöèè N -ANE-ïðîñò-
ðàíñòâ. Äîêàæåì ñíà÷àëà òåîðåìó î ÷àñòè÷íîé N -ðåàëèçàöèè, óòâåðæäàþùóþ, ÷òî
äëÿ ìåòðè÷åñêîãî N -ANE-ïðîñòðàíñòâà âûïîëíÿåòñÿ àíàëîã óñëîâèÿ Ëåôøåöà.

Òåîðåìà 7. Åñëè X � ìåòðè÷åñêîå N -ANE-ïðîñòðàíñòâî, òî äëÿ ëþáîãî U ∈ covX
ñóùåñòâóåò V ∈ covX, âïèñàííîå â U , òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî
ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà T ñ ôèëüòðàöèåé, äîïóñêàþùåé N -ðåàëèçàöèþ, ëþáîãî
åãî ïîäêîìïëåêñà S, ñîäåðæàùåãî âñå âåðøèíû T , è ëþáîé ÷àñòè÷íîé N -ðåàëèçàöèè
f : |S| → X êîìïëåêñà T â X îòíîñèòåëüíî (S,V) ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ N -ðåàëèçàöèÿ
g : |T | → X îòíîñèòåëüíî U , îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè:

(1) g ïðîäîëæàåò f ;
(2) äëÿ ëþáîãî σ ∈ T è ëþáîãî V ∈ V , òàêîãî, ÷òî f(σ ∩ |S|) ⊂ V , ñóùåñòâóåò òàêîå

U ∈ U , ÷òî g(σ) ∪ V ⊂ U .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì çàìêíóòîåN -âëîæåíèå ìåòðè÷åñêîãîN -ïðîñòðàíñòâàX
â ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå N -ïðîñòðàíñòâî L ([3]). Òàê êàê X ∈ N -ANE, òî ñóùåñòâóåò
îêðåñòíîñòü V ïðîñòðàíñòâàX â L èN -ðåòðàêöèÿ r : V → X. Ñåìåéñòâî r−1(U) ∈ cov V .
Ðàññìîòðèì W ∈ cov V , òàêîå, ÷òî W ◦W ≺ r−1(U), è âûïóêëîå ïîêðûòèå V1 ∈ cov V ,
òàêîå, ÷òî V1 ≺ W . Òîãäà V = V1 ∩X � èñêîìîå îòêðûòîå ïîêðûòèå X. Îòìåòèì, ÷òî
ëþáûå äâà V-áëèçêèõ N -îòîáðàæåíèÿ â X W-N -ãîìîòîïíû.

Ïóñòü T , S è f òàêîâû, êàê îïèñàíî â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû. Ðàññìîòðèì N -
îòîáðàæåíèå f0 = f �|T (0)| : |T (0)| → X è çàäàäèì åãî ïðîäîëæåíèå f̂0 : |T | → L ôîð-

ìóëîé f̂0(
∑n

i=1 λivi) =
∑n

i=1 λif(vi), ãäå 〈v1, . . . , vn〉 � ïðîèçâîëüíûé ñèìïëåêñ èç T .
Âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî íà |T | ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ, f̂0 íåïðåðûâíî. ßñíî

òàêæå, ÷òî f̂0 ñîõðàíÿåò ôèëüòðàöèþ, òàê êàê f̂0 �|T (0)| � N -îòîáðàæåíèå, à ôèëüòðà-
öèÿ L îáðàçîâàíà âûïóêëûìè ìíîæåñòâàìè. Ðàññìîòðèì ãîìîòîïèþ H : |S| × I → L,

çàäàííóþ äëÿ ëþáûõ 0 ≤ t ≤ 1, x ∈ |S| ôîðìóëîé H(x, t) = t · f̂0(x) + (1 − t) · f(x).
Ãîìîòîïèÿ H ÿâëÿåòñÿ N -îòîáðàæåíèåì, òàê êàê îíà ñâÿçûâàåò N -îòîáðàæåíèÿ f è
f̂0 �|S|, à ýëåìåíòû ôèëüòðàöèè L âûïóêëû. Òàê êàê f � ÷àñòè÷íàÿ ðåàëèçàöèÿ, òî äëÿ
ëþáîãî σ ∈ T ñóùåñòâóåò ýëåìåíò èç V , ñîäåðæàùèé f(σ ∩ |S|), íî äëÿ ëþáîé âåðøèíû
vi ∈ T (0), f(vi) = f̂0(vi), ïîýòîìó f̂0(σ ∩ |S|) ñîäåðæèòñÿ â òîì æå âûïóêëîì ýëåìåíòå

V . Èòàê, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ σ ∩ |S| ìíîæåñòâî {f(x), f̂0(x)} ñîäåðæèòñÿ â

îäíîì ýëåìåíòå ïîêðûòèÿ V , òî åñòü îòîáðàæåíèÿ f, f̂0 �|S| V-áëèçêè, ïîýòîìó H åñòü
N -W-ãîìîòîïèÿ.

Îòîáðàæåíèå H1 = f̂0 �|S| N -ïðîäîëæèìî äî f̂0 : |T | → L ∈ N -AE, îòêóäà ïî òåî-
ðåìå Áîðñóêà î ïðîäîëæåíèè N -ãîìîòîïèè ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò N -W-ïðîäîëæåíèå
Ĥ : |T | × I → L. Òîãäà g′ = Ĥ0 : |T | → L åñòü N -ïðîäîëæåíèå f íà |T |. Çàìåòèì, ÷òî
äëÿ ëþáîãî σ ∈ T ñóùåñòâóåò ýëåìåíò V1 ∈ V1, ñîäåðæàùèé f̂0(σ), à äëÿ ëþáîé òî÷êè

x ∈ σ ñóùåñòâóåò ýëåìåíò èç W , ñîäåðæàùèé Ĥ({x}× I). Ïîýòîìó g′(σ) = Ĥ0(σ) ñîäåð-
æèòñÿ â çâåçäå ìíîæåñòâà V1 îòíîñèòåëüíî ñèñòåìûW . Íî, ñîãëàñíî âûáîðó ïîêðûòèé,
V1 ≺ W ,W◦W ≺ r−1(U), ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ýëåìåíò U ∈ U , òàêîé, ÷òî g′(σ) ⊂ r−1(U),
ñëåäîâàòåëüíî, g′ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê îòîáðàæåíèå â V .

Òàê êàê r � N -ðåòðàêöèÿ, òî g : |T | → X, çàäàâàåìîå ôîðìóëîé g = r ◦ g′, åñòü N -
îòîáðàæåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ g âûïîëíÿåòñÿ (2). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî σ ∈ T
ñóùåñòâóåò ýëåìåíòW ∈ V , òàêîé, ÷òî f(σ∩|S|) ⊂ W . Íî óæå äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò
U ∈ U , òàêîé, ÷òî g′(σ) ⊂ r−1(U). Êðîìå òîãî, èç ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ïîêðûòèé ïðî-
ñòðàíñòâà X ñëåäóåò, ÷òî W ⊂ U . Òîãäà g(σ) ∪W = r(g′(σ)) ∪W ⊂ r(r−1(U)) ∪W ⊂ U ,
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî g åñòü ïîëíàÿ N -ðåàëèçàöèÿ ñèìïëåêñà T â X îòíîñèòåëüíî U ,
ïðîäîëæàþùàÿ f .

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû î ãîìîòîïè÷åñêîé õàðàêòåðèçàöèè N -ANE-ïðî-
ñòðàíñòâ. Ñíà÷àëà äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü X ∈ N -ANE, U ∈ covX è ïóñòü V ∈
covX, âïèñàííîå â U , òàêîâî, ÷òî äëÿ ëþáîãî N -ïðîñòðàíñòâà Y ëþáûå äâà V-áëèçêèå
N -îòîáðàæåíèÿ èç Y â X ÿâëÿþòñÿ N -U -ãîìîòîïíûìè. Ïî òåîðåìå î ÷àñòè÷íîé N -
ðåàëèçàöèè ñóùåñòâóåòW ∈ covX, âïèñàííîå â V , òàêîå, ÷òî äëÿ T , S èç ôîðìóëèðîâêè
òåîðåìû è ëþáîé ÷àñòè÷íîé N -ðåàëèçàöèè f : |S| → X êîìïëåêñà T â X îòíîñèòåëüíî
(S,W) ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ N -ðåàëèçàöèÿ g : |T | → X îòíîñèòåëüíî V , ïðîäîëæàþùàÿ f
è òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî σ ∈ T è ëþáîãîW ∈ W , òàêîãî, ÷òî f(σ∩|S|) ⊂ W , ñóùåñòâóåò
òàêîå V ∈ V , ÷òî g(σ) ∪W ⊂ V .

Èçâåñòíî ([8]), ÷òî ñóùåñòâóåò A ∈ covX, çâåçäíî âïèñàííîå âW (A◦A ≺ W). Ïóñòü



ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÑÊËÅÉÊÅ ÄËß ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ Ñ ÔÈËÜÒÐÀÖÈÅÉ 189

P = N(A) � N -íåðâ ïîêðûòèÿ A. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé âåðøèíå 〈A〉 ∈
N(A)(0) ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó f(〈A〉) ∈ A ∩XdegA. Òàêèì îáðàçîì, çàäàíî îòîáðàæåíèå
f : N(A)(0) → X.

Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî N(A)(0) äèñêðåòíî, f íåïðåðûâíî. ßñíî òàêæå, ÷òî f åñòü
N -îòîáðàæåíèå. Äîêàæåì, ÷òî f � ÷àñòè÷íàÿ N -ðåàëèçàöèÿ N(A) â X îòíîñèòåëüíî
(N(A)(0),W). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü σ = 〈A0, A1, . . . , An〉 � ñèìïëåêñ èç N(A). Òîãäà⋂n
i=0Ai 6= ∅. Òàê êàê ïîêðûòèå A çâåçäíî âïèñàíî âW , òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò W ∈ W ,

òàêîé, ÷òî
⋃n
i=0Ai ⊂ W . Ñëåäîâàòåëüíî, f(σ ∩ N(A)(0)) = f(〈A0〉, 〈A1〉, . . . , 〈An〉) ⊂

A0 ∪ A1 ∪ . . . ∪ An ⊂ W.
Â ñèëó âûáîðà W , N -îòîáðàæåíèå f ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî N -îòîáðàæåíèÿ

g : N(A) → X, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì, îïèñàííûì â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà. Äî-
êàæåì, ÷òî N -îòîáðàæåíèÿ idX è g ◦ϕ ÿâëÿþòñÿ V-áëèçêèìè. Äåéñòâèòåëüíî, âûáåðåì
ïðîèçâîëüíî x ∈ X. Ïîñêîëüêó A êîíå÷íî, òî x ñîäåðæèòñÿ ëèøü â êîíå÷íîì ÷èñëå
ýëåìåíòîâ èç A; ïóñòü ýòî ýëåìåíòû A0, A1, . . . , An. Òîãäà σ = 〈A0, . . . , An〉 � ñèìïëåêñ
èç N(A) è ϕ(x) ∈ σ. Ñóùåñòâóåò W ∈ W , òàêîé, ÷òî

⋃n
i=0Ai ⊂ W . Òîãäà x ∈ W , è ïî-

ñêîëüêó äëÿ êàæäîãî 0 ≤ i ≤ n âûïîëíÿåòñÿ f(〈Ai〉) ∈ Ai, ïîëó÷àåì f(σ∩N(A)(0)) ⊂ W.
Èç âûáîðà W ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò V ∈ V , òàêîé, ÷òî g(σ) ∪ W ⊂ V . Òàê êàê

ϕ(x) ∈ σ, ïîëó÷àåì g(ϕ(x)) ∈ V , è ïîñêîëüêó W ⊂ V , èìååì x ∈ V . Ñëåäîâàòåëüíî,
{x, g(ϕ(x))} ⊂ V . Â ñèëó âûáîðà V çàêëþ÷àåì, ÷òî idX è g ◦ ϕ N -U -ãîìîòîïíû, òåì
ñàìûì íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïî óñëîâèþ, äëÿ ëþáîãî U ∈ covX ñóùåñòâóåò N -ïîëèýäð
P è N -îòîáðàæåíèÿ g : X → P è f : P → X, êîìïîçèöèÿ f ◦ g : X → X êîòîðûõ
N -U -ãîìîòîïíà idX . Òàê êàê P ∈ N -ANE, à X ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàìêíóòîå N -
ïîäïðîñòðàíñòâî ëèíåéíîãî íîðìèðîâàííîãîN -ïðîñòðàíñòâà L ([3]), òîN -îòîáðàæåíèå
g : X → P ïðîäîëæèìî äî N -îòîáðàæåíèÿ ĝ : V → P , çàäàííîãî íà îêðåñòíîñòè V
ìíîæåñòâà X â L, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî N -îòîáðàæåíèå f ◦g : X → X ïðîäîëæèìî äî N -
îòîáðàæåíèÿ f ◦ ĝ : V → X. Òàê êàê L ∈ N -AE ([3]), òî ïî òåîðåìå î õàðàêòåðèçàöèè N -
ANE-ïðîñòðàíñòâ ÷åðåç ìàëûå äåôîðìàöèè, X ∈ N -ANE, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

6. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ñêëåéêå äëÿ N -ïðîñòðàíñòâ.
Òåîðåìà 8. Åñëè F ∈ N -AE � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî ìåòðè÷åñêîãî N - ïðîñòðàí-
ñòâà X, ïðè÷åì X \ F ∈ N -ANE, è ñóùåñòâóåò N -ãîìîòîïèÿ H : X × I → X, óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì: H0 = idX ; H1 : X → F åñòü N -ðåòðàêöèÿ; Ht �F= idF äëÿ ëþáîãî
t ∈ I, òî X ∈ N -AE.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî N -îòîáðàæåíèÿ f : A → X, çàäàííîãî íà
çàìêíóòîì ïîäìíîæåñòâå A ïðîèçâîëüíîãî ìåòðè÷åñêîãî N -ïðîñòðàíñòâà Z, ñóùåñòâó-
åò N -ïðîäîëæåíèå f̂ : Z → X.

Ïóñòü B = f−1(F ). ßñíî, ÷òî B çàìêíóòî â Z. Òàê êàê X \F ∈ N -ANE ïî óñëîâèþ,
à N -ïðîñòðàíñòâî A \ B çàìêíóòî â N -ïðîñòðàíñòâå Z \ B, òî äëÿ N -îòîáðàæåíèÿ
f �A\B : A\B → X \F ñóùåñòâóåò N -ïðîäîëæåíèå g : W → X \F , ãäå W � îêðåñòíîñòü
A \ B â Z \ B. Ïðèìåíÿÿ ê N -îòîáðàæåíèÿì f : A → X è g : W → X \ F ëåììó 1,
ïîëó÷èì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî W ′ ⊂ W , ÷òî (A ∩W ) ⊂ W ′ è
îòîáðàæåíèå h : A ∪W ′ → X, çàäàâàåìîå ôîðìóëîé

h(z) =

{
f(z), z ∈ B,
g(z), z ∈ W ′,

íåïðåðûâíî. ßñíî, ÷òî h ÿâëÿåòñÿ N -îòîáðàæåíèåì. Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî Z íîðìàëü-
íî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî W ′ çàìêíóòî â Z \B, òîãäà (Z \B)\W ′ îòêðûòî â Z \B. Êðîìå
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òîãî, (A \B)∩ ((Z \B) \W ′) = ∅, ïîýòîìó, ñîãëàñíî ëåììå Óðûñîíà, ñóùåñòâóåò íåïðå-
ðûâíîå îòîáðàæåíèå ξ : Z \B → [0, 1], òàêîå, ÷òî ξ ≡ 0 íà A \B è ξ ≡ 1 íà (Z \B) \W ′

è íà ãðàíèöå W ′. Çàäàäèì îòîáðàæåíèå q : A ∪W ′ → X ôîðìóëîé

q(z) =

{
Hξ(z)(h(z)), z ∈ (A \B) ∪W ′,

f(z), z ∈ B.
Îòîáðàæåíèå q ñîãëàñîâàíî, òàê êàê ïðè z ∈ A \ B, q(z) = H0(h(z)) = h(z) = f(z).

Òàêèì îáðàçîì, q �A= f . Ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 8. Îòîáðàæåíèå q íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåïðåðûâíîñòü q â ëþáîé òî÷êå z0 ∈ B ∩A \B.
Îòìåòèì, ÷òî q(z0) = f(z0) ∈ F , òàê êàê z0 ∈ B. Ïóñòü U � ïðîèçâîëüíàÿ îêðåñòíîñòü
òî÷êè q(z0). Íàéäåì îêðåñòíîñòü V (z0) ñî ñâîéñòâîì q(V (z0) ∩ (A ∪W ′)) ⊂ U(q(z0)).

Èç íåïðåðûâíîñòè h ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü V ′(z0), òàêàÿ, ÷òî äëÿ
ëþáîé òî÷êè z ∈ V ′(z0)∩ (A∪W ′) âûïîëíÿåòñÿ h(z) ∈ U(q(z0)). Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè
z ∈ V ′(z0) ∩ B, q(z) = f(z) = h(z) ∈ U(q(z0)); äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ V ′(z0) ∩ (A \ B),
q(z) = Hξ(z)(h(z)) = H0(h(z)) = h(z) ∈ U(q(z0)).

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà z ∈ W ′. Òàê êàê ïî óñëîâèþ Ht �F= idF
äëÿ ëþáîãî t ∈ I, òî ïî ëåììå 4 ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ U(q(z0)) ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü
U1(q(z0)) ⊂ U(q(z0)), òàêàÿ, ÷òî H(U1(q(z0)) × I) ⊂ U(q(z0)). Èç íåïðåðûâíîñòè h ñëå-
äóåò, ÷òî äëÿ U1(q(z0)) ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü V (z0) ⊂ V ′(z0), òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáî-
ãî z ∈ V (z0) âûïîëíÿåòñÿ h(z) ∈ U1(q(z0)). Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ V (z0) ∩ W ′,
q(z) = Hξ(z)(h(z)) ∈ H

(
U1(q(z0))× I

)
⊂ U(q(z0)).

Òàê êàêH è f �N -îòîáðàæåíèÿ, òî q �N -îòîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì
1) Åñëè z ∈ B, òî q(z) = f(z) ∈ F ,
2) Åñëè z ∈ BdW ′, òî q(z) = H1(h(z)) ∈ F (òàê êàê H1(X) ⊆ F ),
3) (B ∪ BdW ′) ⊃ Bd(A ∪W ′),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî q(Bd(A ∪W ′)) ⊂ F . Òàê êàê Bd(A ∪W ′) åñòü çàìêíóòîå ïîäìíî-
æåñòâî N -ïðîñòðàíñòâà Z \ Int(A ∪ W ′), à F ∈ N -AE, òî ÷àñòè÷íîå N -îòîáðàæåíèå
p = q �Bd(A∪W ′) : Bd(A ∪W ′) → F äîïóñêàåò N -ïðîäîëæåíèå p̂ : Z \ Int(A ∪W ′) → F .

Òîãäà îòîáðàæåíèå f̂ : Z → X, çàäàâàåìîå ôîðìóëîé

f̂(z) =

{
q(z), z ∈ A ∪W ′,
p̂(z), z ∈ Z \ Int(A ∪W ′),

åñòü èñêîìîå N -ïðîäîëæåíèå f íà ìíîæåñòâî Z.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè X ∈ N -ANE, òî ïðîôèëüòðîâàííûé ìåòðè÷åñêèé êîíóñ ConX ∈
N -AE.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäàäèì N -ãîìîòîïèþ H : ConX×I → ConX ôîðìóëîé Hs([x, t]) =
[x, (1 − s)t] äëÿ 0 ≤ s ≤ 1. Î÷åâèäíî, ÷òî H0([x, t]) = [x, t], òî åñòü H0 = idConX ;
H1([x, t]) = [x, 0] = ∗; Hs(∗) = Hs[x, 0] = [x, 0] = ∗ äëÿ ëþáîãî s ∈ [0, 1]. Êðîìå òîãî,
ìíîæåñòâî {∗} ∈ AE çàìêíóòî â ConX, ïðîñòðàíñòâî (ConX) \ {∗} N -ãîìåîìîðôíî
X × (0, 1] ∈ N -ANE. Òîãäà ïî òåîðåìå 8, ConX ∈ N -AE.

Çàìå÷àíèå. Íà ñàìîì äåëå âåðíî áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå: X ∈ N -ANE òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ConX ∈ N -AE.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû î ñêëåéêå äëÿ N -ïðîñòðàíñòâ ñíà÷àëà äëÿ ñëó-
÷àÿ X, Y,A ∈ N -AE. Ïóñòü p � ôàêòîð-îòîáðàæåíèå, ñêëåèâàþùåå X è Y ïî f . Òàê êàê
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X ∈ N -AE, ñóùåñòâóåò N -ãîìîòîïèÿ G : X × I → X, òàêàÿ, ÷òî G0 = idX ; G1 : X → A
� N -ðåòðàêöèÿ è Gt �A= idA äëÿ ëþáîãî t ∈ I. Çàäàäèì îòîáðàæåíèå H : S × I → S
ôîðìóëîé

H(x, t) =

{
x, (x, t) ∈ Y × I,

p ◦G(x, t), (x, t) ∈ (X \ A)× I.

Ëåììà 9. Îòîáðàæåíèå H íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ H â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå (a,
t) ∈ (Y ∩ ClS(X \ A)) × I. Ïóñòü U � îêðåñòíîñòü òî÷êè H(a, t) = a â S. Îêðåñòíîñòü
U = U1 ∪ p(U2), ãäå U1 � îêðåñòíîñòü òî÷êè a â Y , U2 � îêðåñòíîñòü f−1(a) â X, òàêàÿ,
÷òî f(U2 ∩A) = U1. Íà ìíîæåñòâå A îòîáðàæåíèå Gt òîæäåñòâåííî äëÿ t ∈ I, ïîýòîìó,
ïî ñëåäñòâèþ èç ëåììû 4, äëÿ îêðåñòíîñòè U2 ìíîæåñòâà f−1(a) â X ñóùåñòâóåò åãî
îêðåñòíîñòüW ⊂ U2, òàêàÿ, ÷òîG(W×I) ⊂ U2. ÒîãäàH((W\A)×I) = p◦G((W\A)×I) ⊂
p(U2) ⊂ U ; H(U1 × I) = U1 ⊂ U . Ïîýòîìó H íåïðåðûâíî.

Òåïåðü ÿñíî, ÷òî îòîáðàæåíèå H ÿâëÿåòñÿ N -ãîìîòîïèåé. Òàê êàê X \A åñòü îòêðû-
òîå ïîäìíîæåñòâî X ∈ N -AE, òî X \A ∈ N -ANE, ñëåäîâàòåëüíî, N -ãîìåîìîðôíîå åìó
ïðîñòðàíñòâî S \Y òîæå ÿâëÿåòñÿ N -ANE. Òàê êàê H0 �Y = idY , à H0 �X\A= p◦G0 �X\A=
p(idX\A) = idX\A, òî H0 = idS. Òàê êàê H1 �Y = idY è H1 �X\A= p ◦ G1 �X\A, ãäå G1 �
ðåòðàêöèÿ X íà A, à p(A) ⊂ Y , òî H1 � ðåòðàêöèÿ S íà Y . Êðîìå òîãî, Ht �Y = idY äëÿ
t ∈ I. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îòîáðàæåíèÿ H : S×I → S âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 8,
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî S ∈ N -AE.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé X, Y , A ∈ N -ANE. Òîãäà ïî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû 8,
ConX, ConY , ConA ∈ N -AE. Çàäàäèì îòîáðàæåíèå Con f : ConA→ ConY ôîðìóëîé

(Con f)(x, t) =

{
[f(x), t], x ∈ A, 0 ≤ t < 1,
∗, t = 1.

ßñíî, ÷òî îòîáðàæåíèå Con f íåïðåðûâíî è ñîõðàíÿåò ôèëüòðàöèþ, à ïðîñòðàíñòâî
(ConX)∪Con f (ConY ) N -ãîìåîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó Con(X ∪f Y ), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
Con(X ∪f Y ) ∈ N -AE, è ïî çàìå÷àíèþ ê ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû 8, X ∪f Y ∈ N -ANE.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ñêëåéêå çàâåðøåíî.

7. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Óàéòõåäà-Áîðñóêà-Õàííåðà. Ïîñòðîèì íà îñíîâå N -
ãîìîòîïèè H : U × I → X N -ãîìîòîïèþ P : (ConX) × I → ConX, óäîâëåòâîðÿþùóþ
óñëîâèÿì òåîðåìû 8.

Ïóñòü V � çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü F , âïèñàííàÿ â U . Ìíîæåñòâà V è X\U çàìêíóòû
è äèçúþíêòíû, ïîýòîìó ïî ëåììå Óðûñîíà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ϕ : X →
[0, 1], ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå 0 â òî÷êàõ ìíîæåñòâà V è çíà÷åíèå 1 â òî÷êàõ ìíîæåñòâà
X \ U . Çàäàäèì îòîáðàæåíèå G : X × [0, 1]→ X ôîðìóëîé

G(x, t) =

{
x, 0 ≤ t ≤ ϕ(x),

H(x, t−ϕ(x)
1−ϕ(x)

), ϕ(x) < t ≤ 1,

è îòîáðàæåíèå P : (ConX)× I → ConX ôîðìóëîé

Pt([x, τ ]) = [G(x, t),
(
1− t · ϕ(x)

)
τ ] äëÿ ëþáûõ t, τ ∈ I, x ∈ X.

Îòîáðàæåíèå G íåïðåðûâíî âî âñåõ òî÷êàõ èç X×I, äëÿ êîòîðûõ ϕ(x) < 1, ëèáî t <
1. Ïîýòîìó íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ P íóæäàåòñÿ â ïðîâåðêå òîëüêî äëÿ ([x, τ ], t) ∈
(ConX) × I, äëÿ êîòîðûõ ϕ(x) = 1 è t = 1. Ïðè ýòîì x ∈ X \ U , G(x, t) = x è
Pt([x, τ ]) = [x, 0] = ∗. Åñëè x ∈ Int(X \ U), òî ϕ(x) = 1, à G íåïðåðûâíî â íåêîòîðîé
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îêðåñòíîñòè x. Ïîýòîìó P íåïðåðûâíî â ([x, τ ], 1) äëÿ x ∈ (X \ U), τ ∈ I. Ïðîâåðèì
íåïðåðûâíîñòü P ïðè x ∈ BdU , t = 1. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ îêðåñòíîñòü U1(∗)
âåðøèíû. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ 1 − t · ϕ(x) ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü V1

òî÷êè ([x, τ ], 1), òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè ([x′, τ ′], t′) ∈ V1 ÷èñëî
(
1− t′ ·ϕ(x′)

)
τ ′ áóäåò

ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê 0. Òàê êàê
(
1− t′ ·ϕ(x′)

)
τ ′ åñòü âòîðàÿ êîîðäèíàòà Pt′([x

′, τ ′]), òî
V1 ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ P ïåðåõîäèò â U1(∗).

Ïðîâåðèì, ÷òî äëÿN -ãîìîòîïèè P âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 8. Äåéñòâèòåëüíî,
P0([x, τ ]) = [G(x, 0), τ ] = [x, τ ]; ïðè x ∈ F , ϕ(x) = 0, ïîýòîìó Pt([x, τ ]) = [x, τ ]; òàê êàê
P1([x, τ ]) = [G(x, 1),

(
1− ϕ(x)

)
τ ], à

G(x, 1) =

{
x, x ∈ X \ U,

H(x, 1) ∈ F, x ∈ U,
òî P1(ConX) ⊂ (ConF ).

Òàê êàê X \F ∈ N -ANE è F ∈ N -ANE, òî ïî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû 8, Con(X \F ) ∈
N -AE è ConF ∈ N -AE. Ìíîæåñòâî (ConX) \ (ConF ) = Con(X \ F ) \ {∗} îòêðûòî â
Con(X\F ) ∈ N -ANE, ïîýòîìó (ConX)\(ConF ) ∈ N -ANE. Òàêèì îáðàçîì, ïî òåîðåìå 8
ïîëó÷àåì, ÷òî ConX ∈ N -AE, îòêóäà ïî çàìå÷àíèþ ê ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû 8 ñëåäóåò
X ∈ N -ANE, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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