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МЕТОД ПОСТРОЕНИЯ КАНОНИЧЕСКОГО РИПЕРА 
ПОДМНОГООБРАЗИЯ ОДНОРОДНОГО ПРОСТРАНСТВА 

 
Изучаются подмногообразия однородного пространства, описывается построение 

канонического рипера подмногообразия однородного пространства и строится вычислительный 
аппарат метода построения канонического рипера. Подмногообразие исследуется локально. 

 
1. Построение инвариантного продолжения подмногообразия однородного 

пространства в структурную группу Ли и в алгебру Ли 
Пусть   группа Ли,   ее замкнутая подгруппа Ли,   однород-

ное -пространство, 
–    (1) 

каноническая проекция. 
Группа действует в  с помощью левых сдвигов: 

.  (2) 

Определение: Подмногообразием размерности n однородного пространства  
будем называть пару , где   окрестность нуля евклидова пространства 

  аналитическое вложение  в . 

Таким образом, подмногообразия однородного пространства изучаются локаль-
но. Теория построения канонического репера подмногообразия подробно описана 
в работе [4]. Ниже излагаются идеи работы [4] и строится канонический лифт подмно-
гообразия однородного пространства в структурную группу Ли и в алгебру Ли. 

Предположим, что . В противном случае, если , от 

подмногообразия  перейдем к ему эквивалентному . Пусть 

, , тогда . 
Рассмотрим пространство  всех касательных к  n-мерных подпространств. 

Действие группы  на  продолжается в действии на , на котором группа  бу-
дет действовать с помощью дифференциалов левых сдвигов пространства : 

. (3) 

При этом  становится -пространством, но необязательно однородным. 

Наряду с -пространством  будем рассматривать его подмножество , состоящее 

из n-мерных подпространств, касательных к  в точке (е).  будет -

пространством, тоже необязательно однородным. Между -орбитами множества  

и -орбитами множества  существует естественное взаимно-однозначное соответ-

ствие. Далее будем рассматривать -орбиты пространства . Каждой такой орбите 
будет сопоставляться класс n-мерных подмногообразий пространства , такой, что 
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все касательные подпространства подмногообразия этого класса попадут в данную ор-
биту (по крайней мере, в некоторой окрестности). Предположим, что подмногообразие 

принадлежит классу с орбитой , где , 

.  Пусть  – группа стационарности элемента : 

. 
Приведем основные факты теории вычислительного аппарата метода построения 

канонического репера. 
Рассмотрим множество  всех n-мерных подпространств, касательных к  

в точке . Наряду с множеством  рассмотрим множество  

.

Множество  является -пространством. Множество  также является -

пространством, причем действие группы  в  индуцируется присоединенным пред-

ставлением . -пространства  и  изоморфны. Отсюда, в частности, следует, 
что  

              
     

  ,    (4) 
где   

 =          . 
Пусть   базис пространства дуального к алгебре Ли  группы 

Ли ,   базис пространства , дуального к ,   базис 

пространства , дуального к . При этом . Тогда система Пфаффа, опреде-
ляющая пространство , будет иметь вид:  

, ,..., .    (5) 
Найдем внешние дифференциалы форм системы (5): 

, ,..., .    (6) 
Введем индексы суммирования: ;  ; 

; ; ; ;     

 . 
Разложим внешние дифференциалы (6) по базису: 

.    (7) 

Предположим, что подмногообразие  продолжается в пространство 

и   соответствующее продолжение, , 

, , . 

Лемма 1 [4]. В формулах (7) равны нулю коэффициенты ; . 

Следствие 1. Система форм 

    (8) 

эквивалентна системе 
; (а)      

     . (б)   (9) 

Пусть  – алгебра Ли группы , тогда  
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.    (10) 

Пусть , . 
Теорема 1.1. [4]. Если выполняется условие 

,      (11) 

то внешние дифференциалы  обращаются в нуль в пространстве . 
Заметим, что условие (11) всегда выполняется для одномерного подмногообра-

зия , а также для подмногообразий любой размерности в случае, когда группа 

Ли  является полупрямым произведением группы стационарности точки простран-
ства  и абелевой группы, в частности для всех евклидовых и псевдоевклидовых про-
странств. 

Используя лемму Картана, систему (9, б) на пространстве  можно 

переписать в виде [4]:      =   
    ̃           

  ̃     
     

            

(  ограничение формы  на пространство ), а систему (9) в виде: 

;       

               
    ̃                 

  ̃      (12) 
Теорема 1.2. [4]. Система 1-форм  

,     (13) 

есть система форм Пфаффа, определяющая подпространство K′2. 
Теорема 1.3. Система форм  

, ,     (14) 

рассматриваемая как алгебраическая система относительно форм      , 

разрешима относительно этих форм. При этом получается выражение форм  

через формы . 

Разрешив систему (14) относительно форм , найдем  

.   (15) 

Система (15) эквивалентна системе (14). Тогда систему (13) можно переписать 
в виде: 

, .  (16) 

Коэффициенты ,  называются дифференциальными инва-

риантами подмногообразия , полученными при первом продолжении. Может 

быть, среди полученных дифференциальных инвариантов есть зависимость. Чтобы по-
лучить независимые инварианты первого продолжения, надо подействовать на подмно-
гообразие  преобразованием  группы . При этом подмногообразие  

перейдет в , а подпространство  (а следовательно, и ) не изменится, 

а подпространство  и, соответственно,  изменится. При этом надо так подобрать 

элемент , чтобы  привелось к возможно более простому виду. В соответствии 

с этим и система (13), определяющая , приведется к более простому виду и остав-
шиеся коэффициенты будут независимыми дифференциальными инвариантами перво-
го продолжения. 
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Замечание 1. Теорема 1.3 верна как при выполнении условий                
, так и в случае  

.     (17) 

Рассмотрим теперь подмногообразие  пространства  и при-

меним к нему аналогичные рассуждения. Пусть – продолжение отоб-

ражения  в пространство , где  – группа стационарности простран-

ства                  . Системой Пфаффа, определяющей , будет система (13). 
Продолжив ее и применив лемму Картана, придем, аналогично предыдущему, к систе-
ме Пфаффа, определяющей подпространство , где                , 

– каноническая проекция. 

При этом получим новые дифференциальные инварианты. Выберем, как и выше, 
среди дифференциальных инвариантов независимые. При этом будем действовать пре-
образованиями группы . 

Предположим, что, повторив операцию продолжения  раз, мы приведем 

группу стационарности пространства  к единице: . При этом получится 

система Пфаффа, определяющая пространство :  

, ,    (18) 

в которой все формы выражены  через  базисные формы  . 

Определение. Коэффициенты  называются дифференциальными инва-

риантами подмногообразия  в точке . 

При построении канонического репера в произвольной точке подмногообразия 

 получим дифференциальные инварианты , , являющи-

еся функциями. Эти функции определяют подмногообразие  с точностью 

до преобразования группы  [3] и потому образуют полную систему дифференциаль-
ных инвариантов подмногообразия . 

Чтобы получить канонический репер и дифференциальные инварианты подмно-
гообразия  в произвольной точке , нужно перейти от подмногооб-

разия  к подмногообразию , причем a выбрать так, чтобы . 

Возможен и второй путь, при котором по аналогии с вышеописанным непосредственно 
используются подпространства . 

Таким образом, строить канонический репер и находить дифференциальные ин-
варианты можно сразу для всех точек подмногообразия . 

Определение. Систему (18) будем называть характеризующей системой под-
многообразия . 

 
2. Проблема эквивалентности подмногообразий однородного пространства 
Рассмотрим проблему эквивалентности подмногообразий однородного 

пространства . 

Пусть заданы два подмногообразия  и  пространства . 
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Определение. Два подмногообразия  и  однородного -

пространства  называются эквивалентными (или -эквивалентными), если суще-
ствует элемент  такой, что 

,  .    (19) 

Определение. Подмногообразия  и  однородного пространства 

 будем называть эквивалентными по образу, если существует  такое, что 
.       

Очевидно, что эквивалентные подмногообразия являются эквивалентными по 
образу. 

Подмногообразию , для которого возможно построение канонического 

репера, была сопоставлена цепочка подгрупп , названная типо-

вой цепочкой или типом подмногообразия . Нетрудно видеть, что каждая под-

группа этой цепочки определена с точностью до сопряженности в группе . 
Определение. Подмногообразия, имеющие одинаковые (с точностью до сопря-

женности) типовые цепочки, будем называть однотипными. 
Теорема 2.1. [3]. Подмногообразия, эквивалентные по образу, однотипны. 
Таким образом, классификация подмногообразий по типам более широкая, чем 

по эквивалентности. Сформулируем критерий эквивалентности подмногообразий. 
Теорема 2.2. Два подмногообразия  и  однородного -

пространства  тогда и только тогда эквивалентны, когда 

,     (20) 

, где  – базисные левоинвариантные формы на группе Ли  (т. е. базис 

в ), а  и -канонические лифты подмногообразий  и . 

Доказательство. Необходимость.  
Пусть подмногообразия  и  эквивалентны, т. е. существует эле-

мент , выполняется равенство (19), и пусть  и   их канониче-

ские лифты. Условие (19) удобно записывать в виде: 
,  .   (21) 

Пусть , 

  соответствующие продолжающие отображения, 

причем очевидно, что продолжение производится в одно и то же пространство 
. Действие  в пространстве  определим формулой: 

.   (22) 

Тогда имеем: 

. 

Отсюда: 
.      (23) 

Значит, . 

Таким образом,   
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Аналогично доказываются равенства , 

а следовательно и  

, .   (24) 

Таким образом, эквивалентным подмногообразиям соответствуют эквивалент-

ные канонические лифты. Из (24) для любой левоинвариантной 1-формы  на группе 

 получим  и, следовательно, в силу левоинвари-

антности формы . 

Достаточность. Пусть выполняется равенство (20), тогда в силу теоремы 2.3 

[1, с. 238] отображения  и  отличаются левым сдвигом, т. е. существует элемент 

, такой что , . 

Применим к обеим частям этого равенства каноническую проекцию  

и, поскольку  есть -морфизм, получим: . 

Т. к. , , то . 

Поскольку  и  – сечения, то , . Отсюда: 

, . 

Теорема доказана. 
Следствие 1. Подмногообразия и  однородного -пространства 

 тогда и только тогда эквивалентны, когда эквивалентны (в группе ) 
их канонические лифты. 

Необходимость доказывается равенством (24). 

Достаточность. Пусть существует элемент , такой что ,  

. 

Применим к обеим частям этого равенства каноническую проекцию              

. Отсюда . 

Достаточность доказана. 

Теорема 2.3. Если канонический лифт  подмногообразия  подвергнуть 

преобразованию                 , то получим канонический лифт подмногооб-
разия , построенный по системе подпространств . 

Доказательство. 

            , есть канонический лифт подмногообразия . 

Это следует из того, что эквивалентным подмногообразиям соответствуют эквивалент-

ные канонические лифты (следствие 1). С другой стороны,  есть 

канонический лифт подмногообразия  по совокупности подпространств 
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. Каждому подмногообразию , для которого возможно 

построение канонического репера, была отнесена совокупность функций 
, , которые называются дифференциальными инвариантами 

подмногообразия . Справедлива теорема о том, что два подмногообразия одно-

родного пространства одинаковой размерности эквивалентны в том и только в том слу-
чае, если в соответствующих точках их дифференциальные инварианты одинаковы. 
Будем считать, что соответствие между точками подмногообразий задается с помощью 
прообразов. Что же означает «одинаковые дифференциальные инварианты»? Система 

, , задающая дифференциальные ин-

варианты подмногообразия , дает выражение левоинвариантных форм группы 

через некоторые базисные: . Базисные формы выбираются произвольно с тем 

условием, что они, будучи ограничены на , образуют там базис. Вид функций, 

являющихся дифференциальными инвариантами, зависит от выбора базиса. Выберем 
базис   векторных полей на . Условимся в качестве базисных форм 

подмногообразия в точке брать формы , где знак звездочка 

означает форму, дуальную соответствующему вектору, а знак черты означает 
ее левоинвариантное распространение на группу Ли . При этом понятие «дифферен-
циальные инварианты» приобретает конкретность для подмногообразия . Имеет 

место следующая теорема. 
Теорема 2.4. Для того чтобы подмногообразия  и  были 

эквивалентны, необходимо и достаточно, чтобы существовал базис векторных полей 

 на , такой, что = , и для любых соответствующих 

точек этих подмногообразий дифференциальные инварианты, найденные соответ-

ственно в базисах  и , совпадают. 

Доказательство. Необходимость. 
Пусть подмногообразия  и  эквивалентны, т. е. существует такой 

элемент , что  
.     (25) 

Заметим, что эквивалентные подмногообразия продолжаются в одну и ту же ор-

биту  множества . Пусть ,                  

 – продолжающие отображения. Тогда имеет место равен-

ство (5): . Значит,                 ̃(    )   ̃(          )  

. 

Аналогично доказываются равенства: 
, ,    (26) 

где  – последующие отображения  и . Отсюда: 

.     (27) 
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Следовательно, 

.    (28) 

Равенство (27) выполняется и для любых линейных комбинаций форм . 
Пусть 00 Dx  . Рассмотрим последовательность подпространств 

,  (29) 

.  (30) 

В силу (26) пространства (29) с помощью сдвига элементом преобразуются в со-
ответствующие пространства (30). 

Рассмотрим пространства   и . В силу 

равенств  имеем 

. 

Отсюда: 
,     (31) 

поскольку при d La полный прообраз преобразуется в полный прообраз. 
Пусть  

 –      (32) 

система 1-форм в точке , определяющая подпространство , тогда система 

    (33) 

1-форм в точке  будет определять подпространство . Рассуждая аналогично 

для подпространства  и , , получим, что  и  опреде-

ляются системами 1-форм, отличающимися левым сдвигом . Это означает, что диф-

ференциальные инварианты подмногообразий  и  в соответствующих 

точках совпадают. Базисными формами подмногообразия ,  можно 

выбрать формы , где  – некоторый базис векторных полей на 

. Тогда базисными формами подмногообразия  будут формы 

. 

Достаточность. Пусть существует базис  векторных полей на , 

такой, что   в базисе  подмногообразия  

и  имеют одинаковые дифференциальные инварианты. Это значит, что любая 

форма , не являющаяся базисной, выражается через  на пространствах 

и  с одними и теми же коэффициентами. Поскольку 
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, то  ,   и ,значит, 

 . 

Остальные левоинвариантные формы  группы Ли  в точках  и  

выражаются через базисные с одинаковыми коэффициентами: . Значит, 

. 

Таким образом, выполняется условие теоремы 2.3 [2, с. 238]. Тогда существует 
элемент , такой что для любого      0000 : xfLxgDx a , т. е. по следствию 1 

подмногообразия  и  эквивалентны. Теорема доказана. 

Рассмотрим теперь каноническое вложение  подмногообразия  в ал-

гебру Ли  структурной группы Ли : 

.    (34) 

По теореме 3 при воздействии на канонический лифт  подмногообразия 

 преобразованием      получим канонический лифт подмногообразия 

 по совокупности пространств 

, .    (35) 

Справедлива формула  
                     .    (36) 

Рассмотрим . Отсюда . В силу (36) имеем: 

    (        ̌     )        ( ̌    )        ̂     , 00 Dx  .  (37) 

Отсюда следует, что  есть образ при отображении  канонического 

лифта подмногообразия  по совокупности пространств (35). 

Таким образом, справедлива теорема. 

Теорема 2.5. Если на каноническое вложение  подмногообразия  по-

действовать преобразованием  присоединенной группы , то оно преобразует-
ся в каноническое вложение подмногообразия  по совокупности подпро-

странств (35). 
Применив к равенству (37) каноническую проекцию , получим: 

                  ̌                     ̌                 ̂     . (38) 

Учитывая, что                  , , получим: 

                      ̂     ,     (39) 
                       ̌     .    (40) 

Равенства (39) и (40) вместе с теоремами 2.3 и 2.5 доказывают, что имеет место 
теорема. 
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Теорема 2.6. Эквивалентность относительно внутренних автоморфизмов группы 
 на множестве канонических лифтов n-мерных подмногообразий однородного про-

странства HG  индуцирует –эквивалентность соответствующих подмногообразий. 

Эквивалентность относительно присоединенной группы  на множестве всех кано-
нических вложений n-мерных подмногообразий однородного пространства HG  инду-
цирует -эквивалентность соответствующих подмногообразий. 

Поскольку в однородном пространстве HG  проблема -эквивалентности 
подмногообразий сводится к проблеме -эквивалентности, то теорема 2.5 сводит проб-
лему -эквивалентности подмногообразий в однородном пространстве  

к проблеме -эквивалентности подмногообразий в алгебре Ли  структурной 
группы .
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