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О ЛОКАЛЬНЫХ СВОЙСТВАХ РЕШЕНИЙ 
АНАЛОГА ПЕРВОГО УРАВНЕНИЯ ПЕНЛЕВЕ ДЕСЯТОГО ПОРЯДКА 

 
Исследуется решение уравнения десятого порядка иерархии уравнений K1 в окрестности по-

движного полюса. Методом резонансов найдены номера произвольных коэффициентов рядов Лорана, 
и с помощью системы компьютерной алгебры Maple подтверждено их соответствие числу положи-
тельных резонансов. 
 

Введение 
Уравнения Пенлеве получены в результате исследования обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений второго порядка на отсутствие подвижных критических точек 
(свойство Пенлеве) [1–7]. Для обыкновенных дифференциальных уравнений порядков 3 
и выше такое исследование не завершено. В работе [8] для уравнения восьмого порядка 
из иерархии K1 рассмотрены свойства решения в окрестности подвижного полюса. 

В настоящей работе исследуются локальные свойства решений уравнений 
иерархии K1 для n = 4 в окрестности подвижного полюса. 
 

1. Уравнения иерархии K1 
Иерархия уравнений K1 представляется [9] в виде 
 

hn(w) = z,      (K1) 
 
где последовательность hn(w) удовлетворяет рекурсивному соотношению 
 

hn + 2(w) = J(w)(w)hn(w),      (1) 
 

h0(w) = 1, h1(w) = w + 4w2, n = 0, 1, 2,...., 
(w) = D3 + 2wD + wz, 

J(w) = D3 + 3(wD + Dw) + 2(D2wD–1 + D–1wD2) + 8(w2D–1 + D–1w2), 

D =
dz
d , D–1 = ()dz. 

 
Рекуррентную формулу из (1) можно представить в виде: 
 

hn(w) =   2)()J(
sn

ww


 hs(w), n = 2, 3, 4,..., 
 

где s = 0 при n – четном, s = 1 при n – нечетном.  
Для n = 2, n = 3 и n = 4 соответственно получаем: 
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w(4) 
3

32
 w3 + 12ww + 6 2)(w  – z = 0,   (4K1) 

w(8) + 
3

256 w5 + 
3

1120 w3w + 560w2  2w  + 136w2w(4) + 554www(3) + 84  2)3(w  + 

+ 134ww(4)+ 60ww(5) + 20ww(6) + 396w  2w  + 408w  2w   – z = 0, (8K1) 
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               (14) 8 6 5 2 5 (4)19712 256256 9 256256 3 ( ) 68992 39w w w w w w w w      
           4 2 4 (3) 4 (6) 3 2172480 ( ) 689920 3 31328 3 810656 ( )w w w w w w w w w w        
            3 (5) 3 (4) 3 2 3(3) (8)125312 800624 3 162448 ( ) 8272 3w w w w w w w w w w      
                      2 4 2 2 2 ((4) 3)263032 ( ) 498696 ( )  1716352w w w w w w w w w        
           2 3 2 (6) 2 (7) 2 (3) (5)1217656 3 ( ) 92488 33088 161656w w w w w w w w w w w        
           2 (10) (4) 2 2 2 (6)2 2 1529528 ( ) ( ) 117348 ( )412 98120 ( ) w w w w ww w ww w        
                    3 (3) (3) (4) (5)741664 ( ) 847000 564168w w w ww w w ww w w                         (14K1) 
                (9) 2 (4) 2 (5) 272064120 583748 ( 76 ( ) 31122 () )ww w w ww w ww ww         
                          (8) (3) (7) (4) (6) (12)14382 '' 32808 53256 32ww w ww w ww w ww     
           4 3 (5) 2 (4) 2 2322014( ) 120428( ) 748374( ) 470624( ) ( )w w w w w w w w w            
              2 (8) 2 (7) (6)9201( ) 1293952 ( ) 56976 114310w w w w w w w w w w w             
                (4) (5) (11) 4 2 (6)160146 192 452023 3( ) 77774( )w w w w w w w w         
                 (5) (4) 2 (10) 2 (4)269538 161765 ( ) 807 199920( )w w w w w w w w w          
                       (9) (4) (8) (5) (7) (6) 22275 4655 7082 4071( ) 0.w w w w w w w z       
 

2. Порядок подвижного полюса решения уравнения (10K1) 
Лемма. Если решение уравнения (10K1) имеет подвижный полюс, то только 

второго порядка. 
Доказательство. Для определения порядка q подвижного полюса в уравнении 

(10K1) произведем замену w ~ c0 (z – z0) – q. Ведущими членами уравнения (10K1) являют-
ся w6, а также все остальные слагаемые, кроме z. 

В первом случае имеем условие – q – 10 = – 6q или – 5q = – 10, т.е. q = 2. 
Во втором случае – q – 10 = – 5q –2 или – q – 10 = – 4q – 4, или – q – 10 = – 3q – 6 

или – q – 10 = – 2q – 8, т.е. q = 2. 
С помощью подстановки w ~ c0 (z – z0) – 2 в уравнение (10K1) получим условие на 

коэффициент c0 
 

   
1

2 2 2
0 0 0

0

(9 12 3) / 2 (36 48 15) / 2 18 6 0.
j

c j j c j j c j j


          (2) 

 
Очевидно, что в (2) есть 0 0.c   Лемма доказана. 
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3. Исследование решения уравнения (10K1) в окрестности подвижного полюса 
Применим метод резонансов [10; 11] для определения номеров коэффициентов 

cj, которые, возможно, являются произвольными параметрами в разложении 
 

2

0

j
j

j
w c t






 , 

 
где t = z – z0, решения, в окрестности подвижного полюса z0, z0 . 

Произведем в уравнении (10K1) замену w ~ c0t – 2 + t r – 2, тогда при t r – 12 выде-
ляем резонансный многочлен R10(c0, r). Для первого типа корней из (2) 0 3 2,c    по-
лучаем резонансный многочлен 

 
R10(r, c0) = (r + 1)(r – 3)(r – 4)(r – 5)(r – 6)(r – 7)(r – 8)(r – 9)(r – 10)(r – 14).    (3) 

 
Для второго типа 0 15 2,c    получаем резонансный многочлен 
 

R10(r, c0) = (r + 1)(r + 5)(r – 2)(r – 3)(r – 6)(r – 7)(r – 10)(r – 11)(r – 14)(r – 18).     (4) 
 
Для 0 12,c    получаем резонансный многочлен 
 

R10(r, c0) = (r + 1)(r + 2)(r + 7)(r – 3)(r – 4)(r – 9)(r – 10)(r – 14)(r – 15)(r – 20).     (5) 
 
Для 0 24,c    получаем резонансный многочлен 
 

R10(r, c0) = (r + 1)(r + 4)(r + 5)(r + 11)(r – 3)(r – 10)(r – 14)(r – 17)(r – 18)(r – 24).    (6) 
 
Для 0 99 2,c    получаем резонансный многочлен 
 

R10(r, c0) = (r + 1)(r + 5)(r + 7)(r + 11)(r + 17)(r – 14)(r – 18)(r – 20)(r – 24) (r – 30).   (7) 
 
Можно убедиться, что корни каждого из многочленов (3) – (7) целые и однократные. 

 
4. Исследование решения уравнения иерархии K1, при n = 4, в окрестности 

подвижного полюса 
В окрестности точки z0 уравнение иерархии K1, при n = 4, имеет вид 
 

       210 4 36 4 3 3 22240 25761680 3360 5152
9 3

w w w w w w w w w w w      

          

            

22 26 3 42 2

24 35 8 4 3

3864 212 8596 1686 2746

38211272 24 861 302 5384
3

w w w w ww w w w ww w

ww w ww w w w w w w

     

     

  

    
  (8) 

                   24 5 3 6 7
01563 495 277 96 0,w w w w w w w w t z        где 0.t z z   

 
Рассмотрим первый случай 0 3 2с   . Из формулы (3) имеем один отрицатель-

ный резонанс r1 = –1 и девять положительных резонансов r2 = 3, r3 = 4, r4 = 5, r5 = 6, 
r6 = 7, r7 = 8, r8 = 9, r9 = 10, r10 = 14. Формальный ряд, удовлетворяющий уравнению (8), 
имеет вид: 
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         (9) 

 
где h1, h2, …, h9, – произвольные параметры, с1 = 0, с2 = 0, 

2 2
11 1 3 2 5 1 6 3 4 1 2

13 5 53 41 11
1152 36 336 320 864

,c h h h h h h h h h h       

3 2 2
12 2 1 7 3 5 4 1 4 0

137 1 11 29 223 1 
54432 7 105 576 20160 9434880

c h h h h h h h h z         

4
1 2 3 2 6 1

47 19 1
2520 168 1152

,
0

h h h h h h   

2 2
13 1 2 4 8 1 2 3 4 5 1 5

2 3
1 3 6 3 1 2 2 7

1 173 1 167 523 11
25401600 12600 8 30240 6300 1260

11 171 23 7
1680 1960 45360 72

,

c h h h h h h h h h h h

h h h h h h h h

       

   

2 3
15 7 4 1 0 1 3 2 1 4 6 5

3 3
8 3 1 6 2 1 2 1 3 5 3

2 2
1 7 2 5

1531 1 2911 39437 431
25344 87859200 1382400 45619200 7392
251 1313 2825 1933 227

3840 88704 2737152 633600 253440
445 13 1061

50688 1782 182476800

c h h h z h h h h h h h

h h h h h h h h h h h

h h h h h

      

  



 

  5 2
1 3 4 2 1 4

5969 7373
1520640 5068800

.h h h h h 

 

 
Коэффициенты cj, j > 15 однозначно определяются через произвольные параметры 
z0, hi, i = 1, 2, …, 9. В силу теоремы 2 [12] ряд (9) является сходящимся в области 
0 < |z – z0| < ,  > 0. 

Рассмотрим второй случай: 0 15 2с   . Из формулы (4) имеем два отрицатель-
ных резонанса r1 = – 1, r2 = – 5 и восемь положительных: r3 = 2, r4 = 3, r5 = 6, r6 = 7, 
r7 = 10, r8 = 11, r9 = 14, r10 = 18. Формальный ряд, удовлетворяющий уравнению (8), 
имеет вид: 

 
2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 2 4 5 3 4 8 9 5 6 12

11 12 13 14 15 16 17 2
13 7 15 16 17 8 19

20

15
2

,j
j

j

w t h h t c t c t h t h t c t c t h t h t c t

c t h t c t c t c t h t c t c t








             

        
 (10) 

 
где h1, h2, …, h8 – произвольные параметры, с1 = 0, 

2
4 1 5 1 2

1 1,  ,
8 3

c h c h h    2 4
8 2 1 1 3 1

7 259 1603 ,
24 180 10368

c h h h h h    

3 3
9 2 2 3 1 4 1 2

19 86 8 59
63 105 21 3

,
78

c h h h h h h h     

3 2 3 2 4 2
12 1 3 0 2 1 2 3 2 3

6
1 5 1 2 1 4

48301 1 849 671 821 5489
550800 14320800 47600 4200 16800 30600

451 7631053 219
1020 634521600 2

,
380

c h h z h h h h h h

h h h h h h
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2 3 3 5 2
13 1 2 1 4 1 2 4 3 2 4

2
5 2 1 6 1 2 3
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,
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2 2 4
15 6 1 2 3 1 1 4

6 3 3
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   5
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3 2
16 2 3 5 1 5 1 0
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4 1 1 3 2 5 2 3 4
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c h h h h h h z

h h h h h h h h h
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2 2
1 4 5 2 3 5 1 2 0 1 2 6

3391 16073 94847 1029521
104720 428400 1461836242944000 907 700

.
13

h h h h h h h h z h h h     

 
Коэффициенты cj, j > 19 однозначно определяются через произвольные параметры 
z0, hi, i = 1, 2, …, 8. В силу теоремы 2 [12] ряд (10) является сходящимся в области 
0 < |z – z0| < ,  > 0. 

Рассмотрим третий случай: 0 12с   . Из формулы (5) имеем три отрицательных 
резонанса r1 = – 1, r2 = – 2, r3 = – 7 и семь положительных: r4 = 3, r5 = 4, r6 = 9, r7 = 10, 
r8 = 14, r9 = 15, r10 = 20. Формальный ряд, удовлетворяющий уравнению (8), имеет вид: 

 
2 1 2 4 5 6 7 8 9 10 11

1 2 6 7 8 3 4 11 12 13

12 13 14 15 16 17 18 19 2
5 6 16 17 18 19 7 21

22

12

,j
j

j

w t h t h t c t c t c t h t h t c t c t c t

h t h t c t c t c t c t h t c t c t








            

         
 (11) 

 
где h1, h2, …, h7 – произвольные параметры, с1 = с2 = c5 = 0, 

2
6 1

5
32

,c h  7 1 2 ,2
3

c h h  2
8 2

469
540

,c h  2
11 1 2

11
54

,c h h   
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,
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4261 47963 1 19 5 701
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,
0

c h h h h h h h h h z h     

3 2 2
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,c h h h h h h h h h h      

6 2 3 3 2
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2 2
2 4 1 6 2 5 3
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,
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c h h h h h h z

h h h h h h h

    

    

5 4 3 2
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2
1 2 6 3 4
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38707200 4082400 10800 40320 4205503411200

5507 113 43
247903358976000 2100

,
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7 3 3 4 2
21 1 1 2 1 3 1 3

19746809 7767377 463557917 203521
8186882457600 10704052800 1562950287360 30834720

c h h h h h h h       

3 2 3 2
1 0 1 2 4 2 3 1 6

513421 218603 12013 140383
174032142162278400 17698500 3810240 44049600

h z h h h h h h h      

2
1 2 5 2 3 0

1001 790379 11255
58995 1987100361792000 25905901012992

.h h h h h z    

 
Коэффициенты cj, j > 21 однозначно определяются через произвольные параметры 
z0, hi, i = 1, 2, …, 7. В силу теоремы 2 [12] ряд (11) является сходящимся в области 
0 < |z – z0| < ,  > 0. 

Рассмотрим четвертый случай: 0 24с   . Из формулы (6) имеем четыре отрица-
тельных резонанса r1 = – 1, r2 = – 4, r3 = – 5, r4 = – 11 и шесть положительных: r5 = 3, 
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r6 = 10, r7 = 14, r8 = 17, r9 = 18, r10 = 24. Формальный ряд, удовлетворяющий уравнению 
(8), имеет вид: 

 
2 1 4 7 8 10 11 12 13 14

1 6 9 2 12 13 3 15 16

15 16 17 18 19 20 21 22 23 2
4 5 19 20 21 22 23 6 25

26

24

,j
j

j

w t h t c t c t h t c t c t h t c t c t

h t h t c t c t c t c t c t h t c t c t








           

          
          (12) 

 
где h1, h2, …, h6 – произвольные параметры, с1 = … = c5 = c7 = c8 = с11 = 0, 

2
6 1

265
1496

,c h   3
9 1

241
1683

,c h   4
12 1 0

1936091 1
36622080 1054010880

,c h z    

13 1 2
4 1 ,

17 678585600
c h h    5

15 1 1 0
25762079 7

3021321600 50065516 0
,

80
c h h z   

2
16 1 2 1 ,4135 1

80784 7561382400
c h h h      3 2

19 1 2 1
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686664 72848172773376000
,c h h h    

2 2
20 1 3 1 4 2
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,c h h h h h     

7 3
21 1 1 0 1 5
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,c h h z h h    

4 3
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60682013 351889 7
19775923200 588

,
28984860672000 212042188800

c h h h h z    

3 2 2
23 1 3 1 4 1 2 2

126781 1057499 413248 1
32252400 387028800 54425925 2272233 000

,
6

c h h h h h h h      

5 4
25 1 2 1

1 2 0 0

4603413313 19244474137583
6933933072000 8106541752294370344960000

9847 5647
1110703490208000 177965172158446632960000

.

c h h h

h h z z

   

 
 

 
Коэффициенты cj, j > 25 однозначно определяются через произвольные параметры 
z0, hi, i = 1, 2, …, 6. В силу теоремы 2 [12] ряд (12) является сходящимся в области 
0 < |z – z0| < ,  > 0. 

Рассмотрим случай 0 99 2с   . Из формулы (7) имеем пять отрицательных ре-
зонансов (r1 = – 1, r2 = – 5, r3 = – 7, r4 = – 11, r5 = – 17) и пять положительных (r6 = 14, 
r7 = 18, r8 = 20, r9 = 24, r10 = 30). Формальный ряд, удовлетворяющий уравнению (8), 
имеет вид: 

2 10 11 12 16 18 22 23 24
12 13 1 2 3 4 25 26

25 26 28 29 2
27 28 5 31

32

99
2

,j
j

j

w t c t c t h t h t h t h t c t c t

c t c t h t c t c t








          

     
 (13) 

 

где h1, h2, …, h5  – произвольные параметры, с1 = … = с11 = c15 = c16 = c17 = c19 = c21 = 
= c22 = c23 = c29 = 0, 

12 0
1

580759994 8
,

8
c z  13

1 ,
23750496000

c   25 0
313

94677471588293608734720
,

00
c z   

26 1 0
775 467 ,

1283858610997248 15023495831792627773440000
c h z   
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27 1
37657

3153761862451
,

2000
c h  2

28 1
771

64960
,c h   31 2

4691
6880934972620

.
800

c h  

 
Коэффициенты cj, j > 31 однозначно определяются через произвольные параметры 
z0, hi, i = 1, 2, …, 5. В силу теоремы 2 [12] ряд (13) является сходящимся в области 
0 < |z – z0| < ,  > 0.  

Теорема 2. Уравнению (8) иерархии K1, при n = 4, удовлетворяют сходящиеся в 
области 0 < |z – z0| < ,  > 0 ряды вида (9), (10), (11), (12) и (13). 

Таким образом, для уравнения (10K1) выполняются необходимые условия нали-
чия свойства Пенлеве. 
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Gricuk E.V., Sementsov I.I. On Local Properties of Solutions of the Analogue of the First Painlevé 
Equation of the Tenth Order 

 
In the article the solution of the tenth-order equation of the hierarchy of the equations K1 in the vicinity 

of the mobile pole has been studied. By the method of resonances, the numbers of arbitrary coefficients of the 
Laurent series have been found and using the computer algebra system Maple their correspondence to number 
of positive resonances is confirmed. 
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