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ТОЧНЫЕ ПОДСТАНОВОЧНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ПОЛУГРУППЫ 
ЧАСТИЧНЫХ ЛИНЕЙНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ КОНЕЧНОМЕРНОГО 

ВЕКТОРНОГО ПРОСТРАНСТВА 
 
В работе рассматривается инверсная полугруппа частичных линейных отображений конечно-

мерного векторного просторанства. Описаны все ее точные представления частичными подстановка-
ми на множестве правых  -классов по замкнутым инверсным подполугруппам.  

 
Введение 
Пусть V  – конечномерное векторное пространство. Множество всех линейных 

взаимно однозначных отображений вида 21: WWs  , где 21 ,WW  – его подпростран-
ства одинаковой размерности, образует инверсную полугруппу относительно опера-
ции композиции. Будем называть ее полугруппой частичных линейных отображений 
векторного пространства V  и обозначать )(VPGL . Заметим, что в этой полугруппе 
содержится подгруппа )(VGL  всех невырожденных линейных операторов векторного 
пространства. 

На множестве элементов инверсной полугруппы S  естественный частичный 
порядок  задается следующим образом [1; 2]: ba  в том и только в том случае, когда 

выполняется равенство 11   abaa , равносильное равенству baaa 11   . Замыканием 
H множества SH   называется множество H:= htHtSh  : . Если H=H, 
то H называют замкнутым. 

Областью определения произвольного идемпотента полугруппы )(VPGL  являет-
ся некоторое подпространство векторного пространства V . Естественный частичный 
порядок   на множестве идемпотентов полугруппы )(VPGL  совпадает с отношением 
включения на соотвествующем множестве областей определения идемпотентов. По-
скольку каждая убывающая цепочка kWWW  ...21  подпространств n -мерного век-

торного пространства V  содержит не более )1( n -ого элемента, каждая убывающая 
цепочка идемпотентов полугруппы )(VPGL  также содержит конечное число элемен-
тов. Каждая замкнутая инверсная подполугруппа инверсной полугруппы )(VPGL  со-
держит наименьший идемпотент. 

Подстановочным представлением на множестве X  инверсной полугруппы S  
называется произвольный ее гомоморфизм в симметрическую инверсную полугруппу 

)(XIS . Для элемента Sa  через adom  и aran  обозначим соответственно область оп-
ределения и область значений a  как частичной подстановки. Представление называет-
ся точным, если оно инъективно. Для каждой инверсной полугруппы Вагнер [3] и Пре-
стон [4] построили точное представление частичными подстановками множества ее 
элементов. Этот факт является аналогом теоремы Кэли в теории групп.  

Пусть )(: ii XISS  , Ii  – семейство представлений полугруппы S  и множе-

ства iX  попарно не пересекаются. Прямой сумой представлений i  называется предс-

тавление )(: XISS  , где 
Ii

iXX


 , и )(|)( ss iXi
   для каждого Ii . Два пред-
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ставления )(: XISS   и )(: YISS   называются эквивалентными, если существует 
такое взаимно однозначное отображение   множества X  на Y , что для Xxx ,  

и Ss  равенство   xx s   выполняется в том и только в том случае, когда 

    )()( xx s   . Представление )(: XISS   инверсной полугруппы S  называют 

транзитивным, если для каждой пары элементов Xxx 21,  существует такая частич-

ная подстановка )(Sh   множества X , что 21)( xxh  , и эффективным, 

если Xxdom
Sx





)(

. 

Мы в работе ограничимся рассмотрением только транзитивных представлений, 
поскольку каждое эффективное представление разлагается в прямую сумму транзитив-
ных [5]. В 1962 г. Шайном [6] было доказано, что каждое эффективное транзитивное 
представление инверсной полугруппы S  эквивалентно представлению, построенному 
следующим образом. Для замкнутой инверсной подполугруппы H  инверсной полу-
группы S  рассмотрим частичную правую конгруэнцию }|),{( 1 HstSStsH    
на множестве S . Классами эквивалентности этого отношения являются множества 

)(Hs , где Hss 1 , в частности H  – единственный H -класс, содержащий идемпоте-
нты. Очевидно, )(Hss  [1]. На множестве X  классов эквивалентности конгруэнции 

H  действие )(SH  определяется правилом: для Xx  и Ss   )()( xsx sH  . Классы 

эквивалентности конгруэнции H  на S  будем называть правыми  -классами по замк-
нутой инверсной подполугруппе H . Эти множества являются обобщением понятия пра-
вых смежных классов группы по подгруппе для случая инверсной полугруппы. Пред-
ставление )(: XISSH   будем называть представлением полугруппы S  на правых  -
классах по замкнутой инверсной подполугруппе H . Область определения конгруэнции 

H  будем обозначать  HssSsDH  1 . 

 
Постановка задачи 
Описание всех точных представлений для произвольной инверсной полугруп-

пы – еще нерешенная задача. Представление Вагнера – Престона в общем случае не-
транзитивно. С другой стороны, каждое транзитивное представление инверсной полу-
группы с точностью до эквивалентности определяется некоторой замкнутой инверсной 
подполугруппой. В нашей работе описаны все точные транзитивные подстановочные 
представления полугруппы )(VPGL  частичных линейных отображений конечномерно-
го векторного пространства в терминах ее замкнутых инверсных подполугрупп, а также 
их представлений. 

 
Вспомогательные результаты 
Теорема 1 [7]. Для каждого подпространства W  конечномерного векторного 

пространства V  и каждой погруппы )(WGLG   множество }|)({ GsVPGLs W  явля-

ется замкнутой инверсной подполугруппой полугруппы )(VPGL . Каждая замкнутая 
инверсная подполугруппа полугруппы )(VPGL  имеет такой вид. 

Шайн [6] показал, что представления 
1K  и 

2K  инверсной полугруппы S  

на множестве правых  -классов по замкнутым инверсным подполугруппам 1K  и 2K  

будут эквивалентными (а подполугруппы 1K  и 2K  – сопряженными) тогда и только то-
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гда, когда существует такой элемент Sa , что 1
1 Kaa  , 2

1 Kaa   и 21
1 KaKa  , 

1
1

2 KaaK  . 
Теорема 2 [7]. Представления инверсной полугруппы )(VPGL  на множестве 

правых  -классов по замкнутым инверсным подполугруппам 

}|)({ 11 1
GsVPGLsH W   и }|)({ 22 2

GsVPGLsH W  , где )( 11 WGLG  , 

)( 22 WGLG  , будут эквивалентными тогда и только тогда, когда существуют такой ли-

нейный изоморфизм 21: WW   и изоморфизм 21: GG  , для которых равенство 
)( 11 ))(()( gg aa    выполняется для всех 11 Gg  , 1Wa . 

 
Основной результат 
Одномерные подпространства векторного пространства V  и только они не со-

держат нетривиальных подпространств. Поэтому множество примитивных идемпотен-
тов инверсной полугруппы )(VPGL  совпадает с множеством тех идемпотентов, обла-
стью определения которых является одномерное подпространство векторного про-
странства V . 

Теорема 3. Представление H  полугруппы )(VPGL  по замкнутой инверсной 

подполугруппе }|)({ GsVPGLsH W , где )(WGLG  , является точным тогда 

и только тогда, когда подпространство W  – одномерно, а группа G  состоит из одного 
элемента. Все точные эффективные транзитивные представления полугруппы )(VPGL  – 
эквивалентны. 

Доказательство. Предположим сначала, что представление H  инверсной полу-
группы )(VPGL  на множестве правых  -классов по замкнутой инверсной подполу-

группе }|)({ GsVPGLsH W , где )(WGLG  , является точным. Поскольку каждая 

убывающая цепочка идемпотентов из )(VPGL  содержит конечное число элементов, 
каждая замкнутая инверсная подполугруппа инверсной полугруппы )(VPGL  в силу 
леммы 2 из [8] содержит наименьший идемпотент. По теореме 1 из [8] наименьший 
идемпотент He  подполугруппы H  является примитивным идемпотентом инверсной 
полугруппы )(VPGL . Областью определения такого идемпотента является одномерное 
подпространство W  векторного пространства  Группа )(WGL  при этом совпадает 

с множеством всех линейных отображений WWs : , заданных правилом aas )( , 
Wa , где }0{\P , и поэтому изоморфна мультипликативной группе поля P . 

Пусть }0{\P  такая, что отображение WWs : , заданное aas )(  
для Wa , содержится в подгруппе )(WGLG  . 

Рассмотрим произвольный правый  -класс )(Hs  инверсной полугруппы 
)(VPGL  по замкнутой инверсной подполугруппе H  и произвольный )(VPGLt . 

Элемент s  можна выбрать так, чтобы выполнялось равенство Hess 1 . При этом 

Wedomssdomsdom H   )( 1 . 

Пусть   – отображение aa  , Va . Тогда выполняется равенство 
11111)(   ssttstst  . Отсюда )(Hst    Hsstt  11    Hstst  111)(     

 ))(( tHs . Если идемпотент Hsstt  11 , то для каждого Wa  выполняется 

равенство aa sstt 
 11

. Поэтому для каждого Wa  
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aaaaa ssttstststststst   
 11111111

)())(( . 

Следовательно Gstst W
 |11

  и Hstst  11
 . Отсюда вытекает равенство 

 )()( HstHst  . Таким образом,     )()( )()(   tt HH HsHs  . Поскольку правый  -

класс )(Hs  выбран произвольно, )()(  tt HH  . Из точности представления H  сле-

дует, что tt  . Элемент )(VPGLt  также выбран произвольно. Поэтому из равенст-

ва tt   вытекает, что 1 . Таким образом, група G  – единичная, содержит тождес-

твенное отображение подпространства W . 
По теореме 2, все точные эффективные транзитивные представления инверсной 

полугруппы )(VPGL  – эквивалентны. 

Пускай теперь }|)({ GsVPGLsH W  и подпространство W  – одномерно. 

Докажем, что представление H  – точное. 
Выберем в подпространстве W  произвольный элемент Wa  и зафиксируем 

его. Тогда  

 
Построим взаимно однозначное соотвествие   между множеством X  правых 

 -классов инверсной полугруппы )(VPGL  по замкнутой инверсной подполугруппе H  
и множеством векторов векторного пространства V . Для каждого правого  -класса 

)(Hs  положим VasHs  )())((  . Рассмотрим такие HDss 21, , что )()( 21 asas  . 

Тогда aa ss 
1
21 . Отсюда Hss 1

21 , что равносильно  )()( 21 HsHs  . Следовательно, 
  – задано корректно.  

Пусть  )(,)( 21 HsHs  – разные правые  -классы. Предположим, 

что )()( 21 asas  . Тогда aassassa ss  

))(())(( 2
1

21
1

2

1
21  и aaa ssss  

 1
21

1
21)( , P . 

Следовательно, 1|1
21 

Wss  и поэтому Hss 1
21 , что в свою очередь равносильно ра-

венству  )()( 21 HsHs  , а это противоречит выбору  )(,)( 21 HsHs . Образы разных 
правых  -классов при отображении   разные, поэтому   – инъективно. 

Рассмотрим теперь произвольный вектор Vv . Для него существует такое 
)(VPGLs , что vas )( . Тогда vasas   )()( , P . Следовательно, 

)( 1 ssdomsdomW . Поэтому 1sseH  . Поскольку H  – замкнута, Hss 1 . Отсюда 
имеем )(Hs . При этом vasHs  )())((  , что доказывает сюръективность отоб-
ражения  . Следовательно, VX :  – биекция.  

Пусть )(, 21 VPGLtt   такие, что )( 1tH  и )( 2tH  одинаково действуют на множе-

стве правых  -классов по  Докажем, что )()( 21 vtvt  , для всех Vv . 

Пусть Vv  – такой, что )(1 vt  и  )()(1 Hsv  . Тогда 

 1))(()( 11
staastvt  и    )()())(( 1

1
1

1 1 Hstavt st . Поскольку )( 1tH  

и )( 2tH  одинаково действуют на множестве правых  -классов по H  и выполняется 

равенство    )())(( 1
)( 1 HstHs tH , то  

 )()(
2

12 ))(())(()( tt HH HsHsHst   )( 1Hst . 

Отсюда )())(())(())(()( 11222
12 vtaHstHstaastvt stst   . Таким обра-

зом, из условия )(1 vt  вытекает равенство )()( 21 vtvt  . Поскольку )()( 21 vtvt  , 

для всех Vv , то 21 tt   и представление H  – точное. 
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Voloshyna T.V. Exact Representations of Semigroup of Partial Linear Transformations of a Finite-

dimensional Vector Space by Partial Permutations 
 
In paper inverse semigroup of partial linear transformations of a finite-dimensional vector space 

is considered. All exact representations of this semigroup by partial permutations on a set of right  -classes 
of the closed inverse subsemigroups are described.  
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