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ЧАСТИЦА ДИРАКА – КЭЛЕРА В СФЕРИЧЕСКОМ ПРОСТРАНСТВЕ РИМАНА: 
БОЗОННАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ, ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ 

 
Построены точные решения уравнения Дирака – Кэлера в случае пространства Римана посто-

янной положительной кривизны. Для случая минимального значения сохраняющегося углового момента, 
0j  , радиальные уравнения приведены к уравнениям второго порядка, которые решаются в терминах 

гипергеометрических функций. В случае ненулевых значений углового момента 1 2 3j      радиальные 

уравнения сводятся к двум сложным дифференциальным уравнениям четвертого порядка. С применени-
ем метода факторизации построено общее решение этих уравнений, включающее четыре фундамен-
тальных решения, последние представлены в виде комбинаций из гипергеометрических функций. 
Найденный спектр энергии существенно отличается от спектра энергии обычной дираковской части-
цы в сферическом пространстве Римана. 

 
Введение 
Понятие об элементарных частицах как неких релятивистски инвариантных объ-

ектах в рамках 4-мерного пространства-времени Минковского является надежно уста-
новленным и общепризнанным. Для любой частицы предполагаются заданными опре-
деленные трансформационные свойства отвечающей ей полевой функции и связанное 
с этими свойствами релятивистское волновое уравнение. Интересной проблемой, при-
тягивающей долгое время пристальное внимание, является волновое уравнение для ча-
стицы Дирака – Кэлера. Этому вопросу посвящена обширная литература [1–33]. Анализ 
этого вопроса начался уже в ранний период развития теории квантово-механических 
волновых уравнений сразу же после открытия уравнения Дирака [1]. Фактически урав-
нение Дирака – Кэлера было получено еще в 1928–1929 гг. Дарвином [2], а также Ива-
ненко и Ландау [3] как альтернатива уравнению Дирака. Основным мотивом при этом 
было стремление построить уравнение для частицы со спином 1/2 на основе тензорных 
величин без использования спиноров, последние казались тогда мистическими и непо-
нятными в сравнении с более знакомыми тензорными объектами. Поле Дирака – Кэле-
ра состоит из набора тензоров, эквивалентных биспинору второго ранга. Оно содержит 
16 независимых компонент, и волновое уравнение для него может быть представлено 
как формально несвязанные друг с другом четыре уравнения дираковского вида. Глав-
ная особенность в понимании тогда этого поля заключалась в том, что оно давало воз-
можность осуществить плавный переход от тензоров к спинорам. В определенном смы-
сле это была попытка устранения спиноров вообще, тем не менее сохранив связь с ди-
раковским фермионом. 

Однако упомянутая несвязанность четырех уравнений Дирака, используемых 
в теории Дирака – Кэлера, имеет место только в случае плоского пространства-времени 
Минковского, и это свойство не сохраняется в присутствии внешних гравитационных 
полей, описываемых с привлечением пространственно-временных моделей с неевкли-
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довой геометрией. Таким образом, наиболее интересным является вопрос о физической 
интерпретации поля Дирака – Кэлера: является ли это поле сложным (составным) бозо-
ном или же эта система эквивалентна набору из четырех фермионов.  

 
1. Постановка задачи 
В пространстве Минковского частица Дирака – Кэлера описывается 16-компо-

нентной волновой функцией ( )U x , биспинором второго ранга, или эквивалентным 

набором тензорных полей: { ( ) ( ) ( ) ( ) ( )}ii mnx x x x x      , где ( )x  – скаляр, ( )i x  – 

вектор, ( )x  – псевдоскаляр, ( )i x  – псевдовектор, ( )mn x  – антисимметричный тен-

зор. Связь между этими величинами задается соотношением 

   5 5 1l mn l
ll mnU i i i E                   (1.1) 

где 5 0 1 2 3 1
4 ( )ab a b b ai               и E  – биспинорная метрическая матрица 

[33]. В искривленном пространстве общековариантное уравнение Дирака – Кэлера в 4-
спинорной форме имеет вид: 
  [ ( ) ( ( )) ] ( ) 0i x x B x m U x 

        (1.2) 

где B  – 2-биспинорная связность, 1
( ) ( )2 ( )ab
a bB J e e

    , ab ab abJ I I      – гене-

раторы тензора второго ранга относительно группы Лоренца. Это спинорное уравнение 
эквивалентно системе тензорных уравнений [33]: 
  0 0m m 

             

  0m
           

 
1

( ) 0
2

x m
             

  ( ) 0x m
                  (1.3) 

Ковариантные тензорные полевые переменные связаны локальными тетрадными 
переменными соотношениями 
  ( ) ( ) ( ) ( )    

i i m n
ii mne e e e                   (1.4) 

Леви-Чивита тензор определяется равенством ( ) ( ) ( ) ( )( ) abcd
a b c dx e e e e        

Большая часть имеющихся работ по теории поля Дирака – Кэлера посвящена 
в основном исследованию свойств симметрии и других фундаментальных связей с обыч-
ными полями Дирака [1–33], однако фактически нет каких-либо нетривиальных рас-
смотрений вопроса о решениях уравнения Дирака – Кэлера на фоне пространства с не-
евклидовой геометрией. 

В настоящей работе мы строим точное общее решение для уравнения Дирака – 
Кэлера в случае простейшей неевклидовой геометрической модели – сферического ри-
манова пространства постоянной положительной кривизны. Для случая минимального 
значения общего сохраняющегося углового момента, 0j  , радиальные уравнения при-
ведены к обыкновенным дифференциальным уравнениям второго порядка, которые ре-
шаются в терминах гипергеометрических функций. В случае ненулевых значений угло-
вого момента 1 2 3j      радиальные уравнения сводятся к двум уравнениям четверто-
го порядка. С применением метода факторизации построено общее решение этих урав-
нений, включающее четыре фундаментальных решения, последние представлены в ви-
де комбинаций из гипергеометрических функций. Дискретные уровни энергии получе-
ны наложением требования квази-полиномиальности волновых функций. Найденный 
спектр энергии существенно отличается от спектра энергии обычной дираковской ча-
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стицы в сферическом пространстве Римана. Ни один из найденных уровней энергии 
не совпадает с уровнями энергии для обычной частицы Дирака в сферическом прост-
ранстве Римана. Все это указывает на невозможность фермионной интерпретации поля 
Дирака – Кэлера как поля, эквивалентного четырем полям Дирака. 

 
2. Разделение переменных 
Изложим кратно результаты по разделению переменных в уравнении Дирака – 

Кэлера в пространствах Минковского и Римана. Запишем уравнение Дирака в прост-
ранстве Минковского [33] в базисе сферической тетрады: 

 
1 31 2 32

0 3 1
( ) 0t r

J J
i i m U x

r r  
   

  
          

  
  (2.1) 

 
12

1 2 12 12 12cos
( )

sin

i iJ
i J I I

  


   



 
            (2.2) 

Диагонализируя оператор общего углового момента 

 
12 12

1 1 2 2 3 3

cos sin

sin sin

iJ iJ
J l J l J l

 
 

          (2.3) 

для функции Дирака – Кэлера, получаем следующую общую подстановку: 

 

11 1 12 0 13 1 14 0

21 0 22 1 23 0 24 1

31 1 32 0 33 1 34 0

41 0 42 1 43 0 44 1

( )
i t

jm

f D f D f D f D

f D f D f D f De
U t r

f D f D f D f Dr

f D f D f D f D



  

 


 

 

 

       (2.4) 

где ( )ab abf f r , ( 0)j
mD D        – функции Вигнера [35], квантовое число j  прини-

мает значения 0 1 2 …   . Следующий шаг, существенно упрощающий систему радиаль-
ных уравнений, состоит в диагонализации оператора пространственной инверсии. 
В сферическом тетрадном базисе этот оператор задается выражением 

  � �

0 0 0 1 0 0 0 1

0 0 1 0 0 0 1 0

0 1 0 0 0 1 0 0

1 0 0 0 1 0 0 0

P

 
 

    
 

 

  (2.5) 

Уравнение на собственные значения � jm jmU U     накладывает ограничения:  

  31 24 32 23 33 22 34 21f f f f f f f f             
  41 14 42 13 43 12 44 11f f f f f f f f              (2.6) 

где верхний знак относится к собственному значению 1( 1) j   , нижний знак отно-

сится к ( 1) j   . Уравнение (2.4) переписывается как 

 

11 1 12 0 13 1 14 0

21 0 22 1 23 0 24 1

24 1 23 0 22 1 21 0

14 0 13 1 12 0 11 1

( )
i t

jm

f D f D f D f D

f D f D f D f De
U t r

f D f D f D f Dr

f D f D f D f D



   
   

   

 


 

 

 

       (2.7) 

где 1    относится к случаю ( 1) j   , 1    – к случаю 1( 1) j   .  
Система радиальных уравнений для 1    имеет вид: 
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  24 24 14 11 23 23 14 13 120 0 0
d i ia d i ia

f i f f mf f i f f f mf
dr r r dr r r

              

  14 14 23 24 21 13 13 23 220 0 0
d i ia d i ia

f i f f f mf f i f f mf
dr r r dr r r

              

  22 22 12 13 21 12 11 14
21

0 0 0
d i ia i iad

f i f f mf f i f f mf
dr r r r rdr

              

  12 12 21 22 23 11 11 21 240 0 0
d i ia d i ia

f i f f f mf f i f f mf
dr r r dr r r

               (2.8) 

Набор уравнений для случая 1    следует из приведенной формальной замены 
m m . Вводя обозначения 
  11 22 11 22 12 21 12 21( ) ( ) ( ) ( )A f f iB f f C f f iD f f             
  13 24 13 24 14 23 14 23( ) ( ) ( ) ( )K f f iL f f M f f iN f f              (2.9) 

уравнения (2.8) приводим к виду без комплексных коэффициентов: 

  0 0
dL a dB a

K N mA A D mK
dr r dr r

            

  0 0
dK a dA a

L M mB B C mL
dr r dr r

            

 
1 1

0 0
dN a dD a

M N L mC C D B mM
dr r r dr r r

              

 
1 1

0 0
dM a dC a

N M K mD D C A mN
dr r r dr r r

               (2.10) 

Эти уравнения допускают наложение следующих линейных ограничений:  
  ,A K B L C M D N            (2.11) 
где 1   . Для случая 1    вместо (2.10) получаем четыре уравнения: 

  ( ) 0 ( ) 0
dK a dL a

M m L N m K
dr r dr r

            

 
1 1

( ) 0 ( ) 0
d a d a

M K m N N L m M
dr r r dr r r

                  
   

  (2.12) 

Если здесь m  заменить на m , то получим набор уравнений, соответствующий случаю 
1   .  
Уравнения (2.12) могут быть упрощены дальше наложением определенных ли-

нейных ограничений:  

  ( ) 1 ( ) ( ) 1 ( ) ( )i j K r f r j L r g r       

  ( ) ( ) ( ) ( )j M r f r j N r g r     

 
1 1

( ) 0 ( ) 0
d j d j

f m g g m f
dr r dr r

                 
   

  (2.13) 

 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ii j K r f r j L r g r     

  1 ( ) ( ) 1 ( ) ( )j M r f r j N r g r         

  ( ) 0 ( ) 0
d j d j

f m g g m f
dr r dr r

                
   

  (2.14) 

Полученные уравнения применимы для случаев ненулевого j . Случай 0j   

требует отдельного рассмотрения, поскольку вигнеровские функции 0 1
jD   при 0j   
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не имеют смысла. В этом случае начальная подстановка для волновой функции должна 
быть выбрана в более простом виде 

 

12 14

21 23
00

32 34

41 43

0 0

0 0
( )

0 0

0 0

i t

f f

f fe
U t r

f fr

f f







     (2.15) 

Оператор пространственной инверсии делит решения (2.15) на два класса: 
  32 23 34 21 41 14 43 121 ( 1) f f f f f f f f                    (2.16) 

  32 23 34 21 41 14 43 121 ( 1) f f f f f f f f                    (2.17) 

Используя тождество 00 0U    , получаем радиальную систему уравнений:  

  0 0
dN N dM M

M m C N m D
dr r dr r

            

  0 0
dD D dC C

C m M D m N
dr r dr r

             (2.18) 

Полученную систему можно упростить  
                   ( 1),C M D N          

 
1 1

( ) 0 ( ) 0
d d

M m N N m M
dr r dr r

                
   

  (2.19) 

                   ( 1),C M D N          

 
1 1

( ) 0 ( ) 0
d d

M m N N m M
dr r dr r

                
   

  (2.20) 

Таким образом, в пространстве Минковского радиальные уравнения для части-
цы Дирака – Кэлера по сути сводятся к уравнениям того же вида, что и в теории обыч-
ных частиц Дирака. Однако такое упрощение возможно только в пространстве Минков-
ского и невозможно в любом сферически симметричном пространстве с кривизной. 

Вышеприведенный анализ легко распространяется (хотя и не полностью) на слу-
чай сферического пространства Римана. Метрика этой геометрической модели задается 
выражением 
  2 2 2 2 2 2 2sin ( sin )dS dt dr r d d         (2.21) 
уравнение Дирака – Кэлера имеет вид: 

 
1 31 2 32

0 3 1
( ) 0 ,

tan sint r

J J
i i m U x

r r  
   

  
         

  
  (2.22) 

квантовое число общего углового момента принимает значения 0 1 2j     Дальней-
шие вычисления по разделению переменных в значительной степени совпадают с опи-
санными в [33], различия появляются только в явном виде результирующих радиаль-
ных уравнений. 

Для случая минимального 0j   задача сводится к системе: 

  0 0
tan tan

dN N dM M
M m C N m D

dr r dr r
            

  0 0 ;
tan tan

dD D dC C
C m M D m N

dr r dr r
            (2.23) 

для больших значений 1 2 3j      задача сводится к более сложным уравнениям 

( ( 1)a j j  ): 
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  ( ) 0
sin

dK a
M m L

dr r
      

  ( ) 0
sin

dL a
N m K

dr r
      

 
1

( ) 0
tan sin

d a
M K m N

dr r r
       

 
 

 
1

( ) 0
tan sin

d a
N L m M

dr r r
       

 
  (2.24) 

 
3. Случай минимального значения полного момента 0j   
Для 0j   система (2.23) упрощается с использованием двух подстановок: 
               ( 1)C M D N           

 
1 1

( ) 0 ( ) 0
tan tan

d d
M m N N m M

dr r dr r
                

   
  (3.1) 

               ( 1)C M D N        ,  

 
1 1

( ) 0 ( ) 0
tan tan

d d
M m N N m M

dr r dr r
                

   
  (3.2) 

Уравнения первого порядка (3.1) дают уравнения второго порядка для M  и N :  

 
2 2

2 2
2 2

1 cos
0

sin

d r
m M

dr r


 
     

 
  (3.3) 

 
2 2

2
2 2 1

2
1 0 const i m rd

m N N e
dr

    
       

 
  (3.4) 

Уравнение (3.3) решается в терминах гипергеометрических функций. Действи-
тельно, переходя к новой переменной (1 cos ) 2x r   , получим  

 
2

2 2
2

1 1 1
(1 ) 1 0

2 2 2(1 )

d M dM
x x x m M

dx dx x x

                 

  (3.5) 

далее с использованием подстановки ( ) (1 ) ( )A BM x x x F x   
при 1/ 2 1;   1/ 2 1A B       приходим к гипергеометрическому уравнению для 

( ) ( )F x F x       с параметрами 

  2 2 2 2 5
2 1    2 1    

2
m m                  (3.6) 

Чтобы получить решение, конечное в сферическом пространстве (напоминаем, 
что [0 ]r   ), следует использовать положительные значения 1A  , 1B  . Требование 
полиномиальности   0 1 2n n          дает спектр энергии для состояний с 0j  :  

  2 2 21 (2 ) 0 1 2 3m n n              (3.7) 
Чтобы завершить анализ этого случая, следует определить относительный коэф-

фициент между функциями ( )M r  и ( )N r :  

  0 (1 ) ( 1 3 3 2 )N N x x F n n x           
  0 0 0(1 ) ( 4 5 2 ) (2 3) ( )M M x x F n n x M N m                 (3.8) 

 
4. Анализ радиальных уравнений для 1 2j      
С помощью первых двух уравнений системы (2.24) исключим функции L  и N :  
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1 1 1

sin tan sin

d a d a
L K M N M M K

m dx x m dx x x 
                  

  (4.1) 

в результате получим два уравнения второго порядка, связывающие функции K  и M  
(используем обозначение 2 2 2  0m p p     ):  

 
2 2 2 2

2 2
2 2 2 2 2 2

2 cos 2 2 cos
1

sin sin sin sin

d a a x d a a x
p K M p M K

dx x x dx x x

   
           

   
  (4.2) 

Уравнения (4.2) преобразуем к переменной 2cosx r :  

 
2 2

2
2

2
(1 )4 2(1 2 )

1 1

d d a a x
x x x p K M

dx dx x x

 
         

  (4.3) 

 
2 2

2
2

2 2
(1 )4 2(1 2 ) 1

1 1

d d a a x
x x x p M K

dx dx x x

 
          

  (4.4) 

Около точки 1x   асимптотическое поведение решений задается формулами  
       0 0(1 ) (1 )M M x K K x        
при этом (4.3) и (4.4) дают алгебраическое уравнение  
  2 2 2 2

0 0 0 0(4 2 ) 2 0 2 (4 2 2) 0a K aM aK a M                 (4.5) 

Отсюда находим четыре возможных значения для  : 
2   ( 2) 2   ( 1) 2   ( 1) 2j j j j              . Только положительные значения 
2   ( 2) 2j j       могут соответствовать связанным состояниям (т.е. конечным и не-

прерывным в сферическом пространстве функциям).  
Исключая ( )M x  из (4.3)–(4.4), найдем уравнение для функции ( )K x : 

4 3 2 2 2 2
2 2

4 3 2 2

5 1 28 15 2
7 5 10

1 2 2(1 ) 4(1 )

d K d K p a a d K
x x p

dx x dx x x dx

                  
 

 
2 2 2 2

2 3

1 3 7 3 9

4 4(1 ) 4(1 ) 4(1 )

p p a a dK

x x x x dx

   
        

 

 
2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2

2 3 4

2 2 ( 1) ( 2)
0.

8 8(1 ) 16(1 ) 8(1 ) 16(1 )

p a p a p p a a p a a
K

x x x x x

      
          

  (4.6) 

Аналогично, исключая ( )K x , получим уравнение для ( )M x :  

 
4 3 2 2 2 2

2 2
4 3 2 2

5 1 28 15 2
7 5 10

1 2 2(1 ) 4(1 )

d M d M p a a d M
x x p

dx x dx x x dx

                  
 

 
2 2 2 2

2 3

1 3 6 3 9

4 4(1 ) 4(1 ) 4(1 )

p p a a dM

x x x x dx

   
        

 

 
2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2

2 3 4

1 1 2 2 3 ( 1) ( 2)
0

8 8(1 ) 16(1 ) 8(1 ) 16(1 )

p a p a p p a a p a a
M

x x x x x

         
           

 

 
5. Общее решение 
Полученные сложные уравнения 4-го порядка можно решить, применив метод 

факторизации. Оба дифференциальных оператора 4-го порядка можно единственным 
способом разложить в произведения двух операторов первого порядка. 

Уравнение (4.6) для ( )K x  факторизуется следующим образом: 
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2 2 2 2 2 2

2 2

1 3 7 1 10 10 6
( ) 0

2 1 4 1 (1 )

d d p a p a a
f x

dx x x dx x x x

                      
  (5.1) 

где  

 
2 2 2 2 2 2

2 2

1 1 3 1
( ) ( )

2 1 4 1 (1 )

d d p a p a a
f x K x

dx x x dx x x x

                   
  (5.2) 

Можно построить некоторые решения ( )K x , наложим требование ( )f x =0. Де-

лаем подстановку  ( ) (1 ) ( )A BK x x x F x  : 

  21 1 1
0 4 1 ( ) ( )

2 4 4
A B a F x F x                 (5.3) 

  2 21 1 1 1 1
1 1 2

2 2 2 2 2
A B p A B p A                   (5.4) 

Каждая пара значений (  )A B  дает некоторое решение уравнения (4.6) в гипергеомет-
рических функциях. Поскольку по физическим соображениям интересны конечные 
и непрерывные решения в точках 0x   и 1x  , дальше анализируем только два следу-
ющих независимых решения уравнения (4.6), 1( )K x  и 2 ( )K x :  

  21 1 1
( ) 4 1 0

2 4 4 2

j
i A B a           

  1 2 2 2 2
1

1 1
(1 ) 1 2 1 1 2 1 3 2

2 2
jK x x F j p j p x                  

 
  (5.5) 

  21 1
( ) 0 4 1 0

4 4 2

j
ii A B a           

  2 2 2
2

1 1
(1 ) 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2

2 2
jK x F j p j p x                   

 
  (5.6) 

Можно проверить, что если 1( )K x  и 2 ( )K x  подставить в уравнение (4.3), то в ре-

зультате получим две независимые функции 1( )M x  и 2 ( )M x  соответственно, которые 

удовлетворяют уравнению (4.7) для ( )M x .  
В свою очередь, уравнение (4.7) для ( )M x  факторизуется так:  

 
2 2 2 2 2 2

2 2

1 3 7 ( ) 1 9 9 6
( ) 0

2 1 4 1 (1 )

d d x p a p a a
g x

dx x x dx x x x

                      
  (5.7) 

где  

 
2 2 2 2 2 2

2 2

1 1 3 1 1 1
( ) ( )

2 1 4 1 (1 )

d d p a p a a
g x M x

dx x x dx x x x

                     
  (5.8) 

Уравнение ( ) 0g x   также решается в гипергеометрических функциях. С использова-

нием подстановки ( ) (1 ) ( )C DM x x x F x   получаем:  

  21 1 1
0 4 1 ( ) ( )

2 4 4
C D a F x F x                   (5.9) 

 
1 1 1

2
2 2 2 2 2

p p
C D C D C                   (5.10) 

Только два выбора параметров ведут к конечным в точках 0  1x    решениям:  
  1 2 2C D j        
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  1 2 2
3 (1 ) 1 2 1 2 3 2

2 2
j p p

M x x F j j x                
 

  (5.11) 

  ( ) 0 2iv C D j       

  2
4 (1 ) 2 1 2 2 1 2 1 2

2 2
j p p

M x F j j x                 
 

  (5.12) 

Легко проверить, что, подставив 3( )M x  и 4 ( )M x  в уравнение (4.4), получим две 

независимых функции, соответственно 3 ( )K x  и 4 ( )K x , которые удовлетворяют уравне-

нию (4.6) для ( )K x . Затем можно убедиться, вычисляя вронскиан для четверки реше-

ний, что решения 1 2 3 4   K K K K    являются линейно независимыми, и, следовательно, 

они образуют систему фундаментальных решений уравнения (4.6), т.е. дают общее ре-
шение задачи. Аналогично утверждение верно и для четверки решений 

1 2 3 4   M M M M   , дающих общее решение уравнения (4.7).  

Накладывая требования полиномиальности решений (это достигается обрывани-
ем гипергеометрических рядов до полиномов с помощью условия n   ), получаем 
явное описание четырех типов связанных состояний частицы Дирака – Кэлера в сфери-
ческом пространстве Римана: 
  2 2

(1)( ) ( 2 2 ) 1 0 1 2i p j n n            

  2
1 1( ) (1 ) ( 2 3 2 ) ( )jK x x x F n j n x M x             (5.13) 

  2 2
(2)( ) ( 1 2 ) 1 0 1 2ii p j n n            

  2
2 2( ) (1 ) ( 1 1 2 ) ( )jK x x F n j n x M x             (5.14) 

  2 2
(3)( ) ( 2 ) 0 1 2iii p j n n          

  2
3 ( ) (1 ) ( 2 3 2 )jM x x x F n j n x            (5.15) 

  2 2
(4)( ) ( 1 2 ) 0 1 2iv p j n n           

  2
4 ( ) (1 ) ( 1 1 2 )jM x x F n j n x            (5.16) 

сопутствующие функции 1( )M x , 2 ( )M x  и 3 ( )K x , 4 ( )K x  задаются соотношениями:  

 
2

1 2 1

(1 ) 3
( ) ( ) 2 ( 1) 1 2

2( 1)

jx
i M x n x F n j n x

j j

              
 

  2 1

3
( 2 ( 1) 1) 2

2
jx n x x F n j n x

              
  (5.17) 

 
2

2 2 1

(1 ) 1
( ) ( ) 2 ( 1) 1 1

2( 1)

jx
ii M x n x F n j n x

j j x

              
 

  2 1

1
( 2 ( 1)) 1

2
jx n x F n j n x

            
  (5.18) 

 
2

3 2 1

(1 ) 3
( ) ( ) 2 ( 1) 1 2

2( 1)

jx
iii K x n x F n j n x

j j

              
 

  2 1

3
(( 2) 2 ( 1) 1) 2

2
j x n x F n j n x

              
  (5.19) 

 
2

4 2 1

(1 ) 1
( ) 2 ( 1) 1 1

2( 1)

jx
K x n x F n j n x

j j x
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  2 1

1
(( 1) 2 ( 1)) 1

2
j x n x F n j n x

             
  (5.20) 

Выбранные решения (5.13)–(5.16) определяют четыре набора решений, которым 
соответствуют дискретные спектры энергии частицы Дирака – Кэлера. Найденные ре-
шения (волновые функции и спектр энергии) демонстрируют существенные отличия 
от случая обычной дираковской частицы в сферическом пространстве Римана. 

Явный вид уравнения Дирака в этой геометрической модели следующий:  

  0 3 1
0 .

sin
i i m

t r r            
  (5.21) 

Общая структура волновых функций, отвечающих диагонализации оператора полного 
момента дираковской частицы, имеет вид  

 

1 1 2

2 1 2

3 1 2

4 1 2

( )

( )

( )

( )

i t

f r D

f r D
e

f r D

f r D



 

 

 

 

     (5.22) 

где функции Вигнера [35] обозначены как ( 0)J
mD D       ; J  принимает полуцелые 

значения: 1 2 3 2J        Опуская детали вычислений [34], приведем спектр энергии для 
дираковской частицы в сферическом пространстве  
  2 2 2( 1)m n J        (5.23) 
или в обычных единицах измерения  

 
2 2

2 2 4 2
2

( 1)
c

E m c n J


    


  (5.24) 

где   обозначает радиус кривизны сферического пространства Римана.  
Все четыре серии энергетических уровней для частицы Дирака – Кэлера (5.13)–

(5.16) отличаются от спектра энергии дираковской частицы (5.24). Можно также отме-
тить, что 2 2

(2) (1)p p , 2 2
(4) (3)p p , если j  сдвигается на единицу: 1j j  . Однако соот-

ветствующие волновые функции различаются и, следовательно, представляют различ-
ные состояния. Таким образом, спектр энергии частицы Дирака – Кэлера состоит из двух 
различающихся серий уровней энергии. Найденный спектр энергии для частицы Дира-
ка – Кэлера в сферическом пространстве Римана существенно отличается от спектра 
энергии обычной дираковской частицы в этом пространстве. Спектр энергии для части-
цы Дирака – Кэлера существенно более сложный. Ни один из найденных уровней энер-
гии не совпадает с уровнем энергии обычной частицы Дирака в сферическом простран-
стве Римана. 
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Ishkhanyan A.M., Florea O., Ovsiyuk E.M., Redkov V.M. Dirac − Kähler Particle in Riemann 

Spherical Space: Boson Interpretation, Exact Solutions 
 
We construct the exact general solution of the Dirac – Kähler equation for the case of the spherical 

Riemann space of constant positive curvature. In the case of the minimal value of the total angular momentum, 
0j  , the radial equations are reduced to second-order ordinary differential equations, which are solved in 

terms of the hypergeometric functions. For non-zero values of the total angular momentum, the radial equations 
are reduced to a pair of complicated fourth-order differential equations. Employing the factorization approach, 
we derive the general solution of these equations involving four independent fundamental solutions written in 
terms of combinations of the hypergeometric functions. The corresponding discrete energy spectrum is then de-
termined via termination of the involved hypergeometric series, resulting in quasi-polynomial wave-functions. 
The constructed solutions lead to notable observations when compared with those for the ordinary Dirac parti-
cle. 
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