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УДК 513.82 

Е.В. Зубей, А.А .Юдов  

КЛАССИФИКАЦИЯ КРИВЫХ ПРОСТРАНСТВА 
МИНКОВСКОГО, КАСАТЕЛЬНЫЕ 
ПОДПРОСТРАНСТВА К КОТОРЫМ ВО ВСЕХ 
ТОЧКАХ ЯВЛЯЮТСЯ ИЗОТРОПНЫМИ 
 
В работе изучаются одномерные подмногообразия пространства Минковского. Рассматривается 

класс многообразий, касательные подпространства к которым во всех точках являются изотропными. 
Для таких многообразий строится канонический репер, и находятся дифференциальные инварианты, 
определяющие указанные многообразия с точность до движений пространства Минковского. 

 
Группу Ли движений пространства 4

1R  (пространства Минковского) будем 
задавать как совокупность матриц вида  
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t , а 44×  матрица  А удовлетворяет условию:  

 1,41,4 εε =TAA ,      (2) 

где 
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Алгебра Ли G  будет задаваться как совокупность матриц вида:  
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где  матрица  удовлетворяет условию .01,41,4 =+ BB εε   

Точки пространства 4
1R   будем задавать в виде:  
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Группа G  действует в пространстве 4
1R  слева по правилу:  

.xax ⋅→       (5) 
Группа Ли G  является полупрямым произведением группы Ли 

H стационарности точки пространства 4
1R  и абелевой группы 4T  параллельных 

переносов пространства:  
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.: 44
1 THGR ⊗=       (6) 

Алгебра Ли G является полупрямой суммой алгебры Ли H группы Ли H  и 
коммутативной алгебры Ли 4τ  группы Ли 4T :  

4τ⊕= HG .      (7) 

Базис в алгебре Ли G  группы Ли G  движений пространства 4
1R  берется 

следующим образом: 
,,,,,,, 522574224632232514413312211 EEiEEiEEiEiEiEiEi +=+=+=====  

,,, 5445105335943348 EEiEEiEEi −=−=−=     (8) 
где αβE  – ( )55× -матрица, у которой в α -й строке, β -м столбце стоит единица, а 
остальные элементы – нули. 

Причем векторы 1065 ,..., iii  образуют базис алгебры Ли H  группы Ли H , 
векторы 4321 ,,, iiii  образуют базис алгебры 4τ , а операция коммутирования в алгебре 

Ли G  задается в виде: 
BAABBA −=],[ GBA ∈, .     (9) 

С точностью до изоморфизма получается 13 подгрупп Ли группы Ли вращений 
пространства 4

1R : G 1 G – 13 1G. Алгебры Ли , 2G , 3G , 4G , 5G , 6G , 7G , 8G , 9G , 

10G , 11G , 12G , 13G , задаются соответственно базисами 
},{},,{},{},{},{},{ 1078596698569 iiiiiiiiiiii +−+− λ , 

},,,{},,,{},,,{},,,{},,,{},,{ 86510986910785910785610785685 iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii λ++−+−+−−  
}.,,,{ 6910785 iiiiii +−  

 
Классификация кривых пространства Минковского 
Рассмотрим одномерные подмногообразия пространства 4

1R .  Пусть  ( )f,0D  – 
одномерное подмногообразие (кривая) пространства 4

1R , причем 0D  – интервал на 
числовой прямой, содержащий точку ноль и ( ) ( )0fe =π . Рассмотрим касательное 
пространство ( ) ( )fITK meπ1 =  к подмногообразию ( )f,0D  в точке ( )eπ . Пространство  
может быть либо евклидовым, либо мнимоевклидовым, либо изотропным. Ниже 
классифицируются по эквивалентности относительно основной группы одномерные 
подмногообразия, имеющие в каждой точке изотропное касательное пространство. 

Предположим, что касательное подпространство к подмногообразию ( )f,0D  в 
каждой точке  00 D∈x  изотропного типа. Пусть ( ) ( ) { }311 iifT me +== IK π . Ему 

соответствует прообраз ( ) { }1098765311
1

1 ,,,,,, iiiiiiiid e +==′ − KK π . Группа стационарности 

1H  пространства 1K  в H-пространстве  всех одномерных подпространств 
пространства ( ) ( )4

1RT eπ   может быть найдена как группа стационарности пространства 

 в -пространстве  [1] ( ){ }1
1

1 QdZ e ∈= − KKπ . 1H  определяется условием:  

( ){ }111 KK ′=′∈= AdhHhH ,      (10) 
а ее алгебра Ли  условием:  

( ) [ ]{ }1111 , KKKHH ′⊂′=′∈= vadvv .      (11) 
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Пусть  
H∈+++++= 1098765 tisiiiii σνµλϕ ,    (12) 

1109876531 K ′∈+++++++= qipiiiiiiik δγβα .   (13) 
Тогда: 

ψνµλϕϕ +++++−== 9107685 )()(],[ siiiiiikad  ,  (14) 
где  H∈ψ . 

По условию 1')( Kkad ⊂ϕ  получим: s−=−= νσµ , .  Таким образом, 
},,,{ 96107851 iiiiiiH +−= и совпадает с 13G , а группа 1H  совпадает с группой 13G . 

Группа H  образует следующую цепочку по включению:  
13GH ⊃ . 

Условие (4) из [1]:  11 dimdimdim QHH =−  не выполняется, т.к. 
246dimdim 1 =−=− HH , а 3dim 1 =Q . 

Система Пфаффа, задающая исходное пространство 1'K  будет иметь вид: 
0,0,0 3142 =−== wwww .     (15) 

Найдем внешние дифференциалы форм этой системы и приравняем их к нулю 
(продолжим систему): 
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Отсюда в силу системы (15): 
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Применив лемму Картана, получим: 
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Вместе с (15) получим систему 
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Эта система определяет подпространство ( ) ( )( )1
1

|2 Im
1

fTdK ee ππ −=′  алгебры 13G  
([1] §1,§2). Пространство 2K ′ , определяемое системой (19), состоит из векторов: 

( ) ( ) ( )






 +++++−+ 961078531 22

iviiitiitiit θµλ ,    (20) 
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где θ,v –произвольные, а µλ, –фиксированные числа. 
Надо изучить 1H –орбиты пространств вида (20) при всевозможных µλ, . 

Найдем группу стационарности 2H   пространства 2K ′  и ее алгебру Ли 2H .  Алгебра Ли 

2H  определяется условием: 
[ ]{ }2212 ,| KKHH ′⊂′∈= εε . 

Пусть 

( ) ( ) ( ) 9610785312 22
iviiitiitiitk θµλ

+++++−+=  , 

( ) ( )1078596 iiiiii +++++= δγβαε , 

[ ] ( ) ( ) ( )85107312 2222
, iittiittiitkad +






 −++






 +++==

αλβµβλαµαεε , 

Но так как ( ) 22 Kkad ′⊂ε , то 0 ,0 == βµβλ , и так как µλ,  – фиксированные, то 
получаем { }6107852  , , iiiiiH +−=  и совпадает с 8G , а группа 2H  совпадает с группой 

8G . Группа 13G  образует следующую цепочку по включению:  

813 GGH ⊃⊃ . 
Рассмотрим систему (18) и найдем внешние дифференциалы форм этой системы 

и приравняем их к нулю (продолжим систему): 
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В силу системы (19)  и системы (*) 
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Получим 
( )
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Применяя лемму Картана к системе (21), получим 
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Введем замену
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 тогда (22) перепишется в виде 
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В силу системы (23),  система (19) примет вид 
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Эта система определяет подпространство ( ) ( )( )1
1'

3 Im
1

fTdK ee ππ −=  алгебры 

8G ([1] §1,§2). Пространство '
3K , определяемое системой (1.24), состоит из векторов: 

( ) ( ) ( ) .
22 961078521







 ++++−−+ titiiitiitiit σδµλ          (25) 

Надо изучить 1H –орбиты пространств вида (25) при всевозможных ,δ σ Найдем 

группу стационарности 3H  пространства '
3K  и ее алгебру Ли 3H . Алгебра Ли 3H  

определяется условием: 
[ ]{ }., '

3
'
333 KKHH ⊂∈= ξξ  

Пусть 

( ) ( ) ( ) 9610785313 22
titiiitiitiitk σδµλ

++++−−+= , 

( ) ( ) 610785 iiiii γβαξ +++−= , 

( ) [ ] ( ) ( ) ( ).
22

, 107853133 iitttiitttiitkkad +





 δβ−ασ+

γµ
−+−






 σβ−αδ−

γλ
−++γ=ξ=ξ

  Но так как 33 ')( Kkad ⊂ξ , то 0,0 == ba , и получаем }{ 63 iH =  и совпадает с 

2G ,  а группа 3H  совпадает с группой 2G .  Группа 8G  образует следующую цепочку 
по включению:  

.2813 GGGH ⊃⊃⊃  
Рассмотрим систему (23) и найдем внешние дифференциалы форм этой системы 

и приравняем их к нулю (продолжим систему): 
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В силу системы (24) получим: 
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Применим лемму Картана: 
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Перепишем (26) в виде: 
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где 
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В силу системы (27), система  (24) перепишется в виде 
    

 ,,,0,0,0,)(,)( 12
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   ., 14
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11
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Таким образом, канонизация репера закончена. Все формы выражены через 
базисную форму. Коэффициенты при этом называются дифференциальными 
вариантами. 

Теорема. Совокупность изотропных кривых пространства Минковского, 
имеющая характеристическую цепочку eGGGH ⊃⊃⊃⊃ 2813 , имеет 
характеризующую систему (28) и зависит от шести дифференциальных вариантов 
( srqp ,,,,,µλ ). 
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E.V. Zubej, A.A. Yudov Grading Сurve of Minkowski Space to Tangent Space which at all 
Points are Isotropic 

 
In this paper we study one-dimensional submanifold of Minkowski space. We consider the 

class of manifolds, tangent subspace to which all points are isotropic. For such manifolds constructed 
canonical frame, differential invariants and are defining these varieties up to motions of Minkowski 
space. 
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