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Т.Н. Жернова, И.В. Кальчук, Ю.И. Харкевич  

ПРИБЛИЖЕНИЯ ФУНКЦИЙ КЛАССА Lip 1  
ИНТЕГРАЛАМИ ТИПА ПУАССОНА 
 
В работе исследуются аппроксимативные свойства интегралов типа Пуассона, а именно 

найдены полные асимптотические разложения для точной верхней грани отклонений функций с класса 
Lip1 от их интегралов типа Пуассона в равномерной метрике. 

 
Пусть C  – пространство 2π -периодических непрерывных функций с нормой

( )max .
C x

f f x=
  

 

Множество функций f C∈ , которые удовлетворяют 

( ) ( ) ,f x h f x h+ − ≤

неравенство 
 

будем обозначать через Lip1  и называть классом Липшица порядка 1. 
Рассмотрим краевую задачу (в единичном круге) 

0,u∆ =
для уравнения 

                                                                     (1) 
где ∆  – оператор Лапласа в полярных координатах. То есть уравнение (1) запишется в 
виде 

2 2

2 2 2

1 1 0, (0 1, ,)u u u x
x

ρ π π
ρ ρ ρ ρ
∂ ∂ ∂

+ + = ≤ < − ≤ ≤
∂ ∂ ∂

                                  (2) 

Решение уравнения (2), что 

1( , ) ( ), ,u x f x xρρ π π= = − ≤ ≤
удовлетворяет граничное условие 

                                                     (3) 
где  ( )f x  – суммируемая 2π -периодическая функция, можем записать в виде

( )
1

1 1, , ( ) cos , 0 1
2

.k

k
P f x f t x kt dt

π

π

ρρ ρ
π

∞

=−

 = + ≤+ 
 

<∑∫

  

                               (4) 

Функцию (4) принято называть интегралом Пуассона функции f , а величину 

( ) ( )
2

1 2
1

1 1,   cos   
2 2 1 2 cos

k

k

K t kt
t

ρρ ρ
ρ ρ

∞

=

−
= + =

− +∑  

называют ядром Пуассона. 
Рассмотрим теперь краевую задачу (в единичном круге) 

( ) 0.u∆ ∆ =
для уравнения 

                                                                       (5) 
Решение уравнения (5), что удовлетворяет граничные условия 

1 1
( , )( , ) ( ), 0, ,u xu x f x xρ ρ
ρρ π π
ρ= =

∂
= = − ≤ ≤

∂
                                    (6) 

можем записать в виде 

( ) ( ) ( )2

1

1 1, ,   1 1 cos , 0 1.
2 2

k

k

kB f x f x t kt dt
π

π

ρ ρ ρ ρ
π

∞

=−

  = + + + − ≤ <    
∑∫                     (7) 

f
Функцию (7) принято называть бигармоническим интегралом Пуассона 

функции , а величину 
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( ) ( ) ( ) ( )
( )

22
2

2 22
1

1 1 cos1,   1 1 cos  
2 2 2 1 2 cos

k

k

tkK t kt
t

ρ ρ
ρ ρ ρ

ρ ρ

∞

=

− − = + + − =   − +
∑  

называют бигармоническим ядром Пуассона. 
В работе будем рассматривать некоторое обобщение интеграла Пуассона и 

бигармонического интеграла Пуассона, а именно интеграл вида 

( ) ( ) ( ),
1, , , , f x f x t K t dt

π

α β
π

ρ ρ
π −

= +∫                                            (8) 

который принято называть интегралом типа Пуассона, где 

( ) ( )( )
1

1, 1 1 1 cos
2

k

k

K t k ktβρ α ρ ρ ρ
∞

=

 = + + + − ∑ – ядро интеграла типа Пуассона  

10 ,    1,   0 1,    .
2

xα β ρ π π≤ ≤ ≥ ≤ < − ≤ ≤и  

Заметим, 0α =что в случае  из (8) получим интеграл Пуассона, а в случае 
1 , 1,
2

α β= =  из (8) получим бигармонический интеграл Пуассона. 

Обозначим  ( )( ) ( ) ( ), ,
Lip1

Lip1; sup , , .
C Cf

f x f xα β α βρ ρ
∈

= −                               (10) 

Определение 1. Если в явном виде найдена функция ( )ϕ ρ  такая, 
1ρ → −

что можно 
записать при   асимптотическое  равенство  

( )( ) ( ) ( )( ),Lip1; ,
C

oα β ρ ϕ ρ ϕ ρ= +   
то говорят, что решена задача Колмогорова-Никольского для интеграла типа 
Пуассона Lip1и класса  в метрике пространства C

Определение 2. Формальный ряд 

. 

0
( )n

n
g ρ

∞

=
∑  называется полным 

асимптотическим разложением или полной асимптотикой функции ( )f ρ  при 1ρ → − , 
если для всех    n∈  

( ) ( )( )1n ng o gρ ρ+ =  

и при любом    m∈   

( ) ( ) ( )( )
0

,    1 .
m

n m
n

f g o gρ ρ ρ ρ
=

= + → −∑  

Кратко будем записывать этот факт следующим образом 

( ) ( )
0

.n
n

f gρ ρ
∞

=

≅ ∑  

Аппроксимативные свойства интегралов Пуассона и бигармонических 
интегралов Пуассона на классах Lip1 достаточно хорошо изучены. 

Первые результаты, связанные с исследованием величин ( )Lip1; ( )
C

P ρ  были 
получены И.П. Натансоном в 1950 г. [1]. В частности, им была решена задача 
Колмогорова-Никольского на классах Lip1 для интеграла Пуассона, а именно 
установлено асимптотическое равенство 

( )( ) ( ) ( ) ( )2Lip1; 1 ln 1 1 ,  1 .  
C

P Oρ ρ ρ ρ ρ
π

= − − + − → −  
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В работе [2] в 1950 г. А.Ф. Тиман получил точные значения аппроксимативных 
характеристик ( )( )Lip1; :

C
P ρ  

( )( ) ( )2 1Lip1;  1 ln ,   0 1,
1C

P ρρ ρ ε ρ
π ρ

= − + < <
−

  

1

0

2 1 2ln 1 .
1 t

t dt
t t

ρ

ρε π

− − = + − ∫  

Далее в 1961 г. в работе Л.В.Малей [3] было найдено полное асимптотическое 
разложение для верхней грани отклонения функций с класса Lip1  от интегралов 
Пуассона вида 

( )( ) ( ) ( )
1

2 1 11 ln 1 ,Lip1;  1 ,
1

k k
kC

k
P

k
ρ γ ρ ρ

π ρ
ρ

∞

=

 
≅ − + − → − − 

∑  

1

1

1 1 2ln 2 .
ik

k
ik k i

γ
−−

=

 
= + − 

 
∑  

В 1973 г. этот результат был передоказан Е.Л. Штарком [4]. 
В.А. Баскаков в работе [5] (1975 г.) записал аналогичные асимптотические 

разложения, но по степеням 1 1
ln

δ
δ ρ

 
= − 

 
 при δ →∞ : 

( )( ) ( )2
2

2 1 1 2ln 2Lip1;  ln
C

t
t

P dtπ

π

ρ πδ
π δ δ π π

∞ 
= + + + 

 
∫  

2( 1) 2 2
1

( )2 1 1( 1) .
2

k
k k k

k

t dt
t k

π

ππδ π δ

∞∞

+
=

 
+ − − 

 
∑ ∫

 
Аппроксимативные свойства интегралов Пуассона на других функциональных 

классах изучались в работах Л.И. Баусова [6], К.Н. Жигалла и Ю.И. Харкевича [7; 8]. 
Что же касается вопроса аппроксимативных свойств бигармонических 

интегралов Пуассона, то здесь нужно отметить, что С. Каниев в 1963 г. [9] нашел 
асимптотическое равенство вида 

( )( ) ( ) ( )Lip1; B 2 1 , 1 , 1 .
C

oρ
ρ

ε
ρ ε ρ ρ

π π
ρ = − + = − → −  

Позже, в 1968 г. P. Pych [10] уточнила результат С. Каниева (уточнила порядок 
остаточного члена): 

( )( ) ( ) ( )22 1Lip1; 1 1 ln ,   1 .
1C

B Oρ ρ ρ ρ
π ρ

 
= − + − → − − 

  

В 1976 г Л.П. Фалалеев [11] нашел полное асимптотическое разложение при 
1ρ → − : 

( )( ) ( ) ( ) ( )222 1 1Lip1; 1 1 ln ln 2 1
1 2C

B ρ ρ ρ ρ
π ρ
  = − + − + + − +  −  

  

( ) ( )
3

1 11 ln 1
1

k k
k

k k
ρ ν ρ

ρ

∞

=

 
+ − + −  − 
∑ , 

где 

( )( ) ( )
1

2 1
1

1 1 1 1 1ln 2 .
2 2 1 2 1 2

k

k i k k
ik k i k k k

ν
−

− −
=

 
= + − − −  − − − 

∑  
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Отметим также, что аппроксимативные свойства бигармонических интегралов 
Пуассона на разных функциональных классах изучались в работах Т.И. Аманова и 
Л.П. Фалалеева [12], К.Н. Жигалла и Ю.И. Харкевича [13; 14]. 

Главной целью данной работы является нахождение полного асимптотического 
разложения для величины 

( ) ( ) ( ), ,
Lip1

Lip1; ( ) sup , , ,
CС f

f x f xα β α βρ ρ
∈

= −    

при 1ρ → − , которое позволяет выписывать константы Колмогорова-Никольского 
произвольного порядка малости. 

Имеет место теорема. 
Теорема. При 1ρ → −  имеет место полное асимптотическое разложение  

( ) ( ) ( )( ) ( ),
2 1 1Lip1; ( ) 1 ln 1 ln 2 1 1 ln

4 1C

β
α β

αρ ρ ρ ρ
π ρ


= − + + − + − + −

   

( ) ( ) ( ) ( )2
1

2 1

1 2 1 1ln 1 1 ln 1 ,
( 1)2 1

k
k k

kk
k kk k k

ρ
ρ ρ γ ρ

π ρ

∞ ∞

−
= =

−  
+ − − + − + −  

− − 
∑ ∑  

1

1

1 1 2ln 2 ,    1,2,   
jk

k
j

k
k k j

γ
−−

=

 
= + − = … 

 
∑  

Доказательство. Убедимся сначала в том, что ( ), 0.K tρ ≥  Запишем ядро типа 
Пуассона в виде 

( )( )
1 11

1 1 1 1 c 1( , ) cos (os 1 )(1 )
22

cos .k

k

k k

k k
k ktK t kt k ktββα ρρ ρρ ρ ρρ ρ α

∞∞

=

∞

= =

= + + + −+ + + − =  ∑ ∑∑
 

Учитывая, 

( )
2

2
1

1 1cos
2 2 1 2 cos

k

k
kt

t
ρρ

ρ ρ

∞

=

−
+ =

− +
∑

что для первого слагаемого из правой части последнего равенства имеет 
место представление 

                                           (11) 

(см. формулу (1.447.3) из [15]), найдем аналогичное представление для суммы 

1
cosk

k
k ktρ

∞

=
∑ . 

Используя формулу (1.447.1) [15], имеем 2
1

sinsin .
1 2 cos

k

k

tkt
t

ρρ
ρ ρ

∞

=

=
− +∑  

Продифференцируем обе части последнего равенства по t , получим 

( )
3 2

221

cos cos 2cos
1 2 cos

k

k

t tk kt
t

ρ ρ ρρ
ρ ρ

∞

=

+ −
=

− +
∑ .                                            (12) 

На основе формул (11) и (12

( ) ( )
2 3 2

22 2

1 cos cos 2( , ) (1 )(1 )
2 1 2 cos 1 2 cos

t tK t
t t

βρ ρ ρ ρρ α ρ ρ
ρ ρ ρ ρ

− + −
= + + − =

− + − +

) будем иметь 

 

( )( ) ( )
( )

2 2 3 2

22

1 1 2 cos 2 (1 )(1 ) cos cos 2

1 2 cos

t t t

t

βρ ρ ρ α ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ

− − + + + − + −
=

− +
. 
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Поскольку знаменатель дроби из правой части последнего равенства всегда 
положительный, то рассмотрим его числитель. Первое слагаемое числителя 

( )( ) ( )( )2 2 2 2 2 2 2 21 1 2 cos 1 1 2 cos cos cost t t tρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ− − + = − − + − + =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 2 2 21 1 cos 1 cos 1 1 cos sin 0,t t t tρ ρ ρ ρ ρ ρ   = − − + − = − − + >     

а потому, показав, что второе слагаемое меньше первого, можем сделать вывод, что 
числитель будет положительным. Это вытекает из следующих соображений. 

Необходимо показать, 
( ) ( )( )3 2 2 22 (1 )(1 ) cos cos 2 1 1 2 cost t tβα ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ+ − + − < − − +

что 
.                (13) 

Так как 2 1α ≤  и ( )2 1 2(1 )(1 ) (1 )(1 ) 1 ,β βρ ρ ρ ρ ρ−+ − = − − ≤ −  то для доказательства (13) 
достаточно убедиться в справедливости следующего неравенства: 

3 2 2cos cos 2 1 2 cos ,t t tρ ρ ρ ρ ρ+ − < − +  
или 

3 21 3 cos cos 3 0t tρ ρ ρ− − + > . 
Действительно 

3 2 2 3 31 3 co s co s 3 1 3 3 (1 ) 0, (0,1).t tρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ− − + ≥ − + − = − > ∈  

Итак, ( , ) 0, (0,1)K tρ ρ> ∈ . А поскольку 1(0, ) 0
2

K t = > , то получаем, что ( , ) 0K tρ >  

при 0 1.ρ≤ <  

Также нетрудно убедиться, ( )1 , 1.K t dt
π

π

ρ
π −

=∫что   

Учитывая (8) и предыдущее равенство, можем записать 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ), , , , .f x f x f x f x t K t d t
π

α β
π

ρ ρ
−

− = − +∫  

Поскольку    Lip1f ∈ , то ( ) ( ) .f x f x t t− + ≤  Тогда  

( ) ( ) ( ), , , , .f x f x t K t dt
π

α β
π

ρ ρ
−

− ≤ ∫  

Поскольку функция ( )f x x= , [ ]– ,x π π∈ , принадлежит классу Lip1 
и превращает последнее неравенство в равенство, то, согласно (10), получим 

( )( ) ( ) ( ),
0

Lip1; , 2 ,
C

t K t dt tK t dt
π π

α β
π

ρ ρ ρ
−

= = =∫ ∫   

( )( )
10

2 1 1 1 1 cos
2

k

k

t k kt dt
π

βα ρ ρ ρ
π

∞

=

  = + + + − =   
∑∫

 

( )( )
1 10 0

2 1 2cos 1 1 cos . 
2

k k

k k

t kt dt t k kt dt
π π

βρ α ρ ρ ρ
π π

∞ ∞

= =

   
= + + + −   

   
∑ ∑∫ ∫                      (14) 

В работе Е.Л. Штарка [4] показано, что для первого интеграла из правой части 
равенства (14) при 1ρ → −  имеет место полное асимптотическое разложение 

( ) ( )
1 10

1 1 1cos 1 ln 1 ,
2 1

k kk
k

k k

t kt dt
k

π

ρ ρ γ ρ
ρ

∞ ∞

= =

  
+ = − + −   −   
∑ ∑∫                        ( 15) 
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1

1

1 1 2ln 2 ,    1,2,
jk

k
j

k
k k j

γ
−−

=

 
= + − = … 

 
∑  

Преобразуем теперь второй интеграл из правой части равенства (14) 
2 1

1 1 10 0

cos cos 2 .
2 1

j
k k

k k j

t k kt dt k t ktdt
j

π π ρρ ρ
−∞ ∞ ∞

= = =

 
= = −  − 

∑ ∑ ∑∫ ∫  

Используя формулу (1.513.1) из [15] 
2 1

1

1 1ln 2 ,  
1 2 1

k

k k
ρ ρ
ρ

∞
−

=

+
=

− −∑  

получим 

( )( ) ( )( )
10

11 1 co s 1 1 ln
1

k

k

t k kt dt
π

β β ρα ρ ρ ρ α ρ ρ
ρ

∞

=

+ 
+ − = − + − =  − 

∑∫  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 ln 1 ln 1βα ρ ρ ρ ρ= − + − − + =    

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )1 2 1 ln 1 1 ln 1 . βα ρ ρ ρ ρ ρ = − − − − − + +                               (16) 
Подставляя (15) и (16) в (14), 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
2Lip1;   1 2ln 1 1 ln 1 1 ln 1

C

β
α β

αρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ
π

== − − − − − − + + +   

будем иметь 

 

( ) ( )
1

2 1 11 ln 1 ,  1 .  
1

k k
k

k k
ρ γ ρ ρ

π ρ

∞

=

 
+ − + − → − 

− 
∑                             (17) 

Разлагая функцию ( ) ( ) ( )1 ln 1ϕ ρ ρ ρ= − + +  в ряд Тейлора по степеням ( )1 ρ− , 
будем иметь 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) 1

2

1
1 ln 1 2ln 2 1 ln 2 1 .

1 2

k

k
k k k

ρ
ρ ρ ρ

∞

−
=

−
− + + = − + + − −

−∑  

Выполняя тождественные преобразования в квадратных скобках выражения 
(17), находим 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )22ln 1 1 ln 1 1 ln 1 ln 1ρ ρ ρ ρ ρ ρ− − − − − + + = − +  

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) 1

2

11 11 ln ln 1 ln 2 1 .
1 4 1 2

k

k
k k k

ρ
ρ ρ

ρ

∞

−
=

−
+ − + + + − −

− −∑  

Подставляя последнее соотношение в формулу (17), получим утверждение 
теоремы. Теорема доказана. 

Замечание. Отметим, что при 0α = , получим уже известный результат 

Е.Л. Штарка [4], а в случае 1
2

α =  и 1β =  будем иметь результат Л.П. Фалалеева [11]. 
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In this paper we investigate the approximation properties of Poisson-type integrals, namely, we 

found a complete asymptotic decomposition for the least upper bound of the deviation the functions 
from the class Lip1of their Poisson-type integrals in the uniform metric. 
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