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УДК 513.82 
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КЛАССИФИКАЦИЯ ОДНОМЕРНЫХ  
ПОДМНОГООБРАЗИЙ ПРОСТРАНСТВА  
МИНКОВСКОГО,  ИМЕЮЩИХ КАСАТЕЛЬНУЮ  
МНИМОЕВКЛИДОВА И ЕВКЛИДОВА ТИПА 
 
В работе изучаются одномерные подмногообразия пространства Минковского. Рассматривается 

класс многообразий, касательная прямая которым во всех точках является прямой мнимоевклидова 
и евклидова типа. Для таких многообразий строится канонический репер и находятся дифференциальные 
инварианты, определяющие указанные многообразия с точностью до движений пространства 
Минковского. 

 
Постановка задачи и метод исследования 
Группу Ли G движений пространства 1R4 

а = 

будем задавать как совокупность мат-
риц вида  
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, а 4×4 матрица А удовлетворяет условию 

 Аε4,1АT = ε4,1
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Алгебра Ли G  будет задаваться как совокупность матриц вида 
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где 4×4 матрица В удовлетворяет условию Вε4,1+ε4,1
Точки пространства 

В=0.  
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будем задавать в виде 

 = х.                                                (4) 

Группа G действует в пространстве 1R4 
   х →  а∙х.                                                       (5) 

слева по правилу 

Группа Ли G является полупрямым произведением группы Ли H стационарности 
точки пространства 1R4  и абелевой группы T4

                                                  
 параллельных переносов пространства:  

1R4: G = H⊗ T4.                                                 (6) 
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Алгебра Ли G  является полупрямой суммой алгебры Ли H группы Ли H 
и коммутативной алгебры Ли τ4 группы Ли Т4

 
:  

G = H ⊕τ4

Базис в алгебре Ли 
.                                                     (7) 

G  группы Ли G движений пространства 1R4

,,,,,,, 522574224632232514413312211 EEiEEiEEiEiEiEiEi +=+=+=====

 берется сле-
дующим образом: 

 
                              ,,, 5445105335943348 EEiEEiEEi −=−=−=                               (8) 

где αβE  – ( )55× -матрица, у которой в α -й строке, β -м столбце стоит единица, а ос-

тальные элементы – нули. Причем векторы i5, i6, …, i10 H образуют базис алгебры Ли  
группы Ли Н, векторы i1, i2, i3, i4 образуют базис алгебры τ4

G
, а операция коммутирова-

ния в алгебре Ли  задается в виде 
                                             [A, B] = AB–BA,  А, В∈G .                                          (9) 

Классификация связных подгрупп Ли группы Ли движений пространства Мин-
ковского с точностью до сопряженности имеется [1]. Всего среди подгрупп Ли группы 
Ли вращений пространства Минковского получается 13 подгрупп Ли: 

.,,,,,,,,,,,, 13121110987654321 GGGGGGGGGGGGG  Алгебры Ли 1G , 2G , 3G , 4G , 

5G , 6G , 7G , 8G , 9G , 10G , 11G , 12G , 13G ,  этих групп Ли задаются соответственно 
базисами {i9}, {i6}, {i5 – i8}, {i9 + λi6}, {i6, i9}, {i5 – i8, i7 + i10}, {i5 – i8, i6}, {i5 – i8, 
i7 + i10, i6}, {i5 – i8, i7 + i10, i9}, {i5 – i8, i7 + i10, i9 + λi6}, {i8, i9, i10}, {i5, i6, i8}, {i5 – i8, 
i7 + i10, i9, i6

Тем самым классифицированы с точностью до изоморфизма все однородные 
пространства со структурной группой 

}. 

G . В данной работе классифицируются все од-
номерные подмногообразия пространства Минковского, касательное пространство к 
которым является пространством действительного, евклидова и мнимоевклидова типа. 

 
Классификация кривых пространства Минковского 
При классификации одномерных подмногообразий пространства Минковского 

используются результаты работ[2] и [3]. 
Рассмотрим одномерные подмногообразия пространства 4

1R . Пусть ( )f,0D  – 

одномерное подмногообразие (кривая) пространства 4
1R , причем 0D  – интервал на чи-

словой прямой, содержащий точку ноль и ( ) ( )π e f= 0 . Рассмотрим касательное про-

странство ( )( )fT me IK π=1  к подмногообразию ( )f,0D  в точке ( )π e . Пространство 1K  
может быть либо евклидовым, либо мнимоевклидовым, либо изотропным. Ниже клас-
сифицируются по эквивалентности относительно основной группы одномерные под-
многообразия, имеющие в каждой точке евклидово касательное пространство, а также 
одномерные подмногообразия, имеющие в каждой точке мнимоевклидово касательное 
пространство. 

Предположим, что касательное подпространство к подмногообразию ( )f,0D  в 
каждой точке 00 D∈x  мнимоевклидова типа. Пусть ( ) ( ) { }11 ifT me == IK π . Ему соответ-

ствует прообраз ( ) { }109876511
1

1 ,,,,,, iiiiiiid e ==′ − KK π . Группа стационарности H1 про-
странства 1K  в H-пространстве Q1  всех одномерных подпространств пространства 
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( ) ( )4
1RT eπ  может быть найдена как группа стационарности пространства 1K ′  в H-

пространстве 1Z  (см. [34]) ( ){ }11
1 QdZ e ∈= − KKπ . 1H  определяется условием:  

( ){ }111 KK ′=′∈= AdhHhH ,                                     (10) 
а ее алгебра Ли 1H  условием:  

( ) [ ]{ }1111 , KKKHH ′⊂′=′∈= vadvv .                                (11) 
Пусть  

H∈+++++= 1098765 tisiiiiiv σνµλ ,                            (12) 

110987651 K ′∈++++++= qipiiiiiik δγβα .                      (13) 
Тогда 

( ) [ ] ψνµλ +++== 432, iiikvkadv ,                                 (14) 
где H∈ψ . 

По условию ( ) 1K ′∈kadv  получим: λ = т0, µ = 0, ν = 0. Таким образом, 

{ }10981 ,, iii=H  и совпадает с 11G , а группа H1 совпадает с 11G . Условие (4) из [2] 
dim dim dimH H Q= =1 1  выполняется, поэтому размерность G-орбиты пространства 

1K  во множестве Γ1  равна размерности множества Γ1 . Отсюда следует, что подмного-
образие ( )f,0D  в некоторой окрестности нуля продолжается в G-орбиту элемента 1K , 

изоморфную G H1
. Группа 11G  образует следующую цепочку по включению: 

111 GG ⊃ .                                                   (15) 
Выясним, какие цепочки возможны для следующих подмногообразий. Система 

Пфаффа, определяющая пространство 1K ′ , имеет вид: 

ω 2 0= ,  ω 3 0= ,  ω 4 0= .                                      (16) 
Найдем внешние дифференциалы форм этой системы и приравняем их к нулю 

(продолжим систему): 
02

4
42

3
32

1
1 =∧+∧+∧ ωωωωωω , 03

4
43

2
23

1
1 =∧+∧+∧ ωωωωωω , 

ω ω ω ω ω ω1
1
4 2

2
4 3

3
4 0∧ + ∧ + ∧ = .                            (17) 

Отсюда в силу системы (16): 
ω ω1

1
2 0∧ = , ω ω1

1
3 0∧ = , ω ω1

1
4 0∧ = .                       (18) 

Применив лемму Картана, получим: 
ω λω1

2 1= , ω µω1
3 1= , ω νω1

4 1= .                           (19) 
Вместе с (16) получим систему 

ω ω ω2 3 4 0= = = , ω λω1
2

1= , ω µω1
3

1= , ω νω1
4

1= .           (20) 

Эта система определяет подпространство ( )( )( )1
1

12 1
fTd mee IK ππ −=′  алгебры G  

[2, § 1,2]. Пространство 2K ′ , определяемое системой (20), состоит из векторов: 

{ }ti ti ti ti ri si i1 5 6 7 8 9 10+ + + + + +λ µ ν σ ,                             (21) 

где r, s, σ – произвольные, а λ, µ, ν – фиксированные числа.  
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Надо изучить H1 – орбиты пространств вида (21) при всевозможных λ, µ, ν. 
Найдем группу стационарности H 2  пространства 2K ′  и ее алгебру Ли 2H . Алгебра Ли 

2H  определяется условием: [ ]{ }1112 , KKHH ′⊂′∈= vv . 
Пусть v i i i= + +α β γ8 9 10 , тогда условие [ ] 11, KK ′⊂′v  приводит к системе: 

                                   µα νβ+ = 0 , λα νγ− = 0 , λβ µγ+ = 0.                         (22) 
Из этих уравнений только два независимые, поэтому группа стационарности 

любого пространства 2K ′  (21) одномерная. Одномерные группы Ли, входящие в 11G , – 
это только группа G1 или ей сопряженные. Рассмотрим конкретные подпространства 

вида (21). Если в качестве 2K ′  взять подпространство { }109851
1
2 isirititi σλ ++++=′K , 

т.е. µ=ν=0, то группой стационарности будет (см. (22)) группа G H1 2
1= . Мы получили 

все группы стационарности  (с точностью до сопряженности) пространств вида (22). 
Данный случай надо рассмотреть. 

Условие (4) из [2] не выполняется: dim dim dimH H Q1 2 23 1 6− = − = . По-

этому подмногообразие ( )10 , fD  автоматически в G-орбиту пространства i
2K  не про-

должается. Предположим, что данное подмногообразие продолжается в орбиту, соот-
ветствующую группе 1

2H . 

Тогда ( )( )( ) ′==− 1
21

1
1 1

KI fTd mee ππ . Система Пфаффа, определяющая пространство 

′1
2K , имеет вид: 

                                     ω ω ω ω ω2 3 4
1
3

1
4 0= = = = = , ω λω1

2 1= .                        (23) 
Коэффициент λ называется первым дифференциальным инвариантом  подмно-

гообразия ( )f,0D  в точке f(0). 
Пусть ( )20 , fD  – продолжение подмногообразия ( )10 , fD  в G-орбиту простран-

ства 1
2K  и ( ) ( )203 2

fT mf IK = , ( )3
1

23 KK −=′ edπ , π2
2

:G G
H→ . Продолжив систему (23) 

и применив лемму Картана, получим систему Пфаффа: 
              ω ω ω ω ω2 3 4

1
3

1
4 0= = = = = , ω λω1

2 1= , ω µω2
3 1= , 14

2 νωω = ,            (24) 
которая будет определять подпространство 3K ′ , которое, следовательно, состоит из 
векторов: { }1098513 sititititi ++++=′ νµλK , λ, µ, ν – фиксированные, s – произволь-
ные. Подействуем на пространство 3K ′  преобразованием Adh, h∈G1  так, чтобы привести 

его к простейшему виду. При этом пространства 
′1

2K , 1
2K , 1K ′ , 1K  не изменятся, а под-

многообразие ( )f,0D  перейдет в ( )fTh ,0D , эквивалентное исходному. Обозначим 
подмногообразие ( )fTh ,0D  опять через ( )f,0D . То же относительно ( )10 , fD  
и ( )20 , fD . Если выбрать h в виде 
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h ,                                      (25) 

то ( )3K ′Adh  примет вид:  
( ) ( ) ( ){ }1098513 cossinsincos siittitttitiAdh +++−++=′ αναµαναµλK .    (26) 

Всегда можно выбрать α таким, что µ α ν αsin cos+ = 0 . Выражение 
αναµ sincos tt −  переобозначим через µ . Таким образом подмногообразие ( )f,0D  

всегда можно  перевести в ему эквивалентное так, что пространство 3K ′  примет вид 
{ }108513 sitititi +++=′ µλK , а соответствующая ему система Пфаффа – вид 

ω ω ω ω ω ω2 3 4
1
3

1
4

2
4 0= = = = = = , ω λω1

2 1= , ω µω2
3 1= .              (27) 

Коэффициент µ называется вторым дифференциальным инвариантом подмного-
образия ( )f,0D  в точке f(0). 

Найдем группу стационарности пространства 3K ′  – группу H 3
1  с алгеброй Ли: 

[ ]{ }33
1
2

1
3 , KKHH ′⊂′∈= vv  и ( ){ }33

1
2

1
3 KK ′=′∈= AdhHhH . Пусть 10iv α= . Тогда 

[ ] 81073, siittiv ααµαλ −+−=′K . Поскольку это должно принадлежать 3K ′ , то получим 

α = 0. Следовательно, алгебра Ли 1
3H  нулевая, а группа H 3

1  – дискретная. Выбирая 

в подпространствах 1
1K , 1

2K , 3K  ориентацию, сведем группу H 3
1  к единице. Условие 

(4) из [2] не выполняется: dim dim dimH H Q2
1

3
1

21 8− = = , поэтому в G-
пространстве Γ3  получаем континуум орбит, каждая из которых изоморфна группе G. 
Здесь надо проводить классификацию. Предположим, что многообразие ( )20 , fD  про-
должается в орбиту пространства 3K  и ( )30 , fD  – соответствующее продолжение, 

пусть ( )3)0(4 3
fT mf IK = , ( )4

1
34 KK −=′ edπ , π3

3
1:G G

H→ . Продолжив систему (27) 

и применив лемму Картана, получим с учетом (27) систему Пфаффа 
          ω ω ω ω ω ω2 3 4

1
3

1
4

2
4 0= = = = = = , ω λω1

2 1= , ω µω2
3 1= , ω νω3

4 1= ,       (28) 
которая будет определять подпространство 4K ′ , состоящее из векторов: 

{ }108514 titititi νµλ +++=′K . Построение канонического репера для многообразия 
данного типа eGGH ⊃⊃⊃ 111  завершено. Такие многообразия определяются с про-
изволом трех функций λ, µ, ν одного переменного, образующих полную систему диф-
ференциальных инвариантов. 

Теперь предположим, что касательное подпространство к подмногообразию 
( )f,0D  в каждой точке 00 D∈x  евклидова типа. Пусть ( ) ( ) { }21 ifT me == IK π . Ему со-

ответствует прообраз ( ) { }109876521
1

1 ,,,,,, iiiiiiid e ==′ − KK π . Группа стационарности 
H1 пространства 1K  в H-пространстве Q1  всех одномерных подпространств простран-

ства ( ) ( )4
1RT eπ  может быть найдена как группа стационарности пространства 1K ′  в H-

пространстве 1Z  (см. [2]) ( ){ }11
1 QdZ e ∈= − KKπ . 1H  определяется условием 
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( ){ }111 KK ′=′∈= AdhHhH , а ее алгебра Ли 1H  условием 

( ) [ ]{ }1111 , KKKHH ′⊂′=′∈= vadvv . 
Пусть  

H∈+++++= 1098765 tisiiiiiv σνµλ ,  

110987652 K ′∈++++++= qipiiiiiik δγβα .                      (29) 
Тогда:  

( ) [ ] ψσλ +−−== 431, siiikvkadv ,                             (30) 
где H∈ψ . 

По условию ( ) 1K ′∈kadv  получим: 0=λ , 0=σ , 0=s . Таким образом, 
{ }10761 ,, iii=H .  Усло вие (4 ) из [2] 11 dimdimdim QHH =−  выполняется, поэтому 

размерность G-орбиты пространства 1K  во множестве Γ1  равна размерности множест-
ва Γ1 . Отсюда следует, что подмногообразие ( )f,0D  в некоторой окрестности нуля 

продолжается в G-орбиту элемента 1K , изоморфную G
H1

. Группа 1H  образует сле-

дующую цепочку по включению: 
21 G⊃H .                                                     (31) 

Выясним, какие цепочки возможны для следующих подмногообразий. Система 
Пфаффа, определяющая пространство 1K ′ , имеет вид: 

                                                  ,01 =ω  ω 3 0= ,  ω 4 0= .                                      (32) 
Найдем внешние дифференциалы форм этой системы и приравняем их к нулю 

(продолжим систему): 
01

4
41

3
31

2
2 =∧+∧+∧ ωωωωωω , 03

4
43

2
23

1
1 =∧+∧+∧ ωωωωωω , 

ω ω ω ω ω ω1
1
4 2

2
4 3

3
4 0∧ + ∧ + ∧ = .                              (33) 

Отсюда в силу системы (32): 
ω ω1

1
2 0∧ = , 03

2
1 =∧ωω , 04

2
1 =∧ωω .                         (34) 

Применив лемму Картана, получим: 
22

1 λωω = , 23
2 µωω = , 24

2 νωω = .                             (35) 
Вместе с (32) получим систему 

                         ω ω ω2 3 4 0= = = , ω λω1
2

1= , ω µω1
3

1= , ω νω1
4

1= .                    (36) 

Эта система определяет подпространство ( )( )( )1
1

12 1
fTd mee IK ππ −=′  алгебры G  

[2, § 1, § 2]. Пространство 2K ′ , определяемое системой (36), состоит из векторов: 
                                   { }10987652 ititisirititi σνµλ ++++++ ,                             (37) 

где r, s, σ – произвольные, а λ, µ, ν – фиксированные числа.  
Надо изучить H1– орбиты пространств вида (37) при всевозможных λ, µ, ν. 

Найдем группу стационарности H 2  пространства 2K ′  и ее алгебру Ли 2H . Алгебра Ли 

2H  определяется условием: 

[ ]{ }1112 , KKHH ′⊂′∈= vv .                                    (38) 
Пусть 1076 iiiv γβα ++= , тогда условие [ ] 11, KK ′⊂′v  приводит к системе: 
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                                 µα νβ+ = 0 , λα νγ− = 0 , λβ µγ+ = 0.                           (39) 
Из этих уравнений только два независимые, поэтому группа стационарности 

любого пространства 2K ′  (37) одномерная. Одномерные группы Ли, входящие в 1H , – 
это только группа 2G  или ей сопряженные. Рассмотрим конкретные подпространства 
вида (37). Если в качестве 2K ′  взять подпространство 

{ }109762
1
2 itisiriti σν ++++=′K , т.е. λ =ν=0, то группой стационарности будет 

(см. (39)) группа G H1 2
1= . Мы получили все группы стационарности  (с точностью до 

сопряженности) пространств вида (39). Данный случай надо рассмотреть. 
Условие (4) из [2] не выполняется: 221 dim613dimdim QHH =<−=− . По-

этому подмногообразие ( )10 , fD  автоматически в G-орбиту пространства i
2K  не про-

должается. Здесь надо производить разбиение подмногообразий на классы. 
Пусть подмногообразие ( )f,0D  продолжается в подмногообразие ( )10 , fD  та-

кое, что ( )( )( ) ′==− 1
21

1
1 1

KI fTd mee ππ . Система Пфаффа, определяющая пространство 
′1

2K , 
имеет вид: 

                                    03
2

2
1

431 ===== ωωωωω , 24
2 νωω = .                           (40) 

Коэффициент ν  называется первым дифференциальным инвариантом  подмно-
гообразия ( )f,0D  в точке f(0). 

Пусть ( )20 , fD  – продолжение подмногообразия ( )10 , fD  в G-орбиту простран-

ства 1
2K  и ( ) ( )203 2

fT mf IK = , ( )3
1

23 KK −=′ edπ , π2
2

:G G
H→ . Продолжив систему (40) 

и применив лемму Картана, получим систему Пфаффа: 
                 03

2
2

1
431 ===== ωωωωω , 24

2 νωω = , 24
1 εωω = , 24

3 δωω = ,           (41) 
которая будет определять подпространство 3K ′ , которое, следовательно, состоит из 
векторов:  

{ }1097623 tititiriti δνε ++++=′K ,                                (42) 
где δνε ,,  – фиксированные, r  – произвольный параметр.  

Подействуем на пространство 3K ′  преобразованием Adh, h∈G1  так, чтобы при-

вести его к простейшему виду. При этом пространства 
′1

2K , 1
2K , 1K ′ , 1K  не изменятся, а 

подмногообразие ( )f,0D  перейдет в ( )fTh ,0D , эквивалентное исходному. Обозна-
чим подмногообразие ( )fTh ,0D  опять через ( )f,0D . То же относительно ( )10 , fD  
и ( )20 , fD . Если выбрать h в виде 



















=

10000
000
00100
000
00001

ϕϕ

ϕϕ

chsh

shch
h ,                                          (43) 

то ( )3K ′Adh  примет вид:  
( ) ( ){ }1097623 )( tichshtitishchritiAdh ϕδϕενϕδϕε ++++++=′K .       (44) 
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Здесь приходится рассматривать три случая. 
1. Предположим, что ϕδϕε chsh + =0. Тогда получаем условие:  

0
1
12 >

+
−

=
−
+

=
δε
δεϕ

p
pe ,                                       (45) 

где pth =−=
ε
δϕ .  

Подмногообразие ( )f,0D  можно  перевести в ему эквивалентное так, что про-
странство 3K ′  примет вид { }97623 titiriti νµ +++=′K . 

2. Предположим, что ϕδϕε shch + =0. Тогда получаем условие:  

0
1
12 >

+
−

−=
−
+

−=
δε
δεϕ

p
pe ,                                     (46) 

где 
p

th 1
=−=

δ
εϕ .  

Подмногообразие ( )f,0D  всегда можно  перевести в ему эквивалентное так, что 
пространство 3K ′  примет вид { }109623 titiriti δν +++=′K . 

3. Если δε −= , тогда подмногообразие ( )f,0D  всегда можно перевести в ему 
эквивалентное так, что пространство 3K ′  примет вид 

{ }9107623 )( tiiitriti νε +−++=′K . 
Рассмотрим случай 1. Соответствующая { }97623 titiriti νµ +++=′K  система 

Пфаффа имеет вид: 
04

3
3
2

2
1

431 ====== ωωωωωω , 24
2 νωω = , 24

1 µωω = .               (47) 
Коэффициент µ называется вторым дифференциальным инвариантом подмного-

образия ( )f,0D  в точке f(0). 

Найдем группу стационарности пространства 3K ′  – группу H 3
1  с алгеброй Ли: 

[ ]{ }33
1
2

1
3 , KKHH ′⊂′∈= vv  и ( ){ }33

1
2

1
3 KK ′=′∈= AdhHhH . Пусть 6iv α= . Тогда 

[ ] 103, itv αµ=′K . Поскольку это должно принадлежать 3K ′ , то получим α = 0. Следова-

тельно, алгебра Ли 1
3H  нулевая, а группа H 3

1  – дискретная. Выбирая в подпространст-

вах 1
1K , 1

2K , 3K  ориентацию, сведем группу H 3
1  к единице. Условие (4) из [2] не вы-

полняется: 2
1
3

1
2 dim81dimdim QHH =<=− , поэтому в G-пространстве Γ3  получа-

ем континуум орбит, каждая из которых изоморфна группе G. Здесь надо проводить 
классификацию. Предположим, что многообразие ( )20 , fD  продолжается в орбиту 
пространства 3K  и ( )30 , fD  – соответствующее продолжение, пусть ( )3)0(4 3

fT mf IK = , 

( )4
1

34 KK −=′ edπ , π3
3
1:G G

H→ . Продолжив систему (47) и применив лемму Картана, 

получим систему Пфаффа: 
              04

3
3
2

2
1

431 ====== ωωωωωω , 24
2 νωω = , 24

1 µωω = , 23
1 θωω =  ,     (48) 
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которая будет определять подпространство 4K ′ , состоящее из векторов: 
{ }97624 titititi νµθ +++=′K . Построение канонического репера для многообразия 

данного типа eGH ⊃⊃⊃ 11H  завершено. Такие многообразия определяются с про-
изволом трех функций λ, µ, ν одного переменного, образующих полную систему диф-
ференциальных инвариантов. 

Рассмотрим случай 2. Соответствующая { }109623 titiriti δν +++=′K  система 
Пфаффа имеет вид: 

                      04
1

3
2

2
1

431 ====== ωωωωωω , 24
2 νωω = , 24

3 δωω = .               (49) 
Коэффициент δ  называется вторым дифференциальным инвариантом подмно-

гообразия ( )f,0D  в точке f(0). 

Найдем группу стационарности пространства 3K ′  – группу H 3
1  с алгеброй Ли: 

[ ]{ }33
1
2

1
3 , KKHH ′⊂′∈= vv  и ( ){ }33

1
2

1
3 KK ′=′∈= AdhHhH . Пусть 6iv α= . Тогда 

[ ] 73, itv αδ=′K . Поскольку это должно принадлежать 3K ′ , то получим α = 0. Следова-

тельно, алгебра Ли 1
3H  нулевая, а группа H 3

1  – дискретная. Выбирая в подпространст-

вах 1
1K , 1

2K , 3K  ориентацию, сведем группу H 3
1  к единице. Условие (4) из [2] не вы-

полняется: 2
1
3

1
2 dim81dimdim QHH =<=− , поэтому в G-пространстве Γ3  получа-

ем континуум орбит, каждая из которых изоморфна группе G. Здесь надо проводить 
классификацию. Предположим, что многообразие ( )20 , fD  продолжается в орбиту 
пространства 3K  и ( )30 , fD  – соответствующее продолжение, пусть ( )3)0(4 3

fT mf IK = , 

( )4
1

34 KK −=′ edπ , π3
3
1:G G

H→ . Продолжив систему (49) и применив лемму Картана, 

получим с учетом (49) систему Пфаффа: 
              04

1
3
2

2
1

431 ====== ωωωωωω , 24
2 νωω = , 24

3 δωω = , 23
1 χωω =  ,     (50) 

которая будет определять подпространство 4K ′ , состоящее из векторов: 
{ }109624 titititi δνχ +++=′K . Построение канонического репера для многообразия 

данного типа eGH ⊃⊃⊃ 11H  завершено. Такие многообразия определяются с про-
изволом трех функций ν, δ , χ  одного переменного, образующих полную систему 
дифференциальных инвариантов. 

Рассмотрим случай 3. Соответствующая { }9107623 )( tiiitriti νε +−++=′K  
система Пфаффа имеет вид: 

                03
2

2
1

431 ===== ωωωωω , 24
2 νωω = , 0

2
1

2
1 4

3
4
1

2 =+− ωωεω .         (51) 

Коэффициент ε  называется вторым дифференциальным инвариантом подмно-
гообразия ( )f,0D  в точке f(0). 

Продолжив систему (51) и применив лемму Картана, получим систему Пфаффа: 

03
2

2
1

431 ===== ωωωωω , 24
2 νωω = , 0

2
1

2
1 4

3
4
1

2 =+− ωωεω , 23
1 σωω = ,    (52) 

которая будет определять подпространство 4K ′ , состоящее из векторов: 
{ }9107624 )( tiiittiti νεσ +−++=′K .  
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Продолжив систему (52) и применив лемму Картана, получим систему Пфаффа: 
03

2
2

1
431 ===== ωωωωω , 24

2 νωω = , 
23

1 σωω = , 24
1 δωω = , 24

3 )2( ωεδω −= ,                               (53) 
которая будет определять подпространство 5K ′ , состоящее из векторов: 

{ }1097624 )2( tititititi εδνδσ −++++=′K . Построение канонического репера для 
многообразия данного типа eGH ⊃⊃⊃ 21H  завершено. Такие многообразия опре-
деляются с произволом четырех функций ν, ε , σ , δ  одного переменного, образую-
щих полную систему дифференциальных инвариантов. 

Вышеизложенные результаты исследования одномерных подмногообразий про-
странства 1R4

Теорема 1. Одномерные подмногообразия пространства 
 можем сформулировать в виде следующих теорем. 

1R4

eGGH ⊃⊃⊃ 111

, касательные пря-
мые к которым мнимоевклидовы, имеют только тип  
и  следующую характеризующую систему: 

ω ω ω ω ω ω2 3 4
1
3

1
4

2
4 0= = = = = = , ω λω1

2 1= , ω µω2
3 1= , ω νω3

4 1=  
Такие подмногообразия определяются с произволом трех функций одного аргу-

мента, образующих полную систему инвариантов. 
Теорема 2. Одномерные подмногообразия пространства 1R4

eGH ⊃⊃⊃ 21H
, касательные пря-

мые к которым евклидовы, могут быть только типа , 
которые по виду характеризующей системы разбиваются на три класса: 
1. 04

3
3
2

2
1

431 ====== ωωωωωω , 24
2 νωω = , 24

1 µωω = , 23
1 θωω = ; 

2. 04
1

3
2

2
1

431 ====== ωωωωωω , 24
2 νωω = , 24

3 δωω = , 23
1 χωω = ; 

3. 03
2

2
1

431 ===== ωωωωω , 24
2 νωω = , 23

1 σωω = , 24
1 δωω = , 24

3 )2( ωεδω −= . 
Подмногообразия первого и второго класса определяются с произволом трех 

функций одного аргумента, образующих полную систему инвариантов, а подмногооб-
разия третьего класса – четырех функций одного аргумента. 
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