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В.М. Мадорский 

О ЧАСТИЧНО РЕГУЛЯРИЗОВАННЫХ  
ИТЕРАЦИОННЫХ МЕТОДАХ С НЕГЛАДКИМ  
ОПЕРАТОРОМ 
 
В работе рассматриваются нелокальные частично регуляризованные сверхлинейные итерацион-

ные процессы для решения уравнения 0)( =xf в пространстве nR . Ряд предлагаемых к рассмотрению 
методов сходится к решению уравнения локально с кубической скоростью. Процессы сходятся высоко-
точно к решению операторного уравнения с «плохого» начального приближения. 

 
Рассматривается нелинейное операторное уравнение 

 0)( =xf ; ( )nn RRDf →⊂∈  (1) 
В работе [2] был исследован нерегуляризованный полулокальный итерационный 

процесс с непрерывным оператором и доказана его локальная кубическая скорость схо-
димости. Однако рассмотренный в [2] итерационный процесс имеет тот недостаток, что 
в рассматриваемой области ( )rxS ,0  должен был быть равномерно ограничен оператор, 
обратный оператору первой разделенной разности оператора ( )xf . В настоящей рабо-
те мы попытаемся избавиться от этого обременительного условия. 

Относительно оператора f  полагаем, что DCf ∈ , 

и ( )[ ] BzxfExf nnnn ≤+
−122 ,)(αβ , Dzx nn ∈, . 

Для решения уравнения (1) используем следующий итерационный процесс: 

Шаг 1 ( ) ( )( ) ( )nnnnnn xfyzxfExf −=∆+ ,22αβ ; (2) 

 n n ny x y= + ∆ , ( )nnnn xfxz β−= , [ ]11,310 −−∈ eeβ . 

Шаг 2 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )nnnnnnnnn yfxfxzxfExf ββαβ +−=∆+ ,22 . (3) 

Шаг 3 nnn xxx ∆+=+1 . (4) 

Шаг 4 ( ) 11 <<≤+ εnxf if GO TO выход 
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( )
( ) ,,1min

1
1 








=

+
+

nn

nn
n xf

xf
β
γ

β
( )

( )1
1

+
+ =

n

nn
n xf

xfγ
γ , 2

00 βγ =  (5) 

и GO TO шаг 1. 
Начнем доказательство с проверки релаксационности процесса (2)–(5), для чего 

предварительно найдем некоторые оценки. Используя теорему о среднем для непре-
рывных операторов ( ) ( )( ) zxyxkyxzyfyfxf −−+−+≤ ,)( , имеем  
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Здесь введены оценки 

 ( )( ) CExfE nnn ≤− 22αββ , 

( ) ( ) γαβαβγ =+<+= CKBxfCKBxf nnnnn
222 . 

С учетом оценки (6) и теоремы о среднем, имеем: 
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Так как ( ) ( )( )nnnnn yfxfBx 2ββ +≤∆ , окончательно имеем (8) 
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Здесь 
( ) Dxf nnn βε = ; ( ) ( ) ( )( )( ) DCxfxfxfKB nnnnnn ≤+++ γβγββγ 2 . 

Из (5) имеем, что 
 ( ) ( )nnnn xfxf ββ =++ 11 ; 1,0=n . (9) 
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Тогда из последнего соотношения следует, что 0εε =i , где ( ) Dxf 000 βε = . 

Если 10 <ε , а этого всегда можно добиться за счет выбора 0β , то все 1<iε  и 1<iq . 

Так как из (8) следует при 0=n , что ( ) ( )001 xfqxf ≤ , 10 <q , а из (9) при 

0=n  ( ) ( )001 xfxfi ββ ≤ , то 0ββ >i , тогда 

 ( ) ( ) 00111 1111 qq i <−−=−−= εβεβ . 
Применяя метод математической индукции, получим, что последовательность 

итерационных параметров { }iq , монотонно убывая, стремится к нулю. 
Переходя к пределу в (8) при ∞→n , имеем 
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Из (10) следует, что последовательность элементов ix , порождаемых процессом 

(2)–(5), стремится к *x  – решению уравнения (1), если такое решение в D  существует. 
Аналогично тому, как это было сделано в работах [1], [2], показываем, что суще-

ствует такой номер 0n  , что для 0ni >  все iβ  становятся равными единице. 
Пусть iβ  становятся равными единице, тогда операторы 

( ) ( )nnnn zxfExf ,22 +αβ  вблизи решения становятся близкими к операторам пер-

вой разделенной разности ( )nn zxf ,  и, как показано в работе [2], процесс шаг 1 – шаг 4 
переходит в процесс с кубической скоростью сходимости.  

На основе вышеизложенного может быть сформулирована теорема. 
Теорема. 
Пусть в интересующей нас области D  *x  – решение уравнения (1) с непрерыв-

ным оператором f  существует. Тогда, если начальное приближение 0x  и начальная 

шаговая длина 0β  таковы, что ( ) 1000 <= Dxfβε , итерационный процесс (2)–(5) со 

сверхлинейной (локально с кубической скоростью) сходится к *x . 
Вполне аналогично тому, как это было сделано в работах [1], [2], показывается, что 

все элементы iii zyx ,, , участвующие в итерационном процессе (2)–(5), не выходят за пре-

делы сферы ( )rxS ,0 . 
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Regulariside Iterative Processes Locally Converse with 
Cubic Speed 

Unlocal superlinear in part 0)( =xfreguliside iterative processes for the solution of  equation in 

space nR  are considered in the article. A number of suggested methods meet locally with cubic speed. 
The processes converge to exact solution of the operator equation from the «bad» initial approximation. 
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