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ОБОСНОВАНИЕ ПРИМЕНЕНИЯ СТЕПЕННЫХ 
БАЗИСНЫХ ФУНКЦИЙ МЕТОДА КОНЕЧНЫХ 
ЭЛЕМЕНТОВ К СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННОЙ 
КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ АДВЕКЦИИ – ДИФФУЗИИ 
 
Проведено априорное сравнение вычислительных схем на основе степенных базисных функций 

с противопотоковой схемой и со схемой Ильина – Аллена – Саусвелла. Изучен вопрос устойчивости 
и сходимости вычислительной схемы с использованием степенных базисных функций метода конечных 
элементов. 
 

Введение 
В математическом моделировании процессов миграции примесей значительную 

роль играют краевые задачи для уравнения адвекции – диффузии. При некоторых услови-
ях, а именно при доминировании процессов адвекции над процессами диффузии или при 
некоторых краевых условиях, такие задачи превращаются в сингулярно возмущенные [1–
9]. Применение к таким задачам классических схем метода конечных разностей (МКР) или 
метода конечных элементов (МКЭ) непригодно, поскольку при больших значениях числа 
Пекле образуются неестественные осцилляции приближенного решения [1, 2, 8, 9]. 
Их можно избежать путем применения сетки с узлами, количество которых равняется чис-
лу Пекле. Однако это приводит к значительным вычислительным затратам. 

Методы и подходы к решению таких задач берут свое начало в 50-х годах ХХ ст. 
Была предложена схема Ильина – Аллена – Саусвелла, с помощью которой в узлах сет-
ки вычисляют точные решения. Были разработаны противопотоковые схемы, применя-
лись аппроксимации Хэмкэра [1, 3], экспоненциальные базисные функции метода ко-
нечных элементов [4, 7, 8]. Также разработан подход, который базируется на симметриза-
ции исходной задачи путем выбора тестовых функций в методе Петрова – Галеркина [9].  

Пусть 0>µ  – коэффициент диффузии, 0>β  – коэффициент адвективного пере-
носа, а 0>h  – шаг дискретизации. Отметим, что упомянутые схемы позволяют снизить 
осцилляции приближенного решения путем искусственного повышения коэффициента 
диффузии. В работе [9] показано, что противопотоковая схема для краевой задачи 
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В работе [9] показано, что в случае постоянных коэффициентов схема Ильина – 
Аллена – Саусвелла может быть получена с применением разнообразных подходов: ап-
проксимации Хэмкэра ( −L сплайны), экспоненциальных базисных функций метода ко-
нечных элементов, симметризации краевой задачи и применения к ней метода Петрова 
– Галеркина. 

Схему Ильина – Аллена – Саусвелла,  как показано в [9], можно получить при-
менением классической схемы МКР для 

fuuhcthh ~
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Так как вышеперечисленные стабилизационные вычислительные схемы в случае 
постоянных коэффициентов в уравнении (0.1) приводят к схеме Ильина – Аллена – Са-
усвелла, то подход к решению задачи на основе степенных базисных функций, предло-
женный в [5], будем сравнивать со схемой Ильина – Аллена – Саусвелла. 

 
1. Постановка задачи 
Рассмотрим краевую задачу с уравнением адвекции – диффузии [5], 
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где −>= 0
µ
βPe число Пекле, характеризирующее отношение скорости  процессов ад-

векции к скорости процессов диффузии, а функция 
µ
ff
~

=
 
характеризирует интенсив-

ность внутренних распределенных источников примесей. Для этой задачи в [5] была 
построена эффективная вычислительная схема МКЭ на основе степенных базисных 
функций и проведен анализ погрешностей относительно точного решения. 

В силу (0.2) и (0.3) следует, что противопотоковая схема для задачи (1.1) ап-
проксимирует краевую задачу     
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а схема Ильина – Аллена – Саусвелла для задачи (1.1)  аппроксимирует краевую задачу    
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Изучим вопрос устойчивости и сходимости вычислительной схемы решения за-

дачи (1.1) на основе степенных базисных функций, а также сравним значение повы-
шенного коэффициента диффузии, обусловленное степенными базисными функциями 
со значениями повышенного коэффициента диффузии, обусловленными противопото-
ковой схемой и схемой Ильина – Аллена – Саусвелла. 
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2. Устойчивость и сходимость вычислительной схемы со степенными 
базисными функциями 

Для доказательства сходимости вычислительной схемы для решения задачи (1.1) 
на основе степенных базисных функций исследуем порядок аппроксимации этой схемы 
и ее устойчивость. 

Пусть ( )ρ α −  искусственно повышенный коэффициент диффузии и схема ре-
шения задачи  (1.1) имеет вид: 
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h
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Разложением в ряд Тейлора 11 , −+ ii uu  убеждаемся, что схема (2.1) аппроксимиру-
ет дифференциальное уравнение вида 

)1,0(:)( =Ω∈∀=′+′′− xfuPeuαρ       (2.2) 
c погрешностью аппроксимации )( 2hO . 

Теорема 1. О безусловной устойчивости схемы с искусственно повышенным ко-
эффициентом диффузии для уравнения адвекции – диффузии. 
Пусть ( )ρ α − искусственно повышенный коэффициент диффузии и −α параметр 
стабилизации. Тогда для безусловной устойчивости схемы (2.1) необходимо, чтобы 
значение искусственно повышенного коэффициента  диффузии удовлетворяло усло-

вию ( )
2

Peh
≥αρ . При значении коэффициента диффузии ( )

2
Peh

=αρ  схема вносит ми-

нимальную избыточную диффузию. 
Доказательство. Запишем схему (2.1) относительно узлового значения iu : 
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Если коэффициенты при узловых значениях 11 , +− ii uu  неотрицательные, то схема 
будет монотонной, а значит, корректной. Из того что 0,0 >> hPe , коэффициент при 
узловом значении 1−iu  есть всегда положительный. Для того чтобы коэффициент при 

узловом значении 1+iu  был неотрицательный, необходимо, чтобы ( )
2

Peh
≥αρ . 

В случае ( )
2

Peh
=αρ

 
искусственно повышенный коэффициент диффузии принимает 

минимальное значение, обеспечивая при этом корректность схемы. 
Покажем безусловную устойчивость схемы (2.1) с использованием М-критерия 

[2]. Систему уравнений (2.1) запишем в матричной форме FAU = . Матрица A есть М-
матрицей, так как диагональные элементы строго положительные, а недиагональные 
элементы или отрицательные, или равны нулю. Пусть ( ) uPeuLu ′+′′−= αρ: – дифферен-
циальный оператор задачи (1.1), а −hhuL его дискретный аналог. Выберем функцию 

Ω∈∀>+= xxxe 01)( , причем 0)( >= PexLe . Для функции )(xe  введем ее дискретный 
аналог, а именно вектор { } 01 0 >+= =

N
iih xe . Выполнением арифметических операций 

убеждаемся в том, что Ω∈∀>= ihh xPeeL ,0 . Тогда, согласно М-критерию, прибли-
женное решение (2.1) можно оценить так: 
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откуда следует безусловная устойчивость схемы (2.1). 
Теорема 2. О безусловной устойчивости схемы с использованием степенных ба-

зисных функций для уравнения адвекции – диффузии. 
Схема (2.1), построенная с применением степенных базисных функций МКЭ, 

безусловно устойчивая, если значение параметра стабилиза-

ции 
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hα  схема вносит минимальную избыточную диффузию, 

обеспечивая при этом корректность схемы. 
Доказательство. С теоремы 1 следует, что схема (2.1)  безусловно устойчивая, 

если значения искусственно повышенного коэффициента диффузии удовлетворяют ус-

ловию ( )
2

Peh
≥αρ . В работе [5] показано, что коэффициент искусственно повышенной 

диффузии зависит от параметра стабилизации ( )
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α , при 1≥α , получаем область допустимых значений параметра стабили-

зации 
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вышает коэффициент диффузии для обеспечения безусловной устойчивости схемы 
(2.1). 

Отметим, что при шаге дискретизации 
Pe

h 2
=  схема (2.1) аппроксимирует ис-

ходное уравнение, то есть коэффициент диффузии равен единице.   
Отметим, что при выборе значения параметра стабилизации 
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hα  схема с применением степенных 

базисных функций (2.1) совпадает со схемой Ильина – Аллена – Саусвелла.  
Согласно теореме Лакса об эквивалентности [6], схема (2.1) является сходящей-

ся со вторым порядком сходимости. 
 
3. Априорное сравнение вычислительных схем 
Проведем сравнение схемы с применением степенных базисных функций МКЭ 

с противопотоковой схемой и схемой Ильина – Аллена – Саусвелла для уравнения ад-
векции – диффузии (1.1). Критерием сравнения является значение искусственно повы-
шенного коэффициента диффузии, так как чем больше отличается коэффициент искус-
ственной диффузии от исходного значения, тем большей будет погрешность прибли-
женного решения относительно точного решения задачи (1.1).  

Теорема 3. Об априорном преимуществе схемы с применением степенных ба-
зисных функций над противопотоковой схемой и схемой Ильина – Аллена – Саусвелла 
для уравнения адвекции – диффузии. 



МАТЭМАТЫКА 63 

Пусть
2

1 Peh
F +=ρ  – коэффициент диффузии, полученный с применением про-

тивопотоковой схемы, 





=

22
PehcthPeh

Eρ  – коэффициент диффузии, полученный 

с применением схемы Ильина – Аллена – Саусвелла, 
2

hPe
P =ρ – коэффициент диффу-

зии, полученный с применением степенных базисных функций, тогда для лю-
бых 0,0 >> hPe справедливы следующие  оценки: 

FP ρρ < , EP ρρ < .          (3.1) 
Доказательство. 1.Сравнение с противопотоковой схемой. 

Коэффициент диффузии 
2

1 Peh
F +=ρ , полученный с применением противопо-

токовой схемы, учитывая
2

Peh
P =ρ , можно записать в виде PF ρρ += 1 , откуда немед-

ленно следует, что FPP ρρρ =+< 1 . 
2. Сравнение со схемой Ильина – Аллена – Саусвелла. 

Коэффициент диффузии 
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Ильина – Аллена – Саусвелла, учитывая
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в виде 
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0, >hPe  и 1>Pehe , то выражения 0
1

2
>

−Pehe  
и 1

1
21 >
−

+ Pehe
. Отсюда следует EP ρρ > . 

Это значит, что решение задачи (1.1), полученное схемой с применением степенных ба-
зисных функций, имеет априори меньшую погрешность относительно точного решения 
задачи (1.1), нежели погрешность приближенного решения, полученного схемой Ильи-
на – Аллена – Саусвелла или противопотоковой схемой. Теорема доказана. 

Теорема 4. Об относительном сравнении значений коэффициентов искусствен-
ной диффузии. 

Искусственно повышенный коэффициент, полученный схемой Ильина – Аллена – 
Саусвелла, на 31% выше, чем искусственно повышенный коэффициент, полученный 
схемой с использованием степенных базисных функций. Искусственно повышенный ко-
эффициент, полученный противопотоковой схемой, на 100% выше, чем искусственно 
повышенный коэффициент, полученный схемой с использованием степенных базисных 
функций. 

Доказательство. Рассмотрим значение относительной погрешности коэффици-

ента диффузии с противопотоковой схемой %100×
−

=
P

PF

ρ
ρρ

ε . 
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Приняв во внимание теорему 3, получим 

%1002%100

2

22
1

%100)( ×=×
−+

=×
−

=
PehPeh

PehPeh

h
P

PF

ρ
ρρ

ε . Рассмотрим функцию относи-

тельной погрешности как функцию от количества конечных элементов. Пусть количе-

ство конечных элементов 
h

N 1
= , тогда функция относительной погрешности имеет 

вид %1002)( ×=
Pe
NNε . Для того чтобы определить свойства функции, изучим свойства 

ее первой производной. Производная функции относительной погрешности имеет вид 

Pe
N 2)( =′ε . Так как первая производная положительная, то функция относительной 

погрешности возрастает. Применение степенных базисных функций имеет смысл при 

2
PeN ≤ . Функция относительной погрешности принимает максимальное значение 

в точке 
20

PeN = . Подставив это значение в функцию относительной погрешности, по-

лучим %100%100
2

2)( 0max =×==
Pe

Pe
Nεε . 

Таким образом, противопотоковая схема повышает коэффициент диффузии 
на 100% больше, чем повышает схема с применением степенных базисных функций. 
Это значит, что при одинаковых вычислительных затратах схема с применением сте-
пенных базисных функций точнее отобразит решение, нежели противопотоковая схема.  

Изучим вопрос об относительной погрешности, вносящейся схемой Ильина – 
Аллена – Саусвелла. Приняв во внимание теорему 3, получим 

%100
1

2%100)( ×
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=×
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= Peh
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e
h
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ε . Рассмотрим функцию относительной погрешно-

сти как функцию от количества конечных элементов. Пусть 
h

N 1
= , тогда функция от-

носительной погрешности имеет вид %100
1

2)( ×
−

= NPee
Nε . Для того чтобы определить 

свойства функции, изучим свойства ее первой производной. Производная функции от-

носительной погрешности имеет вид 
( ) 221

2)(
Ne

PeeN
NPe

NPe

−
=′ε .  Так как первая производ-

ная положительная, то функция относительной погрешности возрастает. Применение 

степенных базисных функций имеет смысл при 
2

PeN ≤ . Функция относительной по-

грешности принимает максимальное значение в точке 
20

PeN = . Подставив это значе-

ние в функцию относительной погрешности, получим %31%100
1

2)( 20max ≈×
−

==
e

Nεε . 

Таким образом, применение схемы Ильина – Аллена – Саусвелла повышает ко-
эффициент диффузии на 31% больше, чем применение схемы с использованием сте-
пенных базисных функций. Это значит, что при одинаковых вычислительных затратах 



МАТЭМАТЫКА 65 

схема с применением степенных базисных функций точнее отобразит решение, нежели 
схема Ильина – Аллена – Саусвелла.      

 
4. Заключение 
Схема с использованием степенных базисных функций оказалась более эффек-

тивной, чем схема Ильина – Аллена – Саусвелла и противопотоковая схема для сингу-
лярно возмущенной задачи для уравнения адвекции – диффузии. Полученные результа-
ты являются новыми в теории метода конечных элементов, а также могут быть исполь-
зованы для решения широкого ряда задач экологии, прогнозирования погоды и мигра-
ции примесей. Главным результатом работы является аналитическое и априорное срав-
нение вычислительных схем, что позволяет убедиться в эффективности степенных ба-
зисных функций для решения подобного рода задач. 
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A. Kindybaliuk, N. Prytula. Rationale for the Use of Power Basis Functions in Finite Ele-
ment Method for Singularly Perturbed Boundary Value Problem Advection – Diffusion 

 
A priori comparison of computational schemes based on power basis functions with the up-

wind scheme and the scheme by Il’in–Allen–Southwell has been conducted. 

 

Problem of stability and 
convergence of the computational scheme using the power basis functions of the finite elements has 
been discussed. 
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