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Г.П. Степанюк, А.В. Чичурин 

ОБ ОДНОМ УСЛОВИИ ИНТЕГРИРУЕМОСТИ  
ЛИНЕЙНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО  
УРАВНЕНИЯ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА 
 

Для линейного дифференциального уравнения четвертого порядка, коэффициенты которого 
удовлетворяют трем условиям, приводится метод интегрирования в квадратурах. Рассмотрены три 
примера, иллюстрирующие приведенный метод. Для выбранных начальных условий построена 
графическая интерпретация искомых частных решений.  

 

Введение 
В работе [1, c. 161] при исследовании линейных дифференциальных уравнений 

четвертого порядка  
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с коэффициентами, которые удовлетворяют условиям 
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было получено нелинейное дифференциальное уравнение четвертого порядка вида 

   
  .064'560'1275'-'' 2040 448'' 192

'' 504'''' 56''' 4220'''280'' 12' 15 820
62342422

322(IV)23





iiiiiiiiii

iiiiiiiiiiii
 (3) 

В работах [2; 3] для уравнения (3) были найдены одно- и двухпараметрические 
семейства решений, которые могут быть переписаны следующим образом: 
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где  параметры. dc,
 Приведем еще одно однопараметрическое семейство решений уравнения (3): 
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где  параметр. c
В данной статье покажем, как для приведенных семейств решений (4)–(8) по-

строить уравнения (1)–(2) и их проинтегрировать. 
Для отыскания общего решения уравнения (1), (2) (коэффициенты p(x), q(x), r(x), 

s(x) заданы) будем использовать метод, следующий из алгоритма, изложенного 
в работах [2; 3], а именно: 
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1. По известной функции i(x), которая будет иметь вид (4)–(8), всегда 
удается найти функцию )(x  как общее решение уравнения Шварца  
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2. Затем найдем решение 1y  уравнения (1), (2) в виде 
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где (согласно работе [4]) имеем следующие коэффициенты   
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3. Умножим функцию (10) на функцию )(x  и получим (согласно [2; 3]) 
общее решение уравнения (1), (2). 

Пусть функция i(x) имеет вид (4). Общее решение уравнения (9) есть 
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где   )3,1(  iCi  произвольные постоянные. 

Имеет место следующая теорема. 

Теорема 1. Уравнение (1) с коэффициентами, удовлетворяющими условиям (2) 
для функции i(x) вида (4), имеет общее решение 

)()( 1 xyxy   , (12) 
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где функции )(x  и  определяются соотношениями (11) и (10). )(1 xy

 Доказательство теоремы 1 следует из замен (12), (9) и уравнения (3), которое 
было получено для коэффициентных соотношений (2).■ 

Рассмотрим теперь случай, когда функция i(x) имеет вид (6). Тогда общее 
решение уравнения (9) есть 
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где   )3,1(  iCi  произвольные постоянные. 

Теорема 2. Уравнение (1) с коэффициентами, удовлетворяющими условиям (2) 
для функции i(x) вида (6), имеет общее решение (12), где функции )(x  и  
определяются соотношениями (13) и (10). 

)(1 xy

 Замечание 1. Функция )(x  вида (11) и функция )(x  вида (13) могут быть 
получены одна из другой путем переобозначения постоянных. 
 Замечание 2. Рассматривая функции i(x) вида (5), (7), (8), мы получаем функции 

)(x , которые также можно привести к виду (11). 
 

 Примеры 
 Пример 1. Пусть функция p(x) имеет вид 
 axxp )( , (14) 
где  параметр. Подставляя (14) в коэффициентные соотношения (2), последовательно 
найдем остальные коэффициенты уравнения (1): 
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Зная вид коэффициентов (14), (15) для уравнения (1), найдем из соотношения (11) 
соответствующее решение : 1y
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Подставляя равенства (11) и (16) в формулу (12) и переобозначая комбинации 
произвольных постоянных, найдем общее решение уравнения (1) с коэффициентами 
(14), (15) в виде 
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где   )4,1(  iCi  произвольные постоянные. 

 Пример 2. Пусть функция p(x) имеет вид 
 xaxp  sin )(  , (17) 
где  параметр. Подставляя (17) в соотношения (2), последовательно найдем  a
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Зная вид коэффициентов (17), (18) для уравнения (1), найдем из соотношения (10) 
соответствующее решение : 1y
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Подставляя равенства (11) и (19) в формулу (12) и переобозначая комбинации 
произвольных постоянных, найдем общее решение уравнения (1), (17), (18) в виде 
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где   )4,1(  iCi  произвольные постоянные. 

 Пример 3. Пусть функция p(x) имеет вид 
 )( )( 1 xJaxp  , (20) 

где  параметр, функция Бесселя первого рода при n=1. Подставляя (20) 
в соотношения (2), последовательно найдем  
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Зная вид коэффициентов (20), (21) для уравнения (1), найдем из соотношения (10) 
соответствующее решение : 1y
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Подставляя равенства (11) и (22) в формулу (12) и переобозначая комбинации 
произвольных постоянных, найдем общее решение уравнения (1) с коэффициентами 
(20), (21) в виде 
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где   )4,1(  iCi  произвольные постоянные. 

Воспользовавшись общим решением (22), приведем вид интегральных кривых, 

соответствующих частным решениям, в которых произвольные постоянные  )4,1( iCi  

равны соответственно следующим наборам чисел (2;0;1;0), (0;2;0;-1/10), (1;-1;1/10;0), 
(1;2;1;-1/10) (рисунок) 
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Рисунок – Графики четырех частных решений, полученных из общего решения (22) 
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Замечание 3. Рассматривая примеры 1–3, где в качестве функции i(x) берется 
одна из функций вида (5)–(8), мы получаем частные решения , которые можно при-

вести соответственно к виду (16), (19) или (22). При этом коэффициенты уравнения (1) 
будут иметь вид (14)–(15), (17)–(18) или (20)–(21).  

1y

Замечание 4. Семейства решений (4)-(7) содержатся среди функций вида  
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где многочлены второй степени. Семейство решений (8) является новым и не 
принадлежит семейству функций вида (23). 
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The method of integration in quadratures for the linear differential equation of the fourth order, 

coefficients of which satisfy three conditions, is considered. We build three examples which illustrate 
the  using method. For the given initial conditions the graphics of the partial solutions are built. 
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