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Е.М. Овсиюк  

ЧАСТИЦА СО СПИНОМ 1/2 В МАГНИТНОМ ПОЛЕ  
В 2-МЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ ЛОБАЧЕВСКОГО 
 
Построены точные решения уравнения Дирака в 2-мерном римановом пространстве отрицатель-

ной кривизны, гиперболической плоскости Лобачевского, в присутствии внешнего магнитного поля, яв-
ляющегося аналогом однородного магнитного поля в пространстве Минковского. Для описания магнит-
ного поля используются системы цилиндрических и квазидекартовых координат, последняя определяет 
полуплоскость Пуанкаре. В обеих системах координат уравнение Дирака решено точно, построены вол-
новые функции. Найдена обобщенная формула для уровней энергии, описывающая квантование движе-
ния частицы в магнитном поле. При разделении переменных использована диагонализация оператора 
спиральности для дираковской частицы на плоскости Лобачевского. 
 

Введение 
Задача о движении частицы в однородном магнитном поле относится к числу 

классических в квантовой механике [1–4]. В работах [5–14] рассматривалась более об-
щая задача о движении частицы в искривленном 2-мерном пространстве, гиперболиче-
ской и сферической плоскостях. 

Расширение к 3-мерным пространствам, гиперболическому и сферическому, бы-
ло выполнено в [15; 16]: были получены точные решения уравнения для скалярной час-
тицы во внешнем магнитном поле на фоне пространств Лобачевского H3 и Римана S3

В работе [20] была исследована нерелятивистская частица со спином ноль 
в магнитном поле на гиперболической плоскости. В частности, было показано, 
что на гиперболической плоскости магнитное поле, определенное в работах [5; 6], сов-
падает с магнитным полем, определенным в работах [15; 16]; отличие состоит лишь 
в применяемых системах координат и дополнительном калибровочном преобразовании 
над 4-потенциалом. В настоящей работе анализ, выполненный в [20], обобщается 
на случай релятивистской частицы со спином 

. 
Соответствующая система в рамках классической механики была исследована 
в работах [17–19].  

1 2/ .  
 
1. Уравнение Дирака в 2H , координаты ( )r φ,   
Обратимся к уравнению Дирака в 2-мерном пространстве 2H . Исходим 

из обобщенного уравнения Дирака в произвольном искривленном пространстве-
времени  

 ( ) ( )
1[ ( ) ] 0
2

c ab
c abc ci e eA Mα

αγ σ γ ∂ + + − Ψ = , 
 

 (1.1) 

где abcγ  – коэффициенты вращения Риччи; ( ) ( )c cA e Aα
α=  – тетрадные компоненты внеш-

него электромагнитного поля.  
В 3-мерном пространстве Лобачевского известна система обобщенных цилинд-

рических координат  
 2 2 2 2 2 2 2cosh ( sinh ) .dS dt z dr r d dzφ= − + −  
В этих координатах уравнение Дирака (1.1) при ограничении на плоскость 



Веснік Брэсцкага ўніверсітэта. Серыя 4. Фізіка. Матэматыка               № 2 / 2012 6 

( 0   0z dz= , = ) принимает вид (удобно ввести подстановку sinh rψΨ = / ): 

 0 1 2 (cosh 1)
) 0

sinht r

i eB r
i i M

r
φγ γ γ ψ
∂ + − 

∂ + ∂ + − = . 
 

 (1.2) 

Решения будем искать в виде: 

 ( )
1 1

2 20 1 2

3 3

4 4

( ) ( )
( ) ( )

( ) 0
( ) ( )
( ) ( )

i t im
r

f r f r
f r f r

e e i r M
f r f r
f r f r

ε φψ εγ γ γ µ−= , + ∂ − − = ,  

где  

 (cosh 1)( )
sinh

m eB rr
r

µ − −
= .  

Выбирая матрицы Дирака в спинорном базисе, получим уравнения для функций ( )af r : 

 4 3 1 3 4 2( ) ( ) 0 ( ) ( ) 0r rf i f Mf f i f Mfµ ε µ ε∂ + + − = , ∂ − + − = ,  
 2 1 3 1 2 4( ) ( ) 0 ( ) ( ) 0r rf i f Mf f i f Mfµ ε µ ε∂ + − − = , ∂ − − − = .  (1.3) 

Чтобы упростить систему (1.3), необходимо привести к диагональному виду 
один из дополнительных операторов. В качестве такого оператора можно предполо-
жить обобщенный оператор спиральности Σ : 

 2 3 3 1 (cosh 1)
sinhr

i eB r
i

r
φγ γ γ γ
∂ + −

Σ = ∂ − .  (1.4) 

Уравнение на собственные значения ψ σψΣ =  приводит к следующей системе уравнений: 
 4 3 3 4( ) 0 ( ) 0r rf i f f i fµ σ µ σ∂ + − = , ∂ − − = ,  
 2 1 1 2( ) 0 ( ) 0r rf i f f i fµ σ µ σ∂ + − = , ∂ − − = .  

Рассматривая ее совместно с (1.3), приходим к системе линейных алгебраических урав-
нений  
 3 3 1 4 4 2( ) 0 ( ) 0f f Mf f f Mfσ ε σ ε+ − = , + − = ,  
 1 1 3 2 2 4( ) 0 ( ) 0f f Mf f f Mfσ ε σ ε− − = , − − =  (1.5a) 
с решениями  

 2 2
3 1 4 2M f f f f

M M
ε λ ε λσ λ λ ε ± ±

= , = − , = , = .  (1.5b) 

Учитывая линейные ограничения (1.5b), из (1.3) получаем две более простые 
системы:  
σ λ= − ,   

 2 1 1 2( ) 0 ( ) 0f i f f i f
r r

µ λ µ λ∂ ∂
+ + = , − + = ;

∂ ∂
 (1.6a) 

σ λ= + ,   

 2 1 1 2( ) 0 ( ) 0f i f f i f
r r

µ λ µ λ∂ ∂
+ − = , − − = .

∂ ∂
 (1.6b) 

Для определенности рассмотрим систему (1 6 )a.  (переход к случаю (1 6 )b.  осу-
ществляется с помощью замены λ λ⇒ − ). Из радиальных уравнений (1 6 )a.  следуют 
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уравнения второго порядка для функций 1f  и 2f   

 
2 2

2 2 2 2
1 22 2( ) 0 ( ) 0d d d df f

dr dr dr dr
µ µµ λ µ λ− − + = , + − + = .  (1.7a) 

Учитывая принятое обозначение для ( )rµ , получаем уравнения в явном виде 
(для краткости обозначаем eB  как B ): 

 
2 2

2
12 2 2

cosh (cosh 1) [ (cosh 1)] 0
sinh sinh

d m r B r m B r f
dr r r

λ
 
 
 
  
 

+ − − −
+ − + = ,  

 
2 2

2
22 2 2

cosh (cosh 1) [ (cosh 1)] 0
sinh sinh

d m r B r m B r f
dr r r

λ
 
 
 
  
 

+ − − −
− − + = .  (1.7b) 

Два уравнения связаны формальной заменой 1 2m m B B f f⇒ − , ⇒ − , ⇒ .  Делая замену 
переменной (1 cosh ) 2y r= + /  и используя подстановку 1 1(1 ) ( )A Cf y y yf= − ,  получаем 
уравнение для функции 1f   

 
2

1 1
2

1(1 ) 2 (2 2 1)
2

d df fy y A A C y
dy dy

 − + + − + +  
 

 
2 2 22 4 4 2A A m m mB B B

y
 − / − / − / − − − /

+ 


 

 
2 2

2 2 2
1

2 4 4 ( ) 0
1

C C m m A C B f
y

λ
− / − / + /

+ − + − + = .− 
 

При следующих ограничениях:  

 2 2 1 1
2 2 2 2

B m B m m mA C+ + + −
= − , , = ,  

приходим к уравнению гипергеометрического типа  

 
2

2 2 21 1
2 1

1(1 ) [2 (2 2 1) ] [ ( ) ] 0
2

d df fy y A A C y A C B f
dy dy

λ− + + − + + − + + − =  

с параметрами  

 1
1(1 ) ( ) 2
2

A Cf y y F y Aα β γ γ= − , , ; , = + ,  

 2 2 2 2A C B A C Bα λ β λ= + + − , = + − − .  (1.8) 
Для того чтобы иметь конечные решения при 0 ( 1)r y= →  (соответствующие 

геометрические точки принадлежат оси z : 0 3 1 2cosh  sinh  0  0u z u z u u= , = , = , = ) 
и на бесконечности  ( )r y→∞ →∞ , следует выбирать положительные значения C  
и отрицательные значения A :  
 10 0 0 (1 ) ( )A CC A C A f y y F yα β γ> , < , + < , = − , , ; .  (1.9) 

Запишем все четыре возможности для выбора параметров  A C,  (для определен-
ности пусть 0B > ): 

 21
2 2
m B mC A C A B+

. = , = − , + = − ;  
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1 2 12
2 2 2
m B mC A C A B m− +

. = , = − , + = − − + ;  

2 1 13
2 2 2
m B mC A C A B m+ +

. = , = , + = + + ;  

1 2 14 1
2 2
m B mC A C A B− + +

. = , = , + = + .  (1.10) 

Учитывая (1.9), заключаем, что только варианты 1 и 2 являются пригодными для 
описания связанных состояний (они совпадают при 1 2m = + / ). Запишем соответст-
вующие выражения для радиальных функций.  

1. 0  1 2 3 2m m> , = + / ,+ / ,...,   
 2 2

12 2 0 (1 ) ( )B m mC m A B m f y y F a b c y− − / /= / , = − − / < , = − , , ; ,  

 2 2 2 2 12
2

a B B b B B c B mλ λ= − + − , = − − − , = − − + ;  (1.11a) 

правило квантования имеет вид:  

 2 2 0a n B B nλ= − ⇒ + − = − > ;  (1.11b) 
чтобы иметь конечные радиальные функции на бесконечности r →∞ , должны быть 
наложены следующие ограничения: 
 0 ,A C n n B+ + < ⇒ <  (1.11c) 

которые обеспечивают положительный корень квадратный 2 2B λ+ −  в (1 11 )b. .  

2 .  1 2 1, ( 1 2 1 2 )minB m m m− + / < < = ,...., − / ,+ / ,   
 1 2 2 2 0C m A B m= / − / , = − − / < ,  

 2 1 2 2
1 (1 ) ( )B m mf y y F a b c y− − / / − / ′ ′ ′= − , , ; ,  

 2 21 2a B m B λ′ = − − + / + − ,  

 2 2 11 2 2
2

b B m B c B mλ′ ′= − − + / − − , = − − + ;  (1.12a) 

правило квантования имеет вид:  

 2 2 1 2 0a n B B m nλ′ = − ⇒ + − = + − / − > ;  (1.12b) 
при этом должно выполняться неравенство  
 0 1 2 0A C n B m n+ + < ⇒ + − / − > ,  (1.12c) 

которое обеспечивает положительный квадратный корень 2 2B λ+ −  в (1 12 )b. . Обра-
щаем внимание, что при 1 2m = + /  формула (1 12 )b.  совпадает с (1 11 )b. .  

Таким образом, энергетический спектр для частицы со спином 1 2/  в магнитном 
поле на плоскости Лобачевского задается двумя формулами:  
 2 2 2( ) 1 2 3 2B B n m n Bλ = − − , = + / ,+ / ,... , < ;  

 2 2 21( ) 1 2 1 2 1 2
2 minB B m n B m n B mλ = − + − − , − + / < ,..., + / , < + − / .  

Обе формулы описывают конечное число дискретных энергетических уровней при за-
данной величине магнитного поля B .  

Сделаем замечание относительно квантового числа m . Использованное выше 
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соотношение i mφ− ∂ Ψ = Ψ  представляет собой преобразованное от декартовых коор-
динат к цилиндрическим уравнение на собственные значения для третьей проекции 
полного углового момента дираковской частицы  

  33 ( )Cart Cart Carti mJ φ
∂

Ψ = − +Σ Ψ = Ψ ;
∂

 

т. е. для квантового числа m  допускаются только полуцелые значения 
1 2  3 2  m = ± / , ± / , ...   

 
2. Уравнение Дирака в 2H , координаты ( )x y,   
Запишем уравнение Дирака в координатах ( )x y,  на плоскости H2

 

 в магнитном 
поле [20]  

2 2
2 2 2

2 0 x
dx dy BdS dt dz dz A

y y
+

= − − , = , = + ,  

 ( ) ( )

1 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0

b b

y y
e e

y y
β

β

− /
= , = ;

− /
 (2.1) 

 0 1 2( ) ( 1 2) 0t x yi iy eB i y Mγ γ γ ∂ + − ∂ − + − ∂ + / − Ψ = .   (2.2) 

Переменные разделяются с использованием подстановки  

 

1 1

2 20 1 2

3 3

4 4

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( 1 2 ) 0
( ) ( )
( ) ( )

i t ipx
y

f y f y
f y f y

e e py eB i y M
f y f y
f y f y

ε γ ε γ γ−  Ψ = , + − + − ∂ + / − = ,   

откуда получаем систему уравнений для af   

 3 4 4 1( ) ( 1 2) 0yf p y eB f y f M fε − − − − ∂ + / − = ,  
 4 3 3 2( ) ( 1 2) 0yf p y eB f y f M fε − − + − ∂ + / − = ,  
 1 2 2 3( ) ( 1 2) 0yf p y eB f y f M fε + − + − ∂ + / − = ,  
 2 1 1 4( ) ( 1 2) 0yf p y eB f y f M fε + − − − ∂ + / − = .  

При наложении линейных ограничений 3 1 4 2f Kf f Kf= , =  (они, очевидно, связа-
ны с диагонализацией обобщенного оператора спиральности) уравнения принимают вид: 

 2 1
1( ) ( ) 0
2

My p y eB f f
y K

ε∂
− − + + − = ,

∂
 

 2 1
1( ) ( ) 0
2

y p y eB f M K f
y

ε∂
− − + + − + = ,

∂
 

 1 2
1( ) ( ) 0
2

My p y eB f f
y K

ε∂
− + − + − + = ,

∂
 

 1 2
1( ) ( ) 0
2

y p y eB f M K f
y

ε∂
− + − + − = .

∂
 (2.3) 

Полученная система уравнений будет совместна, если выполняется условие  
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2 2

1 2
M MMK K K
K M

ε εε ε ,

± −
− = − + ⇒ = = .  (2.4) 

Существует два независимых случая (введем обозначение 2 2Mε λ+ − = ):  
2 2MK Mε ε= + − ,  

 2 1
1( ) 0
2

y p y eB f f
y

λ∂
− − + + = ,

∂
 

 1 2
1( ) 0
2

y p y eB f f
y

λ∂
− + − − = ;

∂
 (2.5a) 

2 2MK Mε ε= − − ,  

 2 1
1( ) 0
2

y p y eB f f
y

λ∂
− − + − = ,

∂
 

 1 2
1( ) 0
2

y p y eB f f
y

λ∂
− + − + = .

∂
 (2.5b) 

Для определенности рассмотрим случай (2 5 )a. ; для 1f  получим уравнение вто-
рого порядка  

 
2 2 2 2

21
12

1 42 0d f e By p p y p e B f
dy y

λ / − +
+ − + + = . 
 

 (2.6) 

Введем новую переменную 2z p y= . Следует отметить существенную зависимость 
решений от знака p ; сначала рассмотрим случай положительного значения p  
(для краткости обозначим eB  как B ; для определенности предполагаем 0B > ). 
С использованием подстановки 1 1( ) ( )A Czf z z e F z=  при  A C, , выбранных согласно  

 2 21 10 .
2 2

A B Cλ
 
 
 
 
 

= + − > , = −  

Из уравнения (2.6) находим   

 
2

1 1
12

1(2 ) ( ) 0
2

d F dFz A z A B F
dz dz

+ − − − − = . 

Это вырожденное гипергеометрическое уравнение с параметрами  

 1 2
2

A B Aα γ= − − , = .  (2.7) 

Правило квантования имеет вид: 

 2 21 1 ;
2 2

n B B nα λ
 
 
 
 
 

= − ⇒ + − − − = −  

таким образом, получаем конечное число связанных состояний, описываемых соотношением  
 2 2B n Bλ+ − = − + .  (2.8) 

Рассмотрим случай отрицательных значений p . В переменной 2z py= − , 0z >  
и с использованием подстановки 1 1( ) ( )A Czf z z e F z=  уравнение для 1( )F z  при  ,A C,  вы-
бранных согласно  

 2 21 10
2 2

A B Cλ
 
 
 
 
 

= ± − > , = − ,  

принимает вид: 



ФІЗІКА 11 

 
2

1 1
12

1(2 ) ( ) 0
2

d F dFz A z A B F
dz dz

+ − − + + =  

и является уравнением для вырожденной гипергеометрической функции с параметрами  

 1 2
2

A B Aα γ= + + , = .  

Правило квантования выглядит следующим образом:  

 2 2 1n B n Bα λ= − , ± − = − − − .  (2.9) 
Выбор верхнего знака недопустим. В случае выбора нижнего знака имеем  

 2 2 10 1
2

B B nλ< − = + + < ,  

 2 2 10
2

A B λ> ⇒ − > ,  

что также невозможно. Таким образом, при 0p <  связанных состояний не существует.  
 
Автор благодарна В.М. Редькову за интерес к работе и полезные советы. 
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E.M. Ovsiyuk. A Particle with Spin 1/2 in a Magnetic Field in Two-Dimensional 

 
Lobachevsky Space 

Exact solutions of the Dirac equation in two-dimensional Riemannian space of negative 
curvature, the hyperbolic Lobachevsky plane, in presence of an external magnetic field, which 
is an analogous of the uniform magnetic field in Minkowski space, are constructed. In describing the 
generalized magnetic field, cylindrical and quasi-Cartesian coordinates are used, the latter determines 
the Poincaré half-plane. In both coordinate systems, the Dirac equation is solved exactly, the wave 
functions are constructed. A generalized formula for the energy levels is produced, which describes 
the quantized motion of a particle in the magnetic field in the Lobachevsky plane. When separating 
the variables, diagonalization of an extended helicity operator for a Dirac particle is used

 
. 
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