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УДК 512.535 

Т.В. Волошина  

О ТОЧНЫХ ПРЕДСТАВЛЕНИЯХ 
ИНВЕРСНЫХ ПОЛУГРУПП 

 
В работе рассматриваются инверсные полугруппы, каждая убывающая цепочка идемпотентов 

которых обрывается. Для таких полугрупп доказано, что представление на множестве правых  -классов 
по замкнутой инверсной подполугруппе H  будет точным только в том случае, когда наименьший идем-
потент H  является примитивным для полугруппы . Доказано также, что инверсные полугруппы с ко-
нечным числом идемпотентов и единственным примитивным обладают точным транзитивным представ-
лением только в том случае, когда являются либо группами, либо группами с нулем. 

S

 
Введение 
Пусть  – инверсная полугруппа, а S   – обозначает естественный частичный 

порядок на ней: ba : . Замыканием  11   abaa baa 1 a1 H  множества 

 называется множество SH  H := hHSh   : . Если HH  , то H  назы-
вают замкнутым. 

Подстановочным представлением на множестве X  инверсной полугруппы  
называется произвольный ее гомоморфизм в инверсную симметрическую полугруппу 

. Представление называется точным, если оно инъективно. Для каждой инверс-
ной полугруппы Вагнер [1] и Престон [2] построили точное представление частичными 
подстановками множества ее элементов. Этот факт является аналогом теоремы Кэли.  

S

)(XIS

Пусть )(: ii XISS  ,  – семейство представлений полугруппы  и множе-

ства  попарно не пересекаются. Прямой сумой представлений 

Ii S

iX i  называется пред-

ставление )(: XISS  , где , и )
I

iX
i

X  (|)( ss iXi
   для каждого . Два пред-

ставления 

Ii

)(XISS :  и )(YIS: S   называются эквивалентными, если существует 
такое взаимно однозначное отображение   множества X  на Y , что для Xxx ,  

и  равенство  выполняется в том и только в том случае, ко-

гда   . Представление )

S

)(x
s   xx s 

)(x s (XIS: S   инверсной полугруппы  называют 

транзитивным, если для каждой пары элементов 

S

Xxx 21,  существует такая частич-

ная подстановка )(Sh   множества X , что 2x1)(xh  , и эффективным, ес-

ли . Xxdom
S


)(x

Естественно, сначала ограничимся рассмотрением только транзитивных пред-
ставлений, так как каждое эффективное представление является прямой суммой тран-
зитивных [3]. В 1962 году Шайном [4] было доказано, что каждое эффективное транзи-
тивное представление инверсной полугруппы  эквивалентно представлению, постро-
енному следующим образом. Для замкнутой инверсной подполугруппы 

S
H  инверсной 

полугруппы  рассмотрим частичную правую конгруэнцию 
 на множестве . Классами эквивалентности этого отно-

шения являются множества 

S
| st }),{(: 1 HSStsH   S

)(Hs , где , в частности, Hss 1 H  – единственный H -
класс, содержащий идемпотенты. Очевидно, )(Hss  [5]. На множестве X  классов 

эквивалентности конгруэнции H  действие )(SH  определяется правилом: для Xx  
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и  . Классы эквивалентности конгруэнции Ss  )()( xsx sH  H  на  будем называть 
правыми 

S
 -классами по замкнутой инверсной подполугруппе H . Эти множества явля-

ются обобщением понятия правых смежных классов группы по подгруппе для случая 
инверсной полугруппы. Представление )(: XISSH   будем называть представлени-
ем полугруппы  на правых S  -классах по замкнутой инверсной подполугруппе H . Об-
ласть определения конгруэнции H  будем обозначать 

   xs

S

XxSsHsss  :

S

NM 

S

0\

DH : 1

N

. 

 
Постановка задачи 
Описание всех точных представлений для произвольной инверсной полугруп-

пы – еще нерешенная задача. Представление Вагнера–Престона в общем случае не-
транзитивно. С другой стороны, каждое транзитивное представление инверсной полу-
группы с точностью до эквивалентности определяется некоторой замкнутой инверсной 
подполугруппой. В нашей работе рассматриваются необходимые условия, которые 
должна удовлетворять замкнутая инверсная подполугруппа, чтобы соответствующее 
представление было точным. Изучение точных транзитивных представлений инверс-
ных полугрупп является важным этапом исследования таких полугрупп а также 
их представлений. 

Вспомогательные результаты 
Если полугруппа содержит 0, то он является неподвижной точкой представления 

Вагнера–Престона для всех элементов полугруппы. Поэтому в этом случае можно перей-
ти к индуцированному представлению полугруппы  частичными подстановками мно-
жества , которое остается точным. Пусть инверсная полугруппа точно действует 

на множестве . Для  обозначим  Ms 

S

M s

e

SM 

Se
f

S . Для  через  

и  обозначим соответственно область определения и область значений  как час-
тичной подстановки. Множество идемпотентов полугруппы  обозначим через . 

S adom

)

a

aran a
(SE

Идемпотент  называют примитивным, если он ненулевой и такой, 
что для каждого ненулевого идемпотента  из f  следует ef  . Через  будем 

обозначать множество всех примитивных идемпотентов инверсной полугруппы 
minE

S . 
Если 1min E E

S
)(SEf

, то единственный элемент из  обозначим e . min min

Лемма 1. Пусть  – инверсная полугруппа, каждая убывающая цепочка идем-
потентов которой обрывается,   – ненулевой. Тогда существует такой 

, что )(min SEe fe . 

Доказательство. Если )(min SEf  , то утверждение леммы тривиально. 

Пусть min . Поскольку 0)(SEf  f

ff 1 )(min1 SEf 
f f

, существует такой ненулевой идемпотент 1 , 

что . Если , то лемма доказана. В противном случае для 1  суще-

ствует такой ненулевой идемпотент 2 , что 

f

0f

ff  12 . Так как каждая убывающая це-
почка идемпотентов  обрывается, на некотором шаге получим такой ненулевой 
идемпотент , что для каждого ненулевого идемпотента 

S

if )(SE  из if  следует 

if . Отсюда ) . При этом (min SE fifi fff  . Таким образом, fe fi : .  12

Следствие. Если  – инверсная полугруппа, каждая убывающая цепочка идем-
потентов которой обрывается, то 

S
)(min SE . 
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Лемма 2. Пусть  – инверсная полугруппа. Каждая убывающая цепочка идем-
потентов из  вида  обрывается тогда и только тогда, когда каждая 

замкнутая инверсная подполугруппа  содержит наименьший идемпотент. 

S

2 eS ......1  kee

S
Доказательство. Предположим, что существует H  – такая замкнутая инверсная 

подполугруппа , у которой отсутствует наименьший идемпотент. Тогда . Рас-
смотрим произвольный идемпотент 

S H0
He 0 . Для него найдется такой идемпотент 

, что либо , либо  и  – несравнимы. Обозначим . Посколь-

ку  и , . Для идемпотента  найдется такой идемпотент 
0ef 

e 1

0e

0 e

f

H

f 0e 0e

1f
01 : fee 

H 0 01 e 1e 1e , 

что либо , либо  и  – несравнимы. Обозначим 1e1 f 1f 1e 111: efe 2e  . Поскольку 

 и , . Повторяя процедуру бесконечное количество раз, 

можно построить бесконечную убывающую цепь идемпотентов в замкнутой инверсной 
подполугруппе 

He 2 H0 021  e0  ee

H , а следовательно, и в самой полугруппе . S
С другой стороны, если инверсная полугруппа  содержит бесконечную убы-

вающую цепочку идемпотентов , то в ней содержится замкнутая ин-

версная подполугруппа 

S
......21  keee

 ,...},...,, 2 kee{: 1eH   без наименьшего идемпотента. 

Лемма 3. Пусть инверсная полугруппа  точно действует на множестве  
и . Тогда 

S N


)(SEe

edomM


 M  – максимальное относительно включения подмножество , 

для которого равенство 

N

MM s   выполняется для всех Ss . 

Доказательство. Из  следует  для всех . По-

этому для каждого 


)(SEe

edomM


 edomM  )(SEe

Ss  dom .  Mssdoms   )( 1

Если 1)( SE , то инверсная полугруппа  является группой, и утверждение 

леммы очевидно. Пусть теперь 

S

1)( SE  и существуют такие  и Ss Mi , 

что . Тогда для Mjis )( j 
)(SEe

edomM


  найдется такой )(SEf  , что . 

Для элемента  выполняется  Тогда 

fdomj

Ssf  fssf ii ) fj( . )sf(domi , и M  не со-

держится в , что противоречит доказанному выше. Поэтому  для всех 

. Из того, что  и , получаем 

)(sfdom

S

MM s 

s MM s 
1

MM s
1

M
1

(MM ss 
1 ss 

) MM s   
для всех . Максимальность множества Ss M  вытекает из того, 

что для j 
)(SEe

edomM   существует такой )(SEf  , что fdomj . 

Лемма 4. Пусть H  – точное представление инверсной полугруппы  с нулем 0 
на множестве правых 

S
 -классов по некоторой замкнутой инверсной подполугруппе 

H , а  HssSsDH  1: – область определения главной частичной правой конгру-

энции H  на , соответствующей подполугруппе S H . Если  для всех 

, то .  

)())(( xHHs 

HDs 0x

Доказательство. Рассмотрим произвольный St  . Тогда для всех HDs  

. Из того, что  

для всех , и из точности представления H

 )()()( ))(())(( xttx HHH HsHs  

HDs
)()( )))((( xt HHHs  )( xH))((Hs 

  следует равенство xtx   для всех 
. Отсюда St  x  является правым нулем в . Поэтому S 0x . 
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Лемма 5. Пусть H  – представление инверсной полугруппы  на множестве 
правых 

S
 -классов по некоторой замкнутой инверсной подполугруппе H  и . 

Тогда элемент 

)(SEe
)(eH  действует на своей области определения тождественно.  

Доказательство. Для произвольного правого  -класса )(Hs  по теореме 7.10 

[5] элемент )(Hss  и  










  в,

 если,)(
)(

1
)( HHse

Hs eH


 

случае.противном

ses

Поскольку, по лемме 7.11 [5], каждый правый  -класс – замкнут, то из sse  
и )(Hsese  следует )(Hses . Поэтому  )()( HseHs  . 

Лемма 6. Если  – инверсная полугруппа с нулем и S H  – ее собственная замк-
нутая инверсная подполугруппа, то )0(H  – пустая подстановка. 

Доказательство. Если H0 , то из замкнутости H  следует SH  , 
так как s0 , для всех . Поскольку Ss H  – собственная подполугруппа , то S H0 . 

Для произвольного Ss  . Следовательно,  для всех правых H0ss0 1 )( HHs  )0(

 -классов. 

Основные результаты 
Теорема 1. Пусть  – инверсная полугруппа, каждая убывающая цепочка идем-

потентов которой обрывается, а H

S
  – ее точное представление на множестве правых 

 -классов по замкнутой инверсной подполугруппе H . Тогда наименьший идемпотент 
подполугруппы H  является примитивным для полугруппы . S

Доказательство. По лемме 2, H  содержит наименьший идемпотент . Ес-

ли , то из замкнутости 
He

0He H  следует равенство SH  , а соответствующее пред-

ставление H  – неточно. Поэтому 0He . Обозначим MdomeH  . 

По лемме 1, для  найдется такой 0He )(min SEe , что Hee . Очевидно, 

при этом . Из точности представления )(min SE H  и леммы 4 следует, что для 0e  

существует такой , что  и Ss Hss 1   )() eH(Hs . Тогда, по лемме 5, 

, откуда .   )(Hs H )()( Hse  Hses1

Поскольку  – наименьший идемпотент в He H , . По лем-

ме 3, 


)(HEe

H edomedomM




M  – максимальное относительно включения множество, для которого  

для всех 

MM 

H . Поэтому  и . domsdomssM  1 )()( 1 sedomsesdom M 

Рассмотрим . Для него  и 

. По теореме 7.10 [5], . Поэтому 

. Следовательно, . Поскольку 

 и , имеем . С другой 

стороны, . Поэтому  и 

 Отсюда вытекает . 

Поскольку , имеем равенство . Тогда из 

)(Hsses H 

M

 ()()(  HsHseH

ssdom  ))(( 1

11 )()   ss

sesss   11 (()(

HHH eessess   )()( 11

 )()(  HsHs

Hses  1)(
11 )()(   sesss

11 )()(   ssses

ss  1)(

Hee

ssdomdoms   ))(( 1

    
)()(

)(  HsHs
eH

))(( 1 sesdomM

( ses

sssss   11 )()()

)(min SEe

)

doms

s1))

s(

M

s )(

s1)

es1( .

e

e

  и  следу-

ет и выполняется .  

ses H

MHe(  ssss   11 )() sdom s ran 
Для  тогда . 11 )()(   ss edomsdomdom   1)(
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Из  получаем   edomsransdomsran 0 . Поскольку , . 

Предположим, что и пусть . Тогда, с одной стороны, 

)(min SEe 1e

sranM \  
 srani)( =

srani \M
s domedom  , а с другой – ))(i(s   ))(is  )(s

minEe

 ()( 1s

eH

 )( 1s


)(1 i . 

Следовательно, предположение ложно и , откуда  sransdom  . 
Теорема 2. Инверсная полугруппа  с конечным количеством идемпотентов 

и единственным примитивным идемпотентом имеет точное эффективное транзитивное 
представление, тогда и только тогда, когда  является группой или группой с нулем. 

S

S
Доказательство. Точным эффективным транзитивным представлением группы 

или группы с нулем будет представление Кэли, эквивалентное представлению на мно-
жестве правых смежных классов по единичной подгруппе.  

Пусть теперь  не является ни группой, ни группой с нулем. Предположим, 
что точное эффективное транзитивное представление этой полугруппы существует. То-
гда оно эквивалентно представлению 

S

H  полугруппы на множестве правых  -классов 
по некоторой замкнутой инверсной подполугруппе H , которое, очевидно, также точно. 
Тогда H  – собственная подполугруппа, откуда получаем, что H0 , иначе выполня-
лось бы равенство . Из конечности )  следует, что SH  (SE 




)(HE

He
e

He  – наимень-

ший идемпотент подполугруппы H . По теореме 1, )(SminEeH  . 
Рассмотрим произвольный правый  -класс )Hs(  по замкнутой инверсной 

подполугруппе H  и произвольный ненулевой идемпотент  полугруппы . 

Так как при этом  и , то 

f S

Hss 1 H0 0s . Поскольку 1)S(minE , то  HeSE )(min  

и, по лемме 1, feH . Рассмотрим идемпотент  и предположим, что . То-

гда . Поэтому 0 . Отсюда в свою очередь вытекает, 

что 0 . Поскольку 

1sfs 01sfs

011   sfssseH seH

)()( 111   sssesess HH

1 s

0s , идемпотент  также ненулевой. 

Из , по лемме 1, . Тогда 0 , что противоречит 

примитивности . Следовательно, , и, по лемме 1, из равенства  

получаем . Из замкнутости 

s

(minE

s 1

}{)(min HeSE  ss1

He sfs

Hesfs 1

H 
0

e
1

 )( 1 ss HeHe

}{) HeS 
H  следует . Поэтому  

и, по лемме 5, . Следовательно, все ненулевые идемпотенты полу-
группы  действуют на множестве правых 

Hsfs1 )( fH)(Hs 
 )()( )( HsHs fH 

S  -классов по H  тождественно. Поскольку 
 не является группой либо группой с нулем, то в ней найдется по крайней мере два 

разных ненулевых идемпотента  и , для которых 
S

1e e )2(eH)( 1e2 H  , что противоречит 

предположению о точности представления H . 
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T.V.Voloshyna. On Exact Representations of Inverse Semigroups 
 
In paper inverse semigroups, in which every decreasing idempotent chain is ending, are con-

sidered. For these semigroups is proved, that the representation on a set of the right  -classes on the 
closed inverse subsemigroup H  is exact only in case, when the least idempotent of H  is a primitive 
for semigroup S . Are proved also, that inverse semigroups with a finite number of idempotents and 
with a single primitive idempotent have exact representation only in case, when they are group or group 
with zero.  
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