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КОНЕЧНЫЕ ГРУППЫ С ОГРАНИЧЕНИЯМИ  
НА СИЛОВСКИЕ ПОДГРУППЫ ФАКТОРОВ 
 
Изуче тр ни  разрешимой группы с бициклическими силовскими подгруппами в факторах 

нормального ряда и получена оценка производной ины разрешимой уп
 котором небициклически силовские подгруппы факто в имеют ограни енный порядок. 
 
Рассматриваются т
ления соответствуют [1]. 
В работе [2, следствие 1.5] установлено, что если порядок разрешимой груп  G  

пы 
юся 

ится на 1)( n -е степени прос ых чи
)(/ GG   превышает n3  ABG =

произведение  двух циклических подгрупп A  и B . Гру пп циклическими
 р доказано, 

л тентная  превышает
         

ы с би
с , 

 длина не

 
что 
 4. 

силовс
произв
В рабо

кими подгруппами изучались в аботе [3, теорема 1]. В частно ти
одная длина таких групп не превышает 6, а ни 

ли
ьпо

те [4] установлено, что производная д на разрешимой группы G , силовские  
p -подгруппы которой либо бициклические, либо порядка 3p  для каждого )(Gp  , не 
превышает 6; l 2)( G2 3, 2)(Gl  , 1)( Gl  p pдля Здесь 3>p .  l )  – (G p -длина группы G . 

Напомним, что нормальным рядом группы G  называется цепочка подгрупп  
                                 ==1 10 GG                                                      (1) 

в которо пп
м

Н ин св
пп нашло развитие в исследовании строения групп по свойствам 

силовски  а мальных рядов. Из теоремы Цассенхауза 
[1, теорема  , обладающая нормальным рядом 
с циклическими с м  в факторах, является сверхразрешимой. 
Поэтому г  и производная 
длина фа

Нат а ается свободным от кубов, если не делится на 
кубы прос е ающие

рядом с факторами порядков, свободных от кубов В частности, 
устано я 

,GGm
й подгру а iG  нормальна в группе G  для всех i . Фактор-группы ii GG /1  

называются фактора нормального ряда (1) . и 
ахождение вариантов разрешимых групп с заданными ойствами 

силовских подгру
х подгрупп в ф кторах их нор

 IV.2. G
 

11] следует, что группа
иловскими подгруппа и

руппа G  дисперсивна по Оре, ее коммутант нильпотентен
ктор-гр ппы )(/ GG   не выше 2. у
ур льное число n  назыв  n  

. 
тых чисел. В работ [5] изучены разрешимые группы G , облад  

нормальным 
влено, что производна длина )(/ GG   не превышает 5, а нильпотентная длина 

G  не выше 4. 
Основными результатами данной работы являются теорема 1, в которой 

получено описание разрешимой группы с бициклическими силовскими подгруппами 
в факт

нормальным рядом, в котором 
небициклические кие

ть т
е силовские подгруппы в факторах бициклические, то: 

орах нормального ряда, и теорема 2, в которой получена оценка производной 
длины разрешимой группы, обладающей 

 силовс  подгруппы факторов имеют ограниченный порядок. 
В доказательствах теорем используются следующие вспомогательные 

утверждения. 
Лемма 1. Пус  разрешимая группа G  обладае  нормальным рядом таким, что: 
1)  если вс
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1.  главные факторы группы G  имеют порядки  p , 2q  или 8 , где p  и q  – 
ростые числа из )(Gп  . 

2.1)  индексы максимальных подгрупп группы G  является простыми числами, 
квадратами простых чисел или равны 8. 

2.  если существует в факторах хотя бы одна небициклическа ил вс ая 
подгруппа и порядок каждой такой небициклической силовской 

я с о к
p -подгруппы не 

делится на 1p , )(Gpn  , n  – натуральное число, то порядки главных факторов 
групп неы G  и индексы максимальных подгрупп группы G  делятся на 1np , )(Gp  .  

Лемма 2. Пусть в p -разрешимой группе G  силовская p -подгруппа имеет 
порядок 3p и 3> о 1)(. Есл p , т Gl .  

Лемма 
p

p3 [1, теорема VI.6.6]. -длина разрешимой группы не превосходит 
производ ую длину и ступень о ности своей силовскойн нильп тент  p -подгруппы.  

В  ф

Здесь з

 работе [2] введена ункция )(max(
)

GmGm
p 

, где  =)
( pG

).(},|=:| GppMG a    , <||):(|{max=)( GMMGlogGm pp 
апись GM  <   означает, что M  – максимальная подгру па в G . 
Лемма 4 [2, теорема 1]. Пу
(/(

п
сть  – разрешимая группа. Тогда G

))(1)) G(mGGd    .
Зд  длина группы
Теорема 1. Пуст р имая группа обладает нормальным рядом, факторы 

которого  клическ  силовские подгруппы. Тогда справедливы следующие 
утвержд

. тная длина группы  не превышает 4, а производная длина 
фактор

есь )d (  – производнаяG  G . 
 G  ь раз еш

имеют бици ие
ения. 

G1  Нильпотен
-группы )(/ GG   не превышает 5. 
2 . 2)(2 Gl , 2)(3 Gl  и 1)( Glp  для всех простых 3>p . 
3 . Группа G  содержит ормальную дисперсивную по Оре подгруппу N  такую, 

что фактор-группа NG/  сверхразрешима. 
4 G  содержит рмальную дисперсивн ю  } -холлов

 н

у  по Оре у 
подгрупп

р , то: 
для о  простого

. Группа но {2,3,7
у. 

свободна G  4A -5 . Если г уппа
G  5.1)  1(l p  люб го)  p ; 

и ая длина руппы )(/ GG   5.2)  про зводн  г не превышает 3. 
имеет  порядок, то: 

 по ре; 
мутант гр ы нильпотентен. В частности, фактор-группа

. Если нечетный G  6
6.1)  G  дисперсивна  О

  )(/ GG   6.2)  ком упп  G
метабеле

Г называется свободной, если она не содержит секций изоморфных 
знакопеременной группе

сно, что теорема 1 охватывает все разрешимые группы, обладающие 

 пример показывает, что оценки, полученные в теореме 1, являются 

олупрямое 
произведение является группой порядка с подгруппой Фраттини 

ва. 
G  

 
 4A -

.   4A
руппа 

Я
нормальным рядом с бициклическими факторами. 

Следующий
точными. Здесь nZ  – циклическая группа порядка n . 

Пример. Пусть S  – экстраспециальная группа порядка 27. П
 ][= GLSG  (2,3)  3432  
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)(G  порядка 3. Производная длина G  равна 6, а производная длина )(/ GG   равна 5. 
Данная группа обладает главным рядом  

 Z 1 GSLSQSZ  SS (2,3)][][][ 823  
с бициклическими факторами, где 8Q  – группа кватернионов порядка 8. Кроме того,  
2 -длина и 3 -длина данной группы равна 2. 

 

  

Теорема 2. Пусть разрешимая группа G , обладает нормальным рядом, 
в факторах которого имеются небициклические силовские подгруппы и порядок 
каждой такой небициклической силовской p -подгруппы не делится на 1np p, )(G , 
n  – натуральное число. Тогда производная длина группы )(/ GG   не превышает 

1)( n . 
Здесь )(n  – максимум производных длин вполне приводимых разрешимых 

подгру п полной линейной группы GL(n

 

п
С

, P) над полем P. 
ледст

уппа и порядок каждой небициклическ силовской
вие 3. Пусть в разрешимой группе G  имеется небициклическая 

кая подгр p -подгрусиловс ой  ппы не 
 на делится 1pn , )(Gp  , n  – натуральное число. Тогда справедливы следующие 
дения: 
1. 1+)(+)(≤)( nnGd  , где ( ) = max{ | 2 2kn k n k

утверж
2}   N . 

2 . Если силовская p -подгруппа  бициклическая, то

Если , то

pG

p|=

 1)( Glp

1

, 2>p  
pn

pG|  +)(≤)( pp nGl и (2 Gl 2 . )   pG  небициклическая , где np

превышает 

n .  и 
Здесь N – множество всех натуральных чисел. 
Лемма 5 [6]. Производная  группы порядка не 

частности, справедливы утверждения
если , то
если

 G   np  1+)(n . длина
: В 

1)   2n  1=)(Gd ; 
2)   53  n , то

если
 2)( Gd ; 

, то 3)( Gd3)   116  n ; 
4)  если 2112  n , то )( Gd 4 ; 
5)  если 3922  n , то )( Gd 5 ; 
6)  если 7340  n , то )( Gd 6 .  

ия  )(n  и )(n  
чим 

Из следствия 3, используя значен  функций для значений 
лемму 5 и теорему  [7, лемма теорема А следующее . 
Следствие 4. Пусть  – мая группа, у которой каждой 

небициклической силовской

конкретных 
 следствие
порядок 

n , см.  SA  5, 
разреши

S], полу
G

 p -подгруппы не делится на 1np , )(Gp  , ∈n N. Тогда: 
если1)   63  n , то 4)(  nGd ; 

2)  если 107  n , то 3)(  nGd ; 
3)  если то

если
 11=n ,  13)( Gd ; 

4)   1712  n , то 14)( Gd ; 
, то 15)( Gd5)  если 2118  n ; 

6)  если 2522  n , то 16)( Gd ; 
7)  если 3326  n , то 17)( Gd ; 
8)  если 3934  n , то 18)( Gd ; 
9)  если 6540  n , то 19)( Gd ; 

(910)  если , то 66n  6,3)(2)log5)(  nGd n  . 
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