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Исследуется задача типа Коши для линейного дифференциального уравнения с частной дробной 

производной Римана–Лиувилля положительного порядка по времени. Рассматриваемое уравнение обоб-
щает уравнение конвекции и дробное диффузионно-волновое уравнение. С использованием метода инте-
гральных преобразований находится решение поставленной задачи в квадратурах. Решение выражается 
в терминах специальной функции Миттаг-Леффлера. 

 
Введение  
Пусть   0 , ,tD u x t

  – частная дробная производная Римана–Лиувилля порядка 

0  от функции  по второй переменной [1, c. 342]:  txu ,
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В частности, если , то дробная производная Римана–Лиувилля порядка 
α совпадает с обычной производной n-го порядка. 

Nα  n

Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение 
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и уравнение (2) при α = 1 сопадает с уравнением конвекции [2, (1.1.4)] 
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Поэтому уравнение (2) называют дробным уравнением конвекции. 
В случае  уравнение (2) совпадает с дробным диффузионно-волновым 

уравнением 
0μ 

     ,0λ 0,α ,0 ,R     λ, 2

2
2α

,0  



 tx
x
utxuD t  (4) 

исследованным в работах [3–5]. 
Интерес к изучению дифференциальных уравнений с частными производными 

дробного порядка вызван их многочисленными приложениями при решении задач фи-
зики, механики и других прикладных наук [6, гл. 7]. В частности, в статье [7] получен 
алгоритм решения дробного уравнения конвекции с нелинейным членом, содержащего 
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Настоящая работа посвящена решению уравнения (2) порядка α > 0 с начальны-
ми условиями 
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  определяются формулой (1), при этом предполагается, 
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    (k = 1, ..., n). 

Если , то задача (2), (5) представляет собой задачу Коши. Поэтому, по 
аналогии, её называют задачей типа Коши. 
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1. Решение задачи в терминах преобразований Лапласа и Фурье  
Для решения рассматриваемой задачи используем метод интегральных преобра-

зований. Применим преобразование Лапласа функции  txu ,  по переменной t 
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и преобразование Фурье по переменной x 
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где  – фиксированное действительное число. Свойства прямых и обратных преоб-
разований Лапласа и Фурье и описание классов основных и обобщённых функций u(x,t), 
для которых эти преобразования определены, можно найти в монографиях [8, Гл. 1–2], 
[9, §3–4], [10, Гл. 1, §1]. В частности, операторы (6), (8) и (7), (9) взаимно обратны на 
«достаточно хороших» функциях 

Rγ

 txu , . 
Пусть существуют преобразования Фурье   kx fF  функций  . 

Применяя к обеим частям уравнения (2) преобразование Лапласа (6), учитывая началь-
ные условия (5) и формулу преобразования Лапласа частной дробной производной Ри-
мана–Лиувилля [11, (2.248)] 
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Применяя преобразование Фурье (7) к обеим частям этого равенства и учитывая 
формулу преобразования Фурье производной 
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Применяя к этому соотношению обратные преобразования Лапласа (8) и Фу-
рье (9), получим решение  исходной задачи (2), (5) в виде  txu ,
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Другое представление получим, применяя к соотношению (10) обратное преоб-
разование Фурье и используя теорему о свертке Фурье. По формулам преобразования 
Фурье, равенство (10) примет вид: 
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где  – свертка Фурье по переменной x. x*
Таким образом, по формуле обратного преобразования Лапласа 
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где  – фиксированное действительное число. Rγ
 

2. Решение задачи в терминах функции Миттаг-Леффлера 
Выразим решение (11) в терминах специальной функции Миттаг-Леффлера [12, 

18.1(18)] 
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являющейся целой функцией от z.  
Применяя обратное преобразование Лапласа к обеим частям формулы (10), получим 
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Лемма 1. Имеет место следующая формула обратного преобразования Лапласа: 
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Доказательство. Справедлива формула преобразования Лапласа [1, (1.93)] 
функции Миттаг-Леффлера: 
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Используя формулу (15) с параметрами α,a  ,1α  kb  получаем соотношение 
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По свойству умножения аргумента на число,  
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Применяя соотношение (17) с параметром   α/1 22 σμσλ iq   и учитывая фор-
мулу (16), получим: 
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откуда следует утверждение Леммы.  
Учитывая формулу (14), перепишем уравнение (13) в виде 
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откуда можно записать представление решения задачи (2), (5) в виде обратного преоб-
разования Фурье: 
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Таким образом, доказано следующее утверждение: 
Теорема 1. Если , 0α  nn  1   Nn , то задача типа Коши (2), (5) имеет 

решение , даваемое формулой (18), при условии что интегралы в (18) сходятся.  txu , 
 
Исследуем решение (18) задачи (2), (5) при 1α  . В этом случае  и 1 nk
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В соответствии с теоремой о свертке Фурье, решение (19) принимает вид 
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где  – свертка Фурье по переменной x, и совпадает с известным решением уравнения 
конвекции (3) [2, (1.1.4)]. 
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Если же 0μ , то решение (18) принимает вид 
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и совпадает с решением дробного диффузионно-волнового уравнения (4), полученным 
в работе  [5, (21)]. 

Заключение  
В работе с использованием метода интегральных преоб-разований получено ре-

шение задачи типа Коши для дифференциального уравнения с частной производной 
Римана–Лиувилля произвольного положительного порядка, являющегося обобщением 
уравнения конвекции.  

Результаты являются новыми и носят теоретический характер. Они вносят вклад 
в разработку теории краевых задач для дифференциальных уравнений в частных про-
изводных дробного порядка. 

Практическое использование результатов статьи возможно в приложениях при 
решении интегральных и дифференциальных уравнений дробного порядка, а также при 
решении конкретных задач физики, механики и других прикладных наук. 
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A.A. Voroshilov. Solving of Cauchy-Type Problem for Fractional Convection Equation 
with Riemann-Liouville Partial Derivative 

 
The Cauchy-type problem for the linear differential equation with Riemann–Liouville partial 

fractional derivative of positive order with respect to time is investigated. The equation under consid-
eration generalizes the convection equation and the fractional diffusion-wave equation. Using direct and 
inverse Laplace and Fourier transforms, a solution in closed form of the above problem is established. 
It is shown that the solution of the problem is established in terms of special Mittag-Leffler function.  
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